9. Translations-, Rotations- och Vibrationsenergi

Larandemal:
Kunna analysera ett mangpartikelsystem: Kinetiska energin
for masscentrum och den kinetiska energin relativt till
masscentrum
Kunna analysera ett mangpartikelsystem som en punktpartikel
och ett utstrackt system och kombinera resultaten for att fa
information om systemets olika inre energier
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Manniska som hoppar
upp fran golvet

Manniska pa skridskor
trycker mot en vagg 1
M ——.F’ h - - N -

Vi drar tva puckar

Friktionsmodell
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Separation av ett mangpartikel systems energi

KTot:KTrans'l'KRel

Masscentrums
rorelse
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Masscentrum (massakeskus)

Masscentrum kallas for en punkt i rummet som ar
'summamassans medelpunkt' for en samling av massor

—  mf+mr,+... mi;
Def: Rey = =
m +m, +... m,
Om,
XCM
YCM
ZCM
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Masscentrums kinetiska energi

m,f, +m,F, +.. Zm-f
m+m+.. > m,

Rew =

Derivera som funktion av tlder:( Zi m =M
V

= v _ My MV, 4+ MY MY, 4
M m,+m, +... M
_ - - —_ A/Q m, V.
I:> |MVCM :m1V1+m2V2+"':P| Vem
Ws [ e - CM
Dér P &r systemets totala rorelsemangd mg\ O Qm1
= [y Vew _ P _= o
M=t e i,
L
KCM = E MvCM
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Masscentrum

Masscentrum for en kropp kan beréaknas genom att integrera x-
y- och z-komponenterna skilt

Kroppens form symmetriskt —9 |att att bestdmma

masscentrum

Hur hitta masscentrum for en
oregelbunden kropp?
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~  _Amf+Am,r +.. 2 AmE 1 S Am
M AM, +AM, + _ZAm M e
1 2 i i

Ett masselement ar volymelementet ganger
densiteten:  Am. = pAV.

m) Masscentrum for en homogen fast kropp:

— 1
CM:M

A

> PAVIT, = ﬁjmv
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Berakna masscentrum for
en pyramid med hdjden h h
och dar bredden pa den
fyrkantiga basen ar a

[P
N

Ca

_ 1 B B
Forst, frAn masscentrums definition:  Rgy = MZ. PAViT, = ﬁ_‘- rAv
Ge masscentrums ekvation p j "
_ _ Loy =— av
for hojdkoordinaten z cm =7y ), 24V ()

Hur ser volymelementet dV(z) ut?

)  Z.y=h4
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. Inte till tenten
Tvakroppsproblem

(kahden kappaleen ongelma)

Tva massor kretsar kring varandra:

1) Idealfall (m, >> m,)
2) Verklighet (m, > m,) '

Hur l0sa detta sa latt
som mojligt?
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Inte till tenten
LOsning: Definiera reducerad massa

m, , m, systemets reducerade massa:

m,m,

m =———7-
m, +m,

_ F
Accelerationerna for massorna: & =— a,=—-
m, m,

Accelerationen hos kropp 1

betraktat fran kropp 2

IE — ( mlm2 g
- = = = —(m, +m m, +m
azal—azzF i+i —F| 12 |:> B 1 2
m, My m,m, F=ma N2
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Inte till tenten

m1m2
m, + m,

r

Fran massa 2 ser man:

Fradn massa 1 ser man:
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ineti in fé 2 - Inte til
Kinetiska energin for ett mangpartikel system nie titenten

N N 1 N 1 d _ YN m;t
z : z : _D z : _ 12 _ Li=1""4T
— . — — —m;|— (17 R =
KTOI,' i:lKl - 2 m v i1 2 mll dt (rl)l CM M
ZN 1 d zzv S
= - Emll E (RCM —+ ri,CM)l = i1 Emil‘/CM + vi,CMl

N 1 _ B _ _

= Z Emi|VCM + Vicml - Vem + Viceml
i=1
Ny

:Z ) Zm(VCM+2VCM ULCM+ vlCM
i=

N
1 N _ _ d _
== (Z m)Vey +Vem - dt (Z m; 7icm) + Z m iVcm
2 i=1 =1 i=1 2

1 N1
= EMVCM +zl:1 Emivi,CM
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—_— \ ."..
V N m
CM N 2
N CM* Vi
S o i
A\~ 4 .
\ : ml
N L V
N\ .
DY
NS
\“Q,
~,
S e

Totala energin:

1 1 1
Erot= [g (my + mz)VcZMl + [g My V1 Rert M3 rertUMN] + (my +my)c?

t T

Masscentrum Relativa rorelsen till CM for m; och m,
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Vibrationsenergi

Evin=KviptUfsder

Rotationsenergi / V rel
1

KRot 0 MvRel

Vlrel
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Kinetiska energin for rotation

rot 11

1 1 1 1
K =Em1V12 +Em2V22 +Em3V§ +...=Ezim-V-2

Alla massorna i en fast W 2z V=wXr
— kropp roterar med samma |a)| = ﬁ = ? vy
vinkelhastighet i . }nl m,
—
1 2 2 1 2\ .2 rq
Ly e LS mik .

‘ (Hitausmomentti)

Definition: Trbghetsmoment‘ | =Z.mil’i2 o)
! eng: moment of inertia

L -

rot — 2 lw jamfor: K = P
2

= K

2
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Bestam troghetsmomentet for en homogen stav med
langden L som roterar kring den ena andan av staven

dV = Adx Totala massan: M = p AL

= |,= A_[szdx = A\"X—3—1 AL = ZmL2
A= P PR 3 3 3
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I=ME/12 1=ME/3 | = MR%/2 | = 2MR?/5

A2 Em ¢

Troghetsmomentet (eng. moment of inertia), [I] = kgm?2, beskriver pa
vilket avstand massa for en kropp ar distribuerat runt rotationsaxeln

Troghetsmomentet beror alltsa pa bade kroppens form och genom
vilken axel den roterar. Darfor ar det inte tillrackligt att bara saga att
en kropps troghetsmoment &n nanting, utan man maste ocksa
specificera rotationsaxeln

Samma kropp har olika
—» troghetsmoment genom olika
rotationsaxlar

IP :Zimiriz‘

dar P betyder att kroppen roterar kring en axel vid punkten P
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I=ME/M2 1=ME/3 | = MR?/2 | = 2MR?/5

o BT 0

R

b lem
[SES

. 2
Parallell axiomet: ‘ |, =1, +Md ‘

|, = Troghetsmomentet kring en godtycklig punkt

lcy= Troghetsmomentet kring masscentrum  (Iqy || 1p)
M = Kroppens massa

d = Avstandet mellan punkten P och masscentrum

Troghetsmomentet kring masscentrum ar minst

|:> Fria kroppar roterar runt en axel
genom massmedelpunkten
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En kropp roterar kring punkten A:

Den kinetiska
rotationsenergin for 1

rotation kring Aar: Ky = > o’

Parallell axiomet ( 1, =1, + ML?) ger:
1 1 1

2 2 2
KrotZE(ICM +ML2)0)2 :EICMG) +EMLCO
Vew = Lo [> Kot lov@ +;MVC2M

Rotationen krlng A ar ekvivalent med att
kroppen roterar kring masscentrum och att
masscentrum har en hastighet V,
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Totala mekaniska energin for en roterande fast
Kropp ar summan av rotationsenergin,
masscentrums rorelseenergi och
masscentrums potentialenergi

1 1
E =5 | @° JrEMVCZ,\,I +U(Rey)

Vem O‘\(D

U(Rcwm)
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En stillastaende ihalig cylinder med radien R och trogets-
momentet | = MR2 borjar rulla nedfor en sluttning fran punkten
a) till b).

Hojdskillnaden mellan a) och b) ar h.

Vad ar cylinderns hastighet vid punkten b?

b) a) Totala mekaniska energin bevaras

E:%Iw2+%MV§M +U(Ryy,)

Vou =R = o=V, /R

Uppe Nere
1
0+O+Mgh=%lw2+%MV§M +0 =§(MR2)0)2+§MV§M :EMVCZM +=MVS,

1 1 1
2

= VCM =\/ﬁ Ifall | =0 = VCM :\lzgh
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Vilken av f('jremélen kommer forst nedfor kilen?
B CD

o(O@o

L

0
= of O@

Troghets- Den som har hogsta
Foremalen Radien momentl ¢y (MR2) farten nere vinner
solidsfar ~ RI2  2MR?*/5  2/5 Mgh =2 10 + 2 MVZ,
ihdlig cylinder R MRZ2 1/12 2 2
solid cylinder R MR*/2 _~MR2 @w=V. /R
solid cylinder R/2 MR? /2 1/2 I =c-MR M
1 1 2gh

1
= Mgh:EC-MVCZM +§|\/|v§M =§|\/|V§M(1+c) = V,, =

1+cC
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Strategin for att I0sa komplicerade kroppars
rorelse- och energiekvationer

Real system:
Forces act at different locations

1) Masscentrum:

P;;th of d\7 d 5
center of —
mass of M dct:M - diM = ZIZCM,Tot

real system

1 o
AKcy :A(EMVCZ'M) =j_ YFcMm ot * dTem
l

L BE 2) Verkliga systemet:
/ ./ point-particle
system E :

Point-particle system:
All forces act at the same location
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dv.,, dP _
1) Masscentrum: M diM = dCtM = YFcm Tot

1 fo
AKcpy =A(§Mng) =[ XFcMmTot - ATem =0
l

f
2) Verkliga systemet: AEg,srom =W = Z f Fyttre,i * dT;
i l

= %ksz =F,AL+FAL=2FAL
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En kedja av metallankar med en total massa M = 7 kg ar lindad i en tét boll ligger pa ett bord
med lag friktion, se figuren. Du drar en lank vid ena dnden av kedjan med en konstant kraft F
= 50 N. Sa smaningom ratas kedjan ut till sin fulla langd L = 2.6 m, och du fortsatter dra
kedjan tills du dragit den en total stracka d = 4.5 m. I

a) Vad &r kedjans hastighet i detta 6gonblick?
b) Vad ar totala férandringen i kedjans energi? d

c) Under tiden du drar kedjan traffar metallankarna varandra och kedjans temperatur OKkar.
Anta att processen ar sa snabb att det inte finns tillracklig tid for en betydande overforing av
energi fran kedjan till bordet pa grund av temperaturskillnaden, och ignorera den lilla mangd
energi som utstralas bort som ljud som produceras i kollisionerna. Berdkna 6kningen i kedjans
inre energi.

1 Fo_
1) Masscentrum:  AK¢y = A(EMng) = j LFeMTot * dTem

f
2) Verkliga systemet: AEsystem = W =Z f Fyttre,; - dT;
i l
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dv,, dP _
1) Masscentrum M diM = dCtM =>F

Fy ZFZFN—Mg

Kinetisk energi for masscentrum

Fy =Mg 1 fo_
AKey = AG Mvy,) = |, ZF odT,,
2) Verkliga systemet (hela méanniskan) = (Fy —Mg)h
- Kinetisk energi: masscentrum AK_
- Kinetisk energi: armar, ben, rotation ... AK_ .,
- Termisk energi: kroppen blir varm AE sk
- Kemisk energi: du blir hungrig AE ik

AEsystem =W = J-if Ifyttre odr |:> AKcm T AKandra + AEtermisk + AEkem|sk Mgh
(Fy, —Mg)h+AK._ .. +AE +AE —Mgh

andra termisk kemlsk

|:> AKandra + AEtermlsk + AEkemlsk I:N h
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Du hanger i en kvist som ar pa en hojd L 6ver marken, ditt masscentrum &r pa en ———
hojd h och fétterna en hojd d ovanfér markytan, se bilden. Du sldpper taget och R
faller till marken. Du absorberar stéten mot marken genom att bdja kndna och |
hamnar tillfalligt i vila i en hopkrupen stéllning med ditt masscentrum en hojd b
ovanfor marken. Din massa ar M.
a) Vad ar din hastighet v i det 6gonblick nar dina fotter

vidror forst marken? &
b) Vilken &r den totala inre energiféréandringen i din kropp

(kemisk plus termisk) under hédndelsen?

Vad blir den totala inre energiférandringen om begynnelsetillstandet &r a) fallet
(du ror vid marken) och slutsituationen &r densamma (du ar i hopkrupen stéllning)?
c) Vilken &r den approximativa medelkraften F fran

marken pa dina fotter under den tid da knana bojs?
d) Hur mycket arbete utfors av denna kraft F?

-
<

Hanger=roikut, kvist=oksa, marken=maa, slépper taget=pdaastat irti, faller=tiput, stéten=iskun, bdja
knana=polvet taipuu, hamnar tillfalligt i vila=olet hetkellisesti levossa, hopkrupen stallning=kyykkyasennossa,
dgonblick=sill& hetkelld, medelkraften=keskiarvoinen voima

1 ;o
1) Masscentrum: AKc-py = A(E Mng) = j XFcMmTot - ATem
i

f —
2) Verkliga systemet:  AE =W = j Fe ®dl
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Friktion Vi drar ett foremal med konstant fart langs en yta

AFn=Mg

1) Masscentrum —— i
o—=

Fo B AK=(F-f)d =0
Vi = |fl=IF|

2) Verkliga systemet:  AK + AEysrme = Fd + Wy,

= AEysrme = Fd + Wfrik

= AEysrme = Fd + Fdess

14
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Modelloberoende exempel

i

AEmmre1 + AE e, = Fd

Lower block held at rest

Friktion med
smorjmedel
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Larandemal:
Kunna analysera ett mangpartikelsystem: Kinetiska energin
for masscentrum och den kinetiska energin relativt till
masscentrum
Kunna analysera ett mangpartikelsystem som en punktpartikel
och ett utstrackt system och kombinera resultaten for att fa
information om systemets olika inre energier
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