12. Entropi (riktning av processer)

Larandemal:
Kunna berakna entropin for en fast kropp enligt Einsteins
modell
Kunna berakna absoluta temperaturen for en fast kropp
som funktion av energin
Kunna berakna den specifika varmekapaciteten for en fast
kropp som funktion av energin
Kunna berakna sannolikheten for att ett mikroskopiskt
system ar i ett exciterat tillstand

Helsingfors Universitet
Institutionen for fysik
T. Ahlgren



« Vad ar temperatur?

« Varfor ger en varmare kropp energi till en
kallare?

« Hurudana processer ar mdjliga | naturen?

Tiden gar framat Tiden gar framat
Tiden gar bakat
Tiden gar bakat
— e 9

27T,
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<5 .«—— Vad ar medelhastigheten for en molekyl?

' ‘ ‘ Vad ar sannolikheten att

"‘ . atomen diffunderar?

Hur andrar luftens densitet med hojden?
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Vad ar sannolikheten att vid ett 6gonblick ar
alla N atomer i den vanstra halvan?
Da N =2ochdaN =108

°
00000

; N = 2: Sannolikhet =12 * 15 =1/,

1/2 ~107%°

N = 106: Sannolikhet = (1/2)1°°

_ (10—0.3)106 _ (10)—3x105
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N Mikrotillstand: Q(N,) N, = Antal molekyler
| vanstra ladan

2 (20001 (W12  (02)1
3 (3/0)1 (21)3  (2)3  (0/3) 1
4 (40)1 (34 (2126  (U3) 4  (0/4) 1

N!
N, I(N —N,)!

Q(Nl) =
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Statistisk modell for ett fast amne

2

_pt 1
ot = Kyip U —%+Ek3

px+ ks? py+1ks + pZ+ ks?
2m 2 2m 2 2m 2

Ekvivalent modell wwwwi

E

E4 = 4hwg + Ey
, X E3 =3hw + Ey

- - One quantum

(- - =4 3 of energy
L%’ \ = Ep =2hawy + Ep
\;\)9;:‘, I/ .7'./,_./ ,\/)‘ = 1hw0 + EO
‘ Ground :
state 1 Eo
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En atom (tre frinetsgrader)
har tre energikvanta

Hur kan dessa energikvanta vara distribuerade?

Atom 1 2 3
3 0 0
0 3 0
0 0 3
2 1 0
2 0 1
1 2 0
0 2 1
0 1 2
1 0 2
1 1 1
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Alla dessa

@)  mikrotillstdnd &r

lika sannolika

www

Y

A
One quantum

of energy

|

Energy
ol

Ground
state

Ett system i ett visst
makrotillstand har lika
stor sannolikhet att
vara i varje mojliga
mikrotillstand

Vaxelverkningar och materia

E4 = 4’1(1)() + E()

E3 = 3’1(1)() + EU

E2 = 2’1(1)() + E()

E| = lhay + Ey

Ey



En atom (tre frihetsgrader)
har fyra energikvanta

Hur kan dessa energikvanta vara distribuerade?

Y9y Y9V VY
Y9y 999 99y
VoY UYY vy =
FAVA I VACA= VAT

2 2 0 2 0 2

VoY Y9V Y9y

Helsingfors Universitet

Institutionen for fysik . . .
T. Ahlgren Vaxelverkningar och materia

www

One quantum
4 of energy J

Energy

Ground
state

Ey

Ey=

E> =

E| =

Ey

4

15 stycken

Vad kunde vara
formeln for detta?

\j\’:.

= 4hwy + Ey
3’1&)0 + E(j
2’1(1)() + Eo

Iflw() + E()

Y/ ) l



Tva atomer (6 1D oscillatorer) har tillsammans fyra energikvanta
Hur kan dessa energikvanta vara distribuerade?

Atom 1 Atom 2
Atom1 | Atom 2 # ways
[0 11| 400,040,004 /UL LE LY 000
0 4 1-15 4 0 0 0 4 0 0 0 4
300, 030, 003
Atom 1 Atom 2 # ways ’ ’ !
; T 1.3 1 210, 201, 021, 012, 120, 210, 100, 010, 001
1 3 3-10 111
Atom1 | Atom2 | #ways | 200, 020, 002, 200, 020, 002,
2 2 6-6 101, 110, 011 - 101, 110, 011
q1|q | # ways 1|# ways 2 ##V:vaay;slz' é‘ 304+
0l4] 1 15 15 S 0t
- 113 3 10 30 =
22 6 6 36 = 107
311 10 3 30 0
4lo| 15 1 15 & & &8 4 4

g1 (# quanta in atom 1)
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Ta fem numrerade bollar efter
varandra fran pasen

Hur manga olika nummer-
kombinationer kan man fa?

Forsta bollen : 5 olika

Andra bollen : 4 olika 5*4 mojligheter hittills

=
Tredje bollen : 3 olika =  5*4*3 mojligheter hittills
Fjarde bollen : 2 olika =>  5%4*3*2 mojligheter hittills

=) Totalt: 5*4*3*2*1 = 5! = 120 mojligheter
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Nu ar dessa fem bollar ocksa fargade,
ROD (tre bollar)
GRON (tva bollar)

Totalt: 5*4*3*2*1 = 51 = 120 mojligheter %

3! = 6 permutationer av réda bollar
2! = 2 permutationer av grona bollar

5! 120

=) Antal olika fargsekvenser = = =10
3121 6-2
Antal olika mikrotillstand: Q som g antal (q+N —1)!
= | energikvanta kan férdelas p& N antal Q= :
endimensionella oscillatorer q!(N -1)!
Helsingfors Universitet
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Antal olika mikrotillstand: Q som q antal (q+N -1)!
energikvanta kan férdelas pa N antal Q= : |.
endimensionella oscillatorer q!(N -1)!

100 kvanta pa 300 oscillatorer (100 atomer)
> Q ~ 1.7 x 10% olika mojligheter

Vad ar sannolikheten att en oscillator har alla 100 energikvanta?

Vad ar sannolikheten att en oscillator i en 1 cm? bit av
material med ca 1023 atomer har alla energikvanta?
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Material | termisk kontakt

Tva system med konstanta

totala energin: g, + q, %
300
oscillators 200
oscillators
G, + 0, =100
o — (g1 +300=1)1 o (g2+200-1)

g1 q2 = (100 — ¢9) g1!(300 = 1)l g2!(200 =131 Total # of Ways Q1Q>
0 100 1 2.772 E+81 2.772 E+81
1 99 300 9.271 E+80 2.781 E+83
2 98 4.515 E+04 3.080 E+80 1.391 E+85
397 4.545 E+06 1.016 E+80 4.619 E+86
4 96 3.443 E+08 3.331 E+79 1.147 E+88
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300 _ {1 4+300=D o (g2 +200—1)]
oscillators ) g =00-qy  @lGO0=DI "7 T gl200 =1 Total # of Ways 192
oscillators 0 100 1 2772 E+81 2772 E+81
1 99 300 9.271 E+80 2.781 E+83
2 98 4.515 E+04 3.080 E+80 1.391 E+85
q + q — 100 3 97 4.545 E+06 1.016 E+80 4.619 E+86
1 2 4 96 3.443 E+08 3.331 E+79 1.147 E+88
5
) 7 E+114+
6 E+114'—_ o
3 Bredden pé&
S S E+ll4~ distributionen &r:
o e
m 5 4 E+114 1 1
= 3E+114+ o« —— eller —=
% JN Ja
b 2 E+114+
s 1E+114+
o
- 0 : |
0 20 40 60 80 100
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=100

0 + Q

300
oscillators

200
oscillators

Initial state

Helsingfors Universitet
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Total # of Microstates (£21£2,)

7 E+114-
6 E+1144
S E+114+
4 E+1144
3 E+114-
2 E+114-
1 E+114+

0

0

Vaxelverkningar och materia

20

40

60
q1

80 100



i & 7E+114+
oscillators 200 %/ e |
oscillators Q
Initial state =) % 5SE+114
S 4E+1141
4 S 3E+1141
“5 —
L S 2E+114
oscillators 500 T‘j i |
oscillators ﬁ 3 % ]
Final state 0 0 p o 60 i

q1

Blocken i termisk jamvikt

Hur och varfor sker termisk jamvikt?
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Tva system: Mikrotillstand: Q, och Q,

Definition
Entropi:

S =k, In(Q)

S, =kg In(€Y,)
S, =Kz In(€2,)

Boltzmann konstant: k, =1.38x10%J /K

Sror = Kg IN(€,Q,) =k, In(Q,) + kg In(Q,)

=5, +3S,

Energin ar summa: E, =E +E,

Vid jamvikt ar systemets energidistribution
den som har den storsta totala entropin

Termodynamikens andra lag

300k +
250k +
200k +
150k T
100k +

S0k +

Ok

Total # of Microstates (£,Q;)

7 E+114+
6 E+114+
SE+114+
4 E+114+
3E+114+
2E+114+
1E+114+

0

0 20 40 60 80 100
q

300
oscillators

200
oscillators

kpln () T

o i

kpln(Qy) 5 i

0 20 40 60 80100

t t t t . | q2
100<-80 60 40 20 0

Ett slutet system som inte ar i jamvikt, gar med storsta
sannolikhet mot ett makrotillstand dar entropin ar storre.
Dvs. ett slutet system stravar till ett tillstand med maximal entropi

Helsingfors Universitet
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Reversil_ala processer:  ASgs + AS,ngivning = 0
Irreversibla processer:  ASy,, + AS;giyning > 0

Tiden gar framat Tiden gar framat

Tiden gar bakat Tiden gar bakat
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S =k, In(Q) S=S,+5,
ds _ds, ds, |, G, +0, =100
dg, dg, dag, d, :100—q1
ds, ds,
dg, da, ds, ds,

= G, da,

dS,/dg, och dS,/dq, ar matt pa
tillstand hos block 1 respektive 2

Vilken fysikalisk storhet ar densamma
for de bada blocken i termisk jamvikt?

A
L) Temperatur

1
E>?AQ
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300k -

agy s §=8.45,
250k g+ ;
200k g ds, _
S
150k gt Ay ‘
100k g+ .
50kp+ dgy |
Ok % % | ! | q
0 20/ 40 60 80 100
: : : : : | a2
100 /80 60 40 20
Vid jamvikt
300 300
0SC. 200 0SC. 200
OSC. OSC.
e » o
T -
300k 5+ 11:121 Imltlal
250kpT Final :
200kp+  slopes !
1 S :
150k g+ "' ! Initial
100k N5, | Slopes
SOkt | f//
Ok g : | | —— q
0 20 40 60 80 100
: i 1 @
100 80 60 40 20 0



_AS =) Forandring i entropi vid

1
T AQ konstant temperatur T

Exempel

Vad ar entropiokningen da ett 80 kg tungt foremal glider
ner langs en 100 m hog kulle vid temperaturen 270 K?

Potentiella energin dvergar till varme via friktion och luftmotstand.
Entropiférandringen ar:

~ AQ mgh 80kg9.8m/s*100m
T T 270 K

AS ~ 290 J/K
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Entropiskillnaden for en process fran A till B

dQ

AS:SB—SA ?

Il
> ey

En reversibel process, ar en process dar summan
av alla arbetena i respektive temperatur blir noll:

AQ;
2.7 0
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Vi har tva identiska kroppar som bada har massan m och
specifika varmekapaciteten c i ett varmeisolerat utrymme.

| bOrjan har den ena kroppen temperaturen T, och den andra T.,.
Nu satts kropparna ihop och man later kroppsystemet uppna
jamviktstemperaturen T. Bevisa att entropiférandringen for
systemet ar positivt (AS>0).

Helsingfors Universitet
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En fysiker dricker sitt morgonkaffe ur en mugg med massan 150 g,

specifika varmekapaciteten 1500 J/(kgK) och begynnelse-

temperaturen 20°C. Fysikern haller i muggen 250 g kaffe med

begynnelsetemperaturen 75°C.

1) Vad ar den slutliga temperaturen for muggen och kaffet efter att
jamvikt uppnatts?

2) Vad ar den totala entropiférandringen?

Kaffets specifika varmekapacitet kan antas vara samma som for
vatten 4190 J/(kgK). Anta systemet inte vaxelverkar med
omgivningen.

AQ =m-c- AT

B

d
AS=SB—SA=I?Q

A

Helsingfors Universitet
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Den specifika varmekapaciteten for ett fast amne

Specifika varmekapaciteten per atom

AE AE
C = atom AEatom _ __ system
AT Natomer
Vid hoga temperaturer:  E__ =N, KT =3kT
- Catom = 3kB
6 E-23T 6 E-231
g g m B o , ' - *
- S 4E23T g% e °
8 g "o e
] o
& S 2BE23m ° Pb=
) o .. Ale
gle 4 , : 0 L % | |
0 200 400 600 0 200 400 600 800
T (K) T (K)
Vid laga temperaturer?
Helsingfors Universitet
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Exempel: Bly nanopartikel (fjaderkonstant k~5 N/m)

a) Vad ar den approximativa temperaturen for en
nanopartikel som bestar av tre blyatomer och har 5
energikvantta?

b) Vad ar den approximativa specifika varmeka-
paciteten per atom vid denna temperatur?

9 endimensionella AE, = ha, = hk/m = 7.92x107% ]
oscillatorer
1 AS
a) B T =AE S =k; In(QQ)
AE AE
b) C _ atom AEa = system
» AT t Natomer

Helsingfors Universitet
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a) Vad ar den approximativa temperaturen for en nanopartikel
som bestar av tre blyatomer och har 5 energikvantta?

9 end_imensionella AE, = hay, = ik I m =~ 7.92x107% ]
oscillatorer

Antal mgjligheter Q att fordela q kvanta bland N
antal endimensionella oscillatorer

_(g+N-D! 1.4
~gq!(N=1)! T AE
q Q InQ T N A_E ~ 2h0)0
4 j!—8’1=495 6.20 TAS  kA(NQ)
-22
5 51'—38!': 1287 716 |:> T ~ 2792 X].O J
o 1.38x10 2 J/K (8.01—6.20)
6 141 _ 3003 | 801
18! : ~63.7 K
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b) Vad ar den approximativa specifika varmeka- 1 AS
paciteten per atom vid denna temperatur? T AE
AE, = hay, = ik /m =~ 7.92x107% _AEm
L _AE | _2Ta 2-_72.392><10‘22J <637 K AT
35 kA(nQ) 138x10%J/K (8.01-620) ——— AE. - AE, o
Natomer

q Q InQ

1_!_ - AE - ha)o ~ 7.92)(10_22 \] ~ 60 1 K
* T 620 7 = AS keA(INQ)  1.38x107J/K (7.16-6.20) '
5 Ll_1087| 716

o AE  hay 7.92x10%

14! N T = L~ : ~
6 gigi—-v03 | 8.01 > AS  kA(INQ) 1.38x10J/K (8.01-7.16) o7.7K

6 E-23+
1 AE 22 2 wg § R A ET
1 7.92x1072% ) S 4E23T et
:> Catom T o AT ~T g . W
3AT 3(67.7-60.1) K 8 2E23q ° Pb=
S = Ale
~3.44x107 JIK (~2.5ky) %0 200 40 o0 80
T (K)
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Boltzmann distribution

« Eftt litet system (s) med energin E

« Reservoar (res), stort system med
konstant temperatur och energi E,

A large “reservoir”

Qg
Q, Sannolikheten att det lilla systemet har
Assivall system energin E vid temperaturen T?

Etot = Eres +E

Q. (Ees)  Antal mikrotillstand for reservoaren med energin E, o

Q. (Ew)  Antal mikrotillstdnd for reservoaren med all energi E,

Q(E) Antal mikrotillstand for lilla systemet med energin E
Sannolikheten for att lilla systemet O (E O(E
=) har energin E och stora systemet P(E) = es (Bres JO(E)
energin E, (=
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(E,)Q(E) E.=E.+E A large “reservoir”
Qi ()
= Kg INP(E) =kg IN(Q2(E)) +kg IN(Q(E)) —Kg IN(Q (Eiir))

i1 QS
A small system

Sres = kpln (QICS) 7 'I' .

P(E) — res

Qp

ds dSres _ i

Sres (Eres) Sres (Etot) Eres E dEres T
Eres ,’/I E= Etol = Eres E
i : = Sres(Eres) — Sres(Etot)_?

’,'/ Sres = kBlrl (Qres)

= Ko INP(E) =Ky INQ, (By) ~ =+ ko INQAE) ~ K N (Ex)

Expanded scale

e -«

E.es E= Etot i Eres
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ke INP(E) = kg IN(Q,, (E,)) —$+ ke INQAE)) K IN(Q (Ey,)) 7 12ree Treservorr

E
= In P(E) = In(Qres(Etot)) _k—+ In(Q(E)) o In(Qtot(Etot)) Qg

BT Q

IN(Qae (Ergt )=t IN(Q(E ) ~IN(Qyey (E A small system
o e s o) QE) (O (B
e =€ e|n(A) — A eMBC _ghaBeC
E
Eary— High temperature

= P(E)=Const-Q(E)e "' \ i

kBT > E]
May find in
excited state

Boltzmann distribution

Sannolikheten att det lilla systemet har
energin E vid temperaturen T ar

proportionellt mot Q(E)e‘E’ kT e
\ "

Unlikely to find
in excited state

—E/KT
€ Kallas for Boltzmann faktor f
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Boltzmann distribution av en gas

Boltzmann distribution = Q(E)e =™ Ef molekyl

Etot — EK + EVib + ERot + Mgy t2ts,

I::> Q( E)e—(EK +Eyip +Erot tMay) /KT

If‘> [e—EK /KT ][e_EVib /KT ][e—EROt /KT ] [e—mgy/kT ]

HOjddistribution

Sannolikheten att hitta en
molekyl mellan: X+AX,y+Ay, 7+ Az

AXAYAZ —> RN

Antal molekyler per volym

HOjd 6ver markytan

—mqy /KT
e gy
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Boltzmann hastighetsdistribution av en gas

Hur ser hastighetsdistributionen ut for en gas (luft) i en
dimension? FOrsok rita den

Q( E)e_(EK +Eyip +Erot TMay) /KT

EVib /KT ][e-ERot /KT ][e—mgy/kT ]

1 1 He vid
E, ==mv: ==m(v: +V: +V?) 0K
2 2 g
—%mvf /KT _%mvi /KT —%mvz2 /KT
[e Av ] [e Av,][e AV, ]

23000 1500 0 1500 3000
v, (m/s)
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Boltzmann hastighetsdistribution av en gas Q(E)e‘(EK*EVib+ERot”‘"gy)’kT

[e—Evib/kT] [e—ERot/kT] [e—mQY/kT] EK :%mvz Z%m(Vf +V)2, +V22)

Del av molekyler vid temperaturen T vars x-y- och z-hastighetskomponent ar mellan
(V4 och v, +4v,), (v, och v +4v,) och (v, och v,+4v,)

1
P(vx, 2% vZ)AvavyAvZ= C onst(T)e_fmvz/ kTAvavyAvZ

A Z
AV, AV, AV, = 4zv*dv AP(V) <Vv>
>y /
% >

—1mv2/kT
P(v)dv = 4nConst(T) v¢ e 2 dv .
=)
< e g NN = AR
32 —EmVZ/kT ] | | | | |
=>| P(v)dv = 47[( P j vie 2 dv 0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500
KT v (m/s)
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Distributionsfunktioner

¢
Z _Z—x Zi:fixi

N.
f; = W' Sannolikheten att en partikels plats har vardet x;
ANi ar antalet partiklar mellan x och x+4x
AN, . .
= f = N ar del av antalet partiklar mellan x och x+4x

AN AN, B
(X)=2 % _jxdf fi=" <M = f=P(x)Ax

= <X> =IXP(X)dX P(x) ar sannolikhetsfordelningen att
partikeln finns i position x

Helsingfors Universitet
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A P(V) <v>

dv

m 2 L
j ve 2

P(v)dv = 47{
27 - KT

=

Vo Vs

Medelhastighet: <V> = IOwVP(V)dV

m Ve . lmer
=4 j j Ve 2 dv
27 -KT 0

Root mean square > -
hastighet (RMS):  V, . = «/<V > = \/J-O v°-P(v)dv

m 32 Lo kT
= V. =4z _[ vie 2 dv
2 -KT 0

Helsingfors Universitet
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Bestamda integraler

0 X-e 2dx=1

roxn -e_édx— 1-3-5---(n=1)-vx/2, danjamnoch >0
0 2-4-6---(n-1), da n udda och > 1

. o —1mv,zc/kT
Gasens hastighetsdistribution i 1D;: P(vy) dvy = Ae 2 dvy

co

Bestam konstanten A4 da: J P(v,) dv, =1

— 00

Helsingfors Universitet
Institutionen for fysik
T. Ahlgren



A P(V) <v>

m 32 ) Loz ikr
P(v)dv=4r ve 2 dv
27t - KT

= % Vo
Medelhastighet: <v> = ,‘:OVP(V)dV

m 32 0 —EmvzlkT
=47z( j _[ vie 2 dv
27 - KT 0

_foox” -e_édx— 1.3-5---(n=1)-vx/2, danjamnoch >0
0 2-4-6---(n-1), da n udda och > 1
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Vad ar medelhastigheten for
helium atomerna i en gas vid
temperaturen 0°C ?

w0 8KT
(V) :jo vP(v)dv :‘/E ~ 1200 m/s
2\ © 5 . 3kT
Vime = (V) _\/IO VZP(V)dv = '/_m

Mest sannolika hastighet v,,?

, —emv2 /KT o _|2KT
ve 2 maximi = V, = ™y

/.

A P(V) <v>

¥n
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dv

P(v)dv = 47{

3/2
5 —lmVZ/kT
ve 2

27 -KT

P
Rorelsemangden: v :E

2

Arxc 0
e LA

= P(p)dp=

: 1
Energin: K :Emv2

2 1

Jr (kT)

K
=> P(K)dK = —JKe “dK

= [(K)=] KP(K)dK zng
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3

Medelenergin for en gas vid <K> _ Loo KP(K)dK = E T

temperaturen T

Ekvipartitionsprincipen: 1 _
varje frihetsgrad fér en —kT Varmekapacitet: ¢ =

molekyl har energin

AE_Sk
AT 2

Sannolikhet att hitta ett kvantsystem vid energin AE vid temperaturen T

Lag temperatur: KT~AE HOg temperatur: KT>AE

' 1
Medelenergin 2kT

Boltzmann
exp(—AE /kT) per frihetsgrad 2

distribution
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Vibrationsenergi for en gas molekyl
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Rotationssenergi for en gas molekyl
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[e—EK /KT ][e—E\,iIO /KT ][e—EROt /KT ] [e—mgy/kT ]
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ETot - |:1 me +1mV)2, +lmV22:|—I— P + P> _|_lk52 I rot,y
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Ekvipartitionsprincipen:
varje frihetsgrad féoren — KT
molekyl har energin 2

Energinivaer for vibration

Energi-nivaer for
rotation >

Energinivaer for elektroniska dvergangar
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2 2 L2 L2
ETot = I:l mvf _|_1 mvs _|_1 mV22:|+ pl + p2 +1k52 + rot,z 4 rot,y
2 2 2 2m, 2m, ) 2 21 21

AE
Varmekapacitet C, = T AT = AE/Cy
Experimentelt
Syrgas: O, Helium: He
- 1 -
& : kg &
3 2ks 3
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Temperature T Temperature T
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2 2 L2 L2
ETot = lmvf +1m\/2 +1mv22}+ pl + p2 +1k32 + rot,z n rot,y
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Temperature T

Energinivaer for vibration

Energinivaer

for rotation

Energinivaer for elektroniska 6vergangar
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Larandemal:
Kunna berakna entropin for en fast kropp enligt Einsteins
modell
Kunna berakna absoluta temperaturen for en fast kropp
som funktion av energin
Kunna berakna den specifika varmekapaciteten for en fast
kropp som funktion av energin
Kunna berakna sannolikheten for att ett mikroskopiskt
system ar i ett exciterat tillstand
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