11. Rorelsemangdsmoment (litkemaaramomentti)

Larandemal:
Kunna beréakna bade rérelseméangden och
rorelsemangdsmoment i 3D
Kunna anvanda rorelsemangdsmoment principen for att
berakna hur systemets rorelsemangdsmoment andrar som
funtion av tiden p.g.a. ett kraftmoment
Kunna anvanda bevarande av rérelsemangdsmomentet for
ett system med manga partiklar
Kunna berakna positionen for roterande objekt

< —~—_&  Jorden roterar kring
B solen och sig sjalv

St Earth
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Rotationen kring solen

« Konstant fart (konstant langd av

hastighetsvektorn)

Motsols

Definierar: ROrelsemangdsmoment

|ZRot.kring soten| = |7||P[sin(0)

Riktning?

L trans
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Halleys komet

Rdrelsemangdsmomentet
samma i alla punkter pa
kometens banal!

. Nearly
Spacecraft P straight?

Ellipse?

y Aseroid fo i Hurudan bana

S Cirdler har raketen?
Ellipse?,,",
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Rorelsemangdsmoment for roterande kroppar

Rorelsemangdsmomentet Vv,

for kroppen: L = Zi xmy,

Alla massorna i en fast kropp
roterar med samma vinkelhastighet

=) E:(Zi miriz)a_)

Troghetsmoment: |, = Zi miriz

Rorelsemangdsmomentet for en kropp
som roterar kring en axel vid punkten A:
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Totala rorelsemangdsmomentet

_ B B B B B A’
Ly = Temt+riem) X P+ (Tep+2.0m) X D2

+ (Tem+T73,0m) X D3

= [femX (P1 + P2 + p3)] + [FLemX D1 + T2 oM X
D2 +73 cp X D3]

= [TemX Drot] + [TLemX D1 + Tocm X P2 +73cm X D3]
Translation Rotation

L, = LTrans,A+LRot
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Definition: Kraftmomentet relativt till origo (varifran
vektorn r borjar) definieras som

Voiman momentti
(eng: Moment of force)

= \f\:\rxE\:\ruﬁ\sin(e):\ﬁ\b
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Vektorprodukt eller kryssprodukt av vektorer

Kryssprodukten C' = A x B ir en vektor, dir lingden |C'| = |A| |B| sin(«)

AxB = —Bx A

ixi = 0

ix] o= k

kxi = J

ixk o= i

AxB = (Ayi+ A, j+A k) x(Byi+B,j+ B.k)

= AB,ixi+AByixj+AB.ixk+ ..
= (A,B. — A.B))i + (A.B, — A,B.)j + (A.B, — A,B,)k
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Rorelsemangd: P =mv Kraft: F

Rorelsemangds L =Fx P Kraftmoment: 7 =T xF

moment:
_ dp Totala kraften pa massam: F=0
F = = 0=d£ &> P konstant
t dt
_ B B % ) B
dL:d(rXp):dep drxﬁzrx—p—l—Vx(mv) :Fx%
dt dt dt  dt dt dt
dL Totala kraftmomentet pa massa m ar noll
e dL _
dt = 0= e > L konstant
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Sun

Comet




Rorelsemangdsmoment for system av partiklar

Tidsforandringen av rorelsemangdsmomentet m . B F_,
eller kraftmomentet pa partiklarna 1 till 3 &r N
a, - _ - -
E: =X P g + X, T,
., _ _ - _ = _ =
d—t2: , =L xXF e thLxF ,+hLxF
d[3 —_ —_ — — —_— J— — 1
E =T, =LxF, +LxF ;+GxF, v'3en
Totala rorelsemangdsmomentet for hela systemet: L =L, +L, +L,
d. _ = _ = = _
m =0 xR thxF g tLxFe =7

Ifall det yttre kraftmomentet pa ett system ar noll, sa
ar systemets totala rorelsemangdsmoment konstant
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En kub med massan 1.0 kg roterar friktionsfritt pa ett bord
p.g.a. en spand trad mellan kuben och ett hal i bordet.
Forst ror sig kuben med den konstanta farten 1.0 m/s e

och rotationsradien 1000 mm. Sedan dras traden nedat l
tills kubens rotationsradie ar 500 mm. Vad ar kubens rotationsfart nu?

Hur mycket mekaniskt arbete gjordes for att dra traden nedat?

Kraftmoment: T=TxF T = % =0
Rorelsemangds [ _fxp=mvr = L konstant
moment:
— I 1m
= L=mvr=mv,, = v,=-1tv,=——1m/s~=2m/s
I, 0.5m

Arbete: W =F d35? Samma som kinetiska energiforandringen

2
1 2 1 2 1 I 1
W=AE=E2—E1=§mv2—EmV1 :Em[r_ivlj —Emvl2

2
_1mV12|:[r1] —1j| ~1.5
2 I, —
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Fasta kroppar i jamvikt: statik Tacoma bridge disaster

For att en kropp skall sta stilla maste féljande galla:

RoOrelsemangden:

—| Ol
I

0
Rorelsemangdsmomentet: 0

For att en kropp skall forbli stilla maste summakraften vara noll

> F,=0 YF =0 >F=0

Vidare far kroppen inte borja rotera, vilket betyder att
rorelsemangdsmomentet L inte skall andra med tiden:
dL/dt=0

Detta ar det samma som att summakraftmomentet pa
kroppen skall vara noll:

‘ Z? =TxF=0 Genom vilken punkt som helst
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http://www.youtube.com/watch?v=3mclp9QmCGs
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Betrakta staven nedan, pa vilket fyra olika krafter paverkar.
Staven kan rotera kring punkten O.
Ge ekvationerna for att staven skall vara i jamvikt

? ZF:O =) F+F+mg+-R=0
0: d2 R:F1+F2+mg

Kraftmomentet kring O

(d,x F,)—(d,xF,)—(d xmg) +(0xR) =0 d,xF =d; || F|sin(z/2)=d, || K]

= [d|R|-]d|FR|-m[d]g|=0
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En 2 m lang 10 kg tung stege star lutande mot en vagg.
Ifall den statiska friktionskoefficienten mellan stegen och
marken och mellan stegen och vaggen ar p, = 0.4, sa
vad ar den maximala vinkeln o innan stegen bdrjar
glida?

F, ] innan stegen borjar glida nar
+y12 2 > statiska friktionskrafterna Fo=uN, F, = uN,
£ maximum:
X: N,—uN; =0 N, = Til
o8 y: uN,+N,—mg=0 = fmg
N. =5
N, Kraftmomentet kring O ot +l
¥ FL o X mgd - N,d, — xN,d, =0
' 2
& mg Lsin(e) N,Lcos(e) — i N,Lsin() =0 tan(a) = ﬂsz
2 1_/us
mg sin(«) =
N QT-Nzcos(a)—ysstin(a)zo a =~ 44°
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En person befinner sig i viktlos tillstand med tréghetsmomentet 1,=18.0 kgm?
och rotationshastigheten 0.17 varv/s. Nu drar sig personen ihop (se bild) sa

att troghetsmomentet minskar till 1, = 5.5 kgm?.

Vad blir rotationshastigheten? Berékna ocksa energiforandringen
L, =L, E =>lw? T=1 T=FxXF

Vridmomentet=0, 7=dZ/dt=0

\ /\ Rorelsemangdsmomentet
o = T
\ @b konstant: [ =fx(mv)=l®

|E|:|a|5a|:|b|a_)b|

2
= o, =I—aa) |18 kgmz 27-0.17 rad/s = 27 -0.56 rad/s 0.56 varv/s

5.5 kgm

1 1
AE =K, -K, =§|b0)§—5|a0)§ ~33.6J-10.3J=23.3
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m=40Kkg, v =3 m/s

R =2m, M =100Kkg, | =300 kgm?
Med vilken vinkelhastighet roterar
systemet (barn+snurran) efter att '
barnet hoppat pa snurran?

AL m) Lo =L, +7-At

T="—
At

Rorelsemangdsmoment: | EA,i I=| Tx Ppl=mvR

IEaxle =0x IEaxle =0 = LA,f ~ EA’i
IL,; =lo+Rmu =lo+RmoR =aoll +mR?)
- 2
Lol __40:3-2Kgm’/s  _ 599 rad/s (~ 30 grader/s)

= PTUmRD  (300+40-2°)kgm’
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spin
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Vridmoment (vaantomomentti)

En godtycklig fast kropp paverkas av yttre krafter F,

Det totala kraftmomentet p.g.a. krafterna relativt
till origo O ar:

Ta =2 xR =), (F +R)xF
=Y, xR+ L RxF =3 i xF+Rx(LF)

= z-Tot T R X I:Tot

Ifall totala kraften: F;., pa kroppen ar noll, ar kraftmomentet relativt
till vilken punkt som helst samma, vilket kallas for vridmoment T

Vaantomomentti

|:Tot = Zi |:i =0 <:> z_-'I'ot = Z_-Tot =T :
Eng: Torque
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Vridmomentet T far kroppen att rotera pa stallet

_r

IETot:ZiIEi:O = Z_-Tot:zTTlot

Tva lika stora men antiparallella krafter paverkar en kropp

T =0, xF +F x(-F)
= [T|=|5,|F|sin(6)-|g|F|sin(6)
(dZ_dl) — Ifd

Hﬂ: Fld \

N Y

|
L

Detta vridmomentet far kroppen E - Z E -0
2 1 Tot i b
att rotera pa stallet '

Helsingfors Universitet
Institutionen for fysik
T. Ahlgren



RoOrelse av en fast kropp

Kastrorelse for en stav
Begynnelsefart: 15 m/s
Begynnelsevinkel: 75°
Begynnelsevinkel-
hastighet: 10 rad/s
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Kastrorelse for en stav
Begynnelsefart: 15 m/s
Begynnelsevinkel: 75°
Begynnelsevinkel-
hastighet: 10 rad/s
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Kastrorelse for en stav
Begynnelsefart: 15 m/s
Begynnelsevinkel: 75°
Begynnelsevinkel-
hastighet: 10 rad/s
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Gravitationen pa kroppen ar detsamma
som om hela massan fanns | masscentrum

Kraften p& masscentrum:

_ _ dV. dV. '
F=-Mg =M—= @ —m__g 0
’ ) dt dt )

Masscentrum ror sig enligt ¥em = Vo COS(a)t

= formlerna for kastrorelse: Yem = Vo Sln(&)t——gt

Rotation kring masscentrum: (Rewm N 0 i masscentrum
koordinatsystem)

7 =R, x(Mg) =0x(Mg) = O('jt

Rérelsemangdsmomentet <:> Kroppen roterar med
L kring masscentrum ar konstant vinkelhastighet
konstant runt masscentrum
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Kastrorelse for en stav
Begynnelsefart: 15 m/s
Begynnelsevinkel: 75°
Begynnelsevinkel-
hastighet: 10 rad/s
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Berakna:

1) accelerationen: dcy = AV, /dt

2) vinkelaccelerationen: o = dw/dt

Lrot = 1@

_ _ _ dL
Lema = Tem X Pem T=TxF T:E

Ly = Lep atLigot

Analysera sedan situationen ocksa fran en punkt dar
vridmomentet T = dL/dt0 = 0.
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Rorelsemangdsmoment for atomen
(Atomin likemaaramomentti)

A — —
I-elektron,kinetisk L[Ot o Z L
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Kvantisering av rorelsemangdsmoment
(Lilkkemaaramomentin kvantittuminen)

Atomens kinetiska rérelsemangdsmoment kan

bara ha hela antal rérelsemangdsmoment
kvanta:

Bohr atommodell

| Ltrans |: rp — Nh

=l

~1.05 x 10*Js

Ty
27
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1 qq, 1 ¢

Rk dre, 12 Ame, r°
mv2 _ 1 e’ = p° _ 1 e’
r dre, r° mr  4ng, r°
e I G
o e N(083x10° M) g vae

R
em
Are,
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234 5

2 2
ve 1 e 2
= 1oz 11 ¢

m — > =—mM =———
rAdrme, r 24rng, 1
Elektriska 1 ¢
potentiella U=- 4 T K+U Unbound energies
energ in: 7[80 not quantized
. 0 r (distance from proton)
2 N 242 E, s
E=K+U = —%%e— = L 1 jezm Es Bound-state
energies
7o ' A, E, quantized
-18
£ 217x10™) 1366V b o Ks U136V
|:> ~ N 5 ~ N 5 elec Nz
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217x10™) 1366V

E~ N2 N2

L[ (D23 )a s
| Ltrans |: rp = N7 EmiSSiQ 3:;{ N ,

‘"Abs/,o”i’ption

Begransningar for bohrmodellen

« Elektronen ar ett sannolikhetsmoln kring karnan

 For grundtillstandet (N=1) ar faktiskt atomens
kinetiska rorelsemangdsmoment = O!

. Fotonen har rérelseméngdsmoment: Jj

Helsingfors Universitet
Institutionen for fysik
T. Ahlgren



Spin for partiklar

Partikel  Partikel spin (inre rorelsemangdsmoment)

L (JellerS)

Elektron % h
Kvark (u=upp % h

d=down

c=charm

s=strange

t=top

b=bottom
Proton (uud) % i
Neutron (udd) % i
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Tva lagsta elektronnivaerna har:
1) Kinetiska rdrelsemangdsmomentet =0
2) Spin rorelseméangdsmomentet =0

—
I

Espin --Vh Q —Spin AL

Tvé fermioner (L, = %7 ) kan inte vara i samma kvanttillstand
(kallad Pauli princip)

Motsats till bosoner ( hela antal spin ) som alla kan vara i
lagsta energitillstandet (Bose-Einstein kondensation)

L, L

oL, =sn s=0,1, 2, eller s=1/2,3/2,5/2, ...

L =1(1 + D7 1=0,1,2,... eller 1=1/2,3/2,5/2, ...
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T Emt kvantiserad

Moleky! “

L . . 2
— Kinetiska rotationsenergin K Lrot
ar kvantiserad 2

L,L,L =s-7 s=0,1/2,1,3/2,2,...

X! Ty =z

L® =1(1 +1)% 1=0,1,2, ...
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Rotationssymmetrisk kropp

+7 4
Kroppen ar symmetriskt format kring z-axeln Q(DD

Ly

>

X- och y-komponenterna av
rorelsemangds-momentena pa
motsatta sidorna tar ut varandra

Kroppens rorelsemangdsmoment ar — _
parallellt med symmetriaxeln och L= Zi i <MV,
vinkelhastigheten

. L, =1la,

En vridkraft kring z 0kar vinkelhastigheten kring z
(o, = vinkelaccelerationen)
_dy, 40, _

T |l

L dt dt ‘
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Inte rotationssymmetrisk kropp

Rotationsaxel inte ar en symmetriaxel for kroppen

—

Rorelsemangdsmomentet
for kroppen ar inte parallell
med rotationsaxeln

—p  Kroppen skakar da den roterar!
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_ Inte till prov
Precession

a) Svanghjulet roterar inte

(mg)
— Ty = I (_mgz)

Kraftmoment: 7 =T

X X

-0y AL, =T,At
Y dt
_ AL _ _ |
L=lo Ao,=— Svanghjulet faller ner tills det traffar stativet
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i Inte till prov
Precession M g

b) Svanghjulet roterar med vinkelhastigheten

Tident=0 ma B T
Rorelsemangdsmomentet  — _ L
i x-riktning L=lo
Kraftmomentet T =T x(mQ)
| y-riktning
Svanghjulet faller inte nedat,
Tiden t = At utan roterar horisontellt !!
B Precession 3AL
- AL AL
= 2At
At AL
At
AL=7At = L=L+AL AL 0
L
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Precession

Vinkelhastigheten med vilken svanghjulet
kommer att rotera kring z-axeln:

q-90 _jq _ Ll F
it~ g JHd U

_ \rx(mg)\ :m
1z low

Inte till prov

Vinkelhastighet for precession: | Q2

_mrg

|l
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Precession

En noggrannare studie visar att rorelsemangdsmomentet inte
helt bestams av svanghjulet, utan ocksa av en icke horisontell
del associerat med precessionsrorelsen + friktion

Denna effekt syns klarare ifall svanghjulets hastighet minskar

och vinkelhastigheten for precession Okar

Da borjar svanghjulet ocksa gunga upp och ner medan den
precesserar. Denna upp och ner rorelse kallas for nutation

A

Precs

Ssion

Helsingfors Universitet
Institutionen for fysik

T. Ahlgren

-

ﬁ\\ Nutation

>
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Inte till prov

Vridkraft pa jorden

« Jordens axelprecession sker med en cykel pa 26 000 ar

Precession of

the equinoxes -~
Earth orbit <=

 Jorden-manen precession sker med en cykel pa ca. 18 ar

Precession of
Earth—-Moon system, ___

Earth—Moon orbit out of page —<---7-

rot

Thet
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Vridkraft pa jorden

« Jordens rotation blir lAangsammare och
manens avstand storre p.g.a. ebb flod

Earth not rotating
Moon

Q Tidal Tidal

bulge bulge
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Vridkraft pa jorden

« Jordens rotation blir lAangsammare och
manens avstand storre p.g.a. ebb flod
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Moon

Earth not rotating

Tidal Tidal
bulge bulge

w F; far
Fnear

Earth rotating

Inte till prov



L arandemal:

Kunna berakna bade rérelsemangden och
rorelsemangdsmoment i 3D

Kunna anvanda rorelsemangdsmoment principen for att
berakna hur systemets rorelsemangdsmoment andrar som
funtion av tiden p.g.a. ett kraftmoment

Kunna anvanda bevarande av rorelsemangdsmomentet for
ett system med manga partiklar

Kunna berakna positionen for roterande objekt
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