2 Rorelsemiingdsprincipen

I naturen bevaras bl.a. foljande storheter: rorelsemiingden, rorelsemiangdsmomentet och energin.
For att 16sa fysikaliska problem maste man forst bestimma systemet, vars rorelseekvation eller till-
stand man vill bestimma. Detta system kan besta av en eller flera objekt. Allt som inte dr del av

systemet dr omgivningen. Till exempel kan den totala rorelsemingden for ett system endast dndras
via vixelverkan med omgivningen.

2.1 Kraft som en vektorstorhet

Alla har en erfarenhet av vad ordet kraft betyder. Man behover kraft for att lyfta ett foremal. For att
lyfta foremalet, maste man dessutom ta tag i det. I detta fall talar man om en kontaktkraft. Det finns
ocksa krafter som kan paverka pa avstand. Till exempel dr gravitationskraften en sadan kraft.

Krafterna dr vektorer som har magnitud och riktning. Ifall manga krafter paverkar en kropp, kan man
summera dessa krafter till en summakraft

Z F =F

Detta kan skrivas 1 komponentform:

Z Fp = Fay
Z Fy = Fyo
Z F. = Fz

I bilden bredvid, ser vi ett experiment, dir krafternas vektor-
egenskaper syns tydligt: Punkten som sammanbinder de
tre tradarna star stilla, vilket betyder att kraften
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F, = F, + Fs.
Kraft F N = kg m/s?
Gravitationskraften mellan solen och jorden 3.5x10%
Gravitationskraften mellan ménen och jorden ~ 2.0x10%°
Lyftkraft for en raket vid starten 3x107
Vikten av en fullvuxen blaval 2x10°
Maximala dragkraft for ett lok 9x10°
Vikten av en ménniska 800
Vikten av ett dpple 1
Elektriska kraften mellan en proton och
elektron i en viteatom 8x10~8

Gravitations kraften mellan en proton och
elektron i en viteatom 4x10~47




Exempel: Du kor en Lamborghini Countach 2 i 200 km/h och passerar en
Lada som kor i 80 km/h. Vilkendera bilen paverkas av en storre
summakraft?

Eftersom bada bilarna kor med konstant fart, ir summakraften
lika med noll for bada bilarna. Lamborghinin har ett storre luft-
motstand p.g.a. den storre farten dn Ladan, vilket ocksa betyder att
Lamborghinis motor maste alstra motsvarande mera kraft &n Ladas
motor.




2.2 Rorelsemingden

En viktig storhet for en kropp, rorelsemdingden p, dndras som summakraften gdnger tiden som kraften
péaverkar kroppen

Ap = Fr, At (70)

Denna ekvation stimmer dven ifall massan pa kroppen dndrar (exempelvis raket). Den relativistiska
rorelseméngden kan skrivas som

_ v

c2

Ifall hastigheten for kroppen ir liten jamfort med ljusets hastighet (vanligtvis dr griansen ca. 10% av
ljushastigheten ©) blir rorelseméingden

p=mv (72)
Vidare, ifall massan dr konstant far vi

d d d
_ P _ (mv) = m—v = ma (73)

F_dt_ dt dt

vilket kallas Newtons andra lag. Vi tittar lite ndrmare pa Newtons lagar .

Newtons forsta lag kan kort ges som: En kropp ror sig ratlinjigt med konstant hastighet (som kan
vara noll), ifall inga krafter paverkar den.

Denna lag, ofta kallad ocksa dynamikens forsta lag, framlades forst av Galileo Galilei. Den verkar
vara 1 konflikt med vara observationer av naturen, dir det verkar vara sa att all rorelse stannar ifall
ingen kraft paverkar rorelsen. Detta beror pa att alla kroppar i naturen paverkas av "osynliga’ krafter
som kommer fran friktion och luftmotstand. Ifall vi eliminerar dessa, sd kan vi observera att Newtons
forsta lag faktiskt haller.

Experimentellt *bevis’ 7 pé att Newtons forsta lag stimmer, kan vi f4 genom att titta p4 en kropp som
ror sig friktionsfritt pa en luftkuddebana. Vi ger vid tidpunkt noll en kropp en knuff och iakttar dess
fart som en funktion av tiden, se figuren nedan. Vi ser att riktningkoefficienten, d.v.s. farten dzx/dt
halls konstant, vilket bekréftar Newtons forsta lag.
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®0m v=0.1c, hur manga % fel ger mv jimfort med

"Hur manga experiment behovs for att bevisa att en formel stimmer? Hur ménga behovs for att bevisa att formeln inte
stimmer?
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Figur 15: Experiment med en kropp som ror sig friktionsfritt pa en luftkuddebana. Grafen visar t-x-
linjer for rorelse med tre olika hastigheter.

Newtons forsta lag gav att ifall inga krafter paverkar en kropp, eller att summakraften &r noll, sd
star kroppen stilla eller ror sig med en konstant hastighet. Kortfattat kan men ge detta som att ac-
celerationen for en kropp dr lika med noll ifall ingen kraft eller noll summakraft paverkar kroppen.
Acceleration behover alltsa kraft. Hur denna acceleration beror av kraften ges av Newtons andra lag

F =ma (74)

Experlment Vi tittar igen pa en kropp som ror sig friktionsfritt pa en luftkuddebana. Denna gang har
vi en massa (mq) som accelereras i jordens gravitationsfillt. Denna massa dr fiast med en tunn trad
i en annan massa (ms), se bild (16). Hela systemet borjar accelereras och vi far my:s plats som en
funktion av tiden. I bilden har vi gjort tre experiment dar summan m, + ms dr konstant, men m, och
foljaktligen ocksa accelerationskraften @ndras.
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Figur 16: Experiment pa en luftkuddebana dar en kraft paverkar en kropp. Ju storre kraft, desto storre
dr accelerationen. Kurvorna #r anpassning av funktionen: z = 1/2 - a - ¢? till de experimentella
t-x-punkterna.

Ifall vi anpassar funktionen z = 1/2 - a - t* till de experimentella punkterna i figuren far vi tre
olika accelerationer for tre olika krafter. Vi observerar att accelerationen &r proportionellt till kraften,
F o a och vi kallar proportionalitetsfaktorn for massan m, F = ma. Massan ger ett matt pa hur
materia paverkas av en kraft. For samma kraft dr accelerationen for en stor massa mindre @n for en
liten massa, kallad massans troghet (eng. inertia).

I SI systemet, som bestar av internationellt accepterade enheter, har massan fatt en basenhet kallad
kg, vilket leder till att kraftens enhet blir: [F] = kg m/s? vilket kallas fér newton N. En Newton ir den
kraft som behovs for att ge en kropp med massan 1 kg en acceleration pa 1 m/s2.

Nira jordytan® har gravitationskraften en niistan konstant magnitud och #r alltid riktad mot jordens

8 Avstandet till jordens centrum #ndrar mycket lite
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Figur 17: Vi ser att accelerationen for en kropp dr direkt proportionerlig till kraften som paverkar
kroppen.

centrum. I detta fall kan man approximera gravitationskraften som verkar pa en kropp med

W=m-g (75)

dar W ér kraften eller vikten (N), m kroppens massa (kg) och dr g gravitationsaccelerationen pa

jordytan. Da man vardagligt talar om en persons vikt, borde man egentligen tala om massan for
personen.

Exempel: P4 jorden &r det litt att bestimma en kropps massa genom att viaga den. Hur kan man
bestaimma en kropps massa i en rymdraket, dir gravitationskraften inte kan anvéindas?
Detta problem har man i rymdraket da man forsoker se inverkan av gravitationslosheten
pa en minniskas kropp.

Man har en apparat som accelererar en kropp med konstant kraft /'. Nu miter man acce-
lerationen av en standard M, (1at oss sdga 1 kg), och accelerationen av ménniskan M,, i
samma apparat. Da far man ekvationen med vilken kroppens massa litt kan berdknas

M, - a,, = M, - as. (76)



2.3 Rorelsei 2 och 3 dimensioner

Vi lever i en tredimensionell virld dir den tredimensionella rorelsen kan spjélkas upp i tre stycken
oberoende ekvationer i en dimension. Vi definierar positionen i kartesiska koordinater foljande

Thort = Ti + yj' + 2k (77)

I sfiriska koordinater kan x, y och z ges som (se bilaga A. hur man far volymen for en sfir genom
integrering over sfériska koordinater)

x = r-sin(f) - cos(a) (78)
y = r-sin(0) - sin(a) (79)
z r - cos(0 (80)
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Figur 18: En punkts koordinater given i kartesiska och sfiriska koordinater.

I figuren till hoger ror sig en punkt fran A till B under tidsintervallet At, och forflyttningsvektorn &r
Ar. Den tredimensionella medelhastigheten och hastigheten definieras da som

g
At
Ar dr

im — =
At—0 At dt

<v> =




De enskilda hastighetskomponenterna far man frdn koordinaternas (x,y och z) tidsderivator:

7dx 7@ 7dz

T

Likadant definieras accelerationerna

~Av
<a> = A—t
. g v _dv
At—0 At dt dt?
_ du, _duy, v,
“ T T T T

2.3.1 Projektilrorelse

En projektil kallas en kropp som har givits en begynnelsehastighet och som sedan ror sig genom
luft och péverkas endast av jordens dragningskraft och luftmotstandet. Forst tittar vi pa idealfallet att
luftmotstandet inte paverkar projektilens bana. I detta fall finns bara en kraft, jordens dragningskraft,
som paverkar projektilen. Denna kraft dr riktad nerat, mot jordens mitt, och accelererar projektilen
nerit med konstant magnitud ~ 9.8 m/s2. Denna projektilrorelse sker i tvd dimensioner (tre, ifall vi
har sidovind). Men istillet for att I6sa en ekvation i tva dimensioner, 16ser vi tva separata ekvationer
i en dimension. Vi separerar alltsd projektilrorelsen i x- och y-riktning

1 2
T = Lo+ Ugot+ anct

L,
y = yo+vy0t+§ayt

Vi sitter =, och y, lika med noll. Ingen acceleration i x-riktning och accelerationen i y-riktning &r
—g. Begynnelsehastigheterna i x- och y-riktningarna (v,, och v,,), fdr man frén projektilens begyn-
nelsehastighet v, och dess elevationsvinkel « (vinkeln mellan projektilens fardriktning och marken),
se figuren ovan. Rorelseekvationerna for projektilen blir da

r = [v.cos(a)lt (81)

y = [vosin(a)]t—%th (82)

Projektilens x- och y-hastighetskomponenter far man genom derivering

vy = vscos() (83)
vy, = vosin(a)— gt (84)




Dessa ekvationer berittar helt projektilens position och hastighet vid varje tidpunkt. Ndmnas kan att
projektilens fart och riktning (vinkeln mellan marken och projektilens hastighet) ges av

v = Jv2+ 0l
tan(a) = v, /v,

Projektilens maximihojd och rickvidd (avstandet i x-riktning sa att y = 0 igen) kan litt rdknas.
I figur (19) ser vi en projektils kastparabel. Ritad finns ocksa situationen dér ingen kraft paverkar

kroppen.
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Figur 19: Projektilrorelse med och utan gravitationskraft.
Projektilen nar maximihojd da y-virdet dr maximum, detta sker vid tidpunkten 7" da dy/dt = 0,

vilket ger vosin(a) — ¢TI = 0, ddrifran T 16ses

T vosin(cv) 55)
g
Insittning av T i Ekv. (82) ger maximihojden
B = vosin(a)T — lgTz _ visin®(o) lgvaMQ(a) _ vZsin(«) 86)
2 g 2 g2 2g

Efter tiden 27" korsar projektilen x-axeln, och Ekv. (81) ger rickvidden for kastparabeln’

. 2 . 27
R = (ucos(a)) 2T = Uocos(oz)%osm(a) _ 2uZsin(a)cos(a) _ vZsin(2a) 87)

g 9 9

vars maximi intréffar da begynnelsevinkeln o = 7 /4 rad eller 45°.

9sin(2a) = sin(a + a) = sin(a)cos(a) + cos(a)sin(a) = 2sin(a)cos(a)



Fragor:

1. Hur bra tror du att de hirledda formlerna for projektilrorelse skulle beskriva experiment, dér
man ger en boll en begynnelsehastighet och en begynnelsevinkel och sedan méter rickvid-
den? Du kan ocksa ge feluppskattningen i %. Enligt formeln, intrdffar maximirdckvidd vid
elevationsvinkeln 45°, ifall man beaktar luftmotstandet, vid vilken begynnelsevinkel intrédffar
maximirdckvidden da, mindre, lika med eller storre dn 45°7

2. Om du jamfor projektilrirelse och rorelse for en simpel pendel dir sin () approximeras med 6,
sa vilkendera teorin tror du att beskriver experiment béttre? Varfor?

3. Helt allmént, hur bra tror du att de hérledda fysikaliska formlerna beskriver den verkliga vérlden
i genomsnitt? Kan du uppskatta felet? Tror du att projektilrorelsen beskriver verkliga vérlden
bittre eller sdmre jamfort med formlerna i genomsnitt?



2.3.2 Projektilrorelse med luftmotstand

En mera realistiskt beskrivning av projektilrorelsen far vi nér vi tar i beaktande luftmotstandet som
vanligtvis dr beroende av projektilens fart.

Luftmotstandet for ett objekt som ror sig i luft- eller vitskelikt medium beror pa kroppens form, yta,
area och hastighet, men ocksa av mediets densitet och viskositet.

Forst maste man bestimma kroppens hastighetsberoende pa luftmotstandet. Detta kan man astad-
komma med det sa kallade Reynolds talet, vilket egentligen ger forhallandet mellan den inertiella
och viskosa'® kraften pa kroppen.

R, = —— (88)

dar,

= Reynolds tal, dimensionslost

Kroppens ldngd (m) i riktning av hastigheten
Mediets densitet (kg/m®)

Hastigheten av kroppen (m/s)

Mediets dynamiska viskositet (N s /m? = kg / (s- m))

S S hm:g
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For sma virden av Reynolds talet, vilket kallas for laminart eller icke-turbulent flode, sa ar luft-
motstandet bara proportionellt till hastigheten

;E;;Z;%i§§§§>\v

(89)

Fpp=Fk-v Re < 1 V

dér k @r proportionalitetsfaktorn (kg/s). Néar Reynolds talet ar stort, turbulent flode, sa &dr luftmotstandet

proportionellt till hastigheten i1 kvadrat
e

-

Re > 1000 \&K// (90)

A-p- v?
-Flm:ClmpT

dar

F,, = Luftmotstandskraften (N = kg m/ s?)
Luftmotstandskoefficienten, dimensionslost
A = Kroppens area (m?) vinkelriit mot hastigheten
Mediets densitet (kg/m?)

v = Hastigheten for kroppen (m/s)

a
3
I

i)
I

0Viskositet: Storlek p flodesresistansen som en viitska ger.



Luftmotstandskoefficienten C,,, beror pa projektilens form, area och yta. Nedan finns en tabell med
luftmotstandskoefficienter for nagra av de vanligaste projektilerna:

Pr Oj ektil Cim Riktning for hastigheten
Platta 1.28 |

Prisma 1.14 [

kula 0.295 -l

sfir 0.07 - 0.5 o

“utstriackt droppe’  0.045 -

For bollar, médnniskor och ménga andra objekt kan Luftmotstandskoefficienten Cj,,, approximeras vara
ca. 0.35. Detta tillsammans med luftens densitet p ~ 1.2 kg/m? ger att hastigheten i kvadrat beroende
luftmotstandskraften blir

0.35-1.2
lm ~ 9

A-vPx A 02 1)

|

ddr A dr arean for objektet vinkelrdt mot hastigheten v. Denna approximativa formel som ar ldtt att
komma ihag stimmer ganska bra for stora rundformiga objekt i luft som inte har allt for hog hastighet.



2.3.3 Numerisk losning av kastrorelse med luftmotstand

Vi antar att retardationen (negativ acceleration) for luftmotstandet kan skrivas foljande
Fi = —konst - v, 92)
Vi har gravitationskraften i -y riktning sa att de totala x- och y-komponenterna av krafterna blir

Frotg = Fiyn- COS(O()
FTot,x = Fp- sin(a) —mg

dir a = atan(v, /v, ). Dessakrafter beror av den momentana hastigteten, sa att vi anvénder rorelseméngds-
principen dp/dt = Fry i finit form: py = p; + Fr, At. Detta ger rorelsemingdsforéndringen i x-
och y-riktningarna:

P2z = Pl + FTot,mAt (93)
pQ,y = pl,y + FTat,yAt (94)

Nu gar vi igenom ett sétt pa hur man numeriskt med hjilp av en dator kan 16sa problemet (datorsimu-
lation)

* Vi ger begynnelseplatsen, x=x,, y=y,, begynnelsehastigheten v=v, och begyn-
nelsevinkeln o = «,, for projektilen

* Vi beriknar x- och y-komponenterna for begynnelsehastigheten
Uy = Vocos()
vy = Vosin(a)

* Vi berdknar begynnelserorelsemédngden
Pz = MUy

Py = Muy

* Vi bestammer det konstanta tidssteget At (maste testa att det inte &r for stort!)

1. Vi berdknar x- och y-komponenterna for den totala kraften
F,, = —konstv?
FTot,x - F}m ’ COS(O()
FTot,x - Enz ) SiTL(Oé) —mg

1. Bestdm de nya rorelseméngderna efter tidssteget At:
Pz = Do + FTot,xAt Dy = Py + FTot,yAt



2. Beridkna nya hastigheterna:

Voy,z = px/m Voyy = py/m

3. Medelhastigheten under tidssteget:
Vimedel,z = (Uny,x + Ux)/2 Vimedel,y = (Uny,y + Ugc)/Q

4. Bestdm nya platserna efter At:
T=x+ Umedel y=y-+ Umedel,y

5. Uppdatera hastigheterna och platserna:

Uz =Vaya Uy =Vnyy

_ 2 2
V—,/fum+vy

o = atan(vy, /v,)

6. Ifall y fortfarande storre @n 0, hoppa till punkt 1. annars sluta

I figuren nedan ser vi hur langt en projektil med begynnelsehastigheten 50 m/s och vinkeln 45° med
olika luftmotstandskoefficienter 5 = konst/m flyger
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I vakuum faller olika massor lika snabbt, men luft eller vitskemotstandet gor att olika massor faller
olika snabbt i luft och vitska. For laga hastigheter i luft och vitskor, dr motstandet proportionellt till
farten

Fpm = k-v

dér kraften &r i motsatt riktning till hastigheten och k &r luftmotstandskoefficienten. Sldpper man en
sten i vatten, ger Newtons andra lag

F = w—F,=m"¢g—kv=m"a 95)

dirm* = V(p—p,) (ddr V och p dr kroppens volym, respektive densitet och p, ér vattnets densitet, se:
Archimedes princip, kapitel 4.7). Vi ser att ju storre fart stenen far, si minskar den totala kraften som
accelererar stenen, se bilden nedanfor. Till slut har stenen fatt sin storsta fart, kallad rerminalhastighet
vy DA dr gravitationskraften minus vattnets lyftkraft lika med vétskemotstandet

*

myg

k

F = w—F,=m"g—kv=0 = v = (96)

Vill man ha hastigheten som en funktion av tiden, sa maste man 16sa differentialekvationen, se
Ekv. (95)

m*a:m*% = m'g—kv | 1/k
m* dv m*g m*g
— = — V=1 — 0 v =
ko dt k ! Tk
d k
-
v — m
/U /d?)l _ k /tdt/
0o vV —u m* Jo
/ o t k /
’ In(v' —v) = _lom*
(o —w) — In(—v) = ——=t
nv—uv) —In(—v) = —
t t oo
v — k
l = ——t In(A) —In(B) =In(A/B
n(=0) = - n(4) ~ In(B) = In(4/B)
k
In <1—£) = —— | exp .
on m G\‘ v
1- 2 = et g t
Ut
vo= (1—6 *t> §
Tid (s)
Fran denna far man litt acceleration som funktion av tiden B
dv ke, vk ., I i g
a4 = — = —U¢ e m* = ——e m*
dt m* m*



For hogre hastigheter i luft ir retardationen p.g.a. luftmotsténdet: a;,,, = 3-v%. Vid terminalhastigheten
ar den totala kraften pa det fallande objektet noll

F = w—Fy,=mg—mpBv’=ma=0

vilket ger terminalhastigheten: v; = \/% .

Farten som funktion av tiden far man genom att 16sa differentialekvationen:

m— = mg—mpv? | 1/m
g— pv’
v dy t
/o g — pu’? - _/o dt
v 1 Ulﬁ
0\/g_ﬂatanh (\/g_ﬁ> =t
= atanh (v@) = t\/gTB
= v\/g = tcmh(t\/g>5)

oo = oty | =2 o
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Figur 20: Farten for en fallande kropp utan luftmotstand okar linjért. For 5 = 0.01 4r terminalhastig-
heten ca. 30 m/s, vilket uppnas efter ca. 10 s, se Ekv. (97)



