1.2 Relativ rorelse

Hastigheten pa en kropp miitt av olika observatorer kan vara olika ifall observatorerna ror sig relativt
till varandra. Anta du sitter i ett tag som star stilla pd stationen och ser genom fonstret bara ett annat
stillastaende tag (du ser inte marken, stationen osv.). Nu borjar ett av tdgen rora pa sig mycket mjukt
sa att man inte kédnner rorelsen. I detta fall kan du inte sdga vilket tdg som ror pa sig. Bara genom att
jamfora rorelsen med marken, stationen eller annan referens kan du séga vilket tag som ror pa sig.

Hastigheten pa en kropp som en observator ser, dr den hastighet relativt till observatérens egen has-
tighet (observatorens koordinatsystem), eller den relativa hastigheten.

Galilei transformation

Ifall origo for tva koordinatsystem dr pa samma plats vid tidpunkten noll, far man ekvationerna som
relaterar koordinaterna for de tva systemen i figuren som en funktion av tiden

r = 2 +ut 3D
y = (32)
z = 2 (33)
t o=t (34)

Figur 7: Transformation av en punkt i koordinatsystemet x’,y’,z” som ror sig med hastigheten v rela-
tivt till stillastaende koordinatsystemet x,y,z.

Dessa ekvationer kallas for inversa Galilei transformationerna. x' koordinatsystemet ror sig med
hastigheten w relativt till koordinatsystemet . Kortare kan man skriva

r = r +ut (35)




Exempel: Vi har tre personer, varav tva av dem i ett tag som ror sig. Person 1 (P1) gar ldngs korri-
doren i taget med 3 m/s i samma riktning som taget. Person 2 sitter i samma vagn som P1
gar i. Person 3 star utanfor och ser taget rora sig 4 m/s ifran honom. Vad ér den relativa

Exempel:

hastigheten for P1 till P2 och P3?

Relativa hastighet for person 1 till person 2 d&r 3 m/s . I Ekv. (36) dr v' = 3 m/s och u = 4
m/s, sa att relativa hastigheten for person 1 till person 3 dr 3 m/s + 4 m/s= 7 m/s .

Ifall person 1 ror sig i sidled i taget i stéllet for langs
med taget, sa vad &r den relativa hastigheten for person
1 till person 3 da?

I detta fall maste man anvinda vektoregenskaperna i
Ekv. (36), v = v/ + u, vilket ger |v| = VVv/? +u? =
5 m/s , och riktningen tan(a) = v'/u = a ~ 37°.

v’=3 m/s

u=4m/s

] E“...m — s
g

A +y’
— 4 m/s

A

3m/s




Exempel: En lokforare i ett tag, vars fart dr 120 km/h (relativt till marken), ser ett annat tag 2 km
framfor sig som aker i samma riktning pa samma tdgbana med en konstant hastighet 60
km/h (relativt till marken). Lokforaren borjar genast bromsa taget. Vad dr minimiretarda-
tionen som behovs for att tagen inte krockar?

Vi anvénder koordinatsystem som har origo i taget 2 (60 km/h). I detta koordinatsystem
ror sig tag 1 med 60 km/h (V) mot taget 2 som star stilla. Tag 1 befinner sig forst Sy = -2

km fran tag 2.
) Q
O

120 km/h 60 km/h
60 km/h —
—2I km 0

Vi kallar tidpunkten just fore tagen krockar for T, da sluthastigheten for tdg 1 maste vara
noll

WT)=0=Vo+a-T
dér a dr retardationen. Detta ger hur ldng tid det tar innan taget stannar

7=—"% (37)
a

Vid denna tidpunkt &r ocksa strickan mellan tagen noll:

1
S(T)=0 = SO+VOT+§aT2
0 - g V0 W
a 2a
‘/02
0= S=3,

dar T fran Ekv. (37) har satts in. Hirifran far man sedan minimiretardationen som behovs

V2 (60 km/h)?

=0 2"/ —_ 900 km/h* ~ —0.07 m/s>
‘795, 2(—2km) s LS



Derivering av koordinaterna x,y och z tva ganger med avseende av tiden i Ekv. (31-33) ger

P &2 Py Py APz dPY
dtz2  de2’ 2 dt2’ de2 de?

Vi ser alltsa att accelerationen for vilket objekt som helst dr oféridndrad i ett annat koordinatsystem
som ror sig med en konstant hastighet relativt till koordinatsystemet dér hastigheten forst méts (a =

a’). Newtons lagar foljs alltsé i alla koordinatsystem som ror sig med konstant hastighet relativt till
varandra, vilka hirefter kallas for inertiella koordinatsystem.

1.2.1 Accelererande koordinatsystem

Newtons lagar giller inte i alla koordinatsystem. Betrakta en per- —
son som star pa rullskridskor i en tagvagn. Forst star bada stilla. =0 .
Eftersom personen star pa rullskridskor, kdnner hon inga horison-

tella krafter. Nir sedan taget borjar accelerera framat, kommer
personen att rora sig bakét i relation till tdget. For personen ver- At

kar detta som om en kraft paverkar henne. I verkligheten paverkar

inga krafter henne, och hon star stilla i jordens koordinatsystem. —v
0 = F' # ma = Newtons andra lag giller inte inne i en accelere- &

rande tdgvagn.

1.2.2 Fiktiva krafter

I olika situationer kan det for en minniska kénnas att hon paverkas av diverse krafter som inte i
verkligheten finns. I en bil som bromsar, kidnns det att en kraft kastar manniskan framat mot vindrutan.
Denna kraft som ménniskan kiinner finns inte, utan dr bara en subjektiv kdnsla médnniskan har inne 1
den retarderande bilen.

Personen fortsiitter
Fiktiva kraften N framét med Kkonstant
som personen kiinner Bilen bromsar in hastighet

A) Bilens accelererande koordinatsystem B) Markens inertiella koordinatsystem

Figur 8: A) Da bilen &r referenssystem, verkar det att en kraft kastar midnniskan framat mot vindrutan.
Denna kraft finns inte, utan bilen ir i accelererande (egentligen retarderande) rorelse och ér inte ett
inertiellt koordinatsystem. B) Ser man pa héndelsen fran markens inertiella koordinatsystem, ser man
att inga horisontala krafter paverkar méanniskan under inbromsningen, utan att hon fortsétter framat
med konstant hastighet.



Centrifugalkraft?

I en kurva kédnns det som om en kraft trycker dig mot bildorren. Denna, ofta kallade centrifugalkraft
finns inte, utan du fortsitter rakt fram enligt Newtons forsta lag medan bilen svédnger i kurvan. Stolen,
biltet och slutligen ocksa dorren formedlar dig kraften som gor att du foljer med bilen i kurvan.

Utan andra krafter
skulle personen
fortsitta rakt framat
med konstant hastighet

Stolen och bilbéltet
formedlar centripetal-
kraften pa personen,
sa att hon ror sig i

en krokt bana med
bilen ~

Figur 9: Bilen och personen i en kurva sett fran ovan. Utan begrinsningskraften fran stolen, biltet och
bilen, skulle personen fortsitta rakt framat i kurvan.

Jorden som roterande koordinatsystem

Pé grund av jordens rotation, befinner sig alla kroppar pa dess yta i en konstant accelererad rorelse,
d.v.s. jorden &r inte ett inertiellt koordinatsystem, dar Newtons lagar giller.

=0 t=At =2At

Betrakta figuren ovan, dir ett foremal forst ror sig med konstant hastighet i -x riktningen relativt till
jordytan. Jordens rotation gor att foremalet ser ut att accelerera bort fran jordytan.

Vi kan nu skapa en fiktiv kraft, kallad centrifugalkraft, sa att koordinatsystemet som roterar med jor-
den verkar vara inertiellt (Newtons lagar giller). Denna kraft &r lika stor som centripetalaccelerationen
skulle vara for en massa att utfora en cirkelbana kring jorden (se Figur 10)

2
|F.| = me— = mw? = mw? Reos(a) (38)
r




dér riktningen av kraften &r ut fran rotationscentrum. Vid polerna ér F, = 0.

o

Figur 10: Jordens rotation gor att en fiktiv kraft kallad centrifugalkraft ser ut att verka pa alla massor
pa jordytan. Denna fiktiva kraft som ar riktad rakt ut fran rotationsaxeln ar storst vid ekvatorn och
noll vid polerna, se Ekv. (38).

Man kan nu definiera en ny parameter: effektiva g, dir vi summar gravitationsaccelerationen (verklig
kraft) pa jordytan med centrifugalaccelerationen (fiktiv kraft)

g'la) = g+ % = —g(cos(a)i + sin(a)]) + w?Rcos(a)i
= (—g+ w’R)cos(a)i — gsin(a)] (39)

dar riktningen ges visuellt i figuren.

Figur 11: Den fiktiva centrifugalkraften som ser ut att verka pa alla massor pa jordytan kan tas i
beaktande genom att definiera parametern: effektiva g som inte &r riktad rakt mot jordens centrum.
Vid polerna ér den effektiva g lika med den vanliga gravitationsacceleration g.



1.2.3 Corioliskraften (inte till prov)

Vi skall nu hérleda en annan fiktiv kraft som tycks verka pa en kropp i jordens referenssystem. Denna
fiktiva kraften harstammar fran jordens rotation och hastigheten for kroppen. Anta att vi har vid tiden
t = 0, ett flygplan som startar fran nordpolen och flyger soderut med hastigheten v mot en stad x
(se bild). Under tiden som flygplanet gar mot soder, roterar jorden och ddrmed ocksa staden mot Ost,
andra bilden. Fran jordytan sett, tredje bilden, ser det ddremot ut som om flygplanet skulle flyga mot
sydvist.

=0 t> 0, sett fran flygplanet t> 0, sett fran jordytan

Nordpol Nordpol Nordpol

<+
X

vi X

For att nu se hur rorelseekvationerna borde se ut for att jorden skulle verka som ett inertiellt koordi-
natsystem, definierar vi tva olika kartesiska (xyz) koordinatsystem; Det férsta koordinatsystemet X,y,z
med origo O i jordens centrum, rotererar inte och &dr ddrmed inertiellt. Det andra kartesiska koordi-
natsystemet x’,y’ och z’ har ocksa origo O’ vid jordens centrum, men roterar motsols kring z-axeln
med samma vinkelhastighet som jorden.

Vi ser nu att en punkt som roterar med jorden och star stilla i Xx’,y’ och z’ koordinatsystem, roterar
kring x,y,z systemet. Fran bilden ser vi att den tangentiella hastigheten for punkten P pa jordytan dr
Utan = |w| |Rj|sin(a). Denna tangentiella hastigheten éndrar hela tiden riktning, som tas i beaktande
om man skriver den som en kryssprodukt

Vign = W X R; (40)

I detta 6gonblick &r riktningen for vy, in i pappret.



Vi betraktar nu en godtycklig punkt P i det stillastaende X,y,z koor-
dinatsystemet som &r pa avstandet r fran jordens centrum vid tiden ¢
= (. Vid denna tidpunkt sammanfaller axlarna for det roterande koor-
dinatsystemet x’,y’,z” med X,y,z. Under en liten tidpunkt At forflyttar
sig punkten P till en ny punkt () i x,y,z koordinatsystemet. Vad blir nu
position for punkten @) i x’,y’,z’ systemet? Under denna At har punk-
ten P ix’,y’,z" systemet roterat till punkten P’ i X,y,z systemet. Denna
forflyttningsvektor dr, jamfor med Ekv. (40) (w x r)At. Vi far nu ekva-

tionen som relaterar forflyttningen fran punkt P till () i de tva koordi-
natsystem

(Ar)p = (Ar)or + (w x T)At

Vi deriverar med avseende av tiden och far

(3),-(), 0
(3,

som ger en relation mellan hastigheterna i de tva systemen

v=v +(wxr) (41)
Nu kan vi betrakta situationen diar Ar ersitts med hastigheterna Av
(Av)o = (Av)or + (w x v)At
Vi deriverar detta och far motsvarande®
dv dv WXy
- — - w
dt ), dt ) o
Vi sitter in hastigheten fran Ekv. (41) som ger
d d
d_‘t, = E[V'—i—(wxr)]%—wx [V + (w x )]
d’v’+d’w>< N ><d’r+ XVt % (w X 1)
= r+wx —+wXxXVv+wx (wxr
dt dt dt
dir d'w/dt =0, a=dv/dt och a’ = d'v’'/dt vilket vidare ger
a = a+(wxv)+(wxv)+wx(wxr)
a+2wxv)+wx (wxr) (42)

3 Allmént kan relationen mellan alla godtyckliga vektorer n i de tvé koordinatsystemen skrivas som:
d _(d
(d_rtl)o = (d_rtl)o/ twXxn



Vi multiplicerar med massan och féar

F=F +2m(wx v) +mw x (wxr)
(43)

F'=F—2m(wx V') —mwX (wXxr) (44)

Alltsa, pa en kropp med massan m verkar en riktig kraft F' i det ickeroterande inertiella koordinatsy-
stemet O. I det med jorden roterande koordinatsystemet O verkar det som att en kraft F’ verkar pa
kroppen. Termerna —2m(w X v’) och —mw X (w X r) &r fiktiva (inte riktiga) krafter, som adderas till
den riktiga kraften F for att Newtons lagar verkar att gélla i det roterande koordinatsystemet O’.

Vi tittar forst pd —mw x (wxr) termen. Den forsta kryssprodukten w x r dr den tangentiella hastigheten
som pekar in i pappret. w x (w X r) pekar alltsa in mot rotationsaxeln. Minus-tecknet gor att denna
fiktiva kraften pekar ut fran rotationsaxeln, och dr den bekanta centrifugalkraften fran forut, Ekv. (38)

A Fe=-mox(®xr)
F. = —nmwx (wxr) S

IF.| = mw?rcos(a)

Den andra termen —2m(w x v’) idr olika noll bara ifall kroppen har en hastighet relativt till det
roterande koordinatsystemet O (v’# 0). Vi kallar denna kraft for corioliskraften vars riktning beror
av hastigheten

/
Fcoriolis - _Qm(w X V) (45)
Hastighet mot norr Hastighet mot soder
()
Fcoriolis
\4

Figur 12: En kropp som har en hastighet mot norr pa norra halvklotet, verkar pa jordytan driva mot
nordost. Corioliskraften dr alltsa mot Oster. Ifall kroppen ror sig mot soder pa norra halvklotet, dr
corioliskraften mot vister.



Corioliskraften dr storre, ju hogre hastighet en kropp har, och konkret kan man se kraften i tornadon,
som alltid snurrar medsols pa norra halvklotet och motsols pa sodra halvklotet. Pa segelbatarnas
tid utnyttjades passadvindarna*, som #r exempel pa Corioliskraften, for att segla segelbatarna mot

) )

alvklotet

Norra h Norra halvklotet

Tornd

Sodra H

Figur 13: Tornadon pa norra halvklotet roterar medsols. Pa sodra halvklotet ddremot, snurrar tornadon
alltid motsols.

4Passadvindarna eller ocksi kallade handelsvindarna dr en vindtyp nira jordens ekvator som uppstar da luft frin
hogtrycksomrade runt ekvatorn blaser mot lagtrycksomrade vid ekvatorn. Passadvindarnas vanliga riktning pa norra halv-
klotet dr mot sydvist och pa sodra halvklotet mot nordvést.



1.3 Den speciella relativitetsteorin (Inte till tenten)

Den speciella relativitetsteorin publicerades 1905 av Albert Einstein, och den géller bara for kroppar
langt fran gravitationsfilt och inte i accelererad rorelse. Relativitetsteorins grunder ligger i att ljuset
har en konstant hastighet ¢ = 299 792 458 m/s i vakuum, oberoende fran vilket koordinatsystem vi
miter den. Ljushastigheten kallas invariant vid byte av referenssystem.

Enligt Galilei transformationen, dr hastigheten beroende av referenssystemets hastighet. Exempelvis
ljudets hastighet 331 m/s blir i 40 m/s vindforhéallande 371 m/s i medvind och 291 m/s i motvind.

Michelson och Morley forsokte i borjan av 1880 talet méta “etervinden’, genom att méta hastighets-
skillnaden for ljuset i jordens firdriktning och vinkelrit till denna. Jordens firdhastighet ~ 30 km/s.
Resultatet blev att ’etervinden’ var mindre 4n 5 km/s. Noggrannare métningar gjorda senare som
anvinder moderna apparater och y-stralning har krympt "etervinden’ till mindre dn 3 m/s.

1.3.1 Relativitetsprincipen

Relativitetsprincipen sdger att Alla fysikaliska lagar har samma form i alla inertiella koordinat-
system. Detta betyder bland annat att alla fysikaliska konstanter, diribland ljusets hastighet, maste ha
samma virde i alla inertiella koordinatsystem.

Den konstanta ljushastigheten (signalhastigheten) kommer att ge ganska oforutsedda fenomen. Tids-
signalerna kan maximalt rora sig med ljusets hastighet, vilket gor att begreppet samtidighet férlorar
sin mening. Vi har tva personer mitt emellan tva klockor, da klockorna &r en sekund fore klockan tolv.
Den ena personen som star stilla ser att klockorna slar tolv samtidigt. Ddaremot ser personen som ror
sig med hog hastighet mot den ena klockan, att denna klocka slar tolv fore den andra!

5 5
R N
(D W@



Ett annat exempel. Vi har en raket som ror sig med hog hastighet mot hoger. Vid punkten A emit-
teras en ljusglimt fran raketen mot en spegel. Vid punkten B (avstandet x till A) mottar raketen den
reflekterade ljusglimten. Vad har hint?

Raket

Laboratorie

+y +

—a, »
<

AB

Raketens hastighet relativt till det stationira laboratoriekoordinatsystemet dr: v = x/t;q;, ddr t;,;, dr
tiden i laboratoriekoordinatsystemet. Distansen som ljusglimten har firdats under denna tid &r

) [dz N (gﬂ - (46)

Ljusets hastighet &r ¢, vilket ger tiden mellan ljusglimtens emission och mottagning i laboratorie-
koordinatsystemet

1/2

trap = % {cﬂ + <§)T 47)

I raketens koordinatsystemet har ljusglimten fardats en striacka: 2d mellan emission och mottagning av
ljusglimten. Ljusets hastighet dr igen c, vilket ger tiden mellan ljusglimtens emission och mottagning
i raketens koordinatsystem

2d
traket = ? (48)

Vi ser till var bestortning att tiden i laboratoriekoordinatsystemet dr langre &n tiden i raketens koordi-
natsystem for samma héindelse = Tiden ér inte absolut.

Att tiden i laboratoriekoordinatsystemet dr ldngre &@n i raketens koordinatsystem, kan vi forsta ef-
tersom ljuset, som har samma hastighet i alla koordinatsystem, fardas lingre i detta system.

Tiden &r alltsd inte ldngre invariant. Vi kan nu definiera en ny invariant storhet kallad intervall

d t' 2 2
(intervall)? = (tidsseparationen)? — (rym seps;a ionen) = (t)* — (%) (49)

Vilket ger intervallet i laboratoriekoordinatsystemet

4 ? 2 Ad?
(intervall)?® = = [dz + <§) } - (§> -

c c?



och intervallet i raketens koordinatsystem

4> (2'\? 4 4d’
(intervall)® = —- — <£> = 0= —
c

Vi skall nu se vad forhallandet mellan tiderna i de tva systemen var

- 2d
t'r'aket =

T {dQ - (%)Q] : - [1 + (iﬂ v

Strickan x = t;,,v och 2d = t,4eC, vilket ger

tap \ 2 tapv \ 2
( lab 1 +< lab )
traket traketc
=
< tlab >2 (1_U_Q> -1
t 2]
raket c
=
tiab 1
traket ( _ 2_5)1/2

Tidsintervallen mellan tva referenssysten &r alltsa lika ifall v = 0, men nér v ndarmar sig ljusets hastig-
het blir tidsintervallet mycket ldngre i laboratoriekoordinatsystemet.

1.3.2 Tidsdilation

Tiden gar olika i raketsystemet jamfort med laboratoriesystemet. Ett tidsintervall ¢/, - ¢} i raketsystemet
verkar kortare i laboratoriesystemet

th — 1t At
2 1 (50)

E

At:tg—tl

Exempel: Vi har tva tvillingar, Terra och Astra, som bada dr 20 ar gamla d& Astra startar med en raket
fran jorden. Astras raket firdas med en exceptionell hastighet av 0.98¢. Da 5 ar har forlopt
enligt Astras klocka i raketen, aterviander han till jorden. Hur mycket har hans tvillingbror
Terra aldrats?

At 5ar

S i-E -

Astra dr alltsa 25 ar och Terra 45 ar efter raketfarden.

At ~ 25 ar




1.3.3 Global Positioning System (GPS)

Idén till GPS kom nér Sovjetunionen skot den forsta konstgjorda satelliten Sputnik 1 rymden 1957.
Tva amerikanska fysiker beslutade pa egen hand att Gvervaka Sputniks radiosdndningar, och insag
att pa grund av Dopplereffekten kunde man precisera satellitens position. Sedan kan man vinda pa
problemet och forsoka bestimma var man dr da man vet positionen for satelliten. Satelliten skickar
kontinuerligt elektromagnetisk signal med féljande data

* Tiden da signalen sédnds fran satelliten

* Satellitens position da signalen sénds

Mottagaren kan fran signalerna berikna avstandet (S7) till satelliten med hjélp av ljustets hastighet.
Med signalen fran bara en satellit kan man bara bestimma att man befinner sig pa en cirkel vars
avstand till satelliten dr konstant Sy, a) fallet i figuren. Da avstandet till tva satelliter dr kidnda, finns
bara tva mojliga positioner kvar. Med tre satelliter dr det mojligt att bestimma en unik position ifall
GPS-mottagaren har enormt noggrann klocka. Vanligen ir tidsbestamningen i GPS-apparater inte
tillrackligt bra, sa man anvinder fyra satelliter for att bestimma positionen.

a) En satellit, var som  b) Tva satelliter, tvd
helst pa cirkeln olika positioner

¢) Tre satelliter,
unik position

Hur paverkar relativismen GPS-systemet? Pa grund av satellitens fart, v,,; ~ 14000 km/s ~ 3900 m/s,
kommer satellitens klocka att ga langsammare dn pa jorden. Pa grund av gravitationen gar ocksa tiden
olika. Ifall gravitationen dr stor gar tiden langsammare. I filmen Interstellar 2014 gar tiden mycket
langsammare pa en vattenplanet nira svarta halet, Gargantua, 4n pa rymdskeppet langt ddrifran. Ett
dygn (24 - 3600 s = t,,4 = 86400 s) pd jorden blir i satelliten lite kortare:

sat ) 2 3900 \?
tat = tioray/1— <” t) ~ 86400 s\/l _ <7) ~ 86399.99999269919 s (51)
c 3x109

= At = tjora — tsa ~ 7.3008122853x 107 s &~ Tpus (52)

Alltsa gar klockan ca. 7 pus langsammare i satelliten p.g.a farten. P4 grund av gravitationen gar tiden
ddaremot snabbare i satelliten dn pa jorden. Tidsdilation for gravitation ges av

1 h
ta(h) = exp (C—2/O g(r)dr'), (53)



didr h dr hojden ovanfor “nollnivan” och g(r) dr gravitationsaccelerationen som funktion av avstandet
r till gravitationscentrum:

GM
()l = — (54)

r

Egentligen #r gravitationsaccelerationen en vektor (g(r) = — GM7y 'med det behover vi inte nu ta i

r2
beaktande. Gor man integralen och sitter in virdena for konstanterna (Gravitationskonstanten G ~
6.67 x10~'* Nm?/kg?, massan for jorden M ~ 6.0 x10~2* kg, radien for jorden R; ~ 6.38 x10%m, ¢ ~

3.0x10® m/s och hijden pé satelliten ovanfor marken /1 ~ 20000 km), far man

R, Rg+h

GM[I 1

tq(h) = exp( 2 D ~ 1.000000000528408 (55)

Detta betyder att ett dygn blir ca. (1.000000000528408 - 1.0)-86400 s ~ 45.65 yus ldngre pa jordytan
jamfort med satelliten. Totalt gér alltsa satellitens klocka ca. 38 jis snabbare dn pd jorden, vilket
betyder att avstdndet (S,) till satelliten blir ca. 38 us- 3x10® m/s ~ 11.4 km fel/dag. S4 vi ser tydligt
att utan relativitetsteorin skulle inte GPS fungera.

1.3.4 Lorentz transformation

Da vi gjorde Galilei transformationen som relaterar plats och hastighet i ett koordinatsystem till ett
annat som ror sig med en konstant hastighet, antog vi att tiden dr samma for bada koordinatsyste-
men. Vi antog att en tidssignal kan sidndas fran ett koordinatsystem till ett annat 6gonblickligen, med
odndlig hastighet. Nu vet vi att den maximala hastigheten for en signal dr begrinsad av ljusets hastig-
het c. Vi har som tidigare ett laboratoriekoordinatsystem med koordinaterna z, y, z och ¢, och ett annat
koordinatsystem koordinaterna z’, ¢/, 2’ och ¢’ som ror sig med hastigheten v i x-riktning relativt till
laboratoriekoordinatsystemet.

?+y +y’ o P= X’/i\ + yaj

+x’

—_—X=Vt—> +X

v

Nu blir inte bara koordinaten x transformerad, utan ocksa tiden ¢. Vi tittar forst pa en partikel som star
stillai 2/, y/, 2’ koordinatsystemet; =’ = 0. Fréan tidigare sag vi att storheten intervallet ir samma for
bada koordinatsystemen

, (rymdseparationen)?

(intervall)> = (tidsseparationen)

Vi insétter = vt och far




t/

c2

Inversa vérdet av kvadratroten, som bara beror av koordinatsystemens relativa hastighet v kallas for
gamma-faktor

(57)

Insittning av Ekv. (56) och (57) ger efter lite manipulation ekvationerna for inversa Lorentz trans-
formation

= (2" + ot (58)

=y (59)

z = 72 (60)

t = 7<t’+%> (61)
c

Med dessa ekvationer far man koordinaterna mitt i ett koordinatsystem som ror sig med hastigheten
v, omvandlat till koordinaterna i ett annat koordinatsystem.

Vi far motsvarande Lorentz transformation som transformerar laboratoriekoordinaterna till koordi-
natsystemet som ror pa sig. I detta fall verkar det for koordinatsystemet som ror pa sig att laboratorie-

koordinatsystemet avldgsnar sig med hastigheten —uv.

= y(x—ot) (62)
y o=y (63)
7 = z (64)

- 7(75—%) (65)




1.3.5 Fitzgerald-Lorentz kontraktion

Betrakta en raket som ror sig med hastigheten v relativt till en observator i vila. Raketens langd i
raketens koordinatsystem dr L' = 2, - 2, och i laboratoriekoordinatsystemet L = x5 - ;. Vi insitter
x4, och 2 fran Ekv. (62) och far

L' = Az —vty) —y(z1 — vty)
Ifall x5 och x; méts samtidigt i laboratoriekoordinatsystemet: ¢t = | = t5 far vi
L' = ~vyxy— vt — vy + Yot = y(x9 — 71)

Detta ger att lingden L’ i raketens koordinatsystem uppfattas som lingden L = x5 — x; i laboratorie-
koordinatsystemet

L=1"1L4/1- U—Q (66)
= =
L L
— e

. 1

Visuellt kan man forsta detta genom att betrakta situationen i bilden, dir tva ljusstralar fran foren
och @ndan sénds samtidigt i raket koordinatsystemet mot observatoren. Till observatéren, kommer
ljusstralen fran foren forst och fran dndan At senare. Observatoren uppfattar lingden av raketen fran
de signalerna fran foren och dndan som samtidigt i hans system triffar 6gat. I den hogra delen av
bilden ser vi att i det 6gonblicket da ljusstralen frén dndan dntligen triffar observatoren, triffar ljuset
fran foren, da raketen var vAt lingre fran observatoren. Detta uppfattas av observatoren som att
raketen &r kortare dn den pa riktigt &r.



1.3.6 Relativistisk transformation av hastigheterna

Vi kan inte mera transformera en hastighet u,. i laboratoriet till en hastighet «, i raketen som ror sig
med hastigheten v relativt till laboratoriet genom att derivera Galileitransformationen av platsen som

r = x—vt
Ly de’  d(z —vt)
u fr— _ = e = 'U/I — v
* dt dt

eftersom tidsdifferentialerna dt och dt’ i de tva systemen inte dr samma langre.

Aty ux +y’ w’x

—_— —_—

Betrakta de tva koordinatsystemen ovan, dir x’,y’ ror sig med hastigheten v relativt till systemet x,y.
Lorentz transformationerna for att transformera x och t koordinaterna ar, se Ekv. (62) och (65)

' =y(x — vt)

oz

= (t—2%)

C
Vi deriverar bada med avseende av tiden ¢ i X,y koordinatsystemet och far:

dx’_ d[( B = dx
e o T E T g Y

(o vde
a7 2 dt

Dessa sitts sedan in i uttrycket for hastighet av en kropp i x°,y’ systemet

dl
I d_f:(d_ﬁ): P e (67)
x / d Uz U
() Tk T

Denna ekvation kallas for Lorentz hastighetstransformation, som transformerar en kropps hastighet u,,
i koordinatsystem z, y, z, till en hastighet v/, i ett annat koordinatsystem som ror sig med hastigheten
v relativt till det forsta koordinatsystemet.



Exempel: Ett rymdskepp som nirmar sig jorden med hastigheten 0.40c avfyrar en missil mot jor-
den med hastigheten 0.80c relativt till rymdskeppet. Vad dr missilens hastighet 1 jordens
referenssystem?

/ U UgeV B
Yz ™ c2 — Uy = —0
(o) -
ue | 145 = Uy +V
c
uy, + v
= U, = —
1+ 52
0.8c+ 0.4c
= 1 omeom ~ U9 )
Enklare blir det dd man inser att jordens hastighet till raketen dr v = —0.50¢, vilket ger

efter inséttning i ekvation (67) missilens hastighet relativt till jorden

, u; —v  0.4c+038c
Uy = 1 _ ugv = 1+ 0.4(;-20‘80 ~

c2

]
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1.3.7 Relativistisk rorelsemingd

Anta att vi vill berdkna vad som hinder vid den elastiska kollisionen 1 bilden.

Fore kollisionen Efter kollisionen
p ivila @ "
( >—> » ( >—> —
v ut
3m m 3m m

Rorelsemiingdens bevarande ger ekvationen: p = ¢; +¢2 = ¢ = p — @, vilket insiitts i1 ekvatio-
nen for energins bevarande

oo 4 5 _ e @
2(3m) 2(3m)  2m 2(3m) 2m
¥oope G @ P p 44

2(3m)  3m * 2(3m)  2m  2(3m) 3m * 2(3m)

0 = 2(@_1,)
3m \ 2
P 3
=q = B = U2=§U

4

Nu ifall v dr 0.8¢, ror sig massan m med en hastighet som &r storre dn ljusets, us = 1.2c. Ingen
signal eller massa kan enligt relativitetsprincipen rora sig snabbare &dn ljus i vakuum, vilket leder till
att rorelseméngdens bevarande &r i konflikt med relativitetsprincipen!

Rorelsemingdens bevarande kom fran Newtons lagar, som ddarmed ocksa dr i konflikt med relativitets-

principen, som siger att Fysikens lagar har samma form i alla referenssystem. Detta betyder alltsa
d

att i referenssystemet O dr F' = <2, och samtidigt i ett annat referenssystem som ror sig relativt till O

maste ekvationen ha samma form: O": F’ = (fl—’t’,/. Dessa krav uppfylls ifall vi definierar rorelseméingden
som

(69)

I detta fall kan hastigheten for en massa m aldrig dverskrida hastigheten for ljus i vakuum,’ vilket vi
kan se ifall vi separerar hastigheten v i foregaende ekvation

) m2,U2 ) p2 ( ,1)2) _ p2 p2,02

m2  m2c?

e A G

SHastigheten for en partikel kan 6verskrida ljusets hastighet i ett medium dir ljusets hastighet #r mindre in ljusets
hastighet i vakuum



2 p2/ m? c? 2

= <c
1+ p? mp2202 +1

m2c?

1.3.8 Den allmanna relativitetsteorin

Den speciella relativitetsteorin giller inte for kroppar i gravitationsfilt eller accelererad rorelse, vilket
ddremot den allminna relativitetsteorin gor.

Enligt Einsteins postulat, kinner en kropp i nirheten av ett massivt objekt ingen kraft, utan kroppen
har en krokt bana p.g.a. att rymden &dr krokt. Experimentellt har man visat att ljus, utan massa, blir
krokt da den passerar ett massivt objekt, i enlighet med allménna relativitetsteorin. Enligt Newtons
lagar borde detta inte ske. Newtons gravitationslag ar alltsa en fiktiv kraft (liksom corioliskraften),
som ger samma effekt for kroppars rorelse i ett euklidiskt koordinatsystem, som kroppen ror sig i den
krokta tidsrymden.

Figur 14: Ljuset bana kring ett massivt objekt dr krokt fastéin ljuset inte har massa.



