6 Energiprincipen

Varfor &r begreppet energi sa viktigt? Det var en gang en kille som hette Jakob, och han jobbade pa
dagen och funderade 6ver olika saker pa kvillarna. En kvill tinkte han pa pengar. Jabob hade alltid
en viss summa pengar i planboken och pa sitt anvindarkonto. Ibland satte han sina smaslantar i en
liten glasburk vid dorren. Jakob tinkte att ifall han tar 1onen minus levnadsutgifterna, borde detta bli
summan av pengarna han har pa sitt anvindarkonto, i planboken och i glasburken:

Lon - utgifter = anvindarkonto + planboken + glasburken

For att se ifall hans antagande var ritt, bokforde han en tid hur mycket pengar han hade pa de olika
stéllen, och ekvationen verkade att stimma. En kvill blev han bestort dd han mérkte att ekvationen
inte stimde: Lon - utgifter # anvindarkonto + planboken + glasburken, det fattades 5 cent!?
Tiden gick, och Jakob hade redan glomt sin daliga ekvation som inte stimmer, tills en dag da han
stddade fann 5 cent under séngen.

Samma sak som i beréttelsen har man mérkt med energi: Totala méngen energi ar konstant,
den forsvinner ingenstans. Ibland verkar det som energimidngen forsvinner nagonstans, men soker

man tillrackligt linge, har man alltid funnit den forlorade energimingden och ekvationen stimmer
igen.

6.1 Energin for en partikel

Den relativistiska energin for det simplaste systemet, en partikel, dr

E = ——mc* = ymc? (138)

Mirk att den relativistiska rorelsemidngden narmar sig den icke-relativistiska p = mv, da hastigheten
v dr mycket mindre dn ljusets hastighet, v << ¢, men att den relativistiska energin, ddremot, gor
inte detta: v << ¢ = E,¢ = mc?, Eigerer = 0.5mov?. For att 16sa den uppenbara konflikten mellan
den relativistiska och icke relativistiska energin, expanderar vi ekvation (138) som Taylor serie kring
v?/c?* (eller enligt binomialteoremet)

1 2 9 1 (v? 3 (vt
Ezil_%mc = mc [1—1—5(?)4-5(0—4 + ... (139)

Den forsta termen ger energin for en kropp i vila (viloenergi)'®: £, = mc? Den andra termen 0.5muv?,
ar den bekanta kinetiska energin enligt Newton. De hdgre ordningstermerna maste tas i beaktande nér
v ndrmar sig c.

]8Viloenergin f6r en ménniska ~ 100(3x108)% ~ 1019 J I



Ifall vi nu definierar att den relativistiska kinetiska energin ir K = imv? + % (g—i) + ... blir den

2
relativistiska energin for en partikel i formen

E=mé+K (140)

Ekvation som relaterar relativistisk energi till relativistisk rorelsemiingd i alla referenssystem och
partikelfarter ges av

E? = m*c* + p*¢& (141)

dir £ = ymc?® och m #r vilomassan. For partiklar utan massa som t.ex. fotonen, blir ekvationen:
E = pc. Fotoner ror sig alltic med ljusets hastighet, har ingen vilomassa och kan didrmed inte sta
stilla. Denna ekvation &r en bra approximation for alla mycket létta partiklar som ror sig med hog
hastighet sdsom neutrinon (mc? << E).

Exempel: Berikna hur ménga kg kol man maste forbrianna, sa att energiméngden som avges &r lika
mycket som man far da 1 kg tritium och 1 kg deuterium fusioneras.

Da man fusionerar viteisotoperna deuterium D (en proton + en neutron) + T tritium (en
proton + 2 neutroner), fir man en helium atom *He (tvd protoner tva neutroner) + en
neutron (n) + energi

D+T=%He+n+E

For att beridkna den frigivna energin, behdver vi massorna

MD) ~ 2.0141u

M(T) =~ 3.0166 u

M(*He) ~ 4.0026 u

M(n) =~ 1.0087 u
u ~ 1.66057x10"*" kg

Masskillnaden blir: AM = M(fore) - M(efter) = [M (D) + M(T)] - [M(*He)+M (n)] ~
0.01889 u (= 3.1360x10~2 kg).

I energi blir detta F ~ AMc? ~ 3.1360x10712 J (=~ 17.6 MeV).

Antalet fusionsevent N far man fran:

2 kg B 2 kg
N-MDu—+N-MTu _ N(MD)+MT)u
= N = 2ke ~ 2.4%10%

[M(D) + M(T)]1.66057 x 1027 kg

Vilket ger den totala energimingden E,,, ~ 6.76x10'* J (= 188 000 MWh)



Kol brinner och avger energi

C+0 = CO  110kJ/mol
C+0+0 = CO, 394 kJ/mol
= = 200 kJ/mol
Imol = 12gC=12x10"*kgC

Vi behover ungefir 6.76x10'4/200x10% mol kol for att producera lika mycket energi som
vid fusionen. I massa blir detta: 6.76x10'4/2x10°- 1.2x1072 kg ~ 4.06x107 kg. Allts&
det behdvs ca. 40 miljoner kg kol. Mark ocksa att det produceras ca. 100 miljoner kg kol-

dioxid vid brinning av en sa stor midngd kol.

6.2 Mekaniskt arbete

I de foregaende uppgifterna hade vi krafter som var konstanta eller vars virden vi hade som en funk-
tion av tiden. Anta att vi har en bagskytt som sldpper pilen fran pilbagen, och att vi vill berdkna
pilens position som funktion av tiden. Nu &@ndras kraften fran pilbdagen da pilen accelereras, och det
verkar vara en omgjlig uppgift att 16sa problemet. Vi kan borja anvinda oss av begreppet energi, vars
anvindbarhet kommer fran det faktum att totala energin alltid halls konstant.

Mekaniskt arbete definieras som kraften ganger striackan i kraftens riktning.

W = |F||s| kraft och forflyttning i samma riktning (142)

F
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diar [W] = N-m =J (joule). Nir kraften och forflyttningen inte dr i samma riktning, sd tar vi den
komponenten av kraften i forflyttningens riktning

W = |F||s|cos(¢) =F es (143)
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Figur 25: a) Kraften och forflyttningen i olika riktningar. b) For att ridkna arbetet multiplicerar man
kraftens komponent i forflyttningens ritning |F|cos(¢) med forflyttningen |[s|.



Exempel: En hiss vars massa ar 900 kg sdnker sig fran 400 m:s hojd. Vad &r arbetet A+x
som gravitationen gor under forflyttningen? Vad &r arbetet som hisska-

beln gor?
Vi definierar +x uppat, sa att forflyttningen &r negativ i bada fallen —
Ax = - 400 m. Gravitationskraften dr i minus z riktning, vilket ger ds
W, = F, Ax I vE

—8.8-10° N - (=400 m) ~ 3.5x10% J

Vi ser att gravitationen gor positivt arbete pa hisskorgen, vilket dr obero-
ende av hissens hastighet.

Ifall hissen sdnker sig med konstant hastighet, sa dr accelerationen noll
och gravitationskraften kompenseras exakt av spidnningen i hisskabeln

T = mg i. Vi far da att arbetet som kabeln gor ér
W, = mgi-(-Azi)
—8.8 x 10° N 400 m ~ —3.5x10° J

Q

Ifall hisskorgen skulle fa falla fritt, skulle arbetet for kabeln vara noll,
men arbetet for gravitationen lika som forut.

I bilden nedan ser vi fyra olika situationer, dér arbetet som gors pa ritblocket dr positiv i de tva forsta

fallen och sedan negativ och noll."
W>0 - W>0 W<o 1|= W=0
F
F \' Y/ «—
—il- - - -
—_ C— S —
S S S S

I allménna fall dndras riktningen pa kraften och strickan, se bilden,
vilket leder till att det totala arbetet som gors pd en kropp for att flytta s
den fran punkt A till B dr y

WA—>B = Fl'A81+F2'ASQ+...+FN'ASN
N
= Z:FZASZ

=1

B
= / F -ds
A

19G6r man arbete ifall man bir in ved?



6.3 Potentiell energi

Vanligtvis &r arbetet beroende pa vilket sitt eller vilken vig vi valde att ga fran A till B. For vissa
kraftfilt ddremot, beror arbetet inte pa vilken vdg vi viljer, utan bara pa dndpunkterna. Dessa kal-
las for konservativa kraftfilt, dit exempelvis gravitationsfilt rdknas. Ifall vi skuffar en lada ldangs
marken fran en punkt A till B, sa blir arbetet storre, ju ldngre stricka vi gar (friktionskraften &r inte
konservativ). I detta fall konverteras energi via friktionen till virme.

For konservativa kraftfilt kan vi skriva arbetet gjort for att komma fran A till B

B
Wap = /A F.ds=U(rs) - Ulrp) (144)

dirr 4 ochrp dr A:s och B:s platsvektorer och U &r den potentiella energifunktionen. Vi ser att arbetet
iar definierat som skillnaden i potentialenergin. Detta betyder att vi alltid kan addera en konstant till
potentialenergin, utan att skillnaden dndras. Vi kan dirfor sjédlv bestimma var potentialenergin ér noll.
Vanligtvis viljer man att potentialenergin dr noll dir kraften dr noll.

Da nollstéllet har valts, far vi att arbetet att fora en kropp fran r, till r blir

W on = /F ~ds = U(r,) — U(r) (145)

och vi far att potentiella energifunktionen for en kropp vid position r blir

U(r /F ds + U(r.) = /F ds (146)

ddr U(r,) har valts att vara noll.

Exempel: Bestam potentialenergifunktionen for en massa m i gravita-
tionsfélt nédra jordytan.

Vi befinner oss nidra jordytan sa att gravitationskraften dr
konstant F, = —myg j. Vi far di att Potentialenergifunktionen
blir 2

= —/TF-ds:—/r—mgj-ds

. . . y
= mg/ J - (dei+dyj) =mg [ dy
To Yo

= mgy —mgyo = mg(y — yo)

Vi ser att den potentiella energin bara beror av hojdskillnaden
Yy — Y. Ofta viljer man y, = 0, vilket ger oss gamla goda:
U = mgh, dir h dr hojden 6ver marken.

20Dir striickan: ds = dzi 4+ dyjoch j-i=0o0chj-j =1



Exempel:

Exempel:

Bestdm den potentiella energifunktionen for Newtons gravitationslag.

Gravitationskraften mellan massan m och M ir: F, = —G"},—é”f. Vi ser att kraften vid
odndligheten (r = oo) ér noll, sa att vi viljer att potentialenergin dér dr noll: U(oo) = 0.
Potentiella energifunktionen blir

r r M
v = - [ Fa)ar = | (-G”;f,z f’)-dr’

o

Gravitationskraften dr konservativ, vilket betyder att vi kan integrera rakaste viagen fran
o#ndligheten till r (' - dr’ = dr’) vilket ger

B GmM
r

(147)

T dr!
Ur) = GmM/Ooﬁ =

Observera att den potentiella energin dr definierad for hela systemet m och M.

Berikna arbete som fjddern gor nar massan dras fran position
A till B i bilden

En idealisk fjdder foljer Hookes lag: F, = —kx, vilket ger é]I A
arbetet som fjadern gor B

B B B 12
Waisp = /A Fm(x)da: = —k/A xdr = _k‘A?

Wasp = —g(B2 — A?) (148)

Den yttre kraften som drar massan ner dr i samma riktning
som forskjutningen, sa att den gor positivt arbete pa syste-
met. Detta som blir lagrad som potentiell energi i fjidern.?!

2I'Var och hur blir energin lagrad i fjadern?



Hirledningen av kraft fran den potentiella energin

I foregdende kapitel sag vi att den potentiella energin dr integralen av kraften som en funktion av
strickan: U(x) = — [ F(x) - dx, dér vi bara ser pa storheterna i x-riktning. Ifall vi deriverar bada
sidorna far vi

dU(z) = —F(z)-dx
som vidare ger
dU(z)
F -
() T

Man far alltsa kraften i x-riktning som negativa virdet av derivatan av potentialen som en funktion av
x. Denna ekvation berittar att kraften &r riktad mot ldgre potential, alltsa soker sig en partikel till den
position med den ldgsta potentiella energin.

I tre dimensioner far vi motsvarande formlerna

oU oU oU
F,=—— F,=—— F,=—— 14
ox Y oy 0z (149)
som blir i vektorform
oUu~. o6U~ 06U -
F=—(—4+—7+— 1
(6wz+5y +5zk> (150)

dir vi riknar partialderivatan®? av U for varje koordinat (gradienten av U eller nabla U). Kortare skrivs
detta som

F=-VU (151)

Exempel: Vi fick tidigare att den potentiella gravitationsenergin vid jordytan dr U = mgy. Beridkna
kraften utgaende fran denna potential.

Kraften for denna potential blir

dy~ dy~ y- 5
F = —V(mgy)=—myg (%Z—F%j—i-é—g;k):—mgj

vilket just &r storleken och riktningen for gravitationskraften vid jordytan.

ou __1; Ulz+Ax,y,2)-U(z,y,z




6.4 Kinetisk energi

Ifall en kraft som paverkar en kroppen &r i samma riktning som forflyttningen, sa accelereras kroppen.
Arbetet gjort pa kroppen W > 0. Denna energi finns nu lagrad som rorelse eller kinetisk energi hos
kroppen. I foregaende avsnitt sag vi att arbetet som en kraft gor pa ett objekt nir den flyttar objektet
frén en punkt A till B i ett kraftfilt F dr*}

Bdv Bdv ds
Waig = / Fds-/ ma - ds—m/ A% Edt
= m/ — - vdt = / 2dt 2)dt = —m/ = —m(v% —v?)
= §mvB — §va (152)

Arbetet att flytta kroppen fran punkt A till B har dndrat storheten %va frén %mvfx till %mv%. Denna
storhet ar alltsa viktig, sa vi definierar den som kroppen kinetiska energi

K=—-mv (153)

Arbetet att flytta en kropp i ett konservativt kraftfilt dr lika med dndpunkternas potentialskillnad:
Wa_p=U(rs) — U(rp) vilket ger att kroppens totala mekaniska energi £ ir konstant och bara
forhallandet mellan den kinetiska K och potentiella U energin @ndras

1 1
E=K+U-= imvi +U(ry) = Emvé + U(rp) (154)

Exempel: Vi hade i kapitel 2 en fraga dir farten med vilken dykarna vid Acapulco triffar vattnet da
begynnelsehojden dr 36 m 6ver havet?

Detta 16stes med rorelseekvationerna i en dimension, dér forst tiden da dykaren triffar
vattnet berdknas, och sedan riknar man sluthastigheten fran den konstanta gravitations-
accelerationen. Vi kan ocksé berikna detta genom att betrakta systemets energi som &r
konstant eftersom gravitationskraften dr en konservativ kraft. Uppe pd klippan dr dyka-
rens kinetiska energi noll. Potentialenergin viljs att vara noll vid vattenytan, vilket ger att
dykarens totala mekaniska energi uppe pa klippan A dr samma som vid vattenytan B:

1
Energi = KA+UA:0+mgy:KB+UB:§mv2+O

vilket ger sluthastigheten: v = /29y ~ 26 m/s

23 s cd (02 _ d (. dv dv _ 9dv .
mirk att: 5 (v°) = Z(v-v)=F -v+v- T =29 v



6.5 Energidiagram

Hir skall vi nu se vad man fér ut frin en figur med den potentiella energin ritad som en funktion av
platsen. I ett konservativt kraftfélt dr den totala mekaniska energin konstant: £ = K + U, ritad som en
horisontell linje i figuren. Hur stor del av denna energi &r kinetisk eller potentiell ser man ocksa fran

bilden.
Energi4 \ /\
E

U
¥

P |
%) y————
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Den kinetiska energin: K = $mo? ér alltid positiv, vilket ger att E' — U dr alltid positiv, eller att E

> U. Detta, fran figuren, betyder att objektet inte kan ha x-koordinater mindre n x; eller storre &n

x9. Dessa omraden dr forbjudna for objektet enligt den klassiska mekaniken. Vidare ser man fran

figuren att kraften pa objektet vid x; dr riktad mot storre x, hoger, eftersom kraften far man fran den
dU

potentiella energin som: F' = -2

Exempel: Partikel i en lada

Betrakta figuren till hoger. Partikelns potentialfunktion &r

Ulx) = oo forz <0Oochzx>a
*) = 0 for0<z<a

[{——R—

x=0 x=a

Partikeln &r bunden till omradet: 0 < x < a, dér hela dess energi

ar kinetisk: E=K = %mvz. Den ror sig fram och tillbaka mellan O

och a med hastigheten v = 4+ /2F /m.

Exempel: Partikel i fritt fall

Partikelns potentialfunktion &r nu: U(y) = mgy som ges av en rak
linje. Da partikeln faller fran en hojd, 6kar den kinetiska energin
och den potentiella minskar. Kraften: ' = -dU/dy = —mg nedat
hela tiden. Totala energin &r konstant: £/ = K + U = %mv2 + mgy.

Exempel: Partikel i fritt fall och sedan studsar tillbaka

B oo fory <0 E
Uly) = {mgy fory >0 IT(

Partikeln studsar upp och ner utan friktion och den totala U
energin dr helt kinetiskt pa marken och helt potentiellt vid 3 +y
den hogsta punkten H. i H




Exempel: Repulsiv potential

Partikeln ndarmar sig = 0 fran hoger, men nér dess potenti-
ella energi dr lika med dess totala energi: U(r,:,) = E blir
den reflekterad och fortsitter sedan spegelvint tillbaka mot

0 I'inin

hoger
o
Exempel: Tva massors potential
En partikel befinner sig nu i nédrheten av tva massor. Vi ser
att dess totala mekaniska energi dr mindre @n noll, vilket .
betyder att partikeln &r bunden till att kretsa kring de tvd Enirgl
massorna. Ar energin lika med E; i bilden, kretsar partikeln -1l I B
kring bada massorna, men &r energin F,, kretsar partikeln \ i /
bara runt den vinstra massan. E,\ : :
Vad hinder ifall partikelns energi dr exakt den potentiella E ;
energin i mitten av massorna?>* ? b
6.6 Energin for simpel harmonisk rorelse
Kraften, potentialenergin, den konstanta energin och hastigheten for en fjader ar
kx?
F(z) = —kx = Ulx) = —/F(a:)dm =5
1 ka? 2F  ka?
E=K+U = —-m*’+— = v(z) =+ — — —
2 2 m m
—~ 5k -1
< ot _
sk -

Figur 26: Bilderna ger fran oversta till nedersta: Kraften, alla energierna och hastigheten for fjader-
massa systemet som funktion av positionen.

**De flesta stjirnorna verkar bilda binirsystem, dér tvé stjirnor roterar kring varandra.



Approximering av en godtycklig potential som en parabel

En godtycklig funktion kan skrivas som en Taylor serie

(x —a)dU (z —a)* d*U (x —a)® U
Ux)=U — —_ —_— 155
@) =Vl + == e ™ o G2l T 31 i lea T (155)
dar %‘ ~ dr den forsta derivatan av U vid = = a, ‘57[2] ~ @r den andra derivatan o.s.v. Ifall potenti-

alfunktionen har ett minimivirde vid punkten a &r forsta derivatan noll %‘ =0) och ifall (z-a) &r
r=a

liten, sa att alla (x-a) termer med potensen storre dn 2 kan ldmnas bort, approximeras Taylor serien
som

(r —a)®> d?U

~ U(a) + k(z — a)? (156)

r=a

dir k = %%]I:a ir en konstant. Detta betyder att potentialenergifunktionen dr en parabel, och att
oscillationen for sma amplituder kring a dr harmoniska. Detta ger en mycket anviandbar regel for
komplicerade kraftfilt: Ifall amplituden for oscillation ar liten, kan rorelsen approximeras att

vara simpel harmonisk rorelse.

U4,

S,
Qse

U(a) | o mm e Sisadaet™

8 |l

Exempel: Visa att potentialenergifunktionen for en simpel pendel med
liten oscillationsamplitud s ges av: U(s) ~ 55, dir L och
m dr pendelns lingd respektive massa.

Vi viljer att potentialen &dr noll lidngst nere vid jimvikts-
positionen, vilket ger att funktionen for potentiell energi dr
U = mgh. Hojden h Over jamviktspositionen far vi fran

I —
cos(f) = Th

= L(1—cos(0))

=

Nu skriver vi funktionen cos(#) som en Taylor serie kring 6 = 0

0 d[cos () 62 d?[cos(0)
cos(0) =~ cos(0)+ i—[ 70 ]‘9:0 + 57[ 70 ]‘9:0
9_3d3 [cos(0)] ‘ 9_4 d*[cos(0)]
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Vi anvinder nu att 6 &r liten, sa vi kan glomma alla fyra och storre potenstermer vilket ger
funktionen for potentiell energi som

2 2
U ~ mgL [1—(1—%)] :mng—

Vi anviénder definitionen for vinkeln § = s/ L, vilket slutligen ger

6.7 Satellitrorelse

Vad bestdimmer satelliternas bana runt jorden? Satelliterna som kretsar runt jorden har slutna banor.
Ifall banan inte &r sluten, upphor satelliten att kretsa kring jorden och avldgsnar sig hela tiden.

Forst ifall satelliten har en cirkuldr bana runt jorden, sd maste avstandet till jordens centrum och
satellitens hastighet vara konstant. Vidare maste centripetalkraften for satelliten vara lika med gravi-
tationskraften

GMym  mv?
— =

r r

vilket ger rotationshastigheten for en satellit pa ett visst avstand frén jorden®

v = ,/Gi[’ (157)

Satellitens rorelse beror alltsa inte av dess massa. Astronauten inne i satelliten faller runt jorden med
samma hastighet, sa att ingen kraft fran satellitens viggar paverkar personen, som kinner sig viktlos
och flyter omkring i satelliten. For cirkulédra banor blir omloppstiden

2 2 3/2
7= _onp |1 il

v GMJ:\/GMJ

Z3Solens massa uppskattades forsta gingen sihir.

(158)




fran vilken vi ser att storre banor (storre avstand fran jorden), ger langre omloppstid. Totala mekaniska
energin for satelliten i cirkelbana ar:

1 GM 1 GM,
E:K—i—Uzémvz—l—(— Jm):§m( !
r

) GMJm . GMJm
T r N 2r

(159)

Vad skulle ske ifall totala mekaniska energin for satelliten var positiv?



Exempel: En satellit med massan 1500 kg befinner sig i en cirkulidr bana 1000 km ovanfor jordytan.
Jordens radie dr 6400 km och tyngdaccelerationen vid jordytan ir 9.81 m/s2.

1. Bestidm satellitens hastighet och omloppstid.

2. Hur stort arbete maste en raketmotor gora for att lyfta upp satelliten till en cirkulér
bana 1500 km Over jordytan?

For att fa G' - M tittar vi pa gravitationskraften pa jordytan

GMJm
F=—-
R

:mg

vilket ger
GM; =g-R%~9.81 m/s*(6.4-10° m)? ~ 4.018 - 10** m?/s?

For att fa omloppstiden maste gravitationskraften vara lika med centripetalkraften

mv?  GM;m
ro r2
v =
.
GM
v = !~ 7.4 km/s (= 27 000 km/h)
T

dér r dr avstandet till jordens centrum. Omloppstiden blir

T 277 _ 27r3/2

~ 6310 s ~ 1 h 45 min

(% vV GMJ
Totala mekaniska energin for satelliten &r
1 GM GM.
E=K+U=-m?+ (-2 = Z2m
2 r 2r

vilket ger energiskillnaden for att lyfta satelliten till en hogre bana

AE = E(ry) — B(ry) = — 2™ [ S

L _} ~ 2.58x 10°]
2 T2 1

Observera att arbetet AE inte ér lika med $mw3 — $muy, varfor inte?



