21. Falt i rymden (Kenttid avaruudessa)

Larandemal:

» Kunna matematiskt relatera det totala elfaltet genom en
sluten yta till totala laddningen inne i slutna ytans volym

» Kunna matematiskt relatera totala magnetiska faltet runt
en sluten kurva till totala strommen genom den slutna
kurvan
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» Vi har lart oss att berakna elektriska falt utgaende fran
laddningarna som orsakar dem
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» Kan vi harleda nanting at andra hallet?
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1.1 Gauss lag

» Lat oss tanka att vi kanner till faltet overallt pa en sluten
yta, men inte vad som finns inuti
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Med en sluten yta avses en yta som ar andlig men saknar rand

Ytan kan vara en geometrisk tanke-konstruktion, eller en
verklig lada

» Vad, om nanting, kan vi saga om laddningarna innanfor
ytan?
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» Eftersom faltet ar riktat utat over hela ytan, maste det
finnas positiv laddning inne i ladan
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» Eftersom det elektriska faltet pekar innat over hela ytan,
maste det finnas negativ laddning inne i ladan
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» Det finns tre mojliga konfigurationer som kan ge upphov till
ett sadant har falt

En mycket stor positivt laddad yta till vanster
En mycket stor negativt laddad yta till hoger
Bada ovanstaende

Ingen laddning inne i ladan
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» En stor positivt laddad yta genom mitten av ladan

positiv laddning inne i ladan, ocksa utanfor den
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» Gauss lag ar en kvantitativ relation mellan matningar av
elektriska faltet pa en sluten yta och laddningen innanfor
ytan

For ett kvantitativt samband behover vi ett kvantitativt matt pa
styrkan och riktningen av det elektriska faltet pa ytan

a

y
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1.2 Elektriskt flode

» Mattet pa elektriska fdltet over en yta kallas “elektriskt
flode” @,

» Vad behovs for en kvantitativ definition pa elektriskt
flode!?
Riktning av faltet
Styrka, eller magnitud, av faltet

Matt pa ytan, dvs. area
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Riktning av faltet

» Vi ser att riktningen av faltet
bestammer tecknet for laddningen i
ladan

Vi vill relatera faltet till laddningen

» Flodet bor alltsa vara positivt om
faltet ar utatriktat, negativt om det ar
inatriktat, och noll om faltlinjen inte
gar genom ytan
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Vinkeln mot ytan

» Vi vill ocksa ha ett matt pa vinkeln som faltet har mot
ytan

» Ytan har en riktning: normalen

» Extremfallen for faltets riktning ar:
Vinkelratt utat: + |

E
i Aq E
Vinkelratt innat; - | E
Parallellt: O

» Om linjen ligger at ett annat hall:

Termen cos 6 uppfyller kraven, dar 6 ar vinkeln mellan
E

faltet E och ytans normal nn

0

= A
n
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Styrkan av faltet

» Betrakta de tva fallen pa bilden

E

Om ovre ladan innehaller laddningen Q,
och faltlinjerna ar dubbelt sa langa i Boscontcit= ¢
nedre bilden, hur mycket laddning finns |
i nedre ladan?

» Flodet bor alltsa vara proportionellt
till faltets styrka E

B
» Vi kan skriva E cos§ som E - i = I J/
E|7| cos 8 eftersom |fi| = 1
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Ytans area

» Vi maste definiera flodet sa att det har
samma varde for olika stora ytor kring
samma laddning

Pa ytan av den storre ladan ar faltet svagare

» Flodet maste alltsa vara proportionellt till
arean av ytan

» Eftersom elektriska faltet kan vara olika
pa olika omraden av ytan, maste vi dela
upp den i sma delar AA = AxAy

e

Box contains QJ/’
s o Y

Smaller

-

E

Larger box around
same Q
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Elektriska flodet

» Da vi lagger allt ihop kommer vi till uttrycket for

elektriska flodet:
R AA
D, = 2 E-nAA g

» Alternativt kan detta skrivas med en integral:
cbel:fﬁ-ﬁdA:fﬁ-d/T

Integralen behovs om faltet varierar over ytan o i

AA = Ax Ay

ool
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1.3 Gauss lag

» Vi aterkommer nu till Gauss lag, som relaterar elektriska
flodet genom en sluten yta till laddningen innanfor ytan

D, = Z - ana = 20me

el
€0
sluten yta

¢el=7§E-ﬁAA=—'

Mark att normalen 7 valjs sa att den pekar utat
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Elfaltet runt ladan mats: E, = 400 V/m, E, = 1000 V/m, och

elfaltet pa sidan ar E; = 500 VV/m. Berakna:
a) totala elektriska flodet genom varje sida
b) ladans totala flode

c) totala mangden laddning inne i ladan

Eq

3cm

2 cm

8 cm

» Gauss lag: D, = Y..uten ytaE - NAA =

Z q inne

€9

16 Stralningsfalt och fotoner

Helsingfors Universitet
Institutionen for fysik
T. Ahlgren



Olika ytor Syt

sl{rfa’éé’sl
» Storleken pa ytan spelar ingen roll

Hur kommer det sig?

» Formen pa ytan spelar heller ingen

roll 3
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\
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Laddningar utanior ytan

» Enligt Gauss lag ar flodet genom en yta noll om ytan inte
innesluter laddningar, aven om det finns laddningar utanfor
ytan

» Flodet genom A, och A, ar lika stort, men genom A,
pekar det innat och ar negativt
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Manga enskilda laddningar

» Gauss lag galler ocksa da vi har
laddningar bade utanfor och innanfor
ytan

» Betrakta fallet pa bilden

» Om vi adderar ihop ekvationerna for

de skilda laddningarna far vi 9o,
9
04 p
~ 1 2 Game o o o -
z (E1+E2+E3)'TLAA: L JoB
g
sluten yta 0
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Coulombs lag och Gauss lag

» Coulombs lag (fran tidigare)

S 1 q49, —
F = —1 = q,F
4rte, |12 T 2t

» Lagarna kan harledas fran varandra, och ar darmed
likvarda (innehaller lika mycket information)

» MEN: om laddningarna ar i rorelse galler inte Coulombs
lag; det gar inte att pa ett sa enkelt satt berakna elfaltet
fran en laddning som ror sig med hog fart

» Gauss lag daremot galler i varje fall — den ar alltsa
konsistent med den speciella relativitetsteorin!
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Berakna elektriska faltet fran en stor skiva
med arean A och laddningen Q.

qnel:fEﬁAA_
€0

Av symmetriskal ar Ejorr = Erjgne-

Flodet ges av:

D, = jﬁﬁ - AdA = 2E(cos 0)Appy

Laddningen i ladan blir Q (A4, /A)

Fran Gauss’s lag far vi da:

9) 4
A) box L g = (Q/4)

o 2€g

ZEAbox — (

_ Z A inne
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Laddningar och falt i en metall

» Anta att vi har en metall i jamvikt (dvs. ingen strom av
laddningar)

» Kan det finnas laddning inne i metallen!?
» Hur ar det om metallen ligger i ett yttre falt?

Det kan inte finnas ett elfalt inne i metallen i jamvikt, for annars
skulle laddningarna stromma.

For en godtycklig yta inne i metallen maste alltsa
elfaltet, och darmed ocksa flodet, vara noll.

totala laddningen innanfor vilken som
helst yta maste vara noll enligt Gauss lag. ¢
(mark att det dock kan finnas, och faktiskt finns, - L2
bade positiva och negativa laddningar sa, att totala ‘
laddningstatheten ar noll)
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Tomrum 1 en metall

» Anta igen att vi har en metall i jamvikt
» Vad kan vi saga om laddningarna pa inre

ytan av ett tomrum inne i metallen?

Eftersom elfaltet kring en yta runt halet ar noll

maste totala laddningen pa ytan vara noll.

» Kunde det finnas ett elfalt inne i halet pa det

sattet att totala laddningen var noll? d
Eftersom elfaltet i metallen ar noll, maste I P a3
potentialskillnaden langs med ADB vara noll, " +
och darmed ocksa langs med ACB v M

— Elfaltet i halet maste vara noll \ Mol
+
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Gauss lag 1 elektriska ledningar

» Bilden visar en ledare med konstant tvarsnitt A. Finns det extra
positiva eller negativa laddningar inne i ledningen?

+4y Cross-sectional
+ E
i = arca A_ L R
+++ —_ >
+4 = s <

Vi kan anta att elfaltet ar uniformt och foljer ledningens riktning

Vi valjer integrationsytan enligt bilden, lite innanfor ledningens yta
med andorna vinkelratt mot ytan, och darmed ocksa mot elfaltet

Flodet genom ytan i vanstra andan ar —EA och i hogra andan EA

Eftersom faltet overallt ar parallelt med ytan av ledningen ar flodet
genom cylinderns mantelyta noll

Enligt Gauss lag kan det alltsa inte finnas extra positiva eller negativa
laddningar inne i ledningen

Helsingfors Universitet
Institutionen for fysik
T. Ahlgren

24 Stralningsfalt och fotoner



Laddningen vid ett gransyta

» En stadig strom i flodar genom en ledning som bestar av
tva olika material, se bilden

» Bada delarna har samma radie 7,
elektronmobiliteten i bada delarna
ges av U, < Uy och antalet rorliga
elektroner av n; > n,
» Har vi laddningen pa gransytan?
Eftersom i; = i, ar ocksa
niAu £y = n,AuyE5
= E, = —L1E,

Metal 2

nauz
(mark att E, alltsa ar storre an E; )
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» Vi ar intresserade av laddningen pa
gransytan, och inte den laddning som
ligger pa ytan av ledningen, sa vi
valjer en integrationsyta som ligger
innanfor ledningens yta

» Elfaltet innanfor ledningens ytan
overallt ar parallellt med ledningen,
och ar homogent i ett omrade som
bestar av bara en typs metall

» Faltet maste da ligga som pa bilden

Mantelytan: flodet = 0 eftersom Elf
Ovre indan: flodet = E; (mr?) cos 0° =
E mr?

Nedre andan: flodet =
E,(mr?) cos 180° = —E,nr?

Helsingfors Universitet
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» Enligt Gauss lag ar da

2 Qinne
€0

fﬁ-d:‘f:()-l-ElT[Tz—EzT[Tz:

» Eftersom E = i/(nAu) far vi for laddningen pa gransytan

z Qinne = <cJO(E17T7A2 - Ezﬂrz)

z (1 1
CImne _ 801’ nlul nzuz

» Resultatet ar negativt, vilket ar logiskt da laddningen pa
gransytan bor vara negativ for att oka £, och minska Ej.
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Gruppuppgift

Metallkroppen 1 bilden har extra positiva
laddningar och &r dessutom polariserad av
narliggande negativa laddningar. Titta pa
den “lilla” cylindervolymen som delvis
genomtranger metallytan. Den lokalt jamna
laddningsdensiteten pa metallytan inne i
cylindern kan vi kalla g (C/m?)
a) Berdkna elféltet E (i bilden) vinkelrat
mot metallytan med hjélp av Gauss lag

b) Visa att de narliggande laddningarna kontribuerar med halva berédknade
elféltet 1 a) och den andra halvan ges av alla andra laddningarna som
inte ar i narheten. Tips: gor Gauss lag berakningen fran laddningarna pa
ytan i cylindern ocksa in metallen

o1 . . Helsingfors Universitet
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Gauss lag: f

Hur skulle Gauss lag se ut for magnetfaltet?

S N
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Magnetiska monopoler

» Magnetiska dipoler skiljer sig fundamentalt fran elektriska
dipoler

Medan man kan skilja at laddningarna i en elektrisk dipol, kan man
inte skilja at en ”nord” eller ”syd” magnetisk pol

» Sa kallade magnetiska monopoler existerar inte (sa vitt man
vet).
Trots gediget sokande har man m.a.o.
aldrig patraffat magnetiska falt som skulle B
uppkomma fran en enstaka magnetisk T /

"laddning”.

¥
\

» Det finns dock teorier som forutspar

deras existens:
http://pdg.Ibl.gov/2004/listings/s028.pdf
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Gauss lag {or magnetism

» Avsaknaden av magnetiska monopoler leder till att
magnetiska flodet genom vilken som helst sluten yta ar
noll

» Detta kan kallas for Gauss lag for magnetism

jﬂﬁ-ﬁdA:o
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Magnetiska falt i rymden

» Laddningar i rorelse producerar magnetiska falt.

» Om vi kanner till magnetiska faltet kring en sluten kurva,
vad kan vi saga om strommen innanfor?

Med sluten kurva avses en andlig kurva utan andor.

Helsingfors Universitet
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N

» Ett sadant falt skulle kunna orsakas av en ledning genom
mitten av ringen, dar strommen ar riktad utat fran

pappret

Helsingfors Universitet
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\
V.

=W

» Ett sadant falt skulle kunna orsakas av en ledning genom
mitten av ringen, dar strommen ar riktad innat i pappret
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Amperes lag

» Amperes lag ar en kvantitativ relation mellan magnetfaltet
kring en sluten kurva och strommen genom det inneslutna
omradet.

» Amperes lag kan harledas fran Biot-Savarts lag (kap.|7):

Ho 21

Bledn ~ AT T

» Amperes lag ar konsistent med relativitetsteorin

Helsingfors Universitet
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Magnettaltet kring en ledning

» Biot-Savarts lag ger magnetfaltet som uppkommer p.g.a.
en strom i en ledning |, pa avstandet r fran ledningen

-

B

X —

Brean = 377 / ATN ‘
® /
I
j\_’
» Om vi integrerar detta langs en kurva runt ledningen far vi
— 2 HUo 21 f _ HUo 21 .
jéB dl_<4n r) dl_<4n - (2mr) = pol

- -
eftersom B || dl over hela kurvan och r ar konstant.
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Val av integrationskurva

» Resultatet ovan ar oberoende av
kurvans radie

Precis som med Gauss lag

Magnetfaltet ar inverst proportionellt
till radien r, medan kurvans langd 27ntr
ar proportionellt till r.

En dubbelt langre radie ger alltsa en
dubbelt langre integrationsstracka, men
halften svagare magnetiskt falt

38
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Godtycklig integrationskurva

» Integration kring en godtycklig kurva ger
ocksa samma resultat

Vi betraktar integrationen kring en kort stracka
over en liten vinkel o

Projektionen av Al, i riktning av §2, dvs. Aly,
ges av Al, cos 6

Dessutom har vi likformade trianglar, vilket ger |

Alzu . All
2 N T
Alltsa har vi
§2 . Alz — Bz Alz COS 9 - BzAlzu - Bz (:_2) All
1

Eftersom B faltet kring en strom ar inverst
proportionellt till radien far vi B,/B; =11 /15

A”tSé éil’ §2 ‘ Alz —_ §1 ‘ All

Helsingfors Universitet
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Flera ledningar

» En ledning utanfor kurvan ger inget bidrag
B, -Al, = —B, - AL,
= ffﬁ 81 =0

Helsingfors Universitet
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Vilka strommar rdknas som “genom”?

» For Amperes lag maste vi integrera kring en sluten
kurva, och rakna strommarna inneslutna av
kurvan 1 “A
Riktningen ar viktig!
» Vilka ledningar anses inneslutas av kurvan? (7
Tank dig en yta som begransas av kurvan \
Alla strommar som gar genom ytan raknas L

Detta galler for vilket som helst val av yta, sa lange
gransen utgors av integrationskurvan.

o1 . . Helsingfors Universitet
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Exempel 1

» Berakna med hjalp av Amperes lag magnetfaltet fran en
ledning med strommen | pa avstandet r fran ledningens
mittpunkt — B

Vilj integrationskurva som pa bilden I out of page
Eftersom B overallt tangerar cirkeln ar / T

fﬁ-di=3(2m~) = u,l l

27r \ =

» Vi far samma svar som med Biot-Savarts lag, men mycket
enklare

Helsingfors Universitet
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» Berakna med hjalp av Amperes lag magnetfaltet inne i en
solenoid med langden L och N varv med strommen |

Vilj integrationskurvan som pa bilden

Integralen ger Bd eftersom magnetfaltet ar vinkelratt mot
andorna av rektangeln, och noll utanfor solenoiden.

Strommen genom den inneslutna ytan ar N/L X d X [
_ MoNI
L

= B

Helsingfors Universitet
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Maxwells ekvationer

Vi har nu grunderna till Maxwells ekvationer

. o 2. qi
» Gauss lag for elektricitet: fE -ndA = gmne
0
» Gauss lag for magnetism: fﬁ -dA =0

» (Ofullstandig) Faradays lag: fﬁ dl=0

» Amperes lag: fﬁ -dl = p, z lgenom

Helsingfors Universitet
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Differential form av Gauss lag

Relatera faltet i rymden till

o . . X’ ’Z’t
laddning vid samma plats och tid qeyz.t)
Elektriska flodet pa ytan f B.oagg _PAV
av en pytteliten volym AV T,
$E -7 dA P
. AV €0
Divergens
= E-fi dA
div(E) = lim pEAAA _p
AV-0 AV €o

- E(X, y,Z,t)

div(E) > 0

div(E) =0
[ AV)
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fﬁE"ﬁdA p

div(E) = lim —— =%
( ) AV—-0 AV €o
. 9 i E,—E{)AyAz
div(E) = lim (E,—E1)2y
AV-0 AxAyAz
. /9 : E;,—Eq) dE OF
div(E) = lim $2=Fd) _ 4B _ Ok
V( ) Ax—0 Ax dx ox

Differential form av Gauss lag

OE OE
4 24 2=

diV(E) - ox Sy 0z €0

Ay

Ax Az
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Elektrisk potential och Gauss lag

OFE OF OE E —SV

iv(E = X Y Z — ﬂ x:_S

div(E) . T 5 +t . 8315
YTy

52V 82V 82V  p ey

_—— @ — 44— = —— EZ___SZ

8x?  8y?  6z2 £o

[ ”tomma” rymden
(inga laddningar)
Laplace ekvation
5§V 8%V &%V

oxZ T oyZ 62 ©

0’V 2%V  d*V
+ + =0
oxz 9y 972

Vi

V=0
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Uppgift

Planera en dator kod som itererar den elektriska
potentialen {6r Laplace randvillkorsproblem (2 dim)

17 V=0V sy s2y
+—=0

o1 . . Helsingfors Universitet
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Uppgift 1: Konstant Ax=x,,,-X;

Ar +y

Yirl

Yi-1—

v

Xi+|

Den approximativa forsta
derivatan av y som funktion av
X, vid punkten x; ar:

Ay ) ~ Yit1 — Yi-1
Ax Xi 2Ax

Vad ar den approximativa andra
derivatan av y som funktion av
x, vid punkten x

sz (%) ~ f (Kimt %o X1 Vie s Vo Yie1)!

49
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Uppgift 2: Icke konstant Ax

Ar +y

Yitl ®
Yi 7 ¢

Yi-1— ¢

v

Xi+|

A%y
Ax?

Vad ar den approximativa forsta
derivatan av y som funktion av
X, vid punkten x;

Ay
= (x;) = f(x;—1, Xi, Xi 41, Vi1, Vi) Vi+1)!

Vad ar den approximativa andra
derivatan av y som funktion av
X, vid punkten X,

(xi) ~ f(xi—l'xi'xi+1'yi—1ryi' yi+1)?
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Larandemal:

» Kunna matematiskt relatera det totala elfaltet genom en
sluten yta till totala laddningen inne i slutna ytans volym

» Kunna matematiskt relatera totala magnetiska faltet runt
en sluten kurva till totala strommen genom den slutna
kurvan

o1 . . Helsingfors Universitet
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