Kapitel 6. Metoder att losa olinjara
problem

Olinjara fenomen ar mycket vanliga i naturen och nufértiden foremal for ett intensivt studium. Vi behdver
bara tanka t.ex. pa energikonsumtionen, eller befolkningsutvecklingen, som féljer en exponentiell lag. Om
vi har populationsmodeller med flere komponenter, far vi ett system av olinjara ekvationer, som inte gar
att |6sa med de enkla metoder for linjara ekvationssystem, som vi behandlat tidigare. Olinjara ekvationer
behdver inte ha entydiga l6sningar, eller ens en [6sning i sluten form.

Vi har redan tidigare studerat iterativa metoder for att I6sa en olinjar ekvation. Om vi har ett olinjart
ekvationssystem, blir det givetvis annu svarare att finna en approximativ 6sning. Ofta ar funktionen mycket
komplicerad, varfor raknemetoden planeras sa att berakningen konvergerar med ett sa litet antal iterationer
som mojligt.
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6.1. Losning av olinjdra ekvationssystem

Betrakta ett system av m olinjara ekvationer med n obekanta:

( fl(azl,...,a:n):O
fQ(CUl,...,.CCn) =0

L fn(acl,...,azn)zO

Om vi infér beteckningarna © = (x1,...,xy,) och f(z) = (fi(x), ..., fn(x)) sa kan ekvations-
systemet skrivas som en olinjar ekvation:

f(z) = 0.

Detta gor det mojligt att tillampa liknande resonemang som vid I6sningen av rotter till olinjara ekvationer i
en variabel. Analogt med behandlingen av Newtons metod for en enkel olinjar ekvation kan vi i det allmanna
fallet serieutveckla f(x) i en Taylors serie kring en approximation zF) il systemets losning x™:

fz® +n) = fF@"Y+ JE@Hh+. ...
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Hir betecknar J (™) = W f(2™®) jakobianen av f, tagen i punkten *), som &r en matris, vars

element kan uttryckas
k 4
E lj J:——:B(k)

For enkelhetens skull skall vi anvinda beteckningarna J%*) = J(2®)) och f® = £(2*)). Om man
forsummar alla termer av hogre ordning an den forsta i Taylorserien for f, far vi den linjara funktions-
approximationen

F@® +n)~y=f% 0

En ny approximation till |6sningen finner vi genom att satta y = 0:
JHR g — _f(k)

|6sa vektorn h ur detta ekvationssystem, samt berdkna g FtD) — (k) + h, dvs
—1
LRt (k) (J(k)) f(’f).

Detta ar Newtons metod for att I6sa ett olinjart ekvationssystem.
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For enkelhetens skull skall vi borja med att studera ett ekvationssystem med tva obekanta:

{ fl(may) =0
f2(337y) =0

Om vi utvecklar funktionerna i Taylors serie och medtar endast forsta ordningens termer, far vi

f1<33 + h’a Yy + k) ~ fl(x7 y) + hfl:c(w, y) + kfly('x? y)
folx +h,y + k) = fa(z,y) + hfo(z, y) + kfoy(z, y)

Genom att sdtta hogra membrum av dessa ekvationer lika med noll far vi [6sningarna

b — fi1foy + fofiy
fizfoy — f1yJ2s
p J1J2e — J2J12
fizfoy — f1yJ2s

dar alla funktionsvarden och derivator beraknats i punkten (x, y).
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For ett ekvationssystem med tva obekanta kan Newtons metod saledes uttryckas pa foljande sitt:
Ln+1l — Tn + h, Yn+1 = Yn + ka

dar h och k beraknas ur formlerna ovan.

Som ett enkelt exempel skall vi tillimpa Newtons metod p3 skirningspunkten mellan ellipsen 42°+y* = 4
och kurvan z?y”® = 1. Ett satt att |sa detta ekvationssystem skulle vara att eliminera z* ur ekvationerna,
vilket leder till en femtegradens ekvation, varur y kan l6sas. Denna metod skall inte anvandas har eftersom
avsikten ar att visa hur Newtons metod kan tillampas pa ett ekvationssystem.

En av I6sningarna ar nara punkten (0.4, 1.8), som vi darfér kan anvanda som utgangspunkt. De partiella
derivatorna av funktionerna fi(z,y) = 42 + y* — 4 och fo(x,y) = z?y® — 1 ar

flx:8x7 fly:2y
f236 = 233y37 f2y — 3a:2y2

| punkten o = (0.4, 1.8) &r funktionsvardena och derivatorna

f1=4(0.4)*+1.8° —4=—-0.12, fiz = 3.2 fi, = 3.6
fo=(0.4)%(1.8)° — 1 = —0.06688, fo, = 4.6656 fo, = 1.5552
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Saledes far vi h = 4.5808967 - 107> och k = 2.9261425 - 102, samt dirav x; = 0.4045809
och y; = 1.8292614.

Upprepade iterationer ger approximationerna

0.404149564420627 1.82938603854765
0.404149457020688 1.82938592581215
0.404149457020644 1.829385925381218

Konvergensen ar som synes mycket rask. Den andra I6sningen far man lika enkelt genom att vidlja ut-
gangspunkten (0.8, 1.2).

Newtons metod konvergerar kvadratiskt, och salunda snabbt (om den konvergerar). A andra sidan maste
man |sa ett linjart ekvationssystem vid varje iteration, och berikna n? partiella derivator, vilket kan vara
tidskravande. Derivatorna kan emellertid beraknas medels numeriska approximationer, eller ocksa kan man
anvanda sekantmetoden, i vilket fall iterationerna dock inte langre konvergerar kvadratiskt.

Ifall jakobianen ar nastan singuldr, uppstar liknande problem som i det endimensionella fallet, och itera-
tionerna bor darfor kontrolleras noga.
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Ett satt att gora detta ar att krava att

1 (@* )] < [1£ (@)l

ar uppfyllt for alla vdrden av k. P3 detta sitt kan man garantera att man narmar sig ett nollstélle av f ().

For att en approximation inte skall skilja sig alltfér mycket fran en tidigare approximation (vilket kan
leda till oscillationer, eller t.o.m. divergens) kan man fordra, att ||h|l2 < 9, dir & ar nagon lamplig
ovre grans for iterationssteget. Denna Ovre grans anger huru pass tillforlitlig den linjara approximationen
f(z® 4+ h) = f(2®) + J®h kan anses vara. Om approximationen &r bra, kan man anvinda ett
stort virde av d, men om den &r dalig, duger bara ett litet varde. Mangden {h : ||h|l2 < 8} brukar
kallas tillforlitlighetsomradet.

Ibland gar det inte att uppfylla bada villkoren, utan man maste kompromissa. Ett satt ar att avstd fran
kravet att h skall vara en l6sning till Jh = — f, men bibehalla villkoret ||h||2 < §. Man uppstaller
m.a.o. villkoret : Minimera ||J® A + £)||, under antagandet att ||kl < 6.
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En algoritm for att 16sa detta problem kan uttryckas pa foljande sitt:

1. Avsluta rakningen, om f(zx) = O.

2. Berdkna h genom att l6sa det begransade minimeringsproblemet ovan.

3. 0m || f(z™ + h)||2 < ||f(x®)||2 godkinns h, och man kan vilja *TY — z®) 1 h och
k «— k + 1, samt ga till steg 1.

4. | annat fall minskas gransen &, och man valjer darpa Pt () och k — k41, samt gar till
steg 1.

Om ||h||2 &r tillrackligt litet, kommer Taylorseriens tva forsta termer att vara en god approximation till
funktionsvardet i en omgivning av f(:c(k)), varfor man vanligen endast behdver minska 6 nagra fa ganger.
Med en sadan algoritm kan man garantera endast en lokal I6sning till ekvationssystemet, inte en global
|6sning. Detta skall vi studera ndrmare i nasta avsnitt.
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6.2. Allmant om minimering av funktioner

Antag, att f &r en reellvard funktion av n reella variabler (eller parametrar):

f(x17x27"’7xn> = f(.CU)

Vi vill bestimma x¢ s, att f(xo) ar ett minimum. | allménhet skiljer man mellan tre slag av minimer:

(a) xg ar ett starkt lokalt minimum av f(x), ifall f ar definierad inom en d—omgivning av xg, och det
existerar ett sadant €, (0 < € < §), att f(xzg) < f(x) galler for alla x, som uppfyller villkoret
0 < ||z — x| < e

(b) xo sdgs vara ett svagt lokalt minimum av f(x), om f &r definierad inom en d—omgivning av xy,
och det existerar ett sadant €, (0 < € < §), att f(xg) < f(x) galler for alla , som uppfyller
villkoret 0 < ||zg — z|| < €.

(c) xo sags vara ett globalt minimum av f(x), om villkoret f(xg) < f(x) giller for varje x, som
tillhor det n—dimensionella euklidiska rummet.

Vetenskapliga berdkningar Ill, Tom Sundius 2008 EI E @ E EI 9



Dessa olika slag av minimer kan dskadliggoras grafiskt genom att man betraktar en funktion av en variabel
samt en funktion av tva variabler:

svagt lokalt minimum

starkt lokalt minimum

f(x)

40

starkt lokalt minimum

svagt lokalt minimum

globalt minimum

globalt minimum

O |e ===

Resultatet av en numerisk minimeringsprocedur &r i allmanhet ett lokalt minimum (som vi konstaterade
redan i foregaende avsnitt). Det globala minimet dr svdrare att bestimma, men det &r inte heller alltid
efterstravansvart.
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Vid den praktiska berdakningen av funktionsminimet stéller man ofta vissa krav pa funktionen f, vanligen
att den dr kontinuerlig, och att atminstone forsta derivatorna (dvs. gradienten) ar kontinuerliga. Ofta
forutsatts dven derivatorna av andra ordningen vara kontinuerliga.

En vektor sigs vara stationar for f, ifall gradienten forsvinner, dvs. ¢ = V., f(x) = 0. Ett nédvindigt
villkor for att x( skall vara ett lokalt extremum av en funktion f, vars forsta derivator dr kontinuerliga, ar
att o ar stationar.

Detta villkor ar emellertid inte tillrackligt, vilket leder oss till f6ljande definition: En punkt xg sigs vara
en sadelpunkt av f, ifall o ar stationdr, men inte ett lokalt extremum. Detta begrepp askadliggors i
nedanstaende bild:

Sadelpunkt
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Om vi ytterligare antar, att f ar en funktion, vars derivator av andra ordningen &r kontinuerliga, sa galler
att xg ar ett starkt lokalt minimum av f ifall

g(CUO) — fo(xO) — 07

och H, Hesses matris (eller hessianen) for funktionen f, &r positivt definit i punkten g (dvs. den har enbart
positiva egenvarden). Hesses matris (som ar uppkallad efter Ludwig Otto Hesse (1811-1874)) konstrueras
ur de partiella derivatorna av andra ordningen:

O2f

= — (i,57=1,2,...,n).
ﬁxiaxj ( J )

Dessa villkor for ett funktionsminimum finner man genom att studera Taylorserien for f i avseende pa
punkten x.

Vi skall till en borjan anta, att gradienten ar kontinuerlig. Da kan funktionen utvecklas i en Taylor-serie av
formen

T 2
f(xo +ey) = f(zo) + ey g+ O(7),
o . - Ty — — Oz
dar y ar en godtycklig kolonnvektor, € ett litet reellt tal, och y" g = > . vigi = >, i 355%)

a::xO'

Vetenskapliga berakningar Ill, Tom Sundius 2008 El E @ B El 12



Om € ir ett tillrickligt litet tal, s3 foljer av olikheten f(z¢) < f(zo + ey) att y' g = 0 Vy. Detta
leder till villkoret g(xp) = 0.

Om vi darpa antar, att funktionen f har kontinuerliga partiella derivator av andra ordningen, sa kan dess
Taylor—utveckling skrivas i formen

f(xo + ey) = f(zo) + €y’ Hy + O(e%),
dar ) ( )
8 T

"Hy = i

Om H inte ar en positivt definit (eller semldeflnlt) matris, s3 existerar det en vektor y som uppfyller

.’I)SCO

villkoret
y Hy < 0.

Om € ar tillrackligt litet, sa galler alltsa

f(zo + ey) < f(xo),

varav foljer, att H atminstone maste vara positivt semidefinit for att xg skall kunna vara ett lokalt
minimum, och om H ar positivt definit, sd ar xg ett starkt lokalt minimum.
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Harnast skall vi studera olika typer av funktioner. En funktion av typen
f(x) = %CETACB + bz,

dir A &r en symmetrisk m X m-—matris och b en kolonnvektor (bdda med konstanta element) kallas
kvadratisk. Gradienten fér en dylik funktion ar

g = Ax + b,
varav foljer, att minimet kan berdknas ur ekvationen

Om A ar icke-singuldr, sa finns det en stationar punkt, och ifall A ar positivt definit, s ar xg = — A1
ett starkt lokalt minimum.

En funktion av en variabel f(x), som har endast ett minimum inom ett bestamt intervall av = sigs
vara unimodal. Formellt kan man siga, att f ar unimodal, ifall zy ar det enda varde av x for vilket
f(x) < f(y) giller for alla y inom varje intervall, som innehaller . Denna definition kan tillampas bade
pa kontinuerliga och diskontinuerliga funktioner.
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En sddan funktion dr ocksd konvex. Geometriskt ar en funktion konvex, ifall en rat linje som forbinder
tva godtyckliga punkter pa kurvan ligger ovanfor densamma. Formellt sett dr en funktion (av en variabel)
konvex, ifall olikheten

fAz+ (1 =Ny) < Af(z) + (1 —XN)f(y)
ar uppfylld for alla & och y samt for 0 < A < 1. Ifall olikheten galler utan likhetstecknet, sa ar f strangt
konvex. En funktion f ar konkav om — f ar konvex.

Dessa definitioner kan utstrackas till n dimensioner genom att man tolkar « och y som vektorer. Konvexa
funktioner har intressanta egenskaper. Om f ar en strangt konvex funktion med kontinuerliga partiella
derivator av andra ordningen, sa dr H positivt semidefinit (dvs. y'Hy > 0 Yy ) inom det euklidiska
rummet. Om f ar en kvadratisk funktion, och H &r positivt definit, s ar f strangt konvex. Om f &r en
konvex funktion med ett starkt lokalt minimum, sa ar detta entydigt och globalt.

Som en enkel tillampning skall vi studera minimering av en funktion av en variabel, ett problem som ofta

upptrader vid optimering av en funktion av flera variabler. Man kan namligen ofta definiera en parameter
s, som minimerar f(x(s)). En typisk algoritm av detta slag ar t.ex. féljande:
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Vid den k:te iterationen bestimmer man

(a) en "sokriktning” p®), samt
(b) en skalir s**), som minimerar funktionen f(z® + sp®)) med avseende p3 s;

(c) varp3 man sitter 8T = 2 (®) 4 (R (k).

Att finna ett minimum av en funktion i en viss riktning brukar man vanligen kalla for en linjar sok-
metod. | praktiken anvander man harvid antingen funktionsvarden, som jamfoérs med varandra, eller nagon
funktionsapproximeringsmetod. Proceduren askadliggors i nedanstaende figur.

Xz

Sokriktning
p®

Konturlinje for f(x)
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Vi skall har endast beskriva den forstnamnda metoden. Vi antar, att funktionen endast har ett minimum,
dvs att den ar unimodal. Vi antar vidare, att vi har beraknat funktionsvardena i fyra punkter ai, a2, as
och a4, och att vi pa grund av detta vet att minimet befinner sig inom intervallet (a1, a4) (vi antar
dessutom, att a1 < as < a3z < a4 galler). Utgangsvardena kan bestammas genom att man berdknar
funktionsvardet i en viss punkt, och darpa ger ett tillskott till argumentet tills funktionen borjar vaxa.
Om detta inte sker, gar man i motsatt riktning. Hartill kan bisektionsmetoden anvandas, men det finns
effektivare metoder.

| den s.k. gyllene snitt—metoden utgar man fran fyra dylika a—varden som begransar minimet och uppfyller
ekvationerna az — a; = a4 — as = y(aqg —a1), diry = 2/(1++/5) ~ 0.618034 . . . (se figuren
nedan). Genom att testa funktionsvirdena f(a1), f(a2), f(as3), f(as) dr det mojligt att ta reda pa
inom vilket av de tva lika stora intervallen (a1, a3) eller (a2, as) minimet ligger.
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Vi kan for enkelhetens skull anta att det ligger inom intervallet (a1, as). Funktionen berdknas darpd i en

ny punkt as, som uppfyller villkoret a5 — a1 = a3 — as. | detta fall géller a3 — a5 = v(asz — a1). Vi

inser detta, om 'y_l = ~ 4 1 tillampas i formeln ovan, varpa vi far a4 — a1 = y(as — a1) + as — a;,

dvs v(az — a1) = a4 — a3 = a2 — a; = az — as. Om vi nu betecknar punkterna a| = ay,
/ / / o .. ) .

a, = as, a3 = az och a, = as, sa finner vi situationen motsvara utgangspunkten med undantag av att

intervallingden reducerats med beloppet v: a, — a] = (a4 — a1). Som av bilden framgar, kommer
alltsd minimet att inneslutas mellan allt trangre granser.

f(s)
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