Kapitel 1. Kvantmekanik

[Understanding Physics: 13.1-13.6]

| borjan av 1900-talet upptacktes fenomen, som inte kunde forklaras med hjalp av den klassiska fysikens
lagar. Daremot kunde de forklaras, om man antog att vissa av materiens egenskaper var kvantiserade, dvs
att alla varden inte var tillatna. Detta ledde smaningom till utvecklandet av kvantmekaniken.
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1.1. Kvantfysikens uppkomst

Vid slutet av 1800-talet var de flesta fysiker Gverens om, att man i princip kunde forklara alla fenomen med
hjalp av fysikens lagar, och att man snart skulle "veta allting”. Men det visade sig snart att man grundligt
hade misstagit sig. Upptackten av nya fenomen vid det nya seklets borjan, som inte kunde forklaras klassiskt,
ledde till uppkomsten av en kvantteori, som till en borjan verkade ganska fraimmande och svar att begripa.
Vi skall borja med att studera nagra av dessa fenomen, som visar skillnaden mellan vagor och partiklar,
och dessutom visa, att det finns ett nytt slag av osidkerhet i beskrivningen av mikroskopiska fenomen.
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1.2. Halrumsstralningen

Nar man upphettar en kropp till hog temperatur bérjar den gloda, och utsianda varmestralning. Stralningens
spektrum ar kontinuerligt, dvs fordelat 6ver alla frekvenser. Stralningens intensitet I beror av frekvensen
f, ar liten fér sma och stora viarden av f, och ndr ett maximum for ett visst virde av f = fax (i

nedanstdende bild anger v frekvensen).
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Ju hogre temperaturen ar, desto kortare &r vaglangden for intensitetsmaximet (dvs desto storre &r frekvensen
fmax). Enligt Wiens férskjutningslag ar fi.x o< T. Darav foljer att ju hogre temperatur en kropp har,
desto mer vitglodande ar den.

Varmestralningen beror pa slumpmassiga vibrationer hos atomerna i kroppen. Ytan av en glodande kropp
tillater vanligen bara en brakdel av stralningen som kommer fran dess inre att tranga ut. Motsvarigt tillater
ytan endast en lika stor brakdel av infallande stralning att trdnga in, resten reflekteras. Detta leder till
regeln, att en god absorbator av stralning vanligen ocksa ar en god utsandare av stralning, och vice versa,
vilket forklarar varfor t.ex. en termosflaska isolerar bade fran kyla och varme.

En kropp, som har en fullstindigt absorberande yta kallas svart kropp. Ett exempel &r en ihalig kub med
ett litet hal i sidan. All stralning som trader in genom halet, kommer fullstandigt att absorberas. Darfor
brukar man ocksa tala om halrumsstralning istallet for svartkroppsstralning.

Halrumsstralningen beror inte alls av kroppens material, utan endast av temperaturen. Detta ar en féljd av
termodynamikens andra huvudsats, som sager, att virme inte kan stromma fran en kallare till en varmare
kropp. Antag, att tva halrum med 6ppningarna vanda mot varandra har samma temperatur. Om flodet
fran halrummet till vanster skulle vara storre an flodet fran halrummet till héger, sa borde temperaturen
oka i halrummet till héger, och minska i halrummet till vanster. Varme skulle da strémma fran en kallare
till en varmare kropp, vilket strider mot den andra huvudsatsen. Foljaktligen maste flodena fran de bada
halrummen vara lika stora.
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Om man dartill forestiller sig att ett filter, som bara slapper igenom ljus inom frekvensomradet ( f, f+df)
insatts i oppningen mellan halrummen, s3a kan man pa samma saitt inse, att flodet inom ett bestamt
frekvensomrade &r oberoende av den emitterande kroppens material (Kirchhoffs lag, 1859).

Salunda ar stralningens energitathet en universell funktion u, som beror av frekvensen f och temperaturen
T'. Denna funktion studerades av flera fysiker i slutet av 1800—talet.

Bland de forsta, som studerade halrumsstralningen, var Lord Rayleigh (John William Strutt). Han forsokte
berdkna energiflodet, utgaende fran antagandet att stralningen kan uppfattas som staende vagor, som var
och en representerar en vibrationsmod. Enligt det s.k. ekvipartitionsteoremet (5.292) bor varje molekyl ha
medelenergin kT'/2 per frihetsgrad. Medelenergin per enhetsvolym i ett givet frekvensintervall ar da lika
med antalet stdende vagor i frekvensintervallet, multiplicerat med medelenergin fér en staende vag, och
dividerat med kavitetens volym.

Det slutliga uttrycket for energitatheten i svartkroppsspektret blev da enligt Rayleigh (1900)

87 f2kT
u(f, ) = T

(Obs: i boken anvands radiansen: I(f) = c - u(f,T)/4).
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Detta uttryck stammer for laga frekvenser, men fér hoga frekvenser giller det inte, utan vaxer mot oand-
ligheten, da f vixer! (den ultravioletta katastrofen, se fig. 13.1). Redan 1896 hade Wien ocksa upptackt
en annan formel, som galler for héga frekvenser, men inte for laga: w(f, T) f3€_5f/T.

Problemet l6stes av Max Planck ar 1900. Han harledde en ny formel for energitatheten, som galler for alla
varden av frekvensen:

8wh f3
U’(f? T) — C3(€hf//€T . 1)

Konstanten h kallas Plancks konstant (eller verkningskvantum). Den har virdet 6.63 - 10~?*Js. Formeln
visade sig stamma mycket val overens med de experimentella kurvor, som mattes av Lummer och Pringsheim
1897. Dessutom visar sig Plancks formel overga i Rayleighs formel for laga frekvenser, och Wiens formel

for hoga frekvenser.

Vi skall inte har ga in pa den exakta harledningen av Plancks formel, utan endast skissera den i stora
drag. Planck konstruerade forst en teoretisk modell for halrummets vaggar. Han uppfattade atomerna i
vaggarna som harmoniska oscillatorer med elektriska laddningar, vilket ar en ganska grov modell, men
tillrackligt noggrann for att beskriva de termodynamiska egenskaperna. Oscillatorernas varmerérelse leder
till utsandning av elektromagnetisk stralning, som fyller halrummet och aterverkar pa sjilva oscillatorerna.
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Planck visade efter en rent klassisk berdkning, att medelenergin vid en viss frekvens f i jamvikt ar direkt
proportionell mot medelenergin for en oscillator med frekvensen f. Men darefter postulerade han att
oscillatorenergin dr kvantiserad enligt en bestamd regel: E,, = nhf,n = 0,1,2,.... Alla andra
varden av energin ar forbjudna. Konstanten h ar Plancks konstant, densamma som ingar i stralningsformeln.
Energin h f kallas energikvantum, och heltalet n ar oscillatorns kvanttal.

Med hjalp av denna kvantiseringsregel beraknade Planck oscillatorernas medelenergi, och harledde stral-
ningslagen. For sma frekvenser giller h f < KT, och vi kan darfor approximera e"T/FT med 1 + %
(de tva forsta termerna i Taylor-utvecklingen). Plancks formel 6vergdr da i Rayleighs klassiska uttryck for
intensiteten.

Den ultravioletta katastrofen undveks pa féljande satt. Varmeenergin i halrummets vaggar delas mellan
alla oscillatorerna pa ett slumpartat satt. Nagra oscillatorer svanger med hog frekvens, andra med lag. For
en oscillator med hog frekvens ar h f mycket stort. Om denna oscillator till en borjan &r i vila (n = 0),
sa kan den inte borja rora sig, forran den mottagit ett tillrackligt stort energikvantum. Men eftersom den
erforderliga energin ar sa stor, sa kan den inte fa den, och forblir i vila. Energins kvantisering leder alltsa
till att termisk excitation av hogfrekventa oscillatorer forhindras. Darfor uppstar inga hogfrekventa staende
vagor, och det upptrader ingen ultraviolett katastrof. Eftersom h &r sa liten, marks inte kvantiseringen
pa makroskopisk niva. Planck kunde dock inte motivera sin kvantiseringsregel; den var en ad hoc—hypotes
(dvs inford for detta andamal).
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Av Plancks stralningslag foljer, att svartkroppsstralningens energimaximum satisfierar formeln

N\ — hc 1
 4.9651kT’

som ocksa kallas Wiens férskjutningslag efter sin upptackare. Genom att integrera intensiteten (= energi-

densiteten) 6ver alla frekvenser far man den totala energin per enhetsvolym i kaviteten:

ehf/kT — 1df = ZO'T 3

8th [ f3 4
E(T) — C3 /0 4

dir o0 = 27°k* /(15¢°h?) = 5.67 - 107° Wm™?K~* (Stefan—Boltzmanns konstant, jfr. s. 271).
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1.3. Fotonerna och den fotoelektriska effekten

Ar 1905 visade Albert Einstein (Uber einen die Erzeugung und Verwandlung des Lichtes betreffenden
heuristischen Gesichtspunkts, Ann. der Physik 17, 132-148), att man kan forklara Plancks strélningslag
mycket enklare, om man direkt antar att stralningen ar kvantiserad. Planck hade antagit, att oscillatorerna
I halrummets vaggar hade kvantiserade energier, men Einstein gick ett steg langre, och foreslog, att den
elektromagnetiska stralningen ar kvantiserad. Han uppfattade en vag med en given frekvens f som en strém
av energipaket, som vart och ett bar energin h f. Dessa partikelliknande energipaket kallas fotoner (namnet
infordes av Gilbert Lewis ar 1926). Varmestralningen i halrummet kan da uppfattas som en fotongas. Med
hjalp av statistisk mekanik lyckades Einstein sedan harleda Plancks lag.

Genom att anta att ljuset ar en strém av fotoner kunde han ocksa férklara den fotoelektriska effekten.
Redan Heinrich Hertz hade upptickt (1887) under sina experiment med radiovagor, att ljus som belyser
en elektrod, astadkommer gnistor, dvs elektroner siands ut. Ocksa Wilhelm Hallwachs och Philipp Lenard
studerade fenomenet.
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| experimentet belyses katoden i ett vakuumrér med ljus fran en lampa (fig. 13.5, se ovan). De utsinda
elektronerna far traffa en anod, och gav darvid upphov till en strom i kretsen, som kan matas t.ex. med
en galvanometer. Genom att palagga en spanning mellan katod och anod, kan man stoppa elektronflodet.
Detta sker da elektronernas kinetiska energi ar lika stor som elektronens potentialenergi vid anoden: K =
%mvg = U. Experimentet utfors sa, att man okar elektronernas potentialenergi dnda tills den far ett
sadant varde U, att inga elektroner langre nar fram till anoden. Eftersom K,,.x = Uj, kan elektronernas

maximienergi darfér bestammas.
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Experimentet visar, att Uy ar oberoende av ljusets intensitet, om ljuset ar monokromatiskt, och att Uy ar
proportionell mot f. Dessutom finns en materialberoende gransfrekvens f., under vilken inga elektroner
sands ut, hur starkt ljus man dn anvander. Elektronerna sinds ocksa ut fran katoden da ljusets intensitet
ar mycket lag.

Rent klassiskt forestaller vi oss, att den fotoelektriska effekten uppstar pa foljande satt. Ljusvagorna far
elektronerna att borja oscillera. Om oscillationsenergin dverstiger ¢, som ar katodmaterialets uttrades-
arbete, utsinds en elektron vars kinetiska energi ar K = FE, — ¢, dar E,, ar vagornas energi. Detta
leder till att en elektron sdnds ut endast om ljusintensiteten &r tillrackligt hog. Nagon gransfrekvens f.
borde inte forekomma. Den klassiska teorin sager ocksa att det borde ta en viss tid, innan elektronen sands
ut, pa grund av att vagenergin ar fordelad i rummet. Klassiskt kan man alltsa inte forklara resultatet av
experimentet.

Einstein forklarade den fotoelektriska effekten pa foljande satt. Elektronerna absorberar fotoner fran ljuset.
Nar en foton absorberas, mottar elektronen energin h f. Om ljusets intensitet okas, vaxer antalet fotoner,
men inte energin for en enskild foton. For att elektronen skall kunna uttrada ur metallen, kravs ett uttrades-
arbete ¢, for att den skall kunna Overvinna de krafter, som haller den kvar. Energin som kravs for detta,
far elektronen av fotonen. Den frigjorda elektronens energi blir dd h f — ¢, som ar lika med elektronens
maximala kinetiska energi: K,..x = Uy = hf — ¢. Om f ar en konstant frekvens, ar Uy given genom
denna ekvation, och oberoende av ljusets intensitet.
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Om fotonernas energi hf < ¢, sa kan de inte frigora elektroner, hur intensivt det infallande ljuset
an ar. Ekvationen f. = ¢ /h anger darfor en kritisk frekvens, som motsvarar Uy = 0, under vilken
inga elektroner kan siandas ut. Om man ritar Uy som funktion av f, sa kan Plancks konstant h och
uttradesarbetet ¢ berdknas ur grafen (se figuren).

U A

Slope = £

Dessutom ar effekten dgonblicklig, eftersom energin inte tas fran vagen, utan beror pa en kollision mellan
tva partiklar, en foton och en av elektronerna i katoden. Det racker med bara en foton med en energi som
ar minst lika med uttradesarbetet for att frigora en elektron.

Einsteins formel for den fotoelektriska effekten bekraftades senare experimentellt av Robert Millikan (1914,
publicerades i Phys. Rev. 7, 355 — 388 (1916)), och man fick darigenom ett starkt stod for kvantiserings-
hypotesen. Den fotoelektriska effekten utnyttjas numera i manga apparater, t.ex. fotomultiplikatorer, som
innehaller manga sekundira anoder (dynoder), med vilka man kan dstadkomma forstarkta fotostrommar.
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1.4. Den kontinuerliga rontgenstralningen

Cathode

Energy T

_— /l(¢ Electron potential
Electron kinetic P I y—

Ett rontgenror bestar av ett vakuumror, dar hogenergetiska elektroner emitteras fran katoden mot anoden
(fig. 13.10, se ovan). Genom att varma katoden astadkoms termionisk emission av elektroner, som far myck-
et stor energi genom att roret palaggs en hog spanning. Elektronerna kommer alltsa att traffa anoden med
hoga hastigheter, vilket leder till uppkomsten av hogfrekvent elektromagnetisk stralning (réntgenstralning).
Processen som dstadkommer denna brukar kallas Bremsstrahlung (bromsstralning).

Rontgenstralningens intensitetsfordelning, som férsta gangen studerades av Charles Barkla 1906, uppvisar
dels diskreta linjer, som beror av materialet, dels en kontinuerlig férdelning, som inte beror av materialet.
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Den kontinuerliga fordelningen har en maximifrekvens fi,.x (svarande mot en minimivaglangd A, se
figuren nedan), som &r direkt proportionell mot elektronernas potentiella energi U.

Intensity 4

L series

A *» Wavelength

min € W Szedo: Edranudesr Strocture of Alome

Maximifrekvensen svarar mot det fall, da elektronen férlorar all sin energi vid kollisionen mot anoden, och
energin frigors i form av en foton. Detta kan uppfattas som omvandningen av den fotoelektriska effekten. Av

Einsteins ekvation féljer dd £ = U = h fiax, dvs fiax = U/h. Enligt kvantteorin ar alltsd fi.c o< U,
vilket ocksa experimenten visar. Det kontinuerliga rontgenspektret ger alltsd ytterligare stod for Einsteins

kvanthypotes.
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1.5. Compton—effekten

Ytterligare ett experimentellt bevis for fotonernas partikelnatur fann Arthur Compton ar 1922, da han
upptéckte effekten, som bar hans namn (experimentet finns beskrivet i Phys. Rev. 21, 483 — 502 (1923)).
Nar han bombarderade grafit med monokromatisk rontgenstralning, upptackte han att den spridda ront-
genstralningen hade nagot langre vaglangd an den ursprungliga stralningen. Denna effekt beror pa att
fotonerna uppfor sig som partiklar och kolliderar med kolatomernas elektroner. Pa grund av att den kraft
varmed elektronerna ar bundna vid atomerna ar mycket mindre an den kraft, varmed fotonerna verkar pa
dem, sa kan elektronerna uppfattas som i det nidrmaste fria. Da fotonerna studsar fran elektronerna, kom-
mer de senare att uppta nagot av fotonernas energi i samband med rekylen, och darfor reduceras fotonens
energi, vilket leder till att vaglangden vaxer. Compton fann, att de fotoner, som avlankas mest, forlorar
mest energi, och deras vaglangd okar darfor mest.
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Comptons experimentuppstillning avbildas i fig. 13.12 (se ovan). Da monokromatisk rontgenstralning traffar
ett grafitmal, kommer stralningen att spridas. Stralningen som sprids under vinkeln & mats som funktion
av vaglangden A med en rontgenspektrometer (jonisationskammare). Det observerade spektret visar sig
ha tva toppar. Den ena upptrader vid vaglangden for den infallande stralningen (), den andra vid en
ndgot liangre vaglingd (\’). Experimentellt kunde Compton visa, att skillnaden mellan dessa viglingder,
AX = X — X\, varierar med vinkeln 6 enligt formeln

AX x (1 — cos0).

Klassiskt skulle man vanta sig att elektronerna i materialet oscillerar i rontgenstralningens falt och ger
upphov till stralning av samma frekvens som den inkommande stralningen. Man vantade sig nog att sprid-
ningsvinkeln 6 skulle variera, men inte att vaglangden skulle férandras.
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Enligt kvantteorin férklaras effekten genom att man uppfattar rontgenstralningen som en strém av fotoner,
dvs partiklar, som kolliderar med elektronerna i malet. Av Einsteins postulat féljer, att fotonernas energi ar
h f. Fotonerna har ingen massa, men genom att anvianda den relativistiska energiformeln (s. 214)

E2 _ m2C4 + p202

som vi tidigare harlett, sa kan vi definiera en rérelsemangd for fotonerna. Genom substitution av . = h f
och m = 0 i ovanstiende formel fis E? = h?f? = p?c?, dvs

_hf h
b= c X\

Med hjalp av den relativistiska hastighetsformeln v = pc?®/E (som hirleds pa s. 219 i boken) finner vi

dd v = (hf/c)c*/(hf) = c, vilket var att vanta. Fotonen &r allts3 en masslds partikel med energin

h f och rérelsemangden h /), som alltid ror sig med ljusets hastighet.

Vi skall behandla Compton—effekten som en relativistisk kollision mellan en foton och en elektron (se figuren
nedan eller fig. 13.14 i boken). En foton med energin E = h f och rérelsemingden p = h /A traffar
en elektron i vila. Efter stéten ror sig fotonen med energin E' = hf’ och rérelsemingden p’ = h/\
i en riktning, som bildar vinkeln & med den ursprungliga. Elektronen ater rér sig med energin E. och
rorelsemangden p. i en riktning, som bildar vinkeln ¢ med fotonens ursprungliga rorelseriktning.
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(b) After collision

Om vi tillampar konservationslagen for energin i sin relativistiska form pa Compton—effekten, fas
hf+mc® = hf + E. ... (1)

dir mc? betecknar elektronens viloenergi. Eftersom ocksa rorelsemangden bevaras, sa galler p = pe—i—p’,
som kan askadliggoras i form av en vektortriangel (fig. 13.15).
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Alltsd giller p. = p — p’, som efter kvadrering ger pg =(p—p ) =p>+p*—2p-p, eller allts3
pg —p> + p? — 2pp’ cos 0. .. (2)
Dessa ekvationer kan kombineras. Forst skriver vi ekvation (1) i formen E, = h(f — f') + mc® =

c(p — p') + mc® med hjilp av ekvationerna hf = pc och hf' = p’c. Dirpa kvadrerar vi denna
ekvation, och kombinerar den med det relativistiska energiuttrycket Eg = m?c* + pgc2:

E;=c(p—p)° +mc +2mc’(p —p) = m*c’ + p.c,
varav foljer p> = (p — p’)* + 2mc(p — p’). Genom att kombinera denna ekvation med ekvation (2)
ovan kan p. elimineras, och vi far ekvationen

P+ 7 —2pp cosO =p° +p? — 2pp" + 2me(p — p'),

eller alltsd mc(p — p’) = pp’(1 — cos 6). Med hjilp av relationerna p = h /X och p’ = h/\ kan
2

denna ekvation ocks uttryckas med vaglingden: mc(% — %) = %(1 — cos 0) och vi far slutligen

formeln

, B _h
A —A=A\N=—(1—cos?9).
mc
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Detta uttryck stammer val Gverens med det experimentella resultatet, och visar dvertygande att fotonmod-
ellen stammer. Att det upptrader en topp ocksa for den inkommande stralningens vaglangd A, forklaras
av att det ocksa sker kollisioner mellan fotoner och kolatomer. Eftersom kolatomens massa ar mer an
20000 ganger storre an elektronens, sa kommer hogra membrum i formeln for Compton—spridning att vara
forsvinnande litet, och nagot skift kan alltsd inte observeras. | praktiken forandras alltsd inte vaglangden
for de fotoner som sprids fran kolatomerna.
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1.6. de Broglies hypotes; elektrondiffraktion

Vi har konstaterat, att elektromagnetisk stralning kan bete sig bade som vagor och partiklar (fotoner).
Hur &r det med partiklar? Kan de ocksa bete sig som vagor? Ar 1924 foreslog Louis de Broglie att ocksa
materia av symmetriskal borde ha vagegenskaper. Han postulerade att den med en partikel associerade
vaglangden och frekvensen ges av A = h/p, resp. f = E/h. Storheterna p och E betecknar har
partikelns rérelsemangd, resp. energi. Ofta uttrycks ocksa de Broglie-vaglangden och —frekvensen med hjalp

av vagtalet k = 27 /X och vinkelfrekvensen w = 27 f. Dd blirp = h/\ = hksamt E = hf = hw,

dar symbolen h = %

Enligt de Broglies hypotes kommer materien darfor att ha bade partikel- och vagegenskaper. Detta fenomen,
som kallas vag—partikeldualitet, kan observeras i den mikroskopiska varlden, men inte i den makroskopiska.
Om vi t.ex. betraktar en kropp, som vager 10 kg och rér sig med hastigheten 10 m/s, sa ar dess rorelsemiangd
100 kgm/s. Dess de Broglie-vaglangd blir da 6.6 - 1073%m, och 3r s3 liten, att den inte kan leda till
observerbara interferenseffekter. Om vi daremot betraktar en elektron, vars massa ar 9.1 - 10_31kg, som
ror sig med hastigheten 4.4 - 10°m /s, s3 blir dess kinetiska energi 8.8 - 107 %J. Elektronens rorelsemangd
arda 4 - 10_24kgm/s och dess de Broglie-vagliangd blir 1.65 - 10~ '°m. Vaglingden &r liten, men likval
jamforbar med avstdndet mellan atomerna i en kristall (t.ex.), sa att elektrondiffraktion kan dga rum.
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Elektrondiffraktionen upptacktes av Clinton Davisson och Lester Germer ar 1927 (Phys. Review 30, 705-
740 (1927)). De bombarderade en nickelkristall med en elektronstrale, och studerade intensiteten av de
spridda elektronerna for olika varden av spridningsvinkeln ¢. | borjan fick de ganska sma foérandringar i
intensiteten, men pa grund av att en flaska med flytande luft hade exploderat oxiderades metallytan, och
de maste rengora nickelstycket genom upphettning i en ugn med hog temperatur. Det visade sig da, att
ndr elektronernas kinetiska energi 6kades (vid ett konstant virde pa vinkeln ¢), sa hade intensiteten ett
maximum fér en viss energi (se fig. 13.17). Férekomsten av ett maximum tyder pa en interferenseffekt.
Att de inte upptackte detta tidigare berodde pa att nickelstycket i borjan bestod av manga sma kristaller,
upphettningen hade alstrat nagra stora kristaller.
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Kvantitativt kan man pavisa interferensen i gittret genom att berdakna vaglangden for de spridda elektroner-
na. Experimentet visade (se figuren), att elektronintensiteten var maximal for energin 8.8 - 10718J, d3
spridningsvinkeln var ¢ = 50°. Om Bragg—villkoret A = 2d sin @ (s. 335, d = 9.1-10"''m) tillimpas
pé den observerade vinkeln 8 = 2(180° — ¢) = 65° (jfr. fig. 13.16), s blir vglingden fér de spridda
elektronerna A = 2-9.1-10 ' sin 65° = 1.65 - 10~ '°m, allts3 samma som de Broglie-viglingden.

Den forsta som lyckades att gora ett elektroninterferensexperiment med ett gitter av kopparfilm var Claus
Jonsson (1960). Numera &r elektrondiffraktion och neutrondiffraktion standardmetoder for att studera
kristallstrukturer. Diffraktionsmonstren liknar monstren som rontgenstralningen ger upphov till. | elektron-
mikroskopet kan man uppna en betydligt storre resolution an i optiska mikroskop, genom att utnyttja de
korta de Broglie-vaglangderna.
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