Kapitel 1. Vagrorelselara:
interferens och diffraktion

[Understanding physics: 12.7-12.9, 12.11-12.12, 12.15]

Som en inledning till den moderna fysiken skall vi studera hur tva vagrorelser paverkar varandra. Detta sker
med hjalp av den s.k. superpositionsprincipen, som siger att

om ett medium stors av tva vaxelverkande vagrorelser, sa ar den totala stérningen som astadkoms lika med
den algebraiska summan av de storningar, som vagrorelserna dstadkommer var for sig.

D3 tva vagrorelser y1(x, t) och ya(x, t) superponeras, blir alltsd den totala stérningen

y(CB, t) — yl(xa t) + yQ(xa t)'
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1.1. Interferens mellan vagor

Om vi later tva identiska sinusformiga vagor som ar i fas interferera, s kommer summeringen av vagorna
att ge upphov till en ny sinusvag med samma frekvens, men dubbelt sa stor amplitud. Detta kallas for
konstruktiv interferens.

Om de tva sinusvagorna &r identiska, men har fasskillnaden 7 (=180°), s kommer de att ta ut varandra,
och ger da inte upphov till ndgon stérning. Detta fenomen kallar vi destruktiv interferens.

Observera att destruktiv interferens kan intraffa, om vagrorelsernas kallor S7 och Sy oscillerar i fas (dvs de
har samma varde av fasvinkeln ¢ dd ¢ = 0), men &ar forskjutna en halv vaglangd i férhallande till varandra.
En vag som utsands fran S5 ar da ur fas med beloppet 7t da den nar fram till S;. Typen av interferens ar
darfor beroende av fasskillnaden mellan vagorna i den punkt dar de superponeras.

De bada kéllorna S och S5 och punkten P dar deras vaxelverkan observeras behover inte befinna sig pa
samma rata linje. Var beskrivning av interferensfenomenet kan alltsa latt utstrackas till tvd dimensioner.
Typen av interferens bestams av den extra vagstracka o — x1 som vagorna maste fardas fran S5 innan

de nar P.
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L3t oss nu for enkelhetens skull anta att de bada kallorna S7 och S5 har samma amplitud, frekvens och
fas (synkrona kallor). Storningarna, som vagorna fran Sy och Ss alstrar i punkten P kan da beskrivas med
tva gaende vagor:

y1 = Asin(kx, — wt + @)
ys = Asin(kxzy — wt + ).
Av superpositionsprincipen foljer da

y =y1 + y2 = Alsin(kxy — wt 4+ ¢) 4 sin(kxy — wt + ¢)],

som med hjalp av den trigonometriska identiteten sin « +sin 8 = 2sin[(a+ 3) /2] cos[(a — 8) /2]

kan skrivas
k(.iCl — CCQ):|
5 )

k(:Cl —|— CBQ)

y = 2Asin —wt—l—gb] cos[

Vi skall nu behandla tva specialfall:

a) Vagskillnaden ar ett heltaligt antal vaglangder, dvs (x2 — x1) = nA = 27n/k,n =0,1,2,....
Dd ar zo = x1 4+ 27n/k = (x1 + x2) = 221 + 27n/k = k[(x1 + x2)/2] = kx1 + nm.
Ekvationens sinuskomponent ar alltsd sin(kx; — wt + ¢ + nw) = *xsin(kx; — wt + ¢), dar
plustecknet galler om m ar jamnt, och minustecknet i motsatt fall.
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Cosinuskomponenten av den totala stdrningen kan i sin tur uttryckas som cosl[k(x1 — x2)/2] =
cos(—nm). Om n ar udda, sd blir uttrycket +1, och dd n &r jamnt, s blir det —1. Ekvationen
for den totala storningen blir alltsa

y = 2A sin(kxy — wt + @) = 291,

som beskriver en gdende vag med dubbelt sd stor amplitud som en av de ursprungliga vagorna. | a)—fallet
far vi alltsa konstruktiv interferens.

b) Vagskillnaden &r ett halvtaligt antal vaglangder. | detta fall géller (zo—x1) = (2n4+1)A/2 = (2n+
r/k, n =0,1,2,..., som leder till cos|k(xy — x2)/2] = cos{—[(k/2)(2n + 1) /k]} =
cos{—[(2n 4+ 1)7/2]} = 0. Saledes galler alltid y = 0, och vi far destruktiv interferens i b)—fallet.

Ekvationen fér den totala stérningen y kan ocksd skrivas y = A’sin[k(x1 + x2)/2 — wt + @],
som ir en gdende vig med variabel amplitud: A" = 2A cos[k(x1 — x2)/2]. Eftersom v3gens inten-
sitet &r proportionell mot kvadraten p3 amplituden, kommer den att variera som en cos’—funktion av
vigskillnaden (x1 — x2). Man kommer darfor att se alternerande intensitetsmaxima och —minima (ett
interferensmonster), som ar typiskt for interferens mellan vagor.
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Ljus, liksom elektromagnetisk stralning i allmanhet, har typiska vagegenskaper, sasom frekvens, vaglangd,
amplitud och fas. Man skulle darfor vanta sig att se ett interferensmonster pa en skarm som belyses av tva
ljuskallor. Detta sker dock endast om man kan kontrollera ljuskallans fas, som t.ex. i en laser, som alltid
ger koherent ljus.

Men man kan ocksa konstruera tva kallor som oscillerar i fas utgaende fran en enda ljuskalla, om man later
ljuset ga genom tva spalter pa samma avstand fran kallan, innan det traffar skarmen. Dessa sekundara
ljuskallor &r i fas (koherenta) och kan producera interferens. Fasskillnaden mellan vigorna bestims av
vagskillnaden mellan de sekundéara kéllorna, och fasskillnaden i en given punkt ar darfor bestamd.

Med hjalp av tva spalter kan man alltsd producera koherenta vagor och observera interferens, ett fenomen
som upptacktes av engelsmannen Thomas Young i borjan av 1800-talet.
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1.2. Diffraktion och upplosningsformaga

Interferens kan ocksa uppsta mellan vagor som kommer fran olika punkter pa samma vagfront. Detta
fenomen kallas for diffraktion. Aven om vi vanligen behandlar ljusvigor, ar det skil att minnas att
diffraktion kan upptrada vid alla typer av vagrorelse. Vi ska betrakta en plan vag som infaller vinkelratt
mot en avlang spalt med bredden a.

For att studera diffraktionen i spalten tanker oss vagfronten uppdelad pa N delar, var och en med bredden
a /N . Enligt Huygens princip kommer varje del att fungera som en sjilvstandig kalla. Vi skall betrakta
superposition av vagor fran tva narliggande delar S7 och S5, som betraktas under vinkeln 8 i forhallande
till den infallande vagens riktning.
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Vigskillnaden mellan vigkammarna fran S och Ss dr (a/IN) sin 6 som synes av figuren. | foregaende
avsnitt sag vi att en vagskillnad av en vaglingd (A) mellan tva vagkammar svarar mot fasdifferensen 27r.
Vigskillnaden (a/IN) sin 6 svarar darfér mot fasdifferensen

£ sin 6
o[t

Vi skall nu férsoka superponera N vagor med lika stora amplituder A’ men med fasvinklar som vixer med
beloppet ¢ fran den ena vagen till den andra. Metoden som anvinds kallas addition av fasvektorer (en
fasvektor ar ett komplext tal som representerar bade amplitud och fas av en sinuskurva).
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Med hjalp av denna metod kan vi berdkna resultatet av att superponera tvd vagor med amplituderna A,
och Ao, som skiljer sig i fas med beloppet ¢. Man kan representera vagamplituderna med tva vektorer
A och A med den mellanliggande vinkeln ¢. Resultatet av superpositionen ges av resultantvektorn
A, + A,. P3 samma sitt fas resultatet av att superponera N vigor med lika stor amplitud A’ men
med fasvinklar som vixer med beloppet ¢ genom att konstruera en "vektorbage’. Om N far vixa mot
oandligheten overgar vektorbagen till en cirkelbage, dar resultantvektorn ar en korda. Fasdifferensen 2«
mellan den forsta och [NV :te spaltdelen ges av vinkeln mellan tangenterna till cirkelbagen i dess andpunkter.
Den totala fasdifferensen ar N ¢, varav féljer 2ac = N ¢ (se bild 12.38 i boken).

Ur langden av kordan RQ kan vi berdkna Ay, som &r den resulterande vagamplituden i riktningen 6.
Observera, att dd 8 = 0, och séledes dven ¢ = O enligt uttrycket ovan (da vagen fortskrider utan
att andra riktning), s& dr den maximala amplituden Ag en rit linje med lingden N A’, eftersom alla
delamplituderna har samma langd. Langden av denna linje ar lika med langden av bagen RQ.
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Som vi ser av figuren nedan ir Ay /Ay = kordan RQ/bagen RQ. Om C &r cirkelns medelpunkt och CD
ar medelnormalen till RQ, sd 4r sin a = RD/RC.

Saledes 4r RD = RCsin a och RQ = 2RCsin «. Pa grund av radianens definition ar baglangden
RQ = 2RCq, och vi far alltsa

Ap  kordan RQ  2RCsina  sina

A_o ~ bagen RQ  2RCa o

Eftersom intensiteten av en vag ar proportionell mot kvadraten pa amplituden, sa blir intensitetsforhallandet
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Av sambandet mellan ¢ och 6 féljer att dven vinkeln o kan uttryckas med 6:

N¢ N 2 gin
2 2 ]y

Dd o — 0 och sina — 0 och sdledes sin o/ — 1 blir intensiteten maximal (Ip). Da « véxer,
kommer Iy att oscillera med minskande amplitud. D3 6 vaxer, kommer ocksa « att vaxa, sa att Iy som
funktion av o uppvisar bade maximer och minimer.

Minimerna uppstar dd sina = 0, dvs da a« = mnm. Sidomaximernas ligen pa omse sidor om
det centrala maximet Iy kan bestammas grafiskt ur en figur. De upptrader for o« ~ 41.4307
,£2.4597, £3.4717, ... (I6sningar till den transcendentala ekvationen a@ = tan «), eller approxi-
mativt @« = (2n + 1)7 /2. De motsvarande virdena av sin 6 blir da

, a <2n—|—1))\
sin = —= | — | —

Ta 2 a
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De maximala intensiteterna blir da approximativt

Iy B sin® o B 4
In, a2  (2n+41)272
Intensiteterna for de tva forsta sidomaxima (n = 1, 2) blir alltsd approximativt I3 = 0.0451; och

I, = 0.0161. Fastan de ar sma, kan sidomaximerna anda paverka diffraktionsmonstret.

0.0451,,

I - l_-- = T T ’
-x O x 2n «
Det forsta sidomaximet (for n = 1) intraffar dd sin@ ~ 22. Om @ < X si finns det inte n3got

varde av 6 som satisfierar denna ekvation, och inga sidomaximer observeras. Men om a > A sa kommer
sidomaximerna att intraffa vid sa sma vinklar 0, att det blir svart att observera diffraktionseffekterna.
Vaglangden for synligt ljus varierar mellan 400 och 750 nm, och &ppningarna i optiska instrument (t.ex.
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linsens diameter) ar mycket stérre dn sa. Darfor kan man vanligen férsumma diffraktionseffekterna for
ljusvagor, och som en forsta approximation kan man anse att ljuset ror sig ratlinjigt. Men detta galler inte
for ljudvagor, dar vaglangden kan vara flera meter, sa att diffraktionseffekterna kan vara betydliga.

| ett optiskt instrument sprider diffraktionen ljusets intensitet utanfér det omrade som tacks av ljusstralen
och suddar ut bilden. Det innebar att den noggrannhet varmed bilden kan lokaliseras beror pa vaglangden
av det anvanda ljuset.

Betrakta ljuset som kommer fran tva narliggande kallor och passerar genom en 6ppning med bredden a.
Kallorna kan t.ex. vara stjarnor som observeras genom ett teleskop dar objektivets diameter ar a. Tva
(6verlappande) diffraktionsmonster kommer da att ses pa en skarm som placeras bakom &ppningen.

Bilderna av de tva kallorna pa skarmen kan upplésas (dvs separeras) ifall de centrala maximerna i de bada
diffraktionsmonstren kan atskiljas i monstret. En praktisk, men nagot godtycklig metod som kallas Rayleighs
kriterium (efter John Strutt, Lord Rayleigh, 1842-1919) &r att anse de bada kallorna vara upplosta ifall
det centrala maximet i diffraktionsmonstret for den ena kallan sammanfaller med det férsta minimet i den
andra kallans diffraktionsmonster.

Som vi tidigare har visat, kommer det forsta minimet att intraffa dd o = 7, dvs da 7TTCLSine = T
och siledes sin 6 = % Detta betyder, att kriteriet for att kallorna skall kunna uppldsas, da de betraktas
genom en spalt, svarar mot en minimal vinkelresolution (eftersom 6 ar liten)
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Man kan visa, att Rayleighs kriterium fér den minimala vinkelresolutionen for en cirkular 6ppning med
diametern d kan uttryckas

A
A = 1.22—.
d

For att fa en hog resolution (dvs litet A@) borde man darfor anvanda ljus av kort vaglingd och en stor
oppning. Detta ar orsaken till att man stravar efter att anvanda stora objektiv i astronomiska instrument
(férutom att de samlar mera ljus).

Upplosningsformagan for ett teleskop vaxer, da objektivdiametern okar. Teoretiskt borde man med ett 5-
meters teleskop kunna n3 en vinkeluppldsning av 0.11”, men i praktiken ar det inte mgjligt. Detta beror p3
turbulens i atmosfaren, som astadkommer slumpmassiga fasvariationer hos de elektromagnetiska vagorna.
Bilden av en stjarna kan da uppdelas pa flere bilder, som undergar standiga forandringar. Den verkliga
resolutionen kan darfor vara siamre dn 0.5”, beroende p3 "seeingen”.

Det finns flere satt att kringga detta problem. Ett satt dr att skicka upp teleskopet i en bana runt jorden,
utanfor jordatmosfarens storande inverkan. En annan [6sning, som pa sista tiden mycket diskuterats, gar
ut pa att forsoka kompensera effekterna av rorelserna i jordatmosfaren (adaptiv optik).
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1.3. Interferens och diffraktion fran tva spalter

Thomas Young gjorde ar 1801 ett experiment, dar han lat ljus, som passerat genom en smal spalt traffa
en skarm, som hade tva sma hal, som var mycket nara varandra. Bakom skdrmen placerade han en annan
skarm, dar han uppfangade stralarna fran de tva halen. Istillet for en jamnt upplyst skarm, kunde han da
observera en serie med fargade band, som smaningom férsvann, nar han ckade avstandet mellan halen.

Vi ska tanka oss tva rektangulara spalter med bredden a pa avstandet b ifran varandra, och uppdela varje
spalt i identiska remsor. Bidragen fran varje spalt adderas vektoriellt (liksom vid behandlingen av diffraktion).
Om vi forst behandlar spalten AB, sa ser vi att diagrammet ar likadant som vi fick for diffraktion i en spalt,
dir = 5*sin 6.
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Om vi adderar bidragen fran bada spalterna, AB och CD, sa far vi ett diagram, som visas i fig. (i) pa nasta
sida. Mellan bidragen fran spalterna finns en ogenomskinlig komponent BC. Vagskillnaden mellan vagor
som utsands fran punkten A och punkten C dr (a + b) sin 6, och fasskillnaden mellan dessa vagor blir
da 2{(& + b) sin 0 = 2y, varav foljer v = W(a;b) sin 6. Vinkeln mellan tangenterna till cirkelbagen i

A och C ar sdledes 2. Eftersom b > a, sa ar v > «.
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Den resulterande intensiteten for vagor fran tva spalter som betraktas under vinkeln 6 kan berdknas genom
addition av amplituderna, som beskrivs av kordorna AB och CD. Eftersom bada amplituderna har storleken
A fas amplituden A (se fig. (i) ovan) ur cosinusteoremet A* = A® + A +2A% cos 2y = 2A35(1 +
cos 27).

Med hjilp av den trigonometriska formeln cos 2y = 2cos®*~ — 1 kan ekvationen skrivas i formen
A? = 4A% cos” vy, eller alltsa A = 2A; cos . Fér en enkel spalt fann vi i foregdende avsnitt att

Agp bagen RQ  «
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° e o o A 1 . .. o o
D3 detta resultat tillampas pa den ena av spalterna fas A—1 — 222 Amplituden for en vag som gar rakt
0 (07
igenom (6 = 0) ar 2Ag. Den totala amplituden for vinkeln 6 blir da

sin o
A =2A1cosy = 2A ( ) cos 7,
0"

) ; . ) ; o I 2 2
och intensiteten fér denna vinkel blir alltsd 32 = A—2 = 22
IO 4AO o

cos® vy, dar Iy ar intensiteten for bida
spalterna, da vagen gar rakt igenom (6 = 0).

Den forsta faktorn i ekvationen (dvs S”;—QO‘) uttrycker diffraktionsménstret for en spalt, som kan skrivas
med hjalp av spaltbredden a som

2
. (ma .
sin (T sin 9)
TA 3
¢ sin 6
Den andra faktorn i ekvationen (alltsa cos® +) anger interferensménstret for tva killor. Denna faktor kan

skrivas i formen cos? [M sin 9]. Intensitetsmaxima uppstar dd v = n, dvs om wsiHG =

n, som kan skrivas som (a 4+ b) sin @ = nX eller

dsin 0 = nA\

dar d = a + b anger avstandet mellan tva ekvivalenta punkter, A och C, eller B och D, pa spalterna.
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U Interference pattern

_— Diffraction pattern
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Om b > a, som vanligen galler, sa varierar den andra faktorn (interferensfaktorn) snabbare &n den forsta.
Vi far da ett monster som bestar av ett snabbt foranderligt interferensmonster fran de tva spalterna, som
har formen cos® ~, och moduleras av enveloppfunktion av formen sin” a/a2 som anger diffraktion i en
spalt (se bilden ovan). Detta innebdr, att interferensmonstret vanligen forsvinner for vissa varden av 6.

Youngs interferensmonster fran tva spalter kan iakttas pa en skdrm som placeras bakom spalterna. Om
d ar kant, sa kan vaglangden )\ berdknas ur den inramade ekvationen, om man mater skillnaden i vinkel
mellan pa varandra féljande maxima eller minima. P3 grund av att maxima och minima inte ar sa tydliga, ar
det svart att bestamma vinkelseparationen noggrannt, och darur vaglangden. For detta andamal anvands
diffraktionsgitter, som bestar av ett stort antal smala spalter. Ocksd for ett sadant gitter giller samma
villkor for intensitetsmaxima som for tva spalter.
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Observera, att interferens och diffraktion egentligen dr tva satt att betrakta samma fenomen. Diffraktion
betecknar vanligen spridningen i vagmonstret, som beror pa interferens mellan narliggande punkter pa
samma vagfront, medan interferens betecknar interferensen mellan vagor fran olika kallor, eller fran olika
partier av samma vagfront som har blivit atskilda och sedan férenade pa nytt.
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1.4. Rontgendiffraktion (Braggspridning)

Rontgenstralarna ar i likhet med ljusstralarna elektromagnetiska vagor, men deras vaglangd ar av stor-
leksordningen 0.1 nm, dvs ca 1/1000 av ljusets. D3 rontgenstralar faller pa ett diffraktionsgitter med
mycket smala spalter, t.ex. d = 1um, foljer av gitterekvationen att diffraktionsvinkeln av forsta ordnin-

gen (n = 1) kan berdknas ur formeln § = arcsin 4 = arcsin 10~* ~ 0.0057°.

En sa liten vinkel ar det mycket svart att mata noggrannt. Darfér maste vi anvanda ett gitter med ett spalt-
avstand av storleksordningen 0.1 nm for att kunna mata vaglangder i rontgenomradet. Det kan vara mycket
svart att konstruera ett sadant gitter, men i naturen finns ett sadant fardigt, namligen atomstrukturen i
ett kristallgitter.

For att fullt forstd vad som hander da en rontgenstrale traffar en kristall borde man beakta dess tredi-
mensionella struktur. Dessutom ar det fraga om spridning av elektromagnetiska vagor fran atomer eller
molekyler och inte vagrorelse genom spalter. Men det grundlaggande interferensvillkoret kan man and3
finna genom att studera interferens mellan vagor som sprids fran narliggande plan bildade av kristallens
atomer. Principiellt kan alltsd problemet studeras i tva dimensioner.

Antag att rontgenstralarna sprids sa, att vinkeln 8 mellan de spridda stralarna och kristallplanet ar lika stor
som vinkeln mellan de infallande rontgenstralarna och kristallplanet. Man kan da anse att rontgenstralarna
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'reflekteras’ i planet. Konstruktiv interferens mellan tva vagor som infaller under samma vinkel mot nérlig-
gande plan intriffar, ifall de reflekterade stralarnas vagskillnad ar en heltalig multipel av vaglangden (se
figuren), dvs

2dsin 0 = n A\,

dar n ar ett heltal och d avstandet mellan narliggande plan.

Incident X-rays Reflected X-rays

First
crystal

i plane
. . / & o Second
Pt crystal

_ - . . plane

Atoms 1n a crystal

Ekvationen kallas Bragguvillkoret efter William Henry Bragg och William Lawrence Bragg (far och son),
som fann det ar 1912. Villkoret leder ocksa till konstruktiv interferens for rontgenstralar, som reflekterats
fran andra och tredje kristallplanet, osv. Det paminner om motsvarande ekvation for diffraktionsgittret,
men man bor minnas, att d och 0 tolkas pa annat satt.
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Fenomenet, som kallas Braggspridning, kan utnyttjas pa foljande sitt: a) Om vi kdnner d, 6 och n sa
kan A berdknas. Denna metod anvinds i réntgenspektrometrar for att bestimma vaglangder. b) Om vi
kianner 6, n och A\, sa kan vi bestimma d, avstandet mellan planen i en kristall. Denna metod kallas
for kristalldiffraktion och ar ett viktigt hjalpmedel vid strukturbestamningar av molekyler och kristaller.
Strukturen av DNA-molekylen t.ex. har bestdmts pa detta satt.

Interferens kan ocksa observeras mellan andra plan i samma kristall. Om avstandet mellan kristallplanen ar
d’ blir Bragguvillkoret i detta fall 2d’ sin 8’ = n\. Bragguvillkoret ir alltsd mera komplicerat an villkoret
for det endimensionella gittret.
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1.5. Staende vagor

Om vagor infaller mot en fixerad punkt i ett medium (en string, t.ex.), s kommer de att reflekteras.
Den infallande végen kan beskrivas med gaende vag i —x-riktningen y; = A sin(kx + wt + ¢). Den
reflekterade vagen, som har samma amplitud och frekvens men ror sig i +x—riktningen kommer da att
beskrivas da av ekvationen yo = A sin(kx — wt + ¢).

| praktiken andras vanligen fasen vid reflektion, men detta har oftast inte nagon stérre inverkan pa resultatet.
Med hjalp av superpositionsprincipen kan vi berdakna den resulterande storningen genom att addera vagorna:

y=1y1 + y2 = Asin(kzx + wt + ¢) + Asin(kx — wt + ¢). Med hjilp av identiteten
sin @ + sin 8 = 2sin[3(a + 8)] cos[z(a — B)]

foljer harav y = 2A sin(kx 4 ¢) cos wt.

For att forenkla behandlingen skall vi vilja x = 0O som den punkt dar strangen ar fixerad. For £ = 0
galler da alltid y = O varav fdljer att @ = 0 och ekvationen kan skrivas

y = 2A sin kx cos wt
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Observera, att oscillationerna i & och t sker nu oberoende av varandra. Vagrorelsen fortskrider inte genom
mediet, det finns ingen géende vag. Vagorna som alstras kallas darfor staende (eller stationira) vagor. Ek-
vationen ovan kan tolkas som enkel harmonisk rorelse y = A’ cos wt, dar amplituden A’ = 2A sin kx
ar en funktion av positionen langs strangen. | en bestamd punkt oscillerar stérningen med en konstant
amplitud A’ (se figuren).

Waveform at
a fixed time

Waveform at a different fixed time

Observera, att i vissa punkter (dir kx = m) ir amplituden A’ alltid noll. Sddana punkter kallas noder.

Villkoret for en nod kan alltsa uttryckas %Tx — n7r, och de intraffar alltsa da x = %nA, dvs med ett
mellanrum av en halv vaglangd langs strangen. | vissa andra punkter (for vilka kx = %(Zn + 1), dvs

2n+1
4

T = A) ar amplituden 2 A. De kallas antinoder och befinner sig mittemellan noderna.

Om stréngen fixeras i bada dndarna, sd maste de fungera som noder i alla staende vagrorelser. Pa grund

av valet av origo befinner sig den ena noden i x = 0. Om langden av strangen &r [, sa kan vi tillampa

2ml

= = nm, dvs

nodvillkoret kx = mm pa den andra dnden dar x = [, och far dd kx = kl = nmw och
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For ett bestamt varde av [ sa far man stadende vagor endast for vissa vaglangder och saledes endast
bestamda frekvenser

v nv
A 21

dar n ar ett heltal. Dessa frekvenser, som kallas resonansfrekvenser, bestams av strangens langd [, och
den gaende vagens hastighet v. | boken visas ocksa, att vagens hastighet langs strangen, och saledes
resonansfrekvensen nar den ar fastspand i vardera dandan, beror av spanningen i strangen och massan per
enhetslangd. Denna princip anvands i musikinstrument. For att dndra resonansfrekvensen for en strang,
andrar man spanningen eller langden.

Blasinstrument anvander staende ljudvagor for att alstra toner. Vardet av resonansfrekvensen beror da pa
langden av luftpelarens héjd i instrumentet. Om instrumentet ar stangt i bada andarna, uppstar dar noder,
men om det ar stangt i den ena anden, uppstar dar en nod, och i den andra dnden en antinod. Tonerna
som alstras i ett musikinstrument, ger sallan upphov till enkla sinusvagor, utan vanligen forekommer andra
frekvenser (6vertoner, som svarar mot stérre virde av n) jamte grundfrekvensen, som har n = 1.
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1.6. Vagekvationen

Som vi tidigare sett, kan en gaende vag langs x—axeln uttryckas genom ekvationen
y(xz,t) = Asin(wt — kx + @)

Vi ska derivera denna ekvation partiellt tva ganger, bade med avseende pa x och t:

% = —kAcos(wt — kx + ¢)
% = —k’Asin(wt — kx + ¢)
% — wA cos(wt — kz + ¢)

Z_th = —w’Asin(wt — kx + ¢)
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Genom att dividera 9%y /9%*x med 9%y /0%t far vi (jfr ekv. 12.5)

2

0%y 2
—8x2_k _ 1
92y w2 2
ot2

Man kan visa, att detta resultat giller fér en godtycklig funktion av formen f(kx & wt £ a), dir a ar
en konstant. Séledes giller foljande ekvation (som kallas vagekvationen)

0%y 1 0%y
ox2  v2 Ot2

Detta resultat kan generaliseras till tre dimensioner:

9? 0? 0* 1 92
0%, 0% 0% _10%
ox? 0Oy? 0z2 020t?

dar symbolen £ anvants for att beteckna stérningen.

Den inramade ekvationen sager, att vi kan uttrycka den andra rumsderivatan av en stoérning i ett godtyckligt
medium som en konstant C' multiplicerad med den andra tidsderivatan av stérningen. Konstantens varde

ar 1/v2, dvs om 8%y /0%x = CO%*y/0°t, sdarv = 1/1/C.
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