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Lukijalle

Kysymys: Voiko taulun ripustaa kahdella naulalla niin, ettd taulu tippuu, jos kumpi
tahansa nauloista poistetaan?

Ensimméinen reaktio tdhin kysymykseen saattaa olla, ettd mité tekemistd silld on
matematiikan kanssa. Kysymys on kuitenkin hyvin matemaattinen ja tehtédvé on itsea-
siassa mahdollista mallintaa niin, ettd kysymykseen saadaan tyhjentiva vastaus. Kysy-
mystéd voidaan nimittdin myoskin kysyé, kun taulu halutaan ripustaa kolmella, neljalla
tai k:lla naulalla, missd & > 2. Voidaan myos kysyé eroaako tilanne mitenkédin yhden
naulan tilanteesta.

Tatéd viatonta kysymysté voi ldhestyé algebrallisen topologian keinoin ja paljastuu,
ettd ongelma on kuin luotu tulkittavaksi perusryhmén késitteen avulla. Erds vastaus
kysymykseen onkin aba~'b~!, joka saadaan tutkimalla kahdesti punkteeratun tason R?\
{e1, —e1} perusryhmis 71 (R? \ {e1, —e1},0). Hieman heuristisemmin voisi todeta, etti
ratkaisu kysymykseen 16ydetéin tutkimalla tason osajoukon R?\ {e1, —e; } reikiisyytti.!

Sama kysymys avaruuden reikéisyydestd on klassisen vitsin taustalla, jossa topolo-
gi ei erota donitsia ja kahvikuppia toisistaan. Kun tilanne mallinnetaan algebrallisen
topologian keinoin? paljastuu, etti donitsilla ja kahvikupilla on sama perusryhmé. It-
seasiasassa paljastuu enemmén: donitsi ja kahvikuppi ovat itseasiassa samoja (eli homo-
topiackvivalentteja) niin sanotun homotopiateorian kannalta.?

Télla kursilla kurkistetaan algebrallisen topologia perusteisiin juuri homotopiateo-
rian nikokulmasta. Yhtend tavoitteena on selvittdd, miksi aba™'b~! on vastaus ylli
esitettyyn ripustuskysymykseen ja mitd se oikein tarkoittaa. Samalla klassinen vit-
si tulee puhki selitetyksi. Kurssin tarkoituksena on siis esitelld homotopiateorian pe-
ruskésitteet kuten homotopiaekvivalenssi ja perusryhma sekd tutustua tapoihin ratkais-
ta topologia kysymyksid niiden avulla. Kurssi alkaa topologisesti, mutta perusryhméén
maéérittelemisen jélkeen painopiste alkaa siirtymé&n kohti algebrallisempia kysymyksié.
Tavoitteena onkin tarkastella, miten topologisesti on mahdollista méaéritella késitteité,
joilla on luonnollinen algebrallinen rakenne ja kuinka algebraa voi hyédyntédd topolo-
gisten ongelmien ratkaisussa. Tamé prosessi konkretisoituu erityisesti peiteavaruuksien

!Perusryhmén maédritelmé selittis osaltaan, miten ripustusongelma voidaan tulkita kysymykseni
joukon R?\ {e1, —e1} reikiisyyteen. Témin mallinnusongelman problematiikka jitetiin (tarkoituksella)
lukijalle.

2J4tetésin jilleen lukijan harteille.

3Mallinnuksen voi tehdi my®os niin, etté joukot ovat samoja (eli homeomorfisia) topologian kannalta.



luokittelussa. Peiteavaruudet ovat erittéin tehokas tyckalu avaruuden perusryhméé tut-
kittaessa ja peiteavaruuksien tunteminen antaa arvokasta algebrallista tietoa tutkitta-
vasta ryhmasté.

Tamé& kurssimateriaali poikkeaa totutusta. Tavanomaisen luento-opetuksen sijaan
kurssi opetetaan syksylld 2014 niin sanotulla kisdllimenetelmdlli (tai kddnteisen luok-
kahuoneen metodilla*). Menetelmiin ajatuksena on, etté opiskelijat opiskelevat kurssin
materiaalia luentojen kuuntelemisen sijaan suoritettavien tehtdvien avulla. Tehtévien
ratkaisut tulisikin ajatella sellaisena osana kurssimateriaalia, joka tuotetaan kurssin ai-
kana. Tehtévia suoritetaan seké itsenéisesti ettd ohjatusti kurssin ohjaajan kanssa kes-
kustellen. Materiaali on jaettu lukuihin ja kurssin ohjaaja kokoaa saavutetut tulokset,
kun luku on kisitelty. Tadma materiaali on tarkoitettu yhden periodin kurssille.

Télld metodilla on pitkdt perinteet topologian opetuksessa. Tunnettu geometrinen
topologi R.L. Moore® (1882-1974) kehitti 1910-luvulla “Mooren metodina” tunnettua
opetustapaa, jossa opiskelijoille annettiin ldhdemateriaalin sijaan tarvittavat méaritelmét
ja lauseiden viitteet. Opiskelijoiden tarkoituksena oli 16ytdé tarvittavat todistukset
véitteille.

Tamé luentomoniste keskittyy hyvin rajatusti tarkasteltavaan materiaaliin. Opiske-
lun tueksi on hyvé pitaé kisilla topologian ja algebran lihdemateriaalia. Topologian esi-
tiedoiksi riittdd mainiosti metrisen topologian alkeiskurssin tiedot ja lihdemateriaaliksi
esimerkiksi J. Viisédldn kirja “Topologia I”. Tarvittavat algebran tiedot rajoittuvat
ryhméteorian alkeisiin ja tarvittava materiaali on katettu jokaisessa ensimméiselle al-
gebran yliopistokursille suunnatussa materiaalissa kuten vaikkapa kirjassa J. Hasé, L.
Oinonen, J. R&mo “Johdatus abstraktiin algebraan”. Kurssien Metriset avaruudet ja
Algebra IA tiedot ja materiaalit, kuten J. Parkkosen moniste “Algebra 1”7 riittavét siis
hyvin esitiedoiksi. Kurssin aikana tarvitaan joitakin késitteitéd yleisen topologian puolel-
ta. Tarvittavaa materiaalia on késitelty liitteessi ja tarvittavat asiat todistetaan kurssin
aikana. Kiinnostunut lukija voi kuitenkin tdydentédd tietojaan esimerkiksi J. Véisdlan
kirjasta “Topologia II”.

Koska kisilld oleva teksti on ensisijaisesti tarkoitettu kurssimateriaaliksi, tdtd mo-
nistetta tuskin voi hyddyntéaéd lihdeteoksena tai muuten kattavana ldhteend. Lukijaa
suositellaankin tutustumaan A. Hatcherin kirjaan “Algebraic topology”. Kirjasta on
nopeasti muodostumassa algebrallisen topologian oppikirjojen moderni klassikko, eiké
véhiten siksi, ettéd kirja on saatavilla PDF-muodossa tekijin verkkosivulla. Kirja sopii
my0s erittédin hyvin algebrallisen topologian itseopiskelumateriaaliksi jatko-opiskelijoille.
Téassd kurssimateriaalissa kisiteltdviat asiat siséltyvan Hatcherin kirjan lukuun 1.

fengl. reverse classroom

5Yksi tunnetuimmista Mooren lauseista on 2-ulotteisen pallon S? tunnistamisen mahdollistava karak-
terisointi. R.H.Bingin mythemmin todistama hieman yksinkertaisemmin esitettédva versio tésta lauseesta
on seuraava: Olkoon X kompakti, yhtendinen, lokaalisti yhtendinen, metrinen avaruus, joka ei ole piste.
Tdlloin X on homeomorfinen pallon S* kanssa, jos yksikidn kahden pisteen joukko ei separoi avaruutta
X ja jokainen ympyrin S* upotus avaruuteen X separoi sen.
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Luku 1
Peruskasitteita

Heuristisesti homotopiateorialla tarkoitetaan jatkuvan muuntamisen teoriaa.!

Téssé luvussa tarkastellaan homotopiateorian peruskésitteitd kuten kuvausten ho-
motooppisuutta ja avaruuksien homotopiaekvivalenssia. Luvun tarkoituksena on esitelld
tarvittava késitteisto perusryhmén mééirittelemiseksi ja antaa esimerkkeja homotooppi-
sista kuvauksista ja homotopiaekvivalenteista avaruuksista. Luvun aikana huomataan,
ettéd joissakin konkreettisissa tilanteissa on helpompaa konstruoida haluttu homotopia
kuin osoittaa, ettei vaadittavaa homotopiaa ole olemassa.

Ellei toisin mainita, X, Y ja Z ovat metrisid avaruuksia. Liséksi kaikki tarkasteltavat
kuvaukset ovat jatkuvia ellei toisin mainita. Tuloavaruuksissa on kidytossd tulometriikka
ja osajoukoissa indusoitu metriikka.

Eukliidiset avaruudet (eli avaruudet R™) varustetaan tavallisella euklidisella metrik-
kalla, joka on euklidisen normin indusoima ellei toisin mainita. Tehtévét osoittavat, ettéa
tarkasteltavat kysymykset eivét kuitenkaan ole luonteeltaan metrisié ja kysymyksissé ei
olisi tarpeen kiinnittd4 juuri tdtd metriikkaa. Tarkedmpé&d on tietdd, milla topologialla
avaruus R” on varustettu eli mitkéd ovat sen avoimet joukot. On kuitenkin huomatta-
va, ettd vaikka teoria voidaan esittdéd suoraan yleisien topologisisten avaruuksien kon-
tekstissa, el ndin saavutetusta yleisyydesta ole kurssin alkupuolella eristyistd hyotyé.
Tarvitsemme yleisié topologia avaruuksia luvussa 7 ja palaamme niihin silloin. Siihen
asti kdytdmme termid avaruus tarkoittamaan metristd avaruutta, ja luvusta 7 ldhtien
(takautuvasti) tarkoittamaan topologista avaruutta. Yleisestd topologiasta kiinnostunut
lukija voi toki jo téssé vaiheessa tutustua liitteeseen A.

1.1 Homotopia

Jatkuvan muuntamisen idea tulee esille jo homotopian méaaritelméssa.

Maésritelma 1.1.1. Olkoot f: X — Y jag: X — Y jatkuvia kuvauksia. Jatkuva kuvaus
H: X x[0,1] — Y on homotopia kuvauksesta f kuvaukseen g, jos H(x,0) = f(z) ja
H(z,1) = g(z) kaikilla x € X.

"Homotopian suora k##nnos voisi olla esimerkiksi ’samapaikkaisuus’, mutta termis ei yleensi
kédannets lainkaan.



Tehtivi 1. Mddritelliin kuvaukset f: R — R? ja g: R — R? kaavoilla f(x) = (x, cos )
ja g(x) = (z,sinx) kaikilla x € R. Osoita, etti kuvaus H: R x [0,1] — R?,

(x,8) = (x+ (1 —s)s,(1 —s)cosx + ssinz),
on homotopia f:std g:hen.

Maisritelma 1.1.2. Jatkuvia kuvauksia f: X — Y ja g: X — Y sanotaan homo-
tooppisiksi, jos on olemassa homotopia kuvauksesta f kuvaukseen g. Tdlldin merkitidn
[~y

Huomautus 1.1.3. On tdrkedd huomata, ettd mddritelmdn nojalla homotooppisella
kuvauksilla on samat lihto- ja maaliavaruudet.

Erityisesti tulee huomata, ettd kuvaukset f: X — Y, g: X — fX jah: A —>Y
ovat kaikki (formaalisti) eri kuvauksia, jos fX #Y ja A C X aito osajoukko, vaikka
kuvaukset g ja h olisi mddritelty kaavoilla g(x) = f(z) kaikilla x € X ja h(z) = f(z)
kaikilla x € A.

Jatkossa tdmd on erittdin tirkedd, koska tarkasteltaessa kahden avaruudelta X ava-
ruudelle Y madadritellyn kuvauksen homotooppisuutta, kuvausten vdliselld homotopialla
on sama maaliavaruus Y .

Homotopian kisitteen havainnollistamiseksi on hyva tehdé seuraavat huomiot. Seu-
raavissa tehtévissd f: X — Y jag: X — Y ovat jatkuvia kuvauksiaja H: X x[0,1] = Y
homotopia f:std g:hen.

Tehtédva 2. Olkoon s € [0,1]. Tallin hs: X =Y, hs(z) = H(x,s), on jatkuva kuvaus.

Madritelma 1.1.4. Olkoon J C R wili. Jatkuvaa kuvausta o: J — Z vdliltd J ava-
ruuteen Z sanotaan poluksi. Jos a: [a,b] — Z on polku suljetulta (aidolta) vdliltd [a, b]
avaruuteen Z, niin sanotaan, ettd a on polku pisteestd zg € Z pisteeseen 21 € Z, jos
a(a) = zp ja a(b) = 2.

Tehtiava 3. Olkoon xy € X. Tdlldin ag,: [0,1] — Y, ay.(s) = H(zo,s) on polku
pisteestd f(xg) pisteeseen g(xg).

1.2 Esimerkkeja
Seuraavissa tehtévissé tarkastellaan esimerkkeja kuvausten vélisistd homotopioista.
Merkintd 1.2.1. Tason R? joukkoa
St ={z e R?: |z| = 1}
kutsutaan (euklidiseksi) yksikkympyriksi.?

Seuraavassa kolmessa tehtiivissi f: St — R?\ {0} on inkluusiokuvaus z + . Lisiksi
g: St — R?\ {0} on kuvaus x — —=x.

*Kaavassa |z| on pisteen « = (21, x2) euklidinen normi eli |z|*> = |(x1,22)|* = «} + 3.



Tehtévé 4. Olkoon ¢: R2\ {0} — R? inkluusiokuvaus 1(x) = x. Osoita, etti on olemassa
homotopia H: S' x [0,1] — R? kuvauksesta f = to f: S — R? kuvaukseeen § =
tog: St — R2.

Tehtava 5. Kokeile antaako edellisen tehtdvdin homotopian H kaava homotopian H : S'x
[0,1] — R2\ {0} kuvauksesta f kuvaukseen g. Jatkokysymys: Jos ndin ei ole, niin etsi
homotopia H: S* x [0,1] — R2\ {0}.3

Tehtdvd 6. Olkoon j: R?\ {0} — R3\ {0} inkluusiokuvaus x — (x,0). Osoita, ettd
kuvaukset f' = jo f: St — R3\ {0} ja ¢’ = jog:S' — R3\ {0} ovat homotooppisia.

1.3 Homotooppisuus relaationa

Homotopiateorian perushavaintoja on, ettéd kuvausten homotooppisuus on ekvivalenssi-
relaatio.

Merkinta 1.3.1. Joukko
C(X,Y)={f: X = Y: f on jatkuva}
on kaikkien jatkuvien kuvausten avaruudelta X avaruudelle Y joukko.

Kuvausten f € C(X,Y) ja g € C(X,Y) homotooppisuus, jota siis merkitdén f ~ g,
méiirittelee relaation ~ joukossa C(X,Y).4

Lause 1.3.2. Joukon C(X,Y) relaatio ~ on ekvivalenssirelaatio.

Lauseen 1.3.2 todistus on jaettu seuraavaan kolmeen tehtévéain. Naissé tehtévissé f,
g ja h ovat jatkuvia kuvauksia X — Y.

Tehtiava 7. Osoita, ettd f ~ f.
Tehtiva 8. Jos f ~ g, niin g >~ f.
Tehtava 9. Jos f ~ g ja g ~ h, niin f ~ h. Todista lause 1.5.2.

Miaritelmi 1.3.3. Jatkuvan kuwvauksen f € C(X,Y) homotopialuokka on f:n ekviva-
lenssiluokka [f] relaatiossa ~ eli joukko

fl={9: X = Y:g~f}

3 Jatkokysymys 2 (extra): Vaihda kuvaus g kuvaukseen h: S' — R\ {0}, (z,y) — (z, —y) ja konstruoi
homotopia H:S'x [0,1] — R? kuvauksesta f = 1o f kuvaukseen § = 1o g. Kokeile nyt 16yta4 homotopia
f ~ g. (Mybhemmin havaitaan, etti télliistd homotopiaa ei voi 16ytés. Kuvaukset 5o f: S* — R\ {0}
ja joh: St — R3\ {0} kuitenkin ovat homotooppisia, kun j: R*\ {0} — R*®\ {0} on sama kuvaus kuin
tehtdvissi 6.)

“Formallisti kirjoitettaisiin ~= {(f,g) € C(X,Y) x C(X,Y): f ~ g}, mutta tilldiinen formaali
hienostelu johtaa jatkossa vain varsinaisen asian hdmértymiseen.




Merkinta 1.3.4. Jatkuvien kuvausten C(X,Y’) homotopialuokkien joukkoa merkitdiin
(X, Y] =A{[f]: f e C(X,Y)}.

Yleiselld tasolla voidaan (ehk#) ajatella, ettd homotopiateorian tarkoituksena on
ymmértad avaruuksien X ja Y vélisten jatkuvien kuvausten homotopialuokat [X,Y].
Vaikka tétd voisikin pitdé teorian tavoitteena, on teorialla muitakin tavoitteita (ja so-
velluksia!) kuten myshemmin huomaamme.

Joitakin huomioita homotopialuokkien joukosta. Seuraavissa tehtédvissa p: X — Y
jav:Y — Z ovat jatkuvia kuvauksia.

Tehtiva 10. Olkoot f: X = Y jag: X — Y homotooppisia jatkuvia kuvauksia. Talldin
Yofxyog.

Tehtivi 11. Kaava [f] = [ o f] mddrittelee kuvauksen v, : [X,Y] — [X, Z].5

Tehtiava 12. Olkoot f: Y — Z ja g: Y — Z homotooppisia jatkuvia kuvauksia. Tdalldin
fopx=gop.

Tehtavd 13. Kaava [f] — [f o | mddrittelee kuvauksen py: [Y, Z] — [X, Z].

1.4 Lisaa tehtavia

Tehtiva 14. Olkoon V normiavaruus® ja olkoot fo: X — V ja fi: X — V jatkuvia
kuvauksia. Tdlloin fo ~ f1.

Tehtéva 15. Olkoon S* = {x € R": |z| = 1}, missi n > 0, ja olkoot fo: X — S"
ja f1: X — S" jatkuvia kuvauksia, joilla ei ole antipodaalisia arvoja eli fo(x) # — f1(x)
kaikilla x € X. Tdlloin fo ~ fi1.

Tehtidvid 16. Osoita vastaesimerkilld, ettd seuraava viite on vddrin: Jos h: St — St
on homotooppinen kuvauksen hg: S' — S', x — —z, kanssa, niin on olemassa zg € S*,
jolle pétee h(xg) = —xg.

5Sanotaan myos, ettd kuvaus ¢, on “hyvin midritelty”. Tissd tapauksessa tulee siis osoittaa, ettd

[¥og] = [¢o f] kaikilla g € [f].
SVektoriavaruus varustettuna normilla | - |: V — [0, c0).



Luku 2

Homotopiaekvivalenssi

Homotooppisuus méirittelee ekvivalenssirelaation kahden avaruuden vélisten jatkuvien
kuvausten joukkoon, eli antaa tavan samaistaa jatkuvia kuvauksia. Homotopiaekviva-
lenssin késite antaa vastaavasti tavan samaistaa avaruuksia.

2.1 Maaritelmia

Maisritelma 2.1.1. Jatkuva kuvaus f: X — Y on homotopiaekvivalenssi, jos on ole-
massa sellainen jatkuva kuvaus g: Y — X, jolle pitee go f ~ idx ja fog ~ idy.
Tdlloin sanotaan, ettd kuvaus g on kuvauksen f homotopiakdanteiskuvaus. Lisiksi sa-
notaan, ettd avaruudet X ja Y ovat homotopiaekvivalentit ja merkitiin X ~ Y.

Aloitetaan negatiivisella esimerkkilld avaruuksista, jotka eivit ole homotopiaekviva-
lentteja.

Esimerkki 2.1.2. Olkoot X = {0} C R ja Y = {—1,1} C R. Osoitetaan vastaole-
tuksella, ettc X # Y. Oletetaan, ettd on olemassa homotopiaekvivalenssi f: X — Y
ja olkoon g: Y — X kuvauksen f homotopiakdinteiskuvaus. Tédlloin g(f(0)) = 0 ja
flg(1)) = f(g(—1)) = f(0). Koska f(0) =1 tai f(0) = —1, niin riittid tilanteen sym-
metrisyyden nojalla tarkastella tapausta f(0) = —1. (Tapaus f(0) = 1 jatetdiin kiin-
nostuneelle lukijalle.) Koska g on kuvauksen f homotopiakdinteiskuvaus, on olemassa
homotopia H:Y x [0,1] = Y kuvauksesta f o g kuvaukseen idy .
Huomataan aluksi, ettd

Y % [0,1] = {~1,1} x [0,1] = ({—1} x [0,1]) U ({1} x [0,1]).

ja etti {k} x [0,1] on yhtendinen molemmilla k € {—1,1}. Erityisesti siis {1} x [0,1] on
yhtendinen.

Koska H on jatkuva, niin H({1} x [0,1]) on yhtendinen. Koska avaruuden Y yh-
tendiset komponentit ovat {1} ja {—1} niin saadaan, ettc H({1} x [0,1]) C {—1} ta
H({1} x [0,1]) € {1}. Tamd on nyt ristiriita, silli H(1,0) = f(g(1)) = f(0) = -1 ja
etti H(1,1) = idy (1) = 1.



Tehtiava 17. Olkoot X, Y, ja Z avaruuksia. Tdlloin X ~ X. Jos X ~ Y, niin Y >~ X.
Jos X ~Y jaY ~ Z, niin X ~ Z.

Huomautus 2.1.3. Mikdili C on joukko (metrisii) avaruuksia, niin edellisen tehtdivin
perusteella homotopiaekvivalenssi mdadrittelee tihdn joukkoon ekvivalenssirelaation. On
kuitenkin tirkedd huomata, etti ei ole olemassa kaikkien (metristen) avaruuksien jouk-
koa.!

Homotopiaekvivalenssi on yksi tapa samaistaa avaruuksia topologiassa. Toinen (ylei-
sempi) tapa on homeomorfisuus. Niistd homeomorfisuus on vahvempi seuraavassa mie-
lessa.

Tehtava 18. Homeomorfiset avaruudet ovat homotopiaekvivalentteja. Itseasiassa ho-
meomorfismi f: X — Y on myds homotopiaekvivalenssi.

Homotopiaekvivalenssin merkitys on siiné, ettd avaruudet voivat olla homotopiaekvi-
valentteja olematta homeomorfisia. Néin ollen homotopiaekvivalenssi antaa joustavam-
man tavan samaistaa avaruuksia.

Merkinti 2.1.4. Avaruuden R joukkoa

S" = {z e R"": |z| = 1}
kutsutaan (euklidiseksi) yksikkopalloksi? tai n-palloksi®. Huomaa, etti S° = {£1} C R.
Tehtdvi 19. Kuvaus p: R\ {0} — S" 1, 2+ z/|z|, on homotopiaekvivalenssi.
Tehtivi 20. Avaruudet R\ {0} ja S"~! eivit ole homeomorfisia.

Toisaalta homotopiaekvivalenssi séilyttad avaruuksien homotopiaominaisuuksia, ku-
ten seuraavat tehtavit osoittavat.

Tehtdva 21. Olkoon ¢: X — Y homotopiaekvivalenssi. Tdlloin kuvaus oy : [Y, Z] —
[X, Z] on bijektio.

Tehtava 22. Olkoon 1p: Y — Z homotopiaekvivalenssi. Tdilldin kuvaus ¢,: [X,Y] —
[X, Z] on bijektio.

!T4m# on helppo havaita vaikkapa seuraavalla klassisella argumentilla: Oletetaan, etté on olemassa
kaikkien metristen avaruuksien joukko M eli M = {(S,ds): ds on metriikka joukossa S}. Olkoon nyt &
kaikkien niiden joukkojen kokoelma, jotka esiintyvit kokoelmassa M eli & = {S: (S,ds) € M}. Koska
M on joukko, niin § on joukko. Niin ollen on olemassa {0, 1}-metriikka d joukossa S eli (S,d) € M.
Nain ollen § € §. Tama on ristiriita, koska joukko ei voi olla itsensé alkio.

*Kaavassa |z| on jélleen pisteen eukliden normi |z|? = |(@1,...,2n1)|> =21 + - + 224

3engl. n-sphere
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2.2 Esimerkkeji

2.2.1 Retraktit

Tehtévin 19 kuvaus p on erikoistapaus retraktiosta.*

Maiésritelma 2.2.1. Olkoon A C X osajoukko. Jatkuva kuvaus f: X — A on retraktio,
jos f(z) = x kaikilla x € A. Joukkoa A sanotaan tdlloin avaruuden X retraktiksi.

Tehtévin 19 mukaan siis yksikkopallo S*~! on avaruuden R™\ {0} retrakti. Tehtévin
19 tapauksessa retraktio on homotopiaekvivalenssi.

Esimerkki 2.2.2. Huomaa, etti retraktin ei tarvitse olla homotopiaekvivalenssi. FEsi-
merkin antaa vaikkapa vakiokuvaus h: {0,1} — {0} (eli kuvaus x — 0), joka on retrakti,
mutta ei ole kuitenkaan ole homotopiaekvivalenssi, koska avaruudet {0,1} ja {0} eivdt
ole homotopiaekvivalentteja esimerkin 2.1.2 perusteella.

Merkinta 2.2.3. Olkoon x € R™ ja r > 0. Merkitiin avaruuden R™ x-keskistd r-
sateistd avointa kuulaa

B"(z,r)={y e R": |y —z| < r}.

Origokeskisti r-sdteistd avointa kuulaa merkitiin B™(r) = B™(0,r). Avaruuden R™
avointa yksikkékuulaa merkitidn B™ = B"(1). Vastaavat suljetut kuulat ovat B"™(z,r),
B™(r) ja B™. Merkitiin myos S*(z,r) = OB™(z,7) = {y € R": |y — x| = r}.

Tehtdva 23. Olkoonr >0 ja A = B”(2r)\B”(f).5 Téllsin A ja A ovat homotopiaekvi-
valentteja avaruuden R™ \ {0} kanssa. Lisiksi A on avaruuden R™ \ {0} retrakti, mutta
A ei ole.

Tehtéva 24. Osajoukko (R? \ {0}) x {0} on avaruuden R®\ {(0,0,t): t € R} retrakti.

2.2.2 Kutistuvat avaruudet

Tasosta R? tieddimme, ettid R? ~ {0}, silli tason R? identtinen kuvaus on homotooppinen
vakiokuvauksen R? — R2, z + 0, kanssa. Taso R? onkin erikoistapaus kutistuvasta
avaruudesta.

Maiédritelmé 2.2.4. Avaruus X on kutistuva, jos identtinen kuvaus id: X — X on
homotooppinen (jonkin) vakiokuvauksen X — X, x — xq, missi xo € X, kanssa.

Homotooppisessa mielessi kutistuvat avaruudet ovat erittiin yksinkertaisia.b

4Luonnollinen suomennos voisi olla ’vetdymi’. Ei yriteti kifintéd titd termis.

5Joissakin yhteyksissé joukkoa A kutsutaan rengasalueeksi (engl. ring domain).

SKutistuvat avaruudet eivit ole niin tylsii kuin tdmén perusteella voisi luulla. Whitehead osoitti
1935, etté on olemassa pallon S? sellainen kompakti osajoukko Wh C S3 (Whiteheadin kontinuumi),
ettd S*\ Wh on kutistuva, mutta ei ole homeomorfinen punkteeratun pallon S*\ {e4} kanssa. Erityisesti
téstd seuraa, ettd on olemassa R3:n avoin aito osajoukko, joka on kutistuva, mutta ei ole homeomorfinen
R*:n kanssa. Tulos romutti Whiteheadin oman todistuksen Poincarén konjektuurille (jonka todisti vasta
Perelman).
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Tehtiava 25. Jos X on kutistuva, niin X on homotopiaekvivalentti pisteen kanssa eli
homotopiaekvivalentti jokaisen avaruuden P kanssa, joka sisdltid vain yhden pisteen.

Kutistuvuus my6s séilyy homotopiaekvivalenssissa.
Tehtava 26. Jos X on kutistuva ja Y ~ X, niin Y on kutistuva.

Homotopian mielessa kuvaukset kutistuvalta avaruudelta tai kutistuvalle avaruudelle
ovat yksinkertaisia.

Tehtiva 27. JosY on polkuyhtendinen”

(X, X], [X,Y] ja [Y, X] ovat yksidita.

avaruus ja X on kutistuva avaruus, niin joukot

2.2.3 Torukset

Téssé luvussa tarkastellaan hieman konkreettisia esimerkkejé torusten muodossa.

Saiantoé 2.2.5. Jatkossa eukliidisen avaruuden R™ wvektorilla ey, tarkoitetaan avaruuden

R™ standardikannan vastaavaa alkiota eliey, = (xy1, ..., Tk p), missixy; =0 jaxy, =1
katkilla j=1,...,njak=1,... n.
Joukkoa

D = {v+7(cos(2ms)v + sin(27s)e3) e R*: v e St x {0}, 0<r<1/2, 0< s <1} C R,

kutsutaan tilld kurssilla tdydeksi 3-torukseksi (engl. solid 3-torus)®. Jos avaruus X
on homeomorfinen osajoukon D C R? kanssa, kutsutaan jatkossa myos avaruutta X
taydeksi 3-torukseksi.

Taysi 3-torus D on itseasiassa helpompi ymmaéartéaé tuloavaruutena.

Tehtivi 28. Kuvaus f: B2 x S' — D,
lz| (21 To
flay) = (4,0) + = ( 75(%:0) + e ),
2 \|z] ]
on homeomorfismi. (Kaavassa x = (x1,x2).)

Tehtiva 29. Tdysi 3-torus D on homotopiackvivalentti yksikkoympyrin S' kanssa.

Tiyden 3-toruksen D reunaa 0D kutsutaan torukseksi (tai 2-torukseksi).?
Usein torukseksi kutsutaan tuloavaruutta S! x S!. Seuraavien tehtévien perusteella,
terminologiassa ei ole ristiriitaa. Huomaa, etti B? x S' ¢ R? x R2.

Tehtéavi 30. Olkoot A C X ja B CY osajoukkoja. Tdlloin osajoukon A x B C X XY
reuna on

d(A x B) = ((9A4) x B) U (A x (3B)).

Tehtéva 31. Joukon D C R? reuna on homeomorfinen tulon S' x S! kanssa.

"Avaruus Y on polkuyhteniinen, jos kaikilla pisteilld 2,y € Y on olemassa polku ~: [0,1] = Y, joka
yhdistidd pisteet z ja y, eli v(0) =z ja y(1) = y.

8Joku voisi kutsua ’donitsiksi’.

9Jos avaruus Y on homeomorfinen osajoukon dD C R* kanssa, kutsutaan jatkossa myds avaruutta
Y 2-torukseksi.
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2.3 Huomioita

Tissd luvussa olemme osoittaneet, etté kaikilla n > 1 pallo S*~! on avaruuden R™\ {0}
retrakti eli erityisesti R” \ {0} ~ S"~1.

Fakta 2.3.1. On syvdllinen tulos, ettd S*~! ei ole homotopiaekvivalentti pisteen kanssa
millddn n > 1, eli ettd S*~ ' ei ole koskaan kutistuva.

Tilld kurssilla osoitamme, ettd S' % {0}. Todistamme tuloksen seuraavasti: (1)
Maiirittelemme avaruuden perusryhmiin ja osoitamme, etti se on homotopia-invariantti'?,
(2) osoitamme, ettd pisteen perusryhmé on triviaali ja (3) lopuksi osoitamme, etté ava-
ruudella S! on epitriviaali perusryhmi.

Samaa argumenttia ei voi kiyttid pallojen S™ tapauksessa, kun n > 2, silld niiden
perusryhmét ovat triviaaleja. Téssé tapauksessa on luonnollisempaa kiyttda joko ho-
motopiateorian sijasta muita algebrallisen topologian metodeja esimerkiksi homologiaa
tai kohomologiaa tai tarkastella pallon S™ niin sanottuja korkeampia homotopiaryhmié
ja osoittaa, ettd [S™,S"] ei ole yksis. Namé tulokset jadvit kuitenkin tdmén kurssin
ulkopuolelle. !

2.4 Lisaia tehtavia

Tehtdva 32. Olkoot Q = [—1,1] x [0,2] ja Q' = [-1,1] x [~2,0] tason R? neliditd ja
E = 0QUaQ’'. Olkoon R" = R?\ {(0,1),(0,—1)} (eli “kahdesti punkteerattu taso”).
Osoita, etti E on avaruuden R retrakti.

Tehtéva 33. Olkoon E kuten tehtivissi 32. Osoita, etti E ~ S*(e2,1) U S'(—ea, 1),
missi ea = (0,1).

Tehtavid 34. Normiavaruuden V joukko A on tdhtiméinen, jos on olemassa sellainen
piste xo € A, ettd jana [xg,x] = {(1—t)xo+tx € V: 0 <t < 1} sisdltyy joukkoon A kai-
killa x € A. Osoita, ettd tihtimdinen joukko on kutistuva. Anna esimerkki kutistuvasta
joukosta A C R?, joka ei ole tihtimdinen.

Tehtivi 35. Tarkastele aakkosia ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZAAO tason R?
osajoukkoina. Argumentoi'?, etti aakkoset jakautuvat korkeintaan neljiin homotopia-

ekvivalenssiluokkaan. Argumentos, etti luokkia on tasan nelji, jos tiedetidin, ettd S' o
{0} # E ja S' # E, missi E on kuten tehtivissi 32.

Tehtdva 36. Osoita, ettd topologin sinikédyra

S ={(z,sin(1/z)) e R?: z > 0}

ei ole tason R? kutistuva osajoukko.

10F)i ettd homotopiaekvivalenteilla avaruuksilla on isomorfiset perusryhmiit.

1K atso esimerkiksi Hatcher Algebraic topology tai luentomuistiinpanot kurssille “Johdatus differenti-
aalimuotohin”.

12Heuristinen argumentti esimerkiksi piirtamalls riitt&s.
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Luku 3

Perusryhméi

Avaruuden perusryhmé koostuu silmukoiden homotopialuokista. Heuristisesti perus-
ryhmé ker#dé tiedon silmukoilla tunnistettavista reikéisyydesté ja tavoista kiertdé néité
“reikia” .

3.1 Silmukat

Miaritelma 3.1.1. Avaruuden X polku «: [a,b] — X on silmukka, jos a(a) = «a(b).
Pistetti o(a) sanotaan silmukan o kantapisteeksi.

Koska silmukka alkaa ja péaéttyy kantapisteeseensé, voidaan silmukoita helposti yh-
distéa.
Tehtava 37. Olkoot a < b < ¢ ja a: [a,b] = X ja B: [b,c] = X silmukoita, joiden
kantapiste on xg € X. Tdilloin ax B: [a,c] = X,

[ a(t), te]a,b]
0‘*5(”—{ B(), telbd

on silmukka, jonka kantapiste on xg.

Vaikka x vaikkuttaakin laskutoimitukselta sellaisten silmukoiden joukossa, joilla on
sama (kiinnitetty) kantapiste, ei kyseessi ole hyvin mééritelty laskutoimitus, silli sil-
mukkaa [ x « ei ole méadritelty. Tdmén ongelman voi ratkaista esimerkiksi seuraavasti.

Merkinta 3.1.2. Olkoon xg € X. Merkitidn
S(X,z0) ={a:[0,1] - X: a on silmukka ja a(0) = z¢}.
Tehtavan 37 argumentti osoittaa, ettd seuraava laskutoimitus on hyvin mééritelty.

Madritelmé 3.1.3. Olkoon xo € X. Laskutoimitusta -: S(X, x9)xS(X,z0) = S(X, xo),
(a, B) = af, missd af: [0,1] — X on silmukka

B o(2t), te [0, 1/2]
af(t) = { B2(t—1/2)), te[1/2,1],

kutsutaan silmukoiden yhdistédmikseksi.
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Tamé laskutoimitus on olennaisesti kdyttokelvoton esimerkiksi seuraavista syisté.

Tehtiéva 38. Laskutoimitus - joukossa S(X, xo) ei ole listanndinen' eikd silli ole neut-
raalialkioita®.

Edellisen tehtdvin avulla on myoskin helppo huomata, etté jo tapauksessa X = [0, 1]
ja xg = 0 avaruus C(X,zp) on aivan lilan monimutkainen verrattuna alkuperiiseen
avaruuteen X. Ajatuksena onkin samaistaa silmukoita sopivilla homotopioilla eli siirtyi
tarkastelemaan silmukoiden eraitd homotopialuokka.

3.2 Silmukkahomotopia

Ennen varsinaisia maéritelmid motivoidaan niiden merkitystd seuraavalla havainnolla.

Tehtava 39. Olkoon «: [0,1] — X silmukka, jonka kantapiste on xy € X. Tdlldin o
on homotooppinen vakiokuvauksen [0,1] — X, t — ¢, kanssa.

Kuten edellisessé tehtéivissa havaittiin, silmukan méaritelmésséa oleva vaatimus paéte-
pisteiden samuudesta ei rajoita silmukan kutistuvuutta lainkaan. Erityisesti siis havai-
taan, ettd kaikki joukon S(X,zp) silmukat ovat itseasiassa homotooppisia kesken#én.
Nain ollen pelkka silmukoiden homotooppisuus ei kerro avaruudesta X mitédn. Tilanne
kuitenkin muuttuu mikéli vaaditaan, ettd myos kidytetty homotopia séilyttda kantapis-
teen erikoisaseman.

Miaritelma 3.2.1. Olkoot «: [0,1] — X ja (:[0,1] — X avarvuden X silmukoita,
joilla on sama kantapiste xo € X. Jatkuva kuvaus H: [0,1] x [0,1] — X on silmukka-
homotopia? silmukasta « silmukkaan 3, jos

(a) H(t,0) = a(t) ja H(t,1) = B(t) kaikilla t € [0,1] ja
(b) H(0,s) =x9 = H(1,s) kaikilla s € [0,1].

Jatkossa huomataan, ettd vaatimus, ettéd silmukkahomotopia ei voi lainkaan siirtai
kantapistettd x, rajoittaa huomaatavasti silmukoiden vilisié (silmukka)homotopioita.

Madritelmi 3.2.2. Silmukoita a: [0,1] — X ja B: [0,1] — X, joilla on sama kantapis-
te zg € X, sanotaan homotooppisiksi silmukoiksi, jos on olemassa silmukkahomotopia
silmukalta o silmukkaan (3.

Koska silmukkahomotopia on olennaisessa roolissa jatkossa, ottamme kayttéon seu-
ravan saannon.

Saanto 3.2.3. Mikdli « ja 8 ovat avaruuden X silmukoita, joilla on sama kantapiste,
niin merkkinndlld o ~ 3 tarkoitetaan, ettd o ja S ovat homotooppisia silmukoita eli on
olemassa silmukkahomotopia silmukalta o silmukalle B, ellei toisin mainita. Jatkossa
[ tarkoittaa kaikkien silmukan o kanssa homotooppisten silmukoiden joukkoa.

Laskutoimitus on liitdnniinen, jos a(bc) = (ab)c kaikilla alkioilla a, b, c.
2Laskutoimituksen neutraalialkio on alkio e, joka toteuttaa ae = a = ea kaikilla alkioilla a.
3Nimitys ei ole yleisessd kiytossd, mutta sitd kiytetédn tilld kurssilla.
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Silmukkahomotopiassa asetettu rajoite kantapisteen siirrolle on itseasiassa hyvin
luonnollinen, kun havaitaan, ettd avaruuden X silmukat itseasiassa vastaavat jatku-
via kuvauksia yksikkoympyriltd St avaruuteen X. Silmukkahomotopia voidaan t#lloin
tulkita yksikkoympyrélla magriteltyjen kuvausten homotopiana.

Seuraavissa tehtivissd 0: [0,1] — S! on jatkuva kuvaus t +— (cos(27t),sin(27t)).

Tehtéva 40. Olkoon &: St — X jatkuva kuvaus. Télléin o = & o 0:[0,1] — X on
silmukka, jonka kantapiste on é(eq).

Tehtava 41. Olkoon a: [0,1] — X silmukka, jonka kantapiste on xg € X. Tdlloin on
olemassa jatkuva kuvaus &: S' — X, joka toteuttaa ehdot o = & o0 ja é(e1) = xo.

Tehtava 42. Olkoon H: [0,1] x [0,1] — X silmukkahomotopia silmukalta o: [0,1] — X
silmukalle 3: [0,1] — X ja olkoot &: S' — X ja B:S' = X jatkuvia kuvauksia, kuten
edellisessi tehtivissd. Tilloin on olemassa homotopia H: S* x [0,1] = X kuvauksesta
& kuvaukseen 3, joka toteuttaa ehdon H = H o (0 x id) eli H(x,s) = H(0(x),s) kaikilla
z € X jase€|0,1]. Lisiksi

(a) H(ei,s) = a(ey) kaikilla s € [0,1] ja
(b) Hy: S' = X, x— H(z,s), on jatkuwva kuvaus jokaisella s € [0,1].

Mainitaan vield ennen perusryhmén méédrittelyyn siirtymisté, ettd silmukkahomoto-
pia on itseasiassa erikoistapaus yleisemmaisté relatiivisen homotopian méaritelmasta.

Maaritelmé 3.2.4. Olkoon A C X osajoukko ja olkoot f: X — Y ja g: X — Y
jatkuvia kuvauksia, jotka yhtyvit joukossa A eli f(x) = g(x) kaikilla x € A. Jatkuva
kuvaus H: X x[0,1] — Y on homotopia kuvauksesta f kuvaukseen g joukon A suhteen,
jos

(a) H(x,0) = f(z) ja H(z,1) = g(x) kaikilla z € X ja
(b) H(x,s) = f(z) = g(z) kaikilla x € A ja s € [0,1].

Talloin sanotaan, ettd kuvaukset f ja g ovat homotooppisia joukon A suhteen ja mer-
kitdin f ~ g relA.

Huomautus 3.2.5. Luvuissa 1 ja 2 todistetuilla tuloksilla homotopioista (esimerkiksi
tehtdvilld 10 ja 12) on vasteneensa myds relatiiviselle homotopioille. Kasittelemme nditd
tuloksia mydhemmin tdssd luvussa.

3.3 Perusryhmin méiritelmé
Merkinta 3.3.1. Olkoon xg € X ja merkitidn
m (X, zo) = {[a]: a € S(X,x0)}

eli m1(X, o) on silmukoiden joukon S(X,xo) silmukkahomotopialuokkien joukko.
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Joukon S(X, z¢) laskutoimitus - laskeutuu ekvivalenssiluokkien joukkoon 7 (X, xo).

Tehtava 43. Laskutoimitus -: m1 (X, xo) X m1(X, z9) — 7m1(X, z0o),

[a] - [B] := [aB],
on hyvin mdadritelty eli alkio [afB] on riippumaton homotopialuokkien [«] ja [B] edustajien
valinnasta.

Tamé laskutoimitus tekee joukosta 71 (X, z¢) ryhmén.
Lause 3.3.2. Pari (m1(X,x0),-) on ryhmdi.*

Osoittaaksemme, etté (w1 (X, x0), -) on ryhmé, tulee osoittaa, ettd laskutoimitus - on
liitdnnédinen, etté silld on neutraalialkio ja ettéd jokaisella alkiolla on ké#nteisalkio.

Seuraavissa tehtédvissd «, § ja v ovat avaruuden silmukoita, joiden kantapiste on zg,
eli joukon S(X,x¢) alkioita. Liséksi ez, : [0,1] = X, t — xo.

Tehtdva 44. Laskutoimitus - on liitinndinen eli [o|([B][v]) = ([«][B])[7]-
Tehtava 45. Vakiosilmukan ey, homotopialuokka [ey,] on laskutoimituksen - neutraa-
lialkio.

Tehtivi 46. Alkion [a] kddnteisalkio on homotopialuokka [a~Y], missi a1 [0,1] — X
on silmukka t — a(1 —t).

Lauseen 3.3.2 todistus. Tehtdvien 44-46 perusteella (71 (X, zp), ) on ryhmé. O

Huomautus 3.3.3. Tehtivin 46 polkua o~ ' kutsutaan polun o kiinteispoluksi.

Miéaritelmé 3.3.4. Ryhmd m1(X, zp) on avaruuden X perusryhmé kantapisteessi zg €
X.

Huomautus 3.3.5. Ryhmdn m (X, x0) neutraalialkio on vakiosilmiukan cy,: [0,1] —
X, t — xg, homotopialuokka [cs,]. Jatkossa titd neutraalialkiota merkitidan lyhyesti joko
symbolilla e (kuten usein algebrassa) tai symbolilla 1 (kuten usein homotopiateoriassa)’.

Luvun 2 perusteella tunnemme jo joidenkin avaruuksien perusryhmié.

Korollaari 3.3.6. Kutistuvan avaruuden X perusryhmd pisteessd xg € X on triviaali,
eli m1(X,x0) = {[cao]}- Erityisesti w1 (R™,0) = {[co]} kaikilla n > 1.

Loytddksemme kuitenkin yhdenkin avaruuden, jonka perusryhmé ei ole triviaali,
joudumme niikemiin vaivaa. Tirkein télldinen avaruus on yksikkoympyri S'. Luvussa
5.3 osoitamme seuraavan faktan.

Olkoon k € Z ja merkitiin ay: [0,1] — S, t = (cos(2rkt), sin(27kt)).

Fakta 3.3.7. Ryhmi 71 (S, e1) on isomorfinen kokonaislukujen ryhmdin (Z,+) kanssa
ja kuvaus I: 7 — 71 (S, e1), k + [ax], on isomorfismi.

Vaikka tdmé tulos on mahdollista osoittaa myds suoraan, on se luonnollisinta osoit-
taa hyodyntéden peiteavaruuksien teoriaa. Tamén vuoksi lykkdamme tdmén faktan to-
distusta. Koska monia perusryhméin liittyvid yleisid tuloksia voidaan havainnollistaa
hyddyntden ympyran perusryhméé, otetaan tdmé fakta kuitenkin jo kédyttoon.

* Jatkossa merkkinnalla 71 (X, o) tarkoitetaan juuri titd ryhmas.
°Ei siis saa sckoittaa lukuun 1 € Z.
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3.4 Perusryhmai ja kuvaukset

Erés tdrkeimmistd perusryhméin ominaisuuksista on, ettd avaruuksien vélinen kuvaus
indusoi homomorfismin vastaavien perusryhmin vilille. Syntyvia kuvausta kutsutaan
indusotdukst kuvauksekst.

Lause 3.4.1. Olkoon xo € X ja f: X =Y jatkuva kuvaus. Tdlloin kaava [o] — [f o o
mddrittelee kuvauksen fi: m (X, z0) — m (Y, f(x0)), joka on homomorfismi.

Todistus. Osoitetaan ensin, ettd f, on hyvin mééritelty. Todistus oleellisesti sama kuin
tehtédvin 10 argumentti. Olkoot «: [0,1] — X ja o’: [0,1] — X silmukoita, joiden
kantapiste on xg. Télléin f o « ja f o o ovat silmukoita, joiden kantapiste on f(xg).
Oletetaan nyt, ettd a ~ o/. Télloin on olemassa silmukkahomotopia H : [0,1]x[0,1] — X
silmukasta « silmukkaan «'. Olkoon F' = fo H:[0,1] x [0,1] — Y. Téllsin F on
silmukkahomotopia silmukasta f o a silmukkaan foca/. Niin ollen foa ~ foa’. Kuvaus
f« on siis hyvin méaritelty.

Osoitetaan nyt, ettd f. on homomorfismi. Olkoot [a],[3] € m (X, zo). Koska sil-
mukoiden yhdistdmisen mé#ritelméstd seuraa suoraan f o (af8) = (f o a)(f o ), niin
patee

fe([o][B)) = fulaB] = [f o (@B)] = [(f e a)(f o B)] = [f o a][f o B] = fulal f[B].

Kuvaus f, on siis homomorfismi. O
Té&ll4 lauseella on térkeitd (mutta helppoja) seurauksia.

Tehtiava 47. Olkoot f: X = Y ja g: Y — Z jatkuvia kuvauksia ja xo € X. Talldin
(gof)* = g*of*7 missd f*: ﬂ-l(Xv CC()) - Wl(Y,f(:Eo)), gx: 7T1(Y7f(330)) — Trl(Z’g(f(‘TO))
ja (go fle: m(X,20) = 71(Z, (g o f)(x0)).

Tehtdvi 48. Jos f: X — Y on homotopiaekvivalenssi, niin fi: m (X, x0) — m (Y, f(x0))
on isomorfismi kaikilla xo € X .9

Lause 3.4.2. Olkoon xg € X ja olkoot f: X — Y jag: X =Y jatkuvia kuvauksia. Jos
[~ grel{zo}, niin fi = g: m(X,20) = m1(Y, f(20))-

Todistusta varten tarvitsemme pienen muistinvirkistyksen.

Tehtdva 49. Olkoot X, X' Y Y’ ja Z (metrisii) avaruuksia. Olkoot lisiksi f: X —Y
ja f'+ X' = Y' jatkuvia kuvauksia. Télloin fx f': X x X! —Y xY’ on jatkuva kuvaus.
Jos lisiksi h: Y X Y' — Z on jatkuva kuvaus, niin kuvaus ho (f x f'): X x X' — Z on
jatkuva.

SKuten luennolla 24.9. keskusteltiin, timé tehtivi on tiysin viirissi paikassa. Sen voi tehd kahdel-
la mahdollisella tavalla. Vaihtoehto 1: (1 piste) Lisddmélld oletuksen, ettd kuvauksella f on homotopia
kidnteiskuvaus g: Y — X, jolle pétee go f ~ idx rel{zo} ja fog ~ idy rel{f(zo)}. Téllin voi hyddyntdi
tehtédvid 47 ja lausetta 3.4.2. Vaihtoehto 2: (3 pistetti) Ratkaise tehtédvd hyddyntéden kantapisteen vaih-
toon liittyvia tekniikoita ja lausetta 3.5.3. Vinkkejd todistuksen vaiheista 16ytyy Kopasta.
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Lauseen 8.4.2 todistus. Olkoon «: [0,1] — X silmukka, jonka kantapiste on zy. Osoite-
taan, ettd foa ~ goa. Talléin fi[a] = g.]a], joka todistaa viitteen.

Olkoon F': X x [0,1] — Y homotopia kuvauksesta f kuvaukseen g joukon {zo}
suhteen, ja médritelladn H: [0,1] x [0,1] — Y, H(t,s) = F(«a(t),s). Talldin H on
itseasiassa yhdistetty kuvaus H = F o (a x idjg;]). Muistinvirkistyksen perusteella
a x idjgqy: [0,1] x [0,1] — X x [0,1] on jatkuva kuvaus ja siten myds H on jatku-

1]
,0) = fla@), H(t,1) = F(a(t),1) = g(a?)) ja

va kuvaus. Koska H(¢,0) = F(a(t
H(0,s) = F(a(0),s) = xo = F(a(l),s) = H(1,s) kaikilla ¢, s € [0, 1], niin H on vaadit-
tu homotopia. ]

Huomautus 3.4.3. Yleisend algebrallisena huomiona sanottakoon, ettd homomorfismin
fem1 (X, z0) C mi(Y, f(zo)) kuva eli joukko

femi(X,xo0) = {[fsle] € m(Y, f(20)): [a] € m (X, z0)} C (Y, f(20))-
on aliryhmd.
Sovelletaan kuvauksista saatuja tuloksia vield retraktioihin.

Tehtdva 50. Olkoon A C X retrakti ja xg € A. Tdlldin temi (A, z9) — m (X, x0) on
injektio, missi 1: A — X on inkluusio © — x.

3.5 Kantapiste ja polkukomponentti

Kuten edelld on huomattu, kantapisteelld xg € X on térkeé rooli perusryhmén 7 (X, z)
madritelméssd — ryhmérakenne perustuu vahvasti kantapisteen kayttoon.

Monissa tilanteissa ei kuitenkaan varsinaisesti tarvise tietdd miké kantapiste on va-
littu, silld tulokset ovat usein tésté valinnasta riippumattomia. Tarkastelemme nyt kan-
tapisteeseen ja sen valintaan liittyvié seikkoja. Olennainen havainto on, ettd perusryhmé
m1(X, x) riippuu (oleellisesti) ainoastaan pisteen zy polkukomponentista avaruudessa
X.

Maiéritelma 3.5.1. Pisteen xg € X polkukomponentti on osajoukko
C(X,z9) = {x € X: On olemassa pisteet zy ja = yhdistivi polku avaruudessa X.}

Miéaritelmé 3.5.2. Avaruus X on polkuyhtendinen, jos C(X,z9) = X jollakin (eli
kaikilla) xo € X.

Tehtava 51. Perusryhmdat w1 (X, zo) ja m1(C(x,x0),x0) ovat isomorfisia. Tarkemmin
sanottuna inkluusiokuvauksen v: C(X,xo) — X, x +— =z, indusoima homomorfismi
te: T (C(X, 20),20) — (X, z0) on isomorfismi.

Tarkastellaan nyt kantapisteen vaihtoa polkukomponentin siséllda. Olkoon v: [0, 1] —
X polku, joka ldhtee pisteestd zg eli v(0) = xo. Merkitdén x; = ~(1). Ensimmaéinen
havainto on, ettd polku + siirtdd kantapisteen x( pisteeseen x; seuraavassa mielessa.
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Tehtdva 52. Olkoon «a: [0,1] — X silmukka, jonka kantapiste on xg, eli « € S(X, xo).
Télléin polku v~ tary: [0,1] = X,

~L(3t), te0,1/3]
fy*loyy(t) = O[(3(t - 1/3))7 te [1/37 2/3}
Y(3(t—2/3)), te€[2/3,1]

on silmukka, jonka kantapiste on x1, eli v~ 'ay € S(X,x1).

Lisdksi tdmé kantapisteen siirto sopii yhteen silmukkahomotopian kanssa.

Lause 3.5.3. Kuvaus ®~: m (X, z0) — m(X,z1), [a] = [y tay], on isomorfismi.

Todistus on kolmevaiheinen.

Tehtdva 53. Kuvaus ®: m(X,z0) — 71 (X, 21), [o] — [y 'an], on hyvin mddiritelty
eli [y~ ta/v] = [y tay], kun silmukoille o € S(X,x0) ja o € S(X,x0) pitee o ~ «'.

Tehtava 54. Kuvaus ®, on homomorfismi eli ®. ([o][B]) = (®,[a]) (®4[6]) kaikilla
[, [6] € m (X, o).

Tehtédva 55. Homomorfismi @1 on homomorfismin ®, kddnteiskuvaus.

Lauseen 3.5.3 todistus. Tehtdvén 53 perusteella kuvaus ®, on hyvin mééritelty. Koska
VU, on homomorfismi ja silld on kéénteiskuvaus, on se isomorfismi. O

Huomautus 3.5.4. Lauseen 3.5.3 perusteella polkuyhtendisen avaruuden X kaikki pe-
rusryhmdt 71 (X, z), missi x € X, ovat isomorfisia keskendin. Tdamdn vuoksi, polkuyh-
tendisten avaruuksien kohdalla, perusryhmdn m (X, xg) kantapiste jitetddin usein merkit-
semdttd ja merkitidan lyhyesti m(X). Talld merkinndlld tarkoitetaan mitd tahansa (ab-
straktia) ryhmdad’, joka on isomorfinen jonkin (ja siten kaikkien) perusryhmdn m (X, 2q)
kanssa. On kuitenkin parempi vdlttad lisallisia samaistuksia ja jatkossakin kirjaamme
ylos myos kantapisteen.

3.6 Lisiai tehtivia

Tehtdva 56. Olkoot v: [0,1] = X ja+': [0,1] = X polkuja pisteesti xq pisteeseen x.
Tallgin @ = @, jos v ~ + rel{0, 1}.

Tehtava 57. Mitd voit sanoa ryhmdsti m (X, x0), jos ®, = id kaikilla silmukoilla
AS S(X, xo).

Tehtidva 58. Olkoot 0¢: S' — X ja o1: S' — X jatkuvia kuvauksia, joille pitee
oo(er) = oi(er). Olkoot lisiksi vx: [0,1] — X silmukoita pisteessi op(eyr), jotka on
mddritelty kaavoilla vy, (t) = ok ((cos(2mt),sin(27t)). Osoita, etti o9 ~ o1 rel{o(e1)}®,
jos ja vain jos vy ~ 1 rel{0, 1} (eli silmukoina).

"Voidaan mys ajatella ryhmien 71 (X, 2) isomorfialuokkana.
8Pahoittelen unohdusta aikaisemmasta versiosta.
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Luku 4

Perusryhmin sovelluksia

Tissd luvussa esitelliidn joitakin sovelluksia, jotka voidaan todistaa heti, kun ympyrin St
perusryhmé tunnetaan. Todistettavia tuloksia varten hyddynndmme seuraavia faktoja,
jotka todistetaan luvussa 5.

Olkoon k € Z ja merkitisin ay: [0,1] — S, t +— (cos(2mkt), sin(27kt)).

Fakta 4.0.1. Ryhmi 71 (S, e1) on isomorfinen kokonaislukujen ryhmdin (Z,+) kanssa
ja kuvaus I: 7 — 71 (S, e1), k > [ax], on isomorfismi.

Tamin faktan vaikein osa on osoittaa, etti [ay] = I(1) virittds ryhmén 7y (St eq).!
T#té varten tulee osoittaa, ettd [a] # 0. Lisiksi tulee osoittaa, ettd muut alkiot ovat
homotopialuokan [a;] monikertoja. Néisté tiedoista seuraa lihes valittomésti, ettd I on
isomorfismi.

4.1 Brouwerin kiintopistelause

Maisritelma 4.1.1. Piste xg € X on kuvauksen f: X — X Xkiintopiste, jos pdtee

f(@o) = zo.
Brouwerin kiintopistelause tasossa on seuraava tulos.
Lause 4.1.2. Jatkuvalla kuvauksella f: B?> — B? on kiintopiste.

Lauseen todistus perustuu vastaoletukseen ja seuraavaan konstruktioon. Oletaan,
ettd kuvauksella f: B? — B? ei ole kiintopistetti.

Tehtiva 59. Jos jatkuvalla kuvauksella f: B> — B? ei ole kiintopistettd, niin jokaisella
z € B? on olemassa yksikisittenen t, € (0,00) jolle pétee

|f(2) +ta(z — f(2))] = 1.

! Alkio a virittéds ryhmin G, jos G = (a) = {a*: k € Z}.

21



Tehtivi 60. Kuvaus ¢: B> — St,

2> f(2) + (2 = f(2)),
missd t, € (0,00) on kuten edellisessd tehtivissi, on jatkuva retraktio.

Brouwerin kiintopistelauseen todistus. Jos kuvauksella f ei ole kiintopistettd, on ole-
massa retraktio ¢: B2 — S!. Niin ollen inkluusiokuvaus ¢: S' — B?, z +— z, indusoi in-
jektion ty: 71 (St e1) — m1 (B2, e1) tehtivin 50 perusteella. Tamé on ristiriita, koska B?
on kutistuva, joten 71 (B2, e1) on triviaali ryhmi, mutta 71 (S!, e1) on epétriviaali. [

Huomautus 4.1.3. Brouwerin kiintopistelause korkeammissa ulottovuuksissa sanoo,
etti jatkuvalla kuvauksellae B — B™ on kiintopiste. Tamdn todistaminen tapauksessa
n > 2 ei kuitenkaan seuraa perusryhmdin nojautuvalla argumentilla, silli w1 (S™, e1) on
triviaali kaikilla n > 2 (kuten mydéhemmin osoitamme).

4.2 Tuloavaruudet

Tuloavaruuden perusryhmé on tulontekijéiden perusryhmien tulo.

Tehtdvd 61. Olkoot px: X XY — X japy: X xY — Y projektiokuvaukset (z,y) —
z ja (x,y) — y. Tdlloin homomorfismi P = ((px)«, (py)«) : m(X X Y, (20,90)) —
m(X,20) x m1(Y,90), [a] = ((px)«[e], (py)<[a]), on isomorfismi.

Korollaari 4.2.1. Avaruuden S' x S' perusryhmd w1 (S x St, (e1, e1)) on (isomorfinen)
addititvisen ryhmdn Z x Z kanssa.

Koska avaruuksien B? x S! ja S' x S! perusryhmit tunnetaan nyt hyvin, voidaan
niitd kiyttid kuvausten tutkimiseen. Seuraavissa tehtivissd D C R? on kiinted 3-torus
kuten luvussa 1.

Tehtava 62. Olkoon zo € S* x S'. Inkluusiokuvaus v: St x S' — B2 x S! ei ole homo-
tooppinen rel{xo} vakiokuvauksen x — xy kanssa.

Tehtdvi 63. Olkoon z¢ = (1,0,0). Homeomorfismi f: D — D, (x,y,2) — (z,—y,—z),
ei ole homotooppinen rel{xzo} identtisen kuvauksen idp: D — D kanssa.

Tehtiva 64. On olemassa homeomorfismi p: 0D — 0D, joka ei ole minkddn jatkuvan
kuvauksen f: D — D rajoittuma.

4.3 Kahdesti punkteerattu taso

Hy6dynnetddn nyt perusryhmén ja kuvausten vilisestd suhteestd saatuja tuloksia ja
osoitetaan, ettd kahdesti punkteeratun tason perusryhmé on epétriviaali ja etté se ei ole
isomorfinen punkteeratun tason perusryhmén kanssa. Koska homeomorfismi indusoi iso-
morfismin perusryhmien vilille, voidaan siis tésti erityisesti padtelld, ettd R?\ {e1, —e1}
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ei ole homeomorfinen punkteeratun tason R?\ {0} eikd tason R? kanssa. Merkitiin
R"=R2%\ {e1,—e1} ja R = R?\ {0}.

Olkoot ¢4 : R” — R2?\ {e1} ja t—: R" — R?\ {—e;} inkluusioita z + =z. Ol-
koot myds ay: [0,1] — R", t — e — (cos(2nt),sin(27t)), ja a—: [0,1] — R", t —
—e1 + (cos(2nt), sin(27t)), silmukoita avaruudessa R”. Silmuikolla on yhteinen kantapis-
te, origo.

Tehtivi 65. Talloin [Lioay] # 1 ja [tyoa_] = 1 ryhmissi w1 (R?\{e1},0). Vastaavasti
[l_oa_]#1jai_oay] =1 ryhmdissi w1 (R?\ {—e1},0).

Korollaari 4.3.1. Tdlloin [ay] # 1 ja [a—] # 1 ryhmdissd w1 (R”,0). Lisiksi (o] #
[a_].

Témén korollaarin taustalla on (triviaali!) algebrallinen oivallus: Olkoon ¢: G — H
homomorfismi ryhmdltd G ryhmdlle H. Tdlloin ¢ kuvaa neutraalialkion neutraalialkiolle
eli p(eq) = eg. Tdamdn vditteen kontrapostio on sanoo, etti g # eq, jos ¢(g) # eq.

Korollaarin 4.5.1 todistus. Koska (14 )«[as] = [t 0 ay] # 1 ryhmiissd m1(R? \ {e1},0),
niin [a4] # 1 ryhmiéssd 71 (R”,0). Vastaavasti todistetaan, ettid [a_] # 1. Toisaalta, jos
patisi [a4] = [a_], niin (14 )«[ay] = (t4)s[a—] = [t+ o a_] = 1. T&m4 on ristiriita, joten
oy # [ ]. O

Korollaarin 4.3.1 argumentilla voidaan itseasiassa todistaa paljon enemmé&nkin.

Tehtivd 66. Kumpikaan alkiosta [ay] ja [a_] ei ole toisensa monikerta® eli [oa_] #
[y [F milldin k € Z eiki [ay] # [a_]F milldin k € Z. Brityisesti [ay] # [a_]71.

Korotetaan seuraava havainto lauseeksi, koska siind kdytdmme ensimmaéista kertaa
algebrallista paéttelyd topologisessa kysymyksessé.

Lause 4.3.2. Avaruudet R" = R?\ {e1, —e1} ja R’ = R%\ {0} eivdt ole homeomorfisia.
Aloitetaan kahdella algebrallisella havainnolla.

Tehtava 67. Olkoon p: Z — 7 isomorfismi additiwviselta ryhmdltd (Z,+) itselleen.
Télloin joko ¢ = id tai p = —id.

Tehtévi 68. Olkoon G ryhmd, joka on isomorfinen ryhmdin (Z,+) kanssa, jav: G — G
isomorfismi. Télléin joko 1) = id tai ¢(a) = a=' kaikilla a € G.

Tehddin my6s helppo topologinen havainto avaruudesta R”. Olkoon 6: R” — R”
jatkuva kuvaus x — —.

Tehtdva 69. Tdllgin 0 on homeomorfismi, joka totettaa ehdot 6 o 6 = id, 0(0) = 0 ja
foay =a_.

Koska lauseen 4.3.2 muotoilussa ei ole kiinnitetty huomiota kantapisteisiin, tehdéin
vield yksi havainto.

*Huomaa, etti a ™ = (a™')" = (a") ! kaikilla n € N.
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Tehtéva 70. Jokaisella vg € R?\{0} on olemassa homeomorfismi g: R?\{0} — R2\{0},
jolle pditee g(xp) = €.

Lauseen 4.3.2 todistus. Oletetaan, ettd on olemassa homeomorfismi h: R” — R'. Ol-
koon zy = h(0) ja g: R' — R’ tehtéviin 70 homeomorfismi. Télloin f = goh: R’ — R
on homeomorfismi, jolle pétee f(0) = e;. Néin ollen f.: m(R"”,0) — 71 (R/,e1) on iso-
morfismi.

Olkoon nyt #: R” — R” tehtévissi 69 kisitelty homeomorfismi. T#llsin homo-
morfismi 6,: 71 (R”,0) — 71 (R”,0) on isomorfismi. Koska 71(R/,e1) on isomorfinen
ryhmén Z kanssa, niin niin ollen myos 71(R”,0) on isomorfinen ryhmén Z kanssa.

Tehtévéan 68 perusteella télloin pétee joko 6, = id tai 6, = —id. Néin ollen pétee jo-
ko [a_] = Oi[ay] = [ay] tai [a_] = O.Jas] = [ay]™!. Tdmi on ristiriita tehtéivin 66
tuloksen kanssa. Avaruudet R” ja R’ eivit siis ole homeomorfisia. O

4.4 Pallot S"

Vaikka kysymys ei olekkaan sovelluksesta, osoitetaan vield luvun lopuksi, ettd pallojen
S™ perusryhmiit ovat triviaaleja kaikilla n > 2. Kysymys sinénsé ei ole aivan triviaali,
vaikka siltd ensindkemiltd vaikuttaakin. Jatkossa oletetaan, etté pitee n > 2. Aloitetaan
positiivisista tuloksista.

Tehtdva 71. Olkoon P = {te,11 € R"™:t > 0} ja o: [0,1] — R\ P silmukka
pisteessi —ept1. Tdlldin o on (silmukka)homotooppinen vakiopolun kanssa.

Tehtdva 72. Olkoon ~v: [0,1] — S™ sellainen silmukka, etti ent1 & 7[0,1]. Tdlldin
on homotooppinen vakiopolun kanssa.

Sitten huonot uutiset.
Tehtava 73. On olemassa silmukka o: [0,1] — S", joka on surjektio.
Ongelma voidaan kuitenkin helposti korjata, koska olemme olettaneet n > 2.

Tehtdva 74. Olkoon silmukka o: [0,1] — S", jolle pitee o(0) # ent1. Tdlloin on
olemassa silmukan o kanssa homotooppinen silmukka ~y: [0,1] — S™, joka ei saa arvoa

eny1 elieny1 € [0, 1].
Tehtédvien 72 ja 74 avulla voidaan nyt péaitelld haluttu tulos.

Tehtava 75. Pallon S™ (n > 2) perusryhmd m1(S™, e1) on triviaali.

4.5 Huomioita
Lauseen 4.3.2 todistuksessa kiytettiin tietoa, etti m (R? \ {e1, —e1},0) % Z. Tdmi pe-
rusryhmé (luonnollisesti) tunnetaan tarkastikkin.

Fakta 4.5.1. Ryhmd m (R? \ {e1,—e1},0) on isomorfinen kahden alkion virittdmdin
vapaan ryhmdn Fo kanssa.

Taméa todistetaan luvussa 8.
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4.6 Lisidi tehtavia

Tehtiava 76. Seliti, miksi tehtdvissd 35 aakkoset jokautuvat tasmdlleen neljiin homo-
topialuokkaan.
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Luku 5

Peitekuvaukset ja -avaruudet

5.1 Maaritelmia

Maéritelma 5.1.1. Jatkuva kuvaus f: X — Y on peitekuvaus, jos f on surjektio
ja jokaisella pisteelli y € Y on sellainen ympdiristé' 'V, ettd f~1'V = Uier Ui, missi
joukot U; ovat avoimia, pareittain erillisii (eli Uy N U; = 0 kaikilla i # j) ja jokaisella
indeksilli i € I kuvaus f|U;: Uy — V' on homeomorfismi. Joukkoa V' sanotaan pisteen y
peiteympéristoksi kuvauksessa f.

Maiésritelmé 5.1.2. Avaruus X on avaruuden Y peiteavaruus, jos on olemassa peite-
kuvaus f: X =Y.

Tehtiava 77. Kuvaus foo: R — St, t > (cost,sint), on peitekuvaus.

Tehtéva 78. Olkoon k € Z\ {0}. Kuvaus fy: S' — S!, (cost,sint) + (cos(kt),sin(kt)),
on hyvin mdadritelty ja peitekuvaus.

Avaruudella on (yleensé) runsaasti keskendén erilaisia peiteavaruuksia. Seuraavan
esimerkin tapaukseen palataan vield mydhemmin.

Tehtavi 79. Osoita piirtamilli, ettd avaruus X = R x {0} UlUkez\ (0} St(4key +e2, 1)U
{0} x RUUjez 0y S!(4kes+e1,1) on avaruuden X = S*(eq,1)US!(—eq, 1) peiteavaruus.

Vaikka peitekuvaus on aina lokaali homeomorfismi? eiviit kaikki lokaalit homeomor-
fismit ole peitekuvauksia.

Tehtéivia 80. Olkoon foo: R — St kuten tehtivissd 77. Kuvaukset foo|(—1,1): (=1,1) —
St ja fool(—1,2): (—1,2) — S ovat lokaaleja homeomorfismeja, mutta eivit peiteku-
vauksia.

! Avointa joukkoa V, joka sisiltis pisteen y € Y, sanotaan pisteen y ympdristoksi.

Kuvaus f: X — Y on lokaali homeomorfismi, jos jokaisella z € X on olemassa ympiristés U C X,
johon rajoitettuna kuvaus f on homeomorfismi eli rajoittumakuvaus f|U: U — fU on homeomorfismi.

3Tehtévi on mielekkadmpi, jos tarkastellaan kuvauksia foo|(—7,7) ja foo|(—, 27).
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Huomautus 5.1.3. Tehtdvien 77 ja 78 kuvaukset asettuvat oikeaan kontekstiin, kun
kaytetddan kompleksianalyysin merkintdji. Ensin voidaan havaita, ettd kuvaus fr on it-
seasiassa potenssikuvauksen z — 2F rajoittuma yksikkoympyrdille. Vaikka tistd ei vield
voida suoraan pdadtelld, ettd fr on peitekuvaus, niin ndin kuitenkin havaitaan valittomdsti,
ettd se on hyvin mddritelty. Itseasiassa havaitaan myds, vaikka kdyttamdalla kompleksia-
nalyysin tietoja, etti potenssikuvaus z + 2¥ on peitekuvaus C \ {0} — C\ {0} eli
R2\ {0} — R2\ {0}. Vaihtoehtoisesti saman vdiitteen voi todistaa tarkastelemalla samaa
kuvausta reaalisissa koordinaateissa.

Myés kuvauksella foo on kompleksianalyyttinen tulkinta. Samaistamalla R ja reaa-
likselin R x {0} C C kanssa havaitaan, etti f(t) = e, missi z — €* on kompleksinen
eksponenttifunktio ja i kompleksiyksikko i = (0,1). Kuvauksen foo nimi juontaa juurensa
havaintoon, etti # f !} (w) = oo kaikilla w € S*.

Myéds tdssd tapauksessa kompleksinen tulkinta antaa enemmdn tietoa. Eksponentti-
funktio z — €* antaa nimittdin peitekuvauksen C — C\ {0}.

Selvisti homeomorfismit ovat peitekuvauksia. Kédédnteinen tulos on seuraava.

Tehtiva 81. Injektiviinen peitekuvaus on homeomorfismi.

5.2 Homotopian nosto

Peitekuvauksilla on ns. kuvaustennosto-ominaisuus. Yleinen lause sanoo, ettd kuvaus
voidaan nostaa pitkin peitekuvausta, mikéli nostettava kuvaus ja peitekuvaus sopivat
yvhteen. Palaamme tdhén yleiseen lauseeseen luvun lopussa. Todistamme sitd ennen joi-
takin erikoistauksia téstéd tuloksesta, jotta saamme ympyrédn perusryhmén karakteri-
soinnin paatokseen.

Maéritelma 5.2.1. Jatkuva kuvaus ¢: X — Y on kuvauksen p: X — Y nosto peite-
kuvauksessa f: Y — Y, jos fop = .

Ensimméinen nostotulos liittyy polkuihin ja homotopioihin.

Lause 5.2.2. Olkoon F: [0,1]?> — X jatkuva kuvaus ja f: XX peitekuvaus. Olkoon
Zo € X sellainen piste, etti f(io) = F(0,0). Tdlloin on olemassa kuvauksen F nosto
F: 10,112 = X peitekuvauksessa f, joka toteuttaa ehdon F(0,0) = 2.

p 7
oy
Ve

[0, 1]2 ? X

Lauseen 5.2.2 nosto F' on itseasiassa yksikésitteinen. Témé& tulos seuraa suoraan
seuraavasta yleisestd havainnosta.
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Tehtiva 82. Olkoon p: X — Y kuvaus ja f: Y — Y peitekuvaus. Olkoot p: X — Y
ja @'+ X =Y kuvauksen o nostoja pitkin peitekuvasta f. Tdlloin joukko

{z € X: ¢(z) = ¢'(2)}
on avoin ja suljettu.

Korollaari 5.2.3. Lauseen 5.2.2 kuvaus F' on yksikisitteinen, eli mikili F': [0,1)2 — X
on kuvauksen F nosto peitekuvauksessa [ ja F'(0,0) = &g, niin F' = F.

Todistus. Koska pitee F/(0,0) = F’(0,0), niin joukko E = {z € [0,1]*: F(z) = F'(z)}
on avoin, suljettu ja epétyhji. Koska [0,1]? on yhteniinen, niin pitee E = [0, 1]? eli
F=F. O

Lause 5.2.2 todistetaan peittdmilld joukko F[0,1]? kuvaukseen f liittyvillid pei-
teympéristoilld ja nostamalla kuvaus F' osissa pitkin peitekuvausta f. Tétd varten tar-
vitaan eréitd merkintoja.

Olkoon k € Z ja olkoon Qf’j = [i/k, (i + 1)/k] x [j/k, (5 + 1)/K] jokaisella (i,7j) €
{0,... .k —1}2. Selviisti U, ; QF; = [0,1]%.

Tehtivi 83. On olemassa sellainen k € Z, etti jokaisella (i,7) € {0,...,k —1}? on
olemassa avoin joukko V;; C Y, jolle pdtee Fij C Vij ja joka on pisteen F(i/k,j/k)
peiteympdristd peitekuvauksessa f.

Lauseen 5.2.2 todistus on induktio yli neléiden {Qf] : (i,7) € {0,...,k—1}?} joukon.
T#td varten indeksoimme nédmé neliot uudelleen. Merkitddn J, = {0,...,k — 1} ja
Qr =A{QF: (i,j) € Jx x Ji.}. Merkitiiin myds rij = (i/k, j/k) jokaisella (i, j) € Jp X Jp.
Huomaa, ettd x;; on yksi nelién ij kulmapisteisté.

Tehtdvi 84. Jokaisella k > 1 on olemassa bijektio qi: {0, ..., k* — 1} — Jp x J, jolla
on seuraava ominaisuus: jos 0 < i < k% — 1, niin Rau(i) € Ql;k(i) N U0<j<z- Ql‘;k(j) ja
leikkaus on yhtendinen. *

Muotoillaan vield tehtdvan 83 tulos huomioksi, jota kiytetdén lauseen todistuksessa.
Koska kyseessd on ainoastaan uudelleenmuotoilu, formaali todistus jitetdédn kiinnostu-
neelle lukijalle.

Lemma 5.2.4. On olemassa sellainen k € Z,, etti jokaisella 0 < i < k* —1 on
olemassa avoin joukko W; C Y, jolle pdtee F(Ql;k(i)) C Wi ja joka on pisteen F(kg, ()
peiteympdristd peitekuvauksessa f.

Tehd#éin vield yksi yleinen huomio todistukseen liittyen.?

“Ttseasiassa voidaan valita, ettd leikkaus on joko yksi nelién Qf;k(i) sivuista tai kahden vierekkaisen
yhdiste.
SHuomiota sovelletaan vain nelivihin ij.
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Tehtéavid 85. Olkoon f: X — Y kuvaus. Olkoon A avaruuden X lokaalisti ddrellinen
peite suljetuilla joukoilla eli \Jyc g A = X ja jokaisella v € X on olemassa sellainen
ympiristé U etti #{A € A: U N A # 0} < oo. Tdlloin kuwvaus f on jatkuva, jos
flA: A=Y on jatkuva jokaisella A € A.

Lauseen 5.2.2 todistus. Olkoon k € Zy ja avoimet joukot W; kuten lemmassa 5.2.4.
Konstruoimme kuvauksen F (dérelliselld) induktiolla bijektion g avulla. Tarkemmin
sanottuna konstruoimme jatkuvat kuvaukset F E; — Y, missi Ej = Uop<i<; Q’;k
jotka toteuttavat ehdot

(a) Fo(0,0) = 2o,
(b) Ej|E; = F; kaikilla 0 <4 < j ja
(¢) fo FJ = F|E; jokaisella 0 < j < k? — 1.

Olkoon Uy se joukon f~'W, komponentti, joka sisiltifi pisteen 7. Koska pitee
f(@o) = ¢(F(kgy0)) € F Ql;k () € Wo, niin télldinen joukko Up on olemassa. Méritelldin
nyt kuvaus Fy: Ql;k(o) — Y kaavalla Fy = (f|Up)"! o F\Q’;k(o), misséd f|Up on ho-
meomorfismi f|Up: Uy — Wy. Télloin erityisesti, Fy on jatkuva ja toteuttaa ehdon
Fo(0,0) = Fo(kg,(0)) = Jo-

Oletetaan nyt, ettd 0 < j < k2 —1 on sellainen indeksi, etts olemme midritelleet ku-

vauksen F E; — Y. Merkitéisn Q = qu (j+1)" Télloin tehtdvin 83 perusteella QN E; on
yhtenamen ja swaltaa nelion @ kulmapisteen Ky (j+1)- Olkoon nyt Uj+1 sellainen joukon

a1 X
se yksikisitteinen kuvaus, jolle pitee G(x Kau(i+1)) = F(k Kgu(j+1)) Ja fo G = F\qu G41)"

Koska Q N E; on yhtenédinen ja molemmat kuvaukset F QN E; ja G |Q N Ej ovat ku-
vauksen F|Q N E; nostoja avaruuteen X jotka yhtyvit yhdessa pisteessé, niin nos-
ton yk81kas1ttelsyyden (tehtivii 82) nojalla Fj QNE; = G\Q N E;. Néin ollen kuvaus
F]Jrl Ej1 — X joka on maarltelty kaavoﬂla FJ+1|E = Fj ja FJ+1|Q A, on hyvin
médritelty. Tehtévin 85 perusteella F; i+1 on jatkuva. Selvisti F; i+1 toteuttaa ehdot (a),
(b) ja (c).

Niin ollen £ = Fj»_;: [0,1]2 = X on haluttu kuvauksen F nosto. O

f7'W,;41 komponentti, joka sisélté#é pisteen F; j(Kgy (). Olkoon nyt G: Q

Lauseella 5.2.2 on runsaasti seurauksia erityisesti polun- ja homotopian nostoon liit-
tyen.

Madritelma 5.2.5. Olkoon «: [a,b] — X polku, f: X — X peitekuvaus ja &y € X
piste, jolle pitee f(zg) = a(a). Polku &: [a,b] — X on polun « nosto pisteestd &
kuvauksessa f, jos fod& =« ja a(a) = Zy.

Tehtivé 86 (Polun nosto). Olkoon «: [0,1] — Y polku, f: Y — Y peitekuvaus ja
Jo € Y piste, jolle pitee f(9o) = «(0). Tallgin on olemassa pisteestd yo alkava polku
a:[0,1] = Y, joka on polun o nosto kuvauksessa f pisteesti 9.
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Tehtivi 87 (Homotopian nosto). Olkoon F': [0,1] x [0,1] — Y silmukkahomotopia sil-
mukalta «: [0,1] = Y silmukalle o [0,1] — Y, joiden kantapiste on yo € Y. Olkoon
f: Y 5 Y peitekuvaus ja yo € Y piste, jolle pitee f(go) = yo. Tdalléin on olemas-
sa homotopia F': [0,1] x [0,1] = Y rel{0,1} polulta & polulle &', missi & ja & ovat
silmukoiden o ja o mostot pisteesti 1y kuvauksessa f.

5.3 Ympyrin perusryhmé

Ympyran S! perusryhméin voidaan laskea hyddyntamaillsd peitekuvausta foo: R — ST
Tamé seuraa peitekuvausten ns. nosto-ominaisuudesta.

Lause 5.3.1. Yksikkoympyrdn S* perusryhmd w1 (S!, e1) on isomorfinen kokonaislukujen
additisvisen ryhmdén (Z,4) kanssa.

Todistuksessa tarvitaan edellisen luvun tekniikoita seuraavien tehtdvien muodossa.

Tehtivid 88. Olkoon «: [0,1] — S! silmukka pisteessi ey. Tdllin on olemassa polku
a: [0,1] — R, joka toteuttaa ehdot &(0) =0 ja foo 0 & = .

Tehtdvi 89. Olkoon F: [0,1]x[0,1] — St jatkuva kuvaus, joka toteuttaa ehdon F(0,0) =
e1. Tdlloin on olemassa jatkuva kuvaus F': [0,1] x [0,1] — R, joka toteuttaa ehdot
F(0,0)=0ja fwo F = F.

Huomautus 5.3.2. FEdellisten tehtivien faktat vaikuttavat abstrakteilta, mutta kysy-
myksessd on loppujen lopuksi kysymys sellaisten jatkuvien funkioiden & ja F etsimi-
sestd, jotka toteuttavat ehdot

a(t) = (cos(a(t)), sin(a(t))

ja

F(t, ) = (cos(F(t, 5)), sin(F (1, 5))
kaikilla t € [0,1] ja s € [0,1]. Jokaisessa konkreettisessa tilanteessa, nimd funkiot siis
votdaan l6ytdd pertaatteessa kdsin ratkaisemalla namda yhtdldt. Koska emme kuitenkaan
ole varsinaisesti kiinnostuneita tdstd teknisestd vaiheesta, kdytdamme juuri todistettuja

yleisid tuloksia.

Lauseen 5.3.1 perustuu kolmeen havaintoon, jotka hyddyntédvét kahta edellistd ha-
vaintoa.

Tehtava 90 (Kandidaatit). Olkoon k € Z ja ai: [0,1] — R polku t — 27kt. Tdlloin
Qg = foo 0 Gg: [0,1] = St on silmukka pisteessd eq, eli [oy] € T (St eq).

Tehtéva 91 (Nostot). Olkoon a: [0,1] — St silmukka pisteessd ey ja olkoon &: [0,1] —
St polun a nosto origosta kuvauksessa foo eli &(0) = 0 ja foood = a. Télléin a(1) € 277
eli &(1) = 2rk jollain k € Z.
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Tehtivd 92 (Riippumattomuus). Olkoot a: [0,1] — S! ja o/: [0,1] — S' silmukoi-
ta pisteessi ey, jotka ovat homotooppisia eli (o] = [o/]. Tdillgin vastaavilla nostoil-
la @:[0,1] — R ja &:[0,1] — R, jotka alkavat origosta, on sama pidtepiste, eli
a(l) =a/(1).

Tehtéva 93 (Yhdistdminen). Olkoot a: [0,1] — S! ja B: [0,1] — S! silmukoita pis-
teessi eq. Tilloin af(1) = (1) + B(1).

Lauseen 5.3.1 todistus. Mééritellddn funktio ®: S(S1,e1) — Z kaavalla

a(l)

o
Koska tehtdvin 91 perusteella &(1) € 27Z, tdmé funktio on hyvin mééritelty. Jos «
ja o ovat homotooppisia silmukoita joukossa S(S!,ei), niin tehtivin 92 perusteella
a(l) = a&'(1) eli @(a) = ®(a/). Funkion ® arvo riippuu siis ainoastaan silmukan homo-
topialuokasta. Néin ollen funkio ¢: m1(S!,e1) — Z, [a] — ®(a), on hyvin médritelty.

Tehtédvin 90 perusteella funktio ¢ on surjektio. Lisdksi tehtdvan 93 perusteella kai-

killa [a], [5] € m(S, e1) pétee

p([a[8)) = ¢([aB]) = (aB) = aB(1)/(2r) = (54(1) + 6(1)) /(2m) = ¢([a]) + #((8])-

Funktio ¢ on siis surjektiivinen homomorfismi.

Homomorfismi ¢ on itseasiassa isomorfismi. T4t4 varten tulee osoittaa, ettd ¢ on
injektio. Koska ¢ on homomorfismi riittiid siis osoittaa, ettd o ~1(0) = {[a]}. Olkoon
7v:[0,1] — S! sellainen silmukka pisteessa e, ettd ¢([y]) = 0. T&llsin polun ~ nostolle
7:[0,1] — R origosta pétee 4(1) = ®(y) = 0. Néin ollen 4 on silmukka. Koska R on
kutistuva, on olemassa silmukkahomotopia H : [0, 1] x [0,1] — R polusta 7 vakiopolkuun
&g eli polkuun ¢ +— 0. Téllsin H = foo o H: [0,1] x [0,1] — S! on homotopia polusta
~ vakiopolkuun ag. Néin ollen [y] = [ap]. Surjektiivinen homomorfismi ¢ on siis my6s
injektio ja siten isomorfismi. O

5.4 Yleinen nostolause

Maiésritelmé 5.4.1. Avaruus X on lokaalisti polkuyhtenéinen, jos jokaisen pisteen x €
X jokainen ympdristo U C X sisdltdd pisteen x polkuyhtendisen ympdriston V C U.

Lause 5.4.2. Olkoon X polkuyhtendinen ja lokaalisti polkuyhtendinen avaruus, ¢: X —
Y kuvaus ja f: VY Y peitekuvaus. Olkoot xg € X ja gg € Y pisteitd, joille pdtee
p(z0) = f(Jo). Tdlloin on olemassa kuvauksen ¢ nosto ¢: X — Y kuvauksessa f, jolle
pitee p(xg) = Yo, jos pxm1 (X, z0) C fam1 (Y, Jo)-

f

X ——Y
©

Y
X K4
e s
/ l
s
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Itseasiassa lauseen 5.4.2 riittava ehto .1 (X, 29) C furm (Y, Jo) on myos valttAméaton.

Tehtiava 94. Olkoon f: Y Y peitekuvaus, p: X — Y kuvaus ja xzg € X. Talloin
(f o @)em (X, xo) C fim (Y, $(20))-

Lauseen 5.4.2 todistus perustuu seuraaviin huomioihin, jotka puolestaan perustuvat
lauseeseen 5.2.2 ja sen seurauksiin (tehtavit 86 ja 87).

Tehtava 95. Olkoon a: [a,b] — X silmukka pisteessi xo ja B: [a,f)] — Y polun 8 =
poa:la,b — Y nosto pisteestd 9o peitekuvavksessa f. Talloin [ on silmukka, jos
@*WI(X7 iL'()) C f*ﬂl(Y7g0)'

Tehtdvd 96. Olkoot a: [a,b] = Y ja o [a, b — Y polkuja pisteestd zo, joilla on sama
pddtepiste eli a(b) = o/ (b). Olkoot B: [a,b] =Y ja f': [a,b] = Y polkujen 8 = o« ja
B = ¢ od nostot pisteesti xo kuvauksessa f. Tdlloin B(b) = B'(b).

Lauseen 5.4.2 todistus. Koska X on polkuyhtendinen, voidaan jokaisella x € X valita
polku v;: [0,1] — X pisteestd g pisteeseen x. Olkoon By [0,1] — Y polun 8, =
wov,: [0,1] — Y pisteestd gy alkava nosto kuvauksessa f.

Maéritellaan nyt kuvaus ¢: X — Y kaavalla

z = B (1).

Talloin R
fod(x) = f(Bx(1)) = Bu(1) = p(12(1)) = ()
jokaisella 2 € X . Riittii siis osoittaa, ettid ¢ on jatkuva ja ettii G(zo) = B (0) = Fo.
Osoitetaan ensin, etté BIO (0) = go. Koska v,(1) = =g, niin -, on avaruuden X
silmukka pisteesséd xg. Néin ollen tehtdvin 95 perusteella Bwo on silmukka. Erityisesti
siis pétee on(l) = ﬁxo (0) = go polun B, noston méiritelmén perusteella. Néin ollen

B(20) = Bro(1) = G-

Osoitetaan nyt, ettd ¢ on jatkuva. Olkoon = € X ja olkoon V pisteen ¢(z) pei-
teympéristé kuvauksessa f. Olkoon U C Y se joukon f~'V komponentti, joka sisiltds
pisteen $(z). Koska X on lokaalisti polkuyhteniinen ja o'V C X on pisteen & ympéristo,
on olemassa pisteen x ympéristd W C ¢~ 'U, joka on polkuyhteniinen. Osoitetaan nyt,
ettd W C U;

U

f

A k4
Y s
v

s

Kuvaus ¢ on télloin jatkuva.

Koska W on polkuyhtenéinen, voidaan jokaisella 2’ € W valita polku o,: [0,1] — W
pisteestd x pisteeseen x’. TAlloin poluilla v, x 0, ja 7,7 on samat péitepisteet xg ja x’,
missé 7y, * 0, on yhdistetty polku kuten tehtdviassa 37.
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Tarkastellaan nyt polun ¢ o (v, * 0,s) pisteestd o alkavaa nostoa kuvauksessa f.
Operaation * mééritelmén nojalla, havaitaan aluksi, ettd

po(Vaxow)=(povs)*x(pooy)=PBs*x(poowy).

Olkoon 6, : [0,1] —>AY polku, joka on polun d,» = ¢ oo,/ pisteestd Bx(l) alkava nosto
kuvauksessa f. Téll6in B, xd, on polun @o(y,x0,) pisteestd gy alkava nosto kuvauksessa
f. Koska 0,/[0,1] C W, niin ¢ 0 0,#[0,1] C V. Néin ollen noston yksikésitteisyyden
perusteella, d,/[0,1] C U, koska d,/(0) = B8,(1) = ¢(z) € U. Niin ollen tehtévin 96
perusteella poluilla 6, x 0,/ ja B, on samat péédtepisteet. Erityisesti siis patee

(') = B (1) = By % 6 (1) = 6,0(1) € U.

Néin ollen oW C U. Kuvaus ¢ on siis jatkuva. O

5.5 Algebran peruslause

Algebran peruslause sanoo, etté jokaisella kompleksikertoimisella polynomilla on (komplek-

sinen) juuri.

Lause 5.5.1. Olkoon n € Z, ag,...,an € C (a, # 0) ja P: C — C polynomifunktio

P(z) = apz"+--- 4+ a1z + ag. Tdlléin on olemassa zy € C, jolle pitee P(zy) = 0.
Algebran peruslause antaa kompleksikertoimisten polynomien tekitihin jaon.

Tehtdva 97. Olkoon P asteen n € Z. polynomi (kuten lauseessa 5.5.1) ja zy polynomin

P juuri (eli P(zp) = 0). Tdlldin P(z) = (z—20)Q(z), missi Q on polynomi astetta n—1.

Algebran peruslauseen todistus perustuu vastaoletukseen. Aloitetaan todistus kah-
della huomiolla, joista selvidd miten vastaoletusta voi hyodyntaa.

Tehtava 98. Olkoon w: C — C\ {0} peitekuvaus z — e*. Jos polynomilla P ei ole
Juuria, niin on olemassa jatkuva kuvaus f: C — C, jolle pitee P =mo f.

Tehtava 99. Jos polynomilla P ei ole juuria, niin jokaisella r > 0 silmukka ~,: [0, 1] —

C\ {0}, 7-(t) = P(re'), on kutistuva. Erityisesti [y,] =1 € m(C\ {0}, P(r)).
Ristiriita saadaan nyt aikaan siité, ettd hyvin suurilla sdteen r > 0 arvoilla silmukka

v €i voi olla homotooppinen vakiokuvauksen kanssa. Tahén tarvitaan seuraava huomio.

Tehtdva 100. Olkoon P(z) = anz™ + -+ a1z + ag asteen n > 1 polynomi. Tdlloin on
olemassa sellainen R > 0, etti jana’ [P(2), 2" sisiltyy joukkoon C\{0} kaikilla |z| > R.

Tehtdva 101. Olkoon R > 0 kuten edellisessi tehtivissa ja v > R. Olkoot (,: [0,1] —
C\ {0} polkut + tP(r)+ (1 —t)r" ja o,: [0,1] — C\ {0} silmukka t — r"e?? ™. Tilloin
[Br % 0 % B Y] =[] ryhmassi w1 (C\ {0}, P(r)).

Tehtava 102. Olkoon r > R. Tdilldin [y,] # 0 € m1(C\ {0}, P(r)).

Yhdistamalld tehtdvien 98 ja 102 havainnot saadaan haluttu ristiriita ja Algebran
peruslauseen todistus péaitokseen.

SAlgebran peruslauseelle ei tunneta puhtaasti algebrallista todistusta, mutta useita todistuksia
kéyttden muita menetelmis. Téssé siis topologinen todistus.
"Janalla [z, ] tarkoitetaan joukkoa {tz + (1 —t)y: t € [0,1]}.
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5.6 Lisidi tehtivia

Tehtiva 103. Olkoon X avaruuden X yhtendinen peiteavaruus. Osoita, ettd X on
polkuyhtendinen, jos X on polkuyhtendinen. Osoita, X on lokaalisti polkuyhtendinen,

jos X on lokaalisti polkuyhtendinen.
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Luku 6

Peiteavaruudet ja peiteryhmét

Téassd luvussa tarkastellaan avaruuden perusryhmén yhteyttd peiteavaruuksiin univer-
saalipeitteen avulla. Téasséd luvussa kaikki avaruudet ovat polkuyhtenéisid ja lokaalisti
polkuyhteniisié ellei toisin mainita.

6.1 Alkeishavaintoja peiteavaruuksista

Tehtévin 81 perusteella tieddmme, ettéd injektiivinen peitekuvaus on homeomorfismi.
Tarkastellaan nyt algebrallista ehtoa, milloin kaksi peiteavaruutta ovat homeomorfisia.
Aloitetaan seuraavalla havainnoilla.

Tehtiava 104. Olkoon p: X — Y kuvaus, p: Y Y peitekuvaus ja p: X — Y kuvauk-
sen @ nosto peitekuvauksessa p. Tdlloin ¢ on peitekuvaus, jos ¢ on peitekuvaus.

Tehtiava 105. Olkoon ¢: X — Y kuvaus, p: Y Y peitekuvaus ja olkoot p: X — Y
ja @'+ X — Y kuvauksen o nostoja peitekuvauksessa p. Tilloin ¢ = ¢, jos X on
yhtendinen ja on olemassa xo € X, jolle pitee ¢(zo) = @' (o).

Tehtidva 106. Olkoot ¢: X — Z ja:Y — Z polkuyhtendisten avaruuksien peiteku-
vauksia ja xog € X sekdi yo € Y pisteiti, joille pitee p(xg) = ¥(yo) ja wsm1(X, o) =
Y1 (Y, yo). Tdlloin kuwvauksen ¢ nosto ¢': X —'Y on peitekuvaus, jolle pitee @' (xo) =
Yo, ja kuvauksen 1 nosto "1 Y — X on peitekuvaus, jolle pitee ' (yo) = xo ovat tois-
tensa kdadnteiskuvauksia.

Korollaari 6.1.1. Olkoot ¢: X — Z ja: Y — Z polkuyhtendisten avaruuksien peite-
kuvauksia, joille pdtee

PxT1 (Xa I'()) = 17/)*71—1 (Yv Z/O)

joillakin zg € X ja yo € Y. Tdlloin on olemassa homeomorfismi 6: X — Y, jolle pdtee
p=1ob.

Soveltamalla tétéa korollaaria identtiseen kuvaukseen ¢ = id: Y — Y, saadaan seu-
raava tulos.
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Korollaari 6.1.2. Olkoon f: X — Y peitekuvaus ja zo € X. Jos fi: m (X, x9) —
m1(Y, f(x0)) on surjektio, niin f on homeomorfismi.

Erityisesti siis voidaan pédtelléd, ettd peitekuvauksen ¢: X — Z indusoima homo-
morfismi @, : (X, z9) — m1(Z, p(x0)) ei ole surjektio, jos X ei ole homeomorfinen ava-
ruuden Z kanssa. On ollennaista huomata, ettd tdmé& homomorfismi ¢, on itseasiassa
aina injektio.

Tehtédva 107 (Peitekuvaus indusoi injektion perusryhmien vélille). Olkoon f: X — Y
peitekuvaus ja xo € X . Tdlloin homomorfismi fi: m (X, x0) — m (Y, f(xg)) on injektio.

6.2 Yhdestiyhtendinen peiteavaruus
Maiédritelmé 6.2.1. Avaruus X on yhdestiyhtendinen, jos X on polkuyhtendinen ja
(X, zo) on triviaali ryhmd jollakin (eli kaikilla) xo € X.

Masritelmé 6.2.2. Avaruuden X peiteavaruutta X kutsutaan universaalipeitteeksi,
jos X on yhdestiyhtendinen.

Esimerkki 6.2.3. Reaaliakseli R on yksikkoympyrdn S' universaalipeite. Taso R? on
punkteeratun tason R?\ {0} universaalipeite.

Esimerkki 6.2.4. Pallo S™ on yhdestiyhtendinen jokaisella n > 2. Erityisesti se on
oma universaalipeitteensdi. Samoin R™\ {0} on yhdestiyhtendinen jokaisella n > 3 ja on
oma universaalipeitteensd.

Universaalipeitteen nimitys tulee sen universaaliominaisuudesta, joka sanoo, etté
jokainen peitekuvaus X — X faktoroi peitekuvauksen universaalipeitteeltd avaruudelle
X.

Lause 6.2.5. Olkoon X avaruuden X universaalipeite ja m: X — X peztekuvaus Ol-
koon lisiksi - X — X peitekuvaus. Téllgin on olemassa peitekuvaus 7: X — X, jolle
pétee T =1 oT.

Vaikka universaaliominaisuus onkin nimetty juhlallisesti lauseeksi, on se itseasiassa
kuitenkin vain seurausta yleisestd kuvauksen nostosta. Tdmé& on helppo havaita, kun
diagrammia katsotaan eri suunnasta:

X
"
XHX
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Lauseen 6.2.5 todistus siis kiteytyy seuraavaan huomioon.
Tehtiva 108. Kuvauksella 7: X — X on olemassa nosto #: X — X.
Korollaari 6.1.2 antaa universaalipeiteen yksikésitteisyyden (homeomorfismia vaille).

Korollaari 6.2.6. Olkoot X ja X' avaruuden X universaalipeitteitd. Talloin kuvaus
7’ X' — X, joka on peitekuvauksen w': X' — X nosto kuvauksessa m: X — X, on
homeomorfismi.

Universaalipeite on eris tdrkeimmisté tavoista tutkia avaruuden perusryhméé kuten
seuraavassa luvussa havaitaan. Néin ollen oleelliseksi kysymykseksi nouseekin, milloin
avaruudella on universaalipeite. Postiviinen vastaus annetaan luvussa 7.

6.3 Peiteryhmé

Maisritelmd 6.3.1. Homeomorfismi ¢: X = X on peitekuvauksen p: X > X pei-
tetransformaatio! (engl. covering transformation tai deck transformation), jos pdtee

poyY=p.
L X
DN
X

Tehtsva 109. Olkoon p: X — X universaalipeite ja f: X — X jatkuwva kuvaus, joka
toteuttaa ehdon po f = p. Tdlloin f on homeomorfismi.

X

Merkints 6.3.2. Peitekuvauksen m: X — X peitetransformaatioden joukkoa merkitddn
D(X,m).

Tehtéva 110. Olkoon p: R — St peitekuvaus t — €™ (eli t > (cos(27t),sin(27t))).
Olkoon ¢r: R — R, pr(t) =t + k jokaisella k € Z. Tdalloin D(R,p) = {¢x: k € 2} =2 Z.

Peitetransformaatiot muodostavat ryhmén, joka on avaruuden X homeomorfismien

ryhmén Homeo(X) aliryhmé.

A~

Tehtdvd 111. Pari (Homeo(X),0), missd laskutoimitus o on kuvausten yhdistiminen,
on ryhmd ja D(X,7) on sen aliryhmd.?

Maiéritelma 6.3.3. Ryhmad D(X , ) kutsutaan peitekuvauksen m peiteryhméksi.

!Termi peitemuunnos (tai sdiemuunnos) olisi parempaa kieltd. Tyydytddn talld kurssilla kuitenkin
tdhén termiin.

2Muista, ettd ryhmén G osajoukko H on aliryhmd, jos g~ 'h € H pitee kaikilla g,h € H. Huomaa,
ettd tdlloin H on itsekkin myds ryhma.
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6.4 Siikeet ja perusryhmai

Peiteryhma D(X ,m) ja avaruuden X perusryhmé ovat kiintedssid yhteydessé toisiinsa.
Aloitetaan peiteryhmiin tutustuminen pienells ekskursiolla siikeen 71 (zg) permutaa-
tioiden yhteydestd perusryhméén. Seuraavissa tehtévissi p: X — X on peitekuvaus ja
zo € X.

On hyodyllistd ottaa kdyttoon seuraava termi.

Msiaritelmi 6.4.1. Joukon E permutaatioiden (eli bijektioiden E — E) ryhmdd kut-
sutaan joukon E symmetriaryhmiiksi® ja sitd merkitddin Sym(E).

Ensimmaéiseksi havaitaan, ettd polun noston avulla voidaan mééiritelld ’siikeiden’
(engl. fiber) permutaatioita.

Olkoon «: [0,1] — X silmukka pisteessi x( ja olkoon jokaisella &g € p~*(xg) polku
Yio: [0,1] — X pisteestd o alkava polun v nosto. Médritelldén kuvaus W.,: p~t(xo) —
p~ (o) kaavalla

1

T ~:E(1)
Tehtava 112. Kuvaus V. on bijektio.
Permutaatio ¥, riippuu ainoastaan polun v homotopialuokasta.

Tehtava 113. Jos o: [0,1] — X on silmukka pisteessi xo, joka on homotooppinen
silmukan vy kanssa, niin U, = W.,.

Tehtdvéan 112 perusteella on siis olemassa hyvin mééritelty kuvaus
U: (X, 20) = Sym(p~'(z0)),  [7] = Py

Huomaa, etti kuvauksen ¥ arvot ovat joukon Sym(p~t(zo)) alkiota eli kuvauksia itsek-
kin. Néin saatu kuvaus ¥ on itseasiassa homomorfismi.

Tehtava 114. Olkoot [], [o] € (X, zo). Talldin
Y ([yle]) = ¥([o]) o W([]).

Yleensd sanotaan, ettd homomorfismi W méérittelee perusryhmén m (X, xo) toi-
minnan siikeessid p~!(zo). Talld tarkoitetaan, ettd homomorfismin ¥ avulla voidaan
maritelld kuvaus 71 (X, 29) x p~(wg) — p~*(z0) kaavalla

(], 20) = W([W])(@0) (= ¥y(do))-

Huomautus 6.4.2. Ryhmdin G toiminnalla avaruudessa Z tarkoitetaan yleensi (jat-
kuvaa) kuvausta A: G x Z — Z, joka toteuttaa ehdot (1) kuvaus Ay: Z — Z, Ay(z) =
A(g, z) on homeomorfismi jokaisella g € G ja (2) Agp, = Ago Ay, kaikilla g, h € G. Usein
toimintaa A merkitidn lyhyesti (g,x) — gz.

Koska p~'(xq) on diskreetti joukko, tiedetddn, ettd Sym(p~'(xq)) = Homeo(p~*(z0)).
Niin ollen kuvauksen VU maalijoukkona on itseasiassa joukon p~t(xo) homeomorfismit.

3Laskutoimitus on luonnollisesti kuvausten yhdistdminen.
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Ryhmé 71 (X, z0) toimii sdikeeseen p~!(xq) transitiivisesti, jolla tarkoitetaan seuraa-
vaa.

Tehtéva 115. Olkoot #,3' € p~1(xg). Tdlloin on olemassa sellainen [y] € 71 (X, o),
jolle pitee ¥([y])(z) = &'

~ o

6.5 Peiteryhméi ja perusryhmé

Tehtéiviin 109 perusteella myds peiteryhmé D(X, p) toimii siikeeseen p~'(zg). Tami
toiminta ei kuitenkaan yleensé ole transitiivistd ja téstd voidaan paditelld, ettd kaikki
permutaatiot W([7y]) eivét vastaa peitetransformaatioita.

Tehtdva 116. Palaa tehtdvidan 79 ja argumentot, ettd kdayttamdsi peitekuvauksen p: X -
X peiteryhmd ei toimi transitiivisesti siikeeseen p~1(0) loytamdlld pisteet z, 2’ € p~1(0),
joita et voi kuvata toisilleen millddn peiteryhmdn alkiolla.

Peitekuvausten teorian avulla voimme kuitenkin vastata tarkisti kysymykseen, mité
alkioita peiteryhmésséd D(X,p) on, seuraavan olemassaolo- ja yksikisitteisyyslauseen
avulla. Huomaa, ettd X on oletettu polkuyhtenéiseksi.

Lause 6.5.1. Olkoon p: XX peitekuvaus ja rg € X.

(3) Olkoot &g, % € p~(z0). Jos pam1(X,d0) C pem1(X, ), niin on olemassa peitet-
ransformaatio ¢: X — X, jolle pitee p(ig) = &.

(3!) Olkoot ¢ ja 1 peitetransformaatioita ryhmdssd D(X,p). Jos on olemassa & € X,
jolle (&) = (&), niin tdlloin @ = .

Kohdan (3!) todistus on ldhelld tehtdvin 82 todistusta.

Tehtiava 117. Olkoon ¢: X > X peitekuvauksen p: X 5 X peitetransformaatio (eli
alkio ryhmdssi D(X,p)). Tdlloin

{ieX:p() =2}
on avoin ja suljettu joukko.

Lauseen 6.5.1 todistus. Todistetaan ensin (3). Tarkastellaan kolmiota
X
|
X
Koska oletuksen perusteella p*m(X , o) C p*m(f( ,2), niin kuvausten nostolauseen
(lause 5.4.2) perusteella on olemassa sellainen kuvauksen p: X — X nosto ¢p: X — X

pitkin peitekuvausta p: X — X, jolle pitee ¢(Zy) = &. Kuvaus ¢ on télloin méadritelmén
nojalla peitetransformaatio (katso tehtavi 104).

% p
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Todistetaan nyt (3!). Olkoot ¢, 1 € D(X, p). Koska D(X,p) on ryhmé, niin ¢~ 1oy €
D(X,p). Koska @(&g) = t(z0), niin o~ o 9h(xg) = ¢ p(xg)) = xo. Peitetrans-
formaatiolla ¢! o1 on siis kiintopiste x. Néin ollen tehtévin 117 perusteella pitee
p oy =id 5 eli ¥ = ¢, koska X on oletettu polkuyhtenaiseksi. O

Peiteryhmén alkiot D(X ,p) siis vastaavat jollain tavalla avaruuden X perusryhmén
m1(X, x) alkiota. Universaalipeitteen X tapauksessa tdmé vastaavuus on bijektiviinen.
Olkoon p: X — X peitekuvaus ja olkoon Z € p~Hzo).

Méirittelemésn kuvaus ©: D(X,p) — (X, zg) seuraavasti. Olkoon ¢ € D(X, p)
ja olkoon 7,: [0,1] — X polku pisteestii &g pisteeseen ©(Zp). Madritelldén

O(p) =[po Vw]~

Tehtédva 118. Kuvauksen © arvo O(yp) pisteessi ¢ € D(X,p) et ritpu polun vy, valin-
nasta.

Tehtdvé 119. Kuvaus © on homomorfismi eli ©(p o ) = O(p)O(¢) kaikilla ¢, €
D(X, p).

Homomorfismi © on itseasiassa isomorfismi.

Korollaari 6.5.2. Olkoon X avaruuden X universaalipeiteavaruus, p: X 5 X peite-
kuvaus ja o € X. Tdlloin kuvaus ©: D(X,p) = m1(X,x0) on isomorfismi.

Todistus. Osoitetaan ensin, ettd © on injektio. Oletetaan, ettd ©(¢) = 1. Téllsin [p o
vo] = 1. Koska p on peitekuvaus, niin homotopian nosto-ominaisuuden perusteella, v,
on silmukka pisteessi 2. Néin ollen ¢(&g) = v,(1) = Zo. Néin ollen ¢ = id.

Osoitetaan nyt, ettd © on surjektio. Olkoon ~y: [0,1] — X silmukka pisteessa xg ja
7:10,1] — X silmukan  nosto kuvauksessa p pisteesti . Koska (X, %9) = 1, on
olemassa kuvauksen p nosto p: X — X, jolle pitee ¢(io) = v(1). Nyt O(p) = [y]. O

6.6 Peiteavaruuksien luokittelu

Avaruuden X peiteavaruudet voidaan tdysin luokitella perusryhmén (X, xg) aliryh-
mien avulla, jos avaruudella X on universaalipeiteavaruus. Téatd varten tarvitaan kui-
tenkin tekijiavaruuden kisitetta (liite A.4).

Korollaarin 6.5.2 perusteella tiedétéin, ettd perusryhmé m1(X,zo) on isomorfinen
peitekuvauksen p: X5 X peiteryhmén D(X D) kanssa, jos X on universaalipeiteava-
ruus. Triviaali huomio on, etti erityisesti ryhmien D(X, p) ja 71 (X, xo) aliryhmiit vastaa-
vat toisiaan. Tarkemmin timén voi sanoa, etti korollaarin 6.5.2 isomorfismi ©: D(X, p) —
m1(X, z¢) indusoi bijektion néiden ryhmien aliryhmien joukkojen vilille.

Olkoon nyt H C D(X,p) aliryhmi. Nyt voidaan méiritelli avaruuden X relaatio
~p kaavalla x ~p y, jos ja vain jos on olemassa h € H, jolle pétee h(z) = y.

Tehtava 120. Relaatio ~g on ekvivalenssirelaatio.
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Koska ~p on ekvivalenssirelaatio, voidaan tarkastella tekijiavaruutta X /~m, jota
usein merkitéiin lyhyesti X /H. Olkoon vastaavaa tekijikuvaus = — [z] kuvaus py: X —
X/H.

Tekijétopologian universaaliominaisuuden nojalla (lause A.4.5) ndmi tekijaavaruudet
ovat itseasiassa hyvin luonnollisia.

Tehtivd 121. % Olkoon H C D(X,p) aliryhmi. Tallsin pg on peitekuvaus.

Tehtivi 122. Olkoon H C D(X, p) aliryhmd. Téllgin on olemassa peitekuvaus prr: X /H —
X, jolle pitee p = pp o p;

X/H P

Erityisesti voidaan poimia seuraavat havainnot.

Tehtédvd 123. x Avaruus X /{e} on homeomorfinen universaalipeitteen X kanssa. Lisiksi
X /D(X,p) on homeomorfinen avaruuden X kanssa.

Ryhmén D(f( ,p) aliryhmét siis antavat avaruuden X peiteavaruuksia. Luonnolli-
sena kysymykseni nyt heréifikin kuinka ryhmin D(X,p) = m1(X, z0) aliryhmit tarkal-
leen ottaen vastaavat peiteavaruuksia. Tatd varten tarkastellaan hieman kantanpisteiden
siirtdmisté ja aliryvhmén konjugaattisivuluokkia.

Mséritelmi 6.6.1. Olkoon G ryhmd, H C G aliryhmd ja g € G. Aliryhmdid gHg™*
kutsutaan aliryhmdn H konjugaatti sivuluokaksi. Aliryhmd H on normaali, jos se on
itsensd ainoa konjugaatti sivuluokka eli gHg™" = H kaikilla g € G.

Pieni algebrallinen vélipala on palauttaa mieleen edellisen mééritelmén asiat.

Tehtavi 124. Olkoon G ryhmd ja H aliryhmda. Talloin gHg™' on aliryhmd. Jos gHg™' C
H kaikilla g € G, niin H on normaali.

Kantapisteen vaihto vastaa homomorfismin p, kuvan siirtymistd konjugaattisivuok-
kaan.

Tehtava 125. Olkoon p: X — X peiteavaruus, zg € X ja Tg € X. Olkoon p €
D(X,p). Tallgin on olemassa sellainen [] € m1(X,xo), jolle pitee pimi (X, p(Zo)) =
[Blp«m1 (X, 20)[B8] -

Toisaalta aliryhmien konjugaattisivuluokat vastaavat isomorfisia avaruuksia.

Miésritelms 6.6.2. Kantapisteellisen avaruuden (X, xo) peiteavaruuksia (X, ) ja (X, o)
sanotaan isomorfisiksi, jos on olemassa homeomorfismi f: X — X, jolle pdtee f(Zo) =
0.
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Tehtéva 126. Olkoon zo € X, H C m(X, xo) aliryhmd, g € (X, x0) ja H =gHg™'.
Télloin on olemassa homeomorfismi f: X /O~ (H) — X /O~ (H').

Peiteavaruuksien luokittelulause voidaan nyt ilmaista seuraavasti.*

Lause 6.6.3. Olkoon X avaruus, jolla on universaalipeiteavaruus X, ja xg € X. Olkoon
Peite(X) kantapisteellisen avaruuden (X,xqg) kaikkien peiteavaruuksien isomorfialuok-
kien joukko. Tdlloin on olemassa bijektio joukolta Peite(X) ryhmdan m (X, zg) kaikkien
aliryhmien konjugaatisivuluokkien joukolle.

Todistetaan vield lopuksi tehtavésta 109 vahva versio.

Lause 6.6.4. Olkoon X avaruus, jolla on universaalipeite X ja olkoon X avaruuden
X peiteavaruus ja p: X — X peitekuvaus. Talldin jokainen jatkuva kuvaus f: X — X,
joka toteuttaa ehdon po f = p, on homeomorfismi.

Todistus. Koska f on kuvauksen p nosto kuvauksessa p, niin f on peitekuvaus. Olkoon
& € X. Riitt#a osoittaa, ettd f,: m (X, 2) — m (X, f(2)) on surjektio.

Olkoon p: X — X unlversaahpeltekuvaus jap: X — X peitekuvaus, joka toteuttaa
ehdon p = p o p. Olkoon f fop: X — X. T4llin on olemassa kuvauksen f nosto
f X — X kuvauksessa p.

Koska f on peitekuvaus, on se tehtévin 109 perusteella homeomorfismi. Lisiksi

pof=popof=pofop=pop=p
eli f on peitekuvauksen p peitetransformaatio. Olkoon & € p~' (&) ja olkoon 6: [0,1] —
X sellainen polku pisteesti Z, ettéd O(f) = [pod]. Tallsin f(&) = &(1). Olkoon o = poo.
Nyt & = o(0) ja f(2) = f(3(&)) = B(f (%)) = D(5(1)) = o(1).

Osoitetaan, ettd Wom (X, 2) C fur (X, ). Talldin fory (X,2) D m (X, f(&)) eli f.
on surjektio.

Olkoon a: [0,1] — X silmukka pisteesséi Z ja & silmukan « pisteestd T ldhteva
nosto kuvauksessa p. Olkoon myds ¢’ polun o plsteesta a(1) ldhtevd nosto. Nyt polun
v = o~ Lao pisteesti f(i) lihtevii nosto 5 on 4 = 6 '@d’. Koska O(f) = [pod] = [pod’],
niin f(&(0)) = &~ (0) ja f(a(1)) = &'(1). Néin ollen f o & ~ 7 rel{0,1}. Nyt

foa=fopoa=pofoa~poy=ryre0,1}.

Néin ollen fi[a] = ¥s[a]. O

4Todistus sisiltyy edellisiin tehtéviin.
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Luku 7

Universaalipeiteavaruus

T#ssé luvussa konstruoimme annetulle avaruudelle X universaalipeitteen X . Universaa-
lipeiteavaruus X miéritelliin ensin joukkona. Koska jatkossa haluamme kuitenkin tar-
kastella my&s jatkuvia kuvauksia universaalipeitteelti, tullaan télle joukolle X antamaan
topologia. Konstruktiosta johtuen on luonnollisempaa méiritelld universaalipeitteen X
avoimet joukot kuin yrittdd médritelld metriikkaa téssé joukossa. Huomaa, ettd joukon
konstruktio X tulee antamaan luonnollisen kuvauksen X — X, jonka haluamme olevan
peitekuvaus. Nin ollen avaruuden X metrikkaa ei voi valita vapaasti. Joissakin tapauk-
sissa avaruudella X on luonnollinen metriikka, joka heijastelee avaruuden X metriikkaa.
Télldisen metriikan olemassa olo kuitenkin luonteeltaan pikemminkin geometrinen kuin
topologinen kysymys.

Téssé luvussa tehtdvan konstruktion téarkein ominaisuus on universaalipeitteen ole-
massaolon osoittaminen suurelle luokalle avaruuksia. Konstruktion yleisyyden vuoksi
ei universaalipeiteestéd kuitenkaan saada mitédén lisédtietoa. Koska universaalipeiteava-
ruuden ymmiértdminen (ja sen peitetransformaatioiden) vastaa avaruuden perusryhmén
tuntemista, jadkin usein tehtédvaksi l10ytdd universaalipeite konkreettisesti muilla meto-
deilla ja 16ydetyn avaruuden avulla tutkia perusryhméi. Luvun lopussa selvitdmmekin
kahdesti punkteeratun tason perusryhméin talld tavoin.

7.1 Yleinen konstruktio

Ensimméinen havainto on, ettd on olemassa avaruuksia, joilla ei ole universaalipeiteava-
ruutta. Universaalipeiteavaruuden olemassaoloon nimittédin vaaditaan, ettd avaruus on
semilokaalisti yhdestiyhtenédinen.

Maiésritelmé 7.1.1. Avaruus X on semilokaalisti yhdestiyhtenéinen, jos jokaisella pis-
teelli x € X on olemassa sellainen ympdristo U, ettd inkluusion ¢: U — X indusoima
kuvaus ty.: 71 (U, x) — 71(X, x) on triviaali homomorfismi eli g — e kaikilla g € 71 (U, x).

Tamé& ehto on valttdmé&tdn seuraavan havainnon nojalla.

Tehtéivz'a'i 127. Oletetaan, ettd avaruudella X on yhdestiyhtendinen peiteavaruus X ja
ettd p: X — X on peitekuvaus. Olkoon x € X ja U C X pisteen x peiteympdiristd
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kuvauksessa p. Tdalloin jokainen silmukka o: [0,1] — U pisteessi x on kutistuva ava-
ruudessa X . Eli inkluusion v: U — X indusoima kuvaus t: m(U,z) — m(X,z) on
triviaali.
Jotkin ihan tutut avaruudet eivét ole semilokaalisti yhdesti yhtenéisié.
Tehtava 128. Hawaiilainen korvarengas eli avaruus
1 1
X = St(=ep, =) c R?
J sk Len )
keZ4

et ole semilokaalisti yhdestiyhtendinen.

7.1.1 Avaruuden X konstruktio

Téssd konstruktiossa ja seuraavissa luvuissa siis oletetaan, ettd avaruus X on polkuyh-
tendinen, lokaalisti polkuyhtendinen ja semilokaalisti yhdesti yhtenéinen.
Olkoon zp € X ja P(X,xp) avaruuden X pisteestd xg ldhtevien polkujen joukko, eli

P(X,20) = {v:[0,1] = X: 7(0) = @0}
Aseteaan joukossa P (X, xg) ekvivalenssi relaatio ~ ehdolla v ~ o, jos ja vain jos (1) =
o(1) jay ~ o rel{0,1}.
Tehtiva 129. Relaatio ~ on ekvivalenssirelaatio joukossa P (X, xo).

Merkinta 7.1.2. Olkoon Xxo ekvivalenssiluokkien joukko
Xog = P(X, 20)/~ .
Polun v € P(X,xo) ekvivalenssiluokkaa merkitdin 7.

Alaindeksilld zg ei jatkossa ole suurta merkitysti, joten se jétetdén jatkossa pois
merkintéjen helpottamikseksi eli merkitdan X = Xxo. Tulee kuitenkin muistaa, ettéd
konstruktio vaatii kantapisteen zg € X valinnan.

Joukko X tulee olemaan kandidaattimme universaalipeitteeksi. Vastaavasti kandi-
daattimme peitekuvaukseksi X — X on kuvaus

p: X =X, F—(1).

Huomaa, ettd p on hyvin mééritelty, koska samassa ekvivalenssiluokassa olevilla poluilla
on sama padtepiste.

Joukon X piste 4 on siis polkujen homotopialuokka, misséd luokkaan kuuluvat po-
lut yhdistdvét pisteen zy pisteeseen (1). Huomaa kuitenkin, ettd kaikki polut, jotka
yhdistavit pisteitd zo ja y(1) eivit vélttdméiattd kuulu samaan luokkaan. Itseasiassa
voidaan tehdé seuraava huomio.

Tehtiava 130. Olkoot v,0 € P(X,xo) sellaisia polkuja, etti v(1) = o(1). Tdlloin
[yo= 1] # 1 € m (X, x0), jos ja vain jos y # &.
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Niin ollen joukossa X on pisteeseen z € X pé#dttyvien polkujen homotopialuokkia
yhté paljon kuin perusryhméssé 71 (X, zo) on alkiota. TAmé yhteys voidaan myds forma-
lisoida havaitsemalla, ettd perusryhmé 71 (X, z¢) toimii avaruuteen X = P (X, xg)/ ~.

Tehtava 131. Olkoon S(X, o) avaruuden X silmukoiden joukko pisteessd xo kuten
luvussa 3.1. Tdlldin kuvaus S(X, xg) X P(X,x0) = P(X,x0), (a,7) = a*~y, missi

[ a2, t<1/2
axy(t) = { y(2t—1), t>1/2

on hyvin mddritelty.
Tehtivid 132. Kuvaus Ag,: m(X,20) x X = X, ([o],7) — ax7, on hyvin mddritelty.

Tehtava 133. Kuvaukselle Ay, pitee Ay, ([a][B],7) = Az ([a], Azo ([8],7)) kaikilla [a], [8] €
7T1(X,ZL'Q) jCL gls X.

Tehtéva 134. Kuvaus Ay, toteuttaa ehdon, ettd kuvaus 7 — Ay, ([a],7), on bijektio
X — X jokaisella [a] € m1 (X, zg).

7.1.2 Avaruuden X topologia

Miiirittelemme joukolle X topologian konkreettisesti antamalla osajoukkojen kokoelman
T, joka toteuttaa topologian ehdot.!

Olkoon 7x avaruuden X topologia eli avointen joukkojen kokoelma. Merkitédéin jo-
kaisella avoimella joukolla U C X inkluusiokuvausta U — X symbolilla ¢y;. Valitaan
nyt topologian 7x osakokoelma U/, joka siséltdsd tdsmilleen ne alkiot U € 7x, jotka
ovat polkuyhtenéisié ja joille homomorfismi (¢7)«: m1 (U, x) — 71 (X, x) on triviaali jol-
lain z € X. Koska U € U on polkuyhtendinen, pitee itseasiassa, ettd homoformismi
()« m(U,z) = m1 (X, x) on triviaali kaikilla z € U.

Joukoilla U on térkeé rooli avaruudessa X. Ne muodostavat avaruuden X topologian
kannan. Tarvitsemme jatkossa kuitenkin ainoastaan seuraavan havainnon.

Tehtiava 135. Olkoon V. C X epdtyhji avoin joukko ja x € V. Tdllin on olemassa
U €U, joka on pisteen x ympdiristo ja joka sisdltyy joukkoon V eli U C V.2

Huomautus 7.1.3. Edellisestd tehtdvistd seuraa, ettd kokoelma U on avaruuden X to-
pologian kanta eli jokainen avaruuden X avoin joukko on yhdiste kokoelman U alkioista.

Siirrytéisn nyt valitsemaan osajoukkoja avaruudesta X. Ni#mé joukot tulevat muo-
dostamaan avaruuden X topologian kannan. Kiytetién hyviksi jo médrittelemésimme
kuvausta p: X — X, joka liittdd jokaiseen homotopialuokkaan 7 polkujen yhteisen
péétepisteen y(1).

Katso liite A
2Tehtivissi tarvitaan molempia tietoja, ettd X on lokaalisti polkuyhtendinen ja semilokaalisti yh-
destiyhtenéinen.
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Olkoon U € U ja v € P(X, xg) polku pisteesti z( pisteeseen v(1) € U. Merkitdan
Us ={7%o € X: 0 €PU,~(1))} C X.

Huomaa, ettd P(U,~(1)) on siis niiden polkujen o: [0, 1] — U joukko, joilla pétee o(0) =

v(1).
Joukko Uy todellakin riippuu ainoastaan homotopialuokasta 7 eikéd edustajasta ~.

Tehtédva 136. Olkoot yi: [0,1] — X polkuja (k = 1,2) pisteestd xo pisteeseen xz € U.
Jos 41 = 73, niin

(MrxoeX:0ePU~1)}={m*xceX:0ePU~(1))}.
Itseasiassa joukko Uy ei myoskddn riipu polun v péétepisteests seuraavassa mielessé.

Tehtava 137. Olkoon U € U ja olkoot v: [0,1] = X ja o: [0,1] = X polkuja pisteesti
xg joukoon U eliy(1) € U ja o(1) € U. Tdllin Uy = Us, jos ¢ € Uy.

Merkinta 7.1.4. Merkitidn
U={U;:Uecl, ye X, p(y) €U}
Kokoelma U luonnollinen seuraavassa mielessi.

Tehtiva 138. Olkoot U € U ja 5 € X homotopialuokka, jolle pitee p(3) € U. Tillgin
p|Us: Us = U on bijektio.

Valitaan nyt joukolle X topologia, joka on kokoelman U generoima (vrt. lause A.2.3).
T&ta varten tarkistetaan, ettd kokoelma U toteuttaa seuraavan ehdon.

Tehtiava 139. Olkoot U,V € U ja 7,0 € X. Oletetaan, ettd Joukoilla Uy, , V5, € U on
epétyhji leikkaus. Olkoon ¢ € Us, N V5,. Tdlloin on olemassa sellainen W € U, ettd
Ws C U:ﬂ N V»—YQ.g

Lause 7.1.5. Kokoelma R ~
¢ ={ U B:U cu}
Belt!

on joukon X topologia, jonka kanta on U.

Todistus. Lauseen A.2.3 perusteella riittda tarkastaa kaksi ehtoa. Ensimmaéinen ehto on,
ettii kokoelman U alkiot peittévit joukon X. TAmi on triviaalisti totta, koska jokainen
piste ¥ € X kuuluu joukkoon Us € U.

Toinen vaadittava ehto on, ettd mikili kaksi kokoelman I/ alkiota U,, ja V,, leikkaa-
vat, niin jokainen piste € U,, NV, kuuluu johonkin joukkoon B € U, joka puolestaan
siséltyy leikkaukseen U,, N V,,. Tehtdvén 139 perusteella tdmé ehto toteutuu. O

3T4ssé tarvitaan tehtéivis 135.
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7.1.3 Avaruus X on peiteavaruus

Osoitetaan nyt, ettéd tilld topologialla 7¢ on halutut ominaisuudet eli ettd p: X -5 X
on peitekuvaus. Seuraavassa luvussa osoitetaan, ettd X on yhdestiyhtenéinen.

Tehtéva 140. Olkoon V C X avoin joukko. Tdlldin p~ 'V on avoin Jjoukko avaruudessa
X elip™'V € 75 . Ndin ollen kuvaus p: X — X on jatkuva kuvaus, kun X varustetaan
topologialla T .

Lause 7.1.6. Kuvaus p: X — X, 5 +— (1), on peitekuvaus.

Todistus. Koska p on jatkuva surjektio, niin riittdd osoittaa, ettd jokaisella pisteelld
x € X on peiteympdristo U peitekuvauksessa p.

Olkoon x € X. Olkoon U € U jokin joukko, joka sisdltda pisteen x. Talloin tehtavien
136 ja 137 perusteella p_lU = U@ Us, missé yhdiste on yli kaikkien homotopialuokkien
5 € p~!(z). Lisiiksi joko Uy = Us (jos ¥ = ) tai Uy N Uz = 0 (jos ¥ # ). Néin ollen
riittdd osoittaa, ettd kuvauksen p rajoittumat p|Us: Uy — U ovat homeomorfismeja
kaikilla 5 € p~!(x).

Olkoon ¥ € p~!(x). Tehtdvin 138 perusteella p|Us: U5 — U on bijektio. Osoite-
taan ensin, ettd p|Uy on jatkuva. Maéritelméan nojalla tulee siis osoittaa, ettéd jokaisella
avoimella joukolla V' C U, joukko (p|Us)~'V on avoin joukon Us relatiivitopologiassa.

Olkoon V' C U avoin joukko. Talléin Vy C Usy. Koska (p|U;Y)71 V =V; €71g,o0n
kuvaus p|Uy jatkuva lauseen A.4.3 nojalla.

Osoitetaan nyt, ettd kuvaus (p|Uy) ' U — Us on jatkuva. Osoitetaan, etté jokaiselle
z € U ja pisteen (p|Us) ' (z) ympéristélle W C Uy voidaan valita pisteen x ympéristo
V C U, jolle piitee (p|U5)~'V C W. Lemman A.3.3 perusteella (p|Us)~*V on tillsin
avoin.

Olkoon z € U ja W C Us pisteen 6 = (p|Uy)~1(z) ympérists. Télléin topologian
T méidritelmén nojalla on olemassa joukko V5 € U, joka sisiiltyy joukkoon W. Koska
(p|U5)Vs = pVz =V ja V on pisteen x ympéristo, niin V' on haluttu joukko. O

7.1.4 Avaruus X on yhdestiyhtensinen

Osoitetaan lopulta, ettéi X on avaruuden X universaalipeiteavaruus.

Lause 7.1.7. Avaruus X on polkuyhtendinen, lokaalisti polkuyhtendinen ja yhdestiyh-
tendinen.

Korollaari 7.1.8. Avaruus X on avaruuden X universaalipeiteavaruus.

Todistus. Koska p: X — X on peitekuvaus ja X on yhdestiyhtendinen, on X avaruuden
X universaalipeiteavaruus. O

Aloitetaan lauseen 7.1.7 todistus havainnolla. Olkoon z € X ja ¢;: [0,1] — X vakio-
polku ¢t — x. Huomaa, etté tillsin ¢; € X. Olkoon 4 € X ja olkoon jokaisella s € [0, 1]
Vst [0,1] = X polku ys(t) = y(st).
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Tehtava 141. Tdlloin p(75) = (s) jokaisella s € [0,1]. Lisdksi kuvaus 7: [0,1] — X,
s — s, on jatkuva.

Tehtdvd 142. Polku 4 on polun v pisteesti ¢y alkava nosto kuvauksessa p, joka
padttyy pisteeseen 7.

Lauseen 7.1.7 todistus. Tehtivin 141 perusteella jokainen piste ¥ € X voidaan yhdistéé
polulla pisteeseen ¢,,. Néin ollen X on polkuyhtenéinen.

Avaruus X voidaan osoittaa lokaalisti polkuyhteniiseksi seuraavasti. Olkoon 5 € X
ja U € U joukko, joka on pisteen p(5) = (1) ympéristo. Koska U on polkuyhtendinen
ja p|Us: Uy — U on homeomorfismi, niin myos Uy on polkuyhtendinen. Avaruus X on
siis lokaalisti polkuyhten&inen.

On siis jéljellii osoittaa, ettéi X on yhdestiyhtensinen. Koska p, : m1 (X, &g) — 71 (X, 20)
on injektio, riitéi osoittaa, etti p.ri(X,Cag) = {[ca0l}-

Olkoon 7: [0,1] — X sellainen silmukka pisteessi xo, ettéi [7] € p.m1 (X, Gay). Koska
[v] € pem1(X,Cag), on olemassa silmukka o: [0,1] — X pisteessii ¢y, jolle pitee pi[o] =
-

Olkoon #: [0,1] — X polun ~ pisteesti &,, alkava (yksikisitteinen) nosto peiteku-
vauksessa p. Koska p o ¢ ja v ovat homotooppisia ja homotooppisten polkujen nostoilla
on samat péétepisteet (tehtdavé 96), niin (1) = o(1) = ¢,. Erityisesti siis 4 on silmuk-
ka pisteessd ¢z,. Koska 4(1) = 4, niin téllin ¢, = 7 eli polku v on homotooppinen
vakiopolun ¢, kanssa. Niin ollen [y] = [¢g,]. Tdma havainto pééttéé todistuksen. [

7.2 Projektiiviset avaruudet RP" ja Mo6biuksen nauha

Tarkastellaan luvun lopuksi vield kahta esimerkkid, joissa peiteavaruuksien avulla voi
laskea avaruuden perusryhmén.

Projektiivinen avaruus RP™ voidaan mééritelld useilla ekvivalentilla tavoilla. Yksi
néistd on seuraava. Madritellddn ekvivalenssirelaatio ~ pallolla S™ kaavalla x ~ v, jos ja
vain jos y = = tai y = —z. Ekvivalenssirelaatio siis samaistaa antipodipisteet = ja —x
kaikilla x € S™.

Merkinta 7.2.1. Merkitadan
RpP*=8"/ ~.
Avaruudella RP"™ on mielenkiintoisia ominaisuuksia.

Tehtdvi 143. Avaruus RPY on homeomorfinen ympyrin S' kanssa.*

Avaruudet RP", kun n > 1, eivit sen sijaan ole homeomorfisia pallojen S™ kanssa.
Téamén viitteen todistaa helposti perusryhmén avulla. Riittdd osoittaa, ettd RP™ ei ole
yvhdestiyhtenédinen. Etsitddn kuitenkin avaruuden RP™ perusryhma.

Tehtédva 144. Tekijikuvaus p: S* — RP™, x — [x], on peitekuvaus kaikilla n > 1.

4Todistus piirtdmalla.
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Tehtiava 145. Kuvaus o: S™ — S", x — —z, on peitekuvauksen p ainoa epdtriviaali
peitetransformaatio.

Tehtava 146. Ryhmd w1 (RP™,[e1]) on isomorfinen kahden alkion ryhmdin Zs kanssa.

Ryhmién 1 (RP", [e1]) laskemisessa kéytettiin kuin varkain tietoa, ettd S™ on ava-
ruuden RP"™ universaalipeite.

Tarkastellaan nyt Mobiuksen nauhaa. My6s téssé tilanteessa on olemassa hyvin sa-
mankaltainen peitekuvaus. Perusryhmé on kuitenkin eri.

Olkoon f: [0,27] — R2, ¢+ (cost,sint) ja merkit#in

M = {2(£(£),0) + s(cos(t/2) £ (1), sin(t/2)) € B3: (£, 5) € [0, 27] <_; ;) 1
Tehtava 147. Piirra M.

Tehtivi 148. On olemassa peitekuvaus p: S' x (—1,1) — M, jolle pétee #p~t(z) = 2
kaikilla x € M .°

Koska S' x (—1,1) ei ole yhdestiyhteniinen, ei tistd voida kuitenkaan p#itelld, etti
m1(M,e1) = Zsy. On olemassa kaksi eri reittid p#ételld, ettd Mobiuksen nauhan perus-
ryhmé on Z.

Tehtava 149. On olemassa peitekuvaus p: R x (=1,1) — M, jonka peiteryhmd on
DR x (—1,1),) = {(2,y) = (x + 7k, (~1)¥y): k € Z} = Z.

Tehtiva 150. Mobiuksen nauha M on homotopiaekvivalentti ympyrin S' kanssa.

7.3 Lisaa tehtavia

Mobiuksen nauha on tietysti tunnettu ominaisuudestaan, ettd se on suunnistumaton
pinta. Emme télld kurssilla ldhde méaritteleméadn suunnistusta tai todistamaan taté
tulosta. Lukija voi kuitenkin huvittua seuraavista tuloksista.

Tehtéva 151. « Joukko M \ (S'(0,2) x {0}) on yhtendinen.
Téamén havainnon perusteella voi osoittaa seuraavan hauskan faktan.

Tehtava 152. x Mobiuksen nauha M on homotopiaekvivelentti, mutta ei homeomorfi-
nen, sylinterin S* x (—1,1) kanssa.

SEli p on ns. kaksi-yhteen peitekuvaus.
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Luku 8

Kahdesti punkteerattu taso ja
vapaat ryhmét

Tiedimme jo, ettd R?\ {#e;} on homotopia ekvivalentti avaruuden R = S'(e1,1) U
S1(—e1,1) C R? kanssa. Taméin vuoksi riittds 16ytés perusryhmé 71 (R, 0).

Lause 8.0.1. Perusryhmd 71 (R,0) on isomorfinen ryhmdin Fa, eli kahden alkion vi-
rittdmdn vapaan ryhmdn, kanssa.

Palautetaan ensin mieleen, mité perusryhmistd I' = m1(R,0) tiedetdén. Olkoot
Ye: [0,1] — R silmukoita y1(t) = e; — €™ ja yo(t) = —e; + 2™, missi t € [0,1].
Olkoot a = [y1] ja b = [y2] vastaavat perusryhmén m1(R,0) alkiot. Ryhmé I' tietysti
sisiltid kaikki homotopialuokat wy - - - wy, missd w; € {a,a™1,b,b671} ja k > 0. Lauseen
8.0.1 sanookin nyt, ettéd kaikki ryhmén alkiot ovat tédtd muotoa ja ettd ryhmé I' vastaa
talldisten sanojen muodostamaa luonnollista ryhméa.

Avaruutta R kutsutaan joskus kahden terdlehden ruusuksi. Lauseen 8.0.1 todistuksen
idea on seuraava. Konstruoidaan ruusulle peiteavaruus R, joka on yhdesti yhteniinen.
Osoitetaan, etti peitekuvaus R — R on sellainen, ettd sen peiteryhmé on isomorfinen
ryhmén Fo kanssa. Nyt korollaari 6.5.2 antaa, ettd perusryhmé 7 (R, 0) on isomorfininen
ryhmén Fy kanssa. Aloitetaan ryhmisté Fo ja palataan sitten avaruuteen R.

8.1 Ryhmi F,

Olkoon S mielivaltainen joukko, jonka alkiota kutsutaan jatkossa kirjaimiksi ja joukkoa
S aakkostoksi. Olkoon k > 0. Kuvausta w: {1,...,k} — S sanotaan sanaksi. Lukua k
kutsutaan sanan w pituudeksi. Mikéli & = 0, joukko {1, ..., k} tulkitaan tyhjéksi joukoksi
ja vastaavaa kuvausta sanotaan tyhjiksi kuvaukseksi 0: ) — S. Sanan w: {1,...,k} —
S saamat arvot esitetééin yleensd w; = w(j) ja koko sana esitetdédn muodossa w =
w(w(2) - w(k) = wy -+ - wy. Merkitadn kaikkia kirjaimista muodostettavien sanojen
joukkoa symbolilla W(S).

Esimerkki 8.1.1. Olkoon S = {a,b}. Kaikki joukon S kirjaimista muodostettavat pi-
tuudeltaan alle kolmen kirjaimen sanat ovat (), a, b, aa, ab, ba ja bb.
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Tehtava 153. Kirjaimista S muodostettavien sanojen joukko on Uk’ZO Sk,

Joukossa W(S) luonnollinen laskutoimitus on sanojen yhdistdminen. Olkoot u =
Up - Uy ja v =1 - - vy, sanoja joukossa W(S). Médritellddn sana uv kaavalla

UV = UL+ U V] * * * Upy. (8.1)
Tehtava 154. Kaava 8.1 mddrittelee laskutoimituksen W(S) x W(S) — W(S).
Sanojen yhdistdminen antama laskutoimitus ei kuitenkaan tee joukosta W(S) ryhméé.

Tehtavi 155. Sanojen yhdistiminen on listdnndinen laskutoimitus ja silld on neutraa-
lialkio. Muilla alkioilla kuin neutraalialkiolla ei ole kddnteisalkioita.

Ryhmirakennetta varten laajennetaan aakkostoa S. Olkoon S’ mielivaltainen joukko,
jolla ei ole yhteisis alkiota joukon S kanssa ja joka on bijektiivinen joukon S kanssa.!
Olkoon ¢: S — S’ bijektio. Tarkastemalla laajempaa sanojen W(SUS") joukkoa voidaan
miédritelld formaalisti sanoille W(S) kddnteisalkiot kidyttden joukkoa W(S’) seuraavasti.

Olkoot u ja v sanoja joukossa W(SUS’). Sanotaan, ettd sana v on sanan u reduktio?,
jos on olemassa s € S ja sellaiset sanat wy, ws € W(S U S’), etté pitee joko

u=wisp(s)wy tal u=wip(s)sws
ja
vV = Wiws.

Sanaa wu sanotaan minimaaliseksi, jos silli ei ole (epétriviaaleja) reduktioita. Sanaa v
sanotaan sanan u redusoiduksi muodoksi, jos on olemassa sanat u = wy,..., W = v €
W(S US"), missi w; 41 on sanan w; reduktio jokaisella t =1,... &k — 1.

Tehtdva 156. Jokaisella sanalla u € W(S U S') on yksikdisitteinen redusoitu muoto.

Sanoja u ja v sanotaan ekvivalenteiksi ja merkitddn u ~ v, jos niilli on sama re-
dusoitu muoto.

Tehtidva 157. Joukon W(S U S’) relaatio ~ on ekvivalenssirelaatio.
Merkinté 8.1.2. Olkoon w € W(S U S"). Merkitdidin

(w] ={ueW(SUS): u~uw}.
Merkinta 8.1.3. Merkitddn
F(S) =W(SUS)/~ (={[w]: we WS US)})
ja, mikdli S on ddrellinen joukko,

Fus = F(S).

'Tslliisen joukon 16ytis vaikka asettamalla ' = S x {1}.

2Eli supistus.

3Vinkki: Jos olisi sana w, joilla olisi useampi redusoitu muoto, niin t&llsin olisi lyhin télldinen sana
w. Aina voi kuitenkin konstruoida lyhyemmén. Ristiriita.
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Sanojen yhdistdmisen laskutoimitus laskeutuu luonnollisesti tekijiavaruuteen F(.S)
ja tekee siitd ryhmén.

Tehtava 158. Laskutoimitus -: F(S)xF(S) — F(S), ([u], [v]) — [wv], on hyvin mddritelty.
Tehtéva 159. Kaikilla s € S pitee [s]7! = [p(s)] ja [p(s)] ! = [s].%
Tehtava 160. Pari (F(S),-) on ryhmd.

Maaritelmé 8.1.4. Ryhmdd F(S) = (F(S), -) kutsutaan joukon S virittdméksi vapaaksi
ryhméksi.

Nimitys vapaa ryhmé tulee huomiosta, ettd ryhmén F(S) alkioiden vélilla ei ole
epétriviaaleja relaatioita. Emme téssd formalisoi tdtd hieman epaméardistd ilmaisua.
Osoitetaan kuitenkin, ettd vapailla ryhmilld on seuraava universaaliominaisuus, joka
vastaa tuttua lineaarialgebran tulosta, etté lineaarikuvaus méa&rdytyy kannan arvoista.

Tehtédva 161. Olkoon S joukko, G ryhmi ja ¢: S — G kuvaus. Tdlldin on olemassa
homomorfismi 1p: F(S) — G, jolle pitee ([s]) = ¢(s) kaikilla s € S;

¢ o

Té&ll4 universaaliominaisuudella on monia seurauksia. Yksi on, ettd ryhmé F(S) riip-
puu ainoastaa joukon S kardinaliteetista.

Tehtivi 162. Olkoon f: S — R bijektio. Tilloin on olemassa ryhmdisomorfismi f: F(S) —
F(R), jolle piitee f([s]) = f(s) kaikilla s € S.

Olemme nyt konstruoineet yleiset vapaat ryhmét. Kahden alkion virittdméa vapaa
ryhmé& Fy on niistd siis yksi erikoistapaus.

8.2 Cayley-graafi Cay(F,,.S)

Téssé lyhyessé luvussa esittellddn hieman terminologiaa liityen ryhmien Cayley-graafeihin.
Luvun tarkoituksena on pohjustaa ruusun R peiteavaruuden R konstruktiota ja yhteytta
ryhmé&an Fo.

Maaritelma 8.2.1. Olkoon V' joukko. Paria I' = (V,E), missié E on joukko E C
Hz,y}: =,y € V}, kutsutaan graafiksi. Joukkoa V' kutsutaan graafin T kdrkipisteiden
(engl. "vertices’) joukoksi ja joukkoa E sivujen (engl. ’edges’) joukoksi.

*Yleensd merkitdinkin lyhyesti s ! = ¢(s).
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Olkoon I' = (V, E) graafi. Joukon V" alkiota x,y € V sanotaan naapureiksi graafissa
T, jos {z,y} € E. Télloin merkitdén x ~ y. Graafi I' on yhtendinen, jos kaikilla z,y € V
on olemassa sellaiset alkiot z1,...,z; € V, joille péitee xt = xg ~ 21 ~ -+ ~ 2 = y.
Alkioiden z,y € T etdisyys dr(z,y) graafissa T' on

dr(z,y) =min{k > 0: z =xo~x92 ~ - -~z =y} € NU{o0}.
Tehtiava 163. FEtdisyysfunktio dp on metriikka joukossa V', jos graafi I' on yhtendinen.

Ryhmé&in G ja sen kiinnitettyyn virittdjdjoukkoon S voidaan liittda luonnollisella
tavalla graafi.

Maisritelma 8.2.2. Ryhmdd G sanotaan osajoukon S C G virittaméksi, jos
G=(S):={s{" - spk:s1,...,80 €8, ai,...,ap € {£1}, k € Z}.

Talldistd osajoukkoa S sanotaan ryhmdn G virittdjajoukoksi. Ryhmdd sanotaan dérellisesti
viritetyksi, jos silld on ddrellinen virittdjijoukko.

Msiaritelmi 8.2.3. Ryhmdin G Cayley-graafi virittdjajoukon S suhteen Cay(G,S) on
graafi (G,{{g,9s}: g € G, s€ SUS™'}).

Tehtdva 164. Cayley-graafi Cay (T, .S) on aina yhtendinen.

Tehtava 165. Etdisyysfunktion dr antama metriikka on ryhmdn G sanametriikka dg
virittdjajoukon S suhteen:

ds(g,h) = |lgh™ ",

missi g, h € G ja
llg|| = min{k > 0: g =51 --- 5, 5, € S}.

Edellisen tehtdvén perusteella Cayley-graafin Cay(G,S) suljettupallo Br(e, k) met-
riikassa dr on joukko

Br(e,k)={g€G:g=s1--80, 8; €S, { <k}.

Tehtava 166. Olkoon Fy = F({a,b}). Piirrd metriset pallot Br(e,k) C Fyo Cayley-
graafiin T' = Cay(Fg, {a,b}), kun k =0,1,2, 3.

8.3 Cayley graafista universaalipeitteeseen R

Avaruuden R konstruktion voi esittéis ilman ekskursiota Cayley-graafeihin. Vapaan
ryhmén Cayley-graafi asettaa kuitenkin konstruktion oikeaan kontekstiin, kuten (toi-
vottavasti) seuraavasta esityksestd huomataan.

Aloitetaan havainnolla, ettéd tehtdvén 166 perusteella vapaan ryhmén Fo = F({a, b})
Cayley-graafi Cay(Fa, {a,b}) on “puu”. Tdméa “puu” koostuu numeroituvasta méidrasté
kérkipisteitd ja sivuja. Tamé& kombinatoorinen objekti vaihdetaankin nyt vastaavaan
topologiseen objektiin, jota joskus kutsutaan simplisiaaliseksi puuksi. Konstruoimme
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nyt timin topologisen avaruuden tiss# erikoistapauksessa.® Merkitiin I' == (Fo, E) =
Cay(F27 {a7 b})

Olkoon T' = E x [0, 1]. Asetamme joukkoon T" topologian seuraavasti. Sanotaan, etté
K C T on suljettu, jos K N {e} x [0,1] on suljettu jokaisella e € E. Mééritelldén nyt
7r ={T\ K: K on suljettu.}.

Tehtiava 167. Kokoelma T on joukon T topologia.

Misritelliin nyt R avaruuden (T, 7r) tekijdavaruutena. Ennen tarvittavan ekviva-
lenssirelaation méaarittelemistd tehddédn kuitenkin ensin pieni havainto.

Tehtéva 168. Mikili e = {g,h} € E, niin tilloin joko ||g|| < ||h|| tai ||g|| > ||R||.

Téamén havainnon perusteella on olemassa hyvin mééritellyt kuvaukset ey : E — Fo
jae_: E — Fy, joille pétee e = {e_(e),es(e)} ja ||e—(e)|| < |le+(e)]| kaikilla e € E.

Tehtidva 169. Kaikilla e € E pdtee joko es(e) = e_(e)[a] tai ey(e) = e_(e)[b].

Olkoon nyt ~r sellainen ekvivalenssirelaatio, ettd (e, t) ~r (¢/,t'), jos ja vain jos

es(e) =e_(¢) er(e) =e_(e)
t=1 tai t=0
=0 =1

Merkints 8.3.1. Olkoon R joukko
R=T/~r.
Topologinen avaruus R on tekijiavaruus (R,TT/VF). Kanonista tekijikuvausta (e,t) —
[(e,t)] merkitiin pr: T — R.
Tehtdvi 170. Piirrd avaruus R.
Vaikka avaruus R vaikuttaakin erikoiselta on se tissé yhteydessé luonnollinen.

Tehtdva 171. Madritellian jokaisella g € Fo kuvaus ¢q: T — T kaavalla ({h, h'},t) —
({gh, gh'},t). Tilloin ¢4 on hyvin mddritelty ja jatkuva jokaisella g € Fo. Lisdksi gog_l =
g1 J0 Pgg = g0 Py kaikilla g,g" € Fa.

Tehtava 172. Jokaisella g € Fa on olemassa jatkuva kuvaus @ : R — R, joka toteuttaa
ehdon pr o @4 = @40 pr;

f>R
Pg

Tehtivin 171 perusteella ryhmd Fy toimii avaruudessa R.

SToinen vaihtoehto olisi konstruoida suoraan osajoukko R C RZ?, jolla on samat ominaisuudet.
Talldinen konstruktio ei kuitenkaan ole havainnollisempi.
5Tams havainto pétee ainostaan vapaille ryhmille!
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Huomautus 8.3.2. Tehtdvin 172 ilmidtd kutsutaan kuvauksen (ja toiminnan) laskeu-
tumaseksi tekijGavaruuteen.

Osoitetaan nyt vihdoinkin, ettd R on avaruuden R peiteavaruus.

Tehtdva 173. Kaavalla

(1), jos ex(c) = e (e)[a
e, Bl = { 12(t), Jos eale) = e

madritelty kuvaus pr: R — R on hyvin madritelty.
Tehtava 174. Piirrd kuvaus pgr.
Tehtava 175. Kuvaus pr on peitekuvaus.
Osoitetaan nyt kuvauksen pp peiteryhmé on {@¢g: g € Fo} = Fy.

Tehtidva 176. Olkoon z € R ja x,y € p]}l(z). Tdlloin on olemassa sellainen g € Fo,
etti pq(x) = y. Toisaalta pr o pg = pr kaikilla g € Fo.

Viimeisend vaiheena on jiljelld osoittaa, ettd avaruus R on yhdesti yhten#inen. Osoi-
tetaan tdmi todistamalla, ettd avaruus R on itseasiassa kutistuva.

Olkoon Ej = {e € E: |lex(e)|| < k} ja Ty, = E x [0,1] jokaisella k& > 0. Merkitaan
my6s By = pr(T}) jokaisella k > 0.

Tehtava 177. Piirrd By, kun k =0,1,2,3.

Tehtava 178. On olemassa homotopia Hy: Bs X [0,1] — Ba, jolle pitee Ha(y,0) =y
ja Hy(y,1) € By kaikilla y € Bs ja Ho(x,s) = = kaikilla x € By ja s € [0,1].7

Tehtava 179. Jos jokaisella k > 1 on olemassa homotopia Hy: By x [0,1] — By, jolle
pitee Hi(y,0) =y ja Hi(y,1) € By kaikilla y € By ja Hy(x,s) = x kaikilla x € Bx_1 ja
s € [0, 1], niin tillsin on olemassa homotopia H: R x[0,1] — R, jolle pitee H(y,0) =y
ja H(y,1) = [(er,,0)] kaikilla y € R.

Tehtdva 180. Avaruus R on kutistuva.
T&amé tehtdvé padtti lauseen 8.0.1 (pitkén ja polveilevan) todistuksen.

Lauseen 8.0.1 todistus. Tehtdvan 175 perusteella R on avaruuden R peiteavaruus ja
pr: R — R peitekuvaus. Tehtéivin 176 perusteella peitekuvauksen pg peiteryhmi D(pg)
on isomorfinen vapaan ryhmin Fy kanssa. Koska R on kutistuva tehtéivin 180 perusteel-
la, on korollaarin 6.5.2 nojalla 71 (R, 0) isomorfinen peiteryhmén D(pr) kanssa ja siten
isomorfinen vapaan ryhmén Fy kanssa. Lause on todistettu. ]

"Vihje: Piirra kuva.
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Liite A
Yleiset topologiset avaruudet

Téassd luvussa esitellddn hyvin lyhyesti késitteitéd ja tuloksia, joita tarvitaan universaa-
lipeiteen konstruktiossa ja peiteavaruuksien luokittelussa. Laajemmin asiaa késittelee
esimerkiksi J. Viisdldn “Topologia II”.

Joukon topologia mééritelldan kertomalla, mitd osajoukkoja kutsutaan avoimiksi
joukoiksi. Formaali mééritelmé on seuraava.

Miaritelmi A.0.3. Olkoon X joukko. Potenssijoukon P(X) osajoukko T on joukon X
topologia, jos seuraavat ehdot toteutuvat:

(a) DeT ja X €eT,
(b) T sisdltid jiasentensd ddrelliset leikkaukset®, ja
(c) T sisiltid jisentensi (mielivaltaiset) yhdisteet®.

Paria (X, T) kutsutaan topologiseksi avaruudeksi ja kokoelman 7 alkioita kutsutaan ava-
ruuden (X, 7) avoimiksi joukoiksi.

Suljetut joukot ovat avointen joukkojen komplementteja.

Miaritelmé A.0.4. Topologisen avaruuden (X, T) osajoukko A C X on suljettu, jos
X\ A on avoin eli X \ A€ 7.

A.1 Esimerkkejia

Esimerkki A.1.1. Olkoon (X,d) metrinen avaruus. Mddritellddn kokoelma 7(x 4y C
P(X) siten, etti joukko U C X kuuluu kokoelmaan T(x,d), Jos jokaisella x € U on
olemassa sellainen r > 0, ettd Bq(x,r) C U. Tdlldin 7(x 4y on topologia.

Esimerkki A.1.2. Olkoon X joukko. Tdlloin T = {0, X} on topologia.

'Bli kaikilla k > 1 ja Q1,...,Q € 7 pitee Q1 N---NQy € 7.
Eli Uge, Q € 7 jokaisella osajoukolla 7/ C 7.

o6



Esimerkki A.1.3. Olkoonm: X — Y kuvaus ja (X, T) topologinen avaruus. Mdadritelldin
. ={U CY: 7 U € 7}. Tdlloin (Y,7,) on topologinen avaruus.

Madritelma A.1.4 (Relatiivitopologia). Olkoon (X, T) topologinen avaruus ja A C X.
Joukon A relatiivitopologia on kokoelma

T A={UNACA:Uer}

Esimerkki A.1.5. Metrisen avaruuden (X, d) osajoukon A relatiivitopologia on metrii-
kan d rajoittuman d s mddrddmd topologia joukkoon A (eli metrisen avaruuden (A,dy)
topologia,).

A.2 Topologian kanta

Maisritelma A.2.1. Topologian T osajoukko B on kanta, jos jokainen joukko U € T on
yhdiste kokoelman B joukoista, jotka sisdltyvit joukkoon U, eli

U= |J B

BeB

BCU
Esimerkki A.2.2. Olkoon (X,d) metrinen avaruus. Tdilléin B = {Bg(x,r) C X: z €
X, r >0} on topologian T(x 4) kanta.

Lause A.2.3 (Kannan generoima topologia). Olkoon B kokoelma joukon X osajoukkoja,
joka toteuttaa seuraavat ehdot:

(1) X =Upep B ja

(2) kaikilla By, By € B ja jokaisella x € By N By on olemassa joukko B € B, joka
toteuttaa ehdot x € B C B1 N Bs.

Talloin kokoelma
7=/ U B: B c B}
BepB’!

on avaruuden X topologia ja B on tdmdn topologian kanta.

Todistus. Selvisti X € 7, koska voidaan valita B’ = B. Toisaalta myos () € 7, silli
voidaan valita B’ = (). Néin ollen ehto (a) on voimassa.

Osoitetaan nyt vaatimus (b). Olkoot Uy, ..., Uy € 7. Tulee osoittaa, ettd on olemassa
osajoukko B’ C B, jolle pitee U := Ui N---NUy = Ugep B-

Kokoelman 7 méaritelmén perusteella, jokaisella 57 = 1,..., k voidaan valita sellainen
osajoukko B;- C B, ettd Uj = |Jgep B Valitaan nyt jokaisella z € U joukko B, € B
seuraavasti. Valitaan jokaisella j :]1, ...,k joukko B; € Bj, joka sisdltdd pisteen x.
Merkitéén induktiota varten Bf = B;. Ehdon (2) perusteella voidaan nyt induktiivisesti
valita joukot B} € B (j = 2,...,k), jotka toteuttavat ehdot » € B} C B;_; N B;. Niin
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saatu joukko Bj toteuttaa ehdot x € x € B}, C U; jokaisella j = 1,..., k. Valitaan nyt
B, =B,
Edellisen konstruktion perusteella

U=|J{z}c|JB.CU.
zelU xzelU
Voimme siis valita B’ = {B,: z € U}.

Osoitetaan vield, ettd 7 toteuttaa vaatimuksen (c). Olkoon 7" C 7 osajoukko. Ko-
koelman 7 médritelmén nojalla, jokainen U € 7" on yhdiste kokoelman B joukoista. Niin
ollen joukko (J7" = [Jye U on yhdiste kokoelman B erédiden osakokoelmien alkiosta.
Néin ollen yhdiste |J 7' kuuluu kokoelmaan 7 eli ehto (¢) toteutuu. (Lukija voi haluta
kirjoittaa ndmé osakokoelmat tarkemmin auki.) O

A.3 Jatkuvat kuvaukset

Kuvaus f: X — Y topologisten avaruuksien vililld on jatkuva, jos jokaisen avaruuden
Y avoimen joukon alkukuva on avoin avaruudessa X. Formaalimmin saman voi sanoa
seuraavasti.

Misaritelmid A.3.1. Kuvaus f: (X,7x) — (Y,7y) topologisten avaruuksien vdililli on
jatkuva, jos f~ U € 7x jokaisella U € 1y .

Jatkuvuuden voi myds karakterisoida suljettujen joukkojen avulla.

Lemma A.3.2. Kuvaus f: X — Y on jatkuva, jos jokaisen avaruuden Y suljetun
joukon alkukuva on avoin avaruudessa X .

Todistus. Olkoon U C Y avoin. Téllsin X \ U on suljettu avaruudessa Y. Oletuksen
nojalla, f~1(Y \ U) on suljettu. Niin ollen joukko

X\ U =Y \0U)
on suljettu. Joukko f~'U on siis avoin. Kuvaus f on niin ollen jatkuva. O

Lemma A.3.3. Kuvaus f: X — Y on jatkuva, jos jokaisella x € X ja pisteen f(x)
ympdristolld V C'Y on olemassa pisteen x ympdristé U C X, jolle pitee fU C V.

Todistus. Olkoon W C Y avoin joukko. Olkoon x € f~'W. Oletuksen perusteella on
olemassa avoin joukko U, C X joka sisdltdé pisteen x ja jolle pitee fU, C W. Niin
ollen U, C f~'W. Téllsin

ffw= U fa3c | Ucr'w

zef~IW z€f~IW
Niin ollen f~'W = Uxef_lw U,. Koska joukot U, ovat avoimia, niin U:J:Ef_lw U, on
avoin. Kuvaus f on siis jatkuva. O
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A.4 Tekijatopologia

Luvuissa 7 ja 8 tarvitaan tekijatopologian késitettd. Olkoon X joukko, ~ ekvivalenssi-
relaatio joukossa X ja p: X — X/~ tekijikuvaus z — [z], missd [z] = {y € X: y ~ x}.

Lemma A.4.1. Olkoon (X, T) topologinen avaruus. Tdlloin
TX//N:{VCXZP_IVET}
on joukon X/~ topologia.

Todistus. Selvisti X/~ ja () kuuluvat kokoelmaan Txp- Olkoot Vi, ... Vi € x4 Koska
p_l(Vl n---N Vk) = p_l(vl) n--- ﬁp_1<vk) €T,

niin ViN---N Vg € Txp.
Olkoon 7" C 7xx osajoukko. Talloin

p_1<U V) = U ptVer
Ver! Ver!
Nain ollen Jy, .V € Tx - Kokoelma 7x,, on siis topologia. ]

Maéritelméd A.4.2. Joukon X/~ topologiaa Tx sanotaan tekijitopologiaksi ja ava-
ruutta (X/~,7xx) avaruuden X tekijiavaruudeksi.

Lause A.4.3. Jos A C X on topologisen avaruuden (X,7) avoin joukko ja f: X —
Y on kuvaus, niin rajoittuma fl|A: A — Y on jatkuva relatiivitopologiassa T|A, jos
(flA)~YV € 7 jokaisella avoimella joukolla V €Y.

Todistus. Olkoon V C Y avoin. Tulee osoittaa, ettd (f|A)~'V € 7|A. Koska (f|A)~'V
ja A C X ovat avoimia avaruudessa X, niin (f|4)"'V = ((f|4)~'V) N A on avoin
avaruudessa X . Néin ollen (f|A)~1V € 7|A relatiivitopologian miéritelmin nojalla. [

Lause A.4.4. Olkoon (Xfr, Txx) avaruuden (X, 7) tekijéavaruus. Talloin kuvaus p: X —
X/~ on jatkuva.

Todistus. Jatkuvan kuvauksen mééritelméin nojalla riittéié osoittaa, ettd p~'U on avoin
joukko jokaisella avoimella joukolla U C X/~. Tdmé seuraa suoraan topologian TX A
madritelmésté. O

Tekijatopologian merkitys kiteytyy seuraavaan huomioon.

Lause A.4.5. Olkoon f: X —'Y jatkuva kuvaus ja ~y ekvivalenssirelaatio avaruudessa
X, joka on kuvauksen f indusoima eli x ~¢ y, jos ja vain jos f(x) = f(y). Tdlloin on
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olemassa kuvaus f: X/~¢—=Y, joka toteuttaa ehdon f = fopf, missi pr: X — X[~y
on kanoninen projektio x — [z];

X[~y
Jos lisiksi kuvaus f on avoin (tai suljettu) surjektio, niin f on homeomorfismi.

Todistus. Masritellizin kuvaus f kaavalla f([z]) = f(x). Kuvaus on hyvin méisritelty,
koska kaikilla y € [x] pitee f(y) = f(z). Osoitetaan, etti f on jatkuva. Olkoon U C Y
avoin. Koska f on jatkuva, niin f~'U on avoin. Niin ollen p}l(f_’_lU) = U on
avoin. Tekijiatopologian mésritelmin perusteella t#llsin f~'U on avoin. Kuvaus f on
siis jatkuva.

Oletetaan nyt, ettd f on avoin surjektio. T#lloin f on bijektio. Osoitetaan, ettd f—
on jatkuva. Olkoon U C X/~ avoin joukko. Télléin fU = f(p}lU) on avoin. N&in

ollen ( f _1)_1 U on avoin. Kuvaus f~! on siis jatkuva. Vastaavasti osoitetaan, etté f—1,
jos f on suljettu kuvaus. Kuvaus f on siis homeomorfismi. O
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Liite B
Kompleksitaso

Miiritelmi B.0.6. Kompleksitaso C on kunta (R?, +, ), missd - on laskutoimitus

(,y) - (@', y) = (22’ — yy/, vy — 2'y).
Kunnan C alkioita kutsutaan kompleksiluvuiksi.

Laskutoimitus + on tavallinen tason R? yhteenlasku. Kunta C on kommutatiivi-
nen eli vaihdannainen, eli zw = wz kaikilla z,w € C. Reaalilukujen kunta R yleensé
samaistetaan kompleksilukujen alikunnan R x {0} kanssa.

Lukua ¢ = (0,1) kutsutaan kompleksiyksikoksi ja kompleksilukua z = (z,y) mer-
kitdan yleensd z = x + 1y. Huomaa, ettd téssd tehdddn yhteydessd samaistetaan 1 =
(1,0). Tallin

z=(z,y) = (2,0) + (0,y) = 2(1,0) + y(0,1) = = + yi = = + iy.

Kompleksiluvun z = x + iy € C normi |z| on vektorin (z,y) eukliidinen normi
(2% + )2, Kompleksiluvut C varustetaan timin normin antamalla metriikalla (ja
siten eukliidisella topologialla). Metrisesti (ja topologisesti) C on siis taso R2.

Luvun z littoluku on z = x — iy eli Z = (z, —y). Luvun ja sen liittoluvun tulo on
luvun normin neli6 eli zz = |z|?. Luvun z = x + iy # 0 kisinteisalkio on
T —y T —1y

) = .
m2+y2+ $2+y2 :E2_|_y2

=zl = (2) e = (2P ) (e —dy) =

Olkoon z = (x,y) # 0. Tasogeometrian perustella on olemassa tasan yksi 6 €
[0, frm—epi), joka toteuttaa ehdon

z = (z,y) = |z|(cosb,sin ) = |z| (cosf + isin ).

Kulmaa 6 sanotaan luvun z wvaihekulmaksi ja kaavaa z = |z|(cos€ + isinf) luvun z
napakoordinaatti esityksekst.
Trigonometristen funktioiden yhteenlaskukaavojen perusteella

2F = 2| (cos (k@) + isin(k@))
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kaikilla z # 0 ja k € N.
Kompleksinen eksponenttifunktio exp: C — C mééritelldin kaavalla

exp(z) = e* (cosy + isiny).

Télle funktiolle pétee
exp(z + w) = (exp z)(exp w)

kaikilla z,w € C. Koska e* = expx kaikilla € R, niin yleensid merkitdin e* = expz
kaikilla z € C. Huomaa erityisesti, ettd e? € S! kaikilla y € R.
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