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Lukijalle

Lineaarialgebra ja matriisilaskenta I-III luentomonisteet on tarkoitettu kurssimateriaa-
liksi Helsingin yliopiston Matemaattisten tieteiden kandiohjelman vastaavan nimisille
kursseille. Nailla kursseilla késitellddn matematiikan kandiopinnoissa ja matematiikan
sovellusaloilla tarvittavan lineaarialgebran perusteet kolmen periodin aikana.

Téamén kurssimateriaalin tavoitteena on yhdistdd matematiikan perus- ja aineopin-
tokurssit Lineaarialgebra ja matriisilaskenta I ja II tilastotieteen valinnaisten aineopin-
tojen kurssiin Lineaarialgebra ja matriisilaskenta III.

Kurssi Lineaarialgebra ja matriisilaskenta I sijoittuu matematiikan perusopintohin
ja kurssi Lineaarialgebra ja matriisilaskenta IT matematiikan aineopintoihin. Kurssi Li-
neaarialgebra ja matriisilaskenta III on puolestaan aiemmin sijoittunut tilastotieteen ai-
neopintohin. Yhdessa nédmé kurssit muodostavat kokonaisuuden, joka alkaa lineaaristen
yhtaloryhmien ratkaisemisesta ja péédttyy matriisien normaalimuotoihin kattaen seké
konkreettisemman matriisien teorian etté abstraktimman vektoriavaruuksien teorian.

Tamé kolme periodia kestédvé kurssikokonaisuus on pituudeltaan poikkeuksellinen.
Yleensd lineaarialgebran peruskurssi on yhden lukukauden mittainen ja peruskurssin
materiaali rajataan ainoastaan kurssien Lineaarialgebra ja matriisilaskenta I ja II ai-
heisiin ja matriisin normaalimuotoja koskevia tuloksia késitelladn rajoitetusti. Kolmen
periodin mittainen kokonaisuus mahdollistaa kuitenkin aihepiirin kattavan k&sittelyn.
Tamé on térkedd erityisesti teorian soveltamista ajatellen, silld teorian térkeét sovel-
lukset perustuvat nelidmatriisien normaalimuodoista kumpuaviin matriisien syvallisiin
ominaisuuksiin.

Ensimmaéinen kurssi Lineaarialgebra ja matriisilaskenta I keskittyy korostetusti mat-
riisien teoriaan. Konkreettisimmin tdma niikyy sarakeavaruuden R™*! korotustumisena
tavallisemman euklidisen avaruuden R sijaan. Téastéd on hyGtya sekéd kurssin materiaa-
lin konkreettisessa soveltamisessa ettd teoreettisesti. Konkreettisimmillaan tdmé& nikyy
yhdenmukaisina merkintdind matriiseille ja vektoreille seké matriisitulon luonnollisuu-
tena. Teoreettisemmin téstéd valinnasta on hyotyé aliavaruuksien teorian soveltamisessa
matriisien nolla- ja sarakeavaruuksiin seké lineaarisen geometrian ja matriisiyhtdloiden
vélisen yhteyden korostumisena. Huomautuksena sanottakoon, ettéd aliavaruuksien ylei-
nen dimensioteoria on téssé esityksessé siirretty seuraavalle kurssille Lineaarialgebra ja
matritsilaskenta I1.

Determinanttien teoriaa on késitelty tavallista laajemmin kurssin Lineaarialgebra
Ja matriisilaskenta I materiaalissa kdyttden tilavuusmuodon késitettd. Témén laajem-
man késittelyn ajatuksena on koota kaikki tarvittava yhteen ldhteeseen myohempéd



kiyttoa varten. Tilavuusmuodon esittely antaa mahdollisuuden johtaa tarkasti deter-
minanttien teorian yleisimméit tulokset determinantin intuitiivisesta tulkinnasta vekto-
reiden virittdméan suunnikkaan tilavuutena. Teoreettisempi késittely voidaan kuitenkin
ohittaa luennoilla ja harjoitustehtévissa keskittyen determinantin laskemiseen liittyviin
kysymyksiin. Kurssi paéttyy ominaisarvojen teorian esittelyyn. Luvun tavoitteena on
antaa perustaidot ominaisarvojen ja ominaisvektoreiden l6ytédmiseen seké nelidmatriisin
diagonalisoimiseen tilanteessa, jossa matriisin ominaisvektoreista voidaan muodostaa
kanta. Ominaisarvojen olemassaoloteoriaan palataan matriisihajotelmien teorian yhtey-
dessé kurssilla Lineaarialgebra ja matriisilaskenta I11.

Toinen kurssi Lineaarialgebra ja matriisilaskenta II késittelee dérellisulotteisten vek-
toriavaruuksien yleistd teoriaa. Kurssin alkuosa késitelee dérellisesti viritettyjen ava-
ruuksien dimensioteoriaa ja néiden vélisten lineaarikuvausten ominaisuuksia. Paljastuu,
ettéd yleisen teorian puitteissa voidaan ratkaista helposti ensimmaiselld kurssilla avoi-
miksi jadneet kysymykset matriisien nolla- ja sarakeavaruuksista. Lisdksi osoitetaan,
ettd ddrellisulotteisten vektoriavaruuksien ja niiden vilisten lineaarikuvausten yleinen
teoria voidaan palauttaa kannan késitteen avulla laskennallisempaan matriisien teori-
aan. Kurssin jalkipuoli késittelee vektoriavaruuksien geometriaa sisétulon késitteen avul-
la ja vektoriavaruuksien lineaarisia itseiskuvauksia eli operaattoreita. Ensin késitelladan
sisétuloavaruuksien yleisté teoriaa ja kohtisuoruuteen liittyvid késitteitd. Tamén jélkeen
siirrytéédn tarkastelemaan lineaaristen operaattoreiden perusteoriaa neliomatriisien teo-
rian pohjalta. Viimeisessé luvussa késitelladn ortogonaaliprojektiota ja transpoosin vas-
tinetta yleisissé sisdtuloavaruuksissa eli adjungaatteja.

Kolmas ja viimeinen kurssi keskittyy lineaaristen operaattorien, tai matriisien kie-
lelld neliomatriisien, normaalimuotojen teoriaan. Tdmé& normaalimuotojen teoria vas-
taa kysymykseen millaisessa muodossa matriisi voidaan esittdd kannanvaihdon avulla.
Téarkein tulos on symmetristen matriisien spektraalilause, jonka mukaan symmetrinen
matriisi on aina diagonalisoituva. Spektraalilauseesta yhdessé semidefiniittien matriisien
teorian kanssa, johdetaan polaarihajotelma ja singulaariarvohajotelma yleisille matrii-
seille. Kurssi paéttyy yleistettyihin ominaisavaruuksiin ja kompleksiseen Jordanin hajo-
telmaan. Niiden tulosten kisittelemistd varten tarvitaan kaikkea kursseilla I-ITT aiem-
min késiteltyd materiaalia.

Muu materiaali

Nama luentomuistiinpanot on tarkoitettu kattavaksi materiaaliksi néille kursseille. Mate-
riaali sisdltaa myos lukuja ja liitteité, jotka voidaan sivuuttaa yleiskuvan siitd kérsimétta.
Yhteen opukseen ei ole kuitenkaan mahdollista siséllyttédé kaikkia asioita tai ndkokulmia
esityksen siitd karsimétta. Lukijalle suositellaankin tutustumista myds muihin lineaarial-
gebraa kisittelevien kirjoihin ja luentomuistiinpanoihin.
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Lukijalle

Kurssin sisélto koostuu kuuden eri otsikolle alle kootuista aiheista:
e lineaarisista yhtaloryhmisté,
e matriiseista,
e aliavaruuksista,
e determinantista ja
e ominaisarvoista.
Todellisuudessa tdma kurssi késittelee kuitenkin matriiseja, silla
e lineaaristen yhtaloryhmien ratkaisumetodi johdattaa matriiseihin,

e aliavaruudet ovat tapa ymmértidd matriisien ja yhtdloryhmien ratkaisujen vélisté
yhteytté,

e determinantti on tapa ymmaéartad matriisin kdantyvyys kertoimien avulla ja

e ominaisarvojen ja -vektoreiden yksi sovellus on ymmaértdd yhtéloryhmien ratkai-
seminen matriisien sisédisen rakenteen avulla.

Kurssin painotukset olisi voitu valita toisinkin. Olisi myds mahdollista aloittaa geo-
metrisemmalla yleiselld teorialla. Néin ei kuitenkaan ole tehty ldhinné aliavaruus lu-
vun (luku [3]) esityksessi tehtyjen valintojen johdosta. Luvussa 3| kiisitelldén lineaarial-
gebran keskeisid vapauden ja virittdmisen késitteitd. Matriiseihin liittyvét sarake- ja
nolla-avaruudet antavat néille késitteille konkreettisen sovelluskohteen, jonka avulla voi-
daan helposti havaita yleisemmaén teorian tarve ja merkitys. Yleisempi teoria tehdédan —
ja vastaukset syntyneisiin kysymyksiin saadaan — heti kurssin Lineaarialgebra ja mat-
riisilaskenta II alussa.
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Luku 1

Lineaariset yhtaloryhmét

Luvun tavoitteet

e Yhtéloryhmén ratkaiseminen rivioperaatiolla.
e Yhtéloryhmén ratkaisujoukon tulkitseminen.
e Yhtdloryhmén supistettu porrasmuoto.

e Yhtdloryhmén ratkaisujoukon muuttumattomuus rivioperaatioissa.

1.1 Motivointi
Aloitetaan tutulla suoran yhtalolla
y=axr+b, (1.1)

koska se on yksinkertaisin ja sovelletuin lineaarinen yhtéld. Téamé yhtdlo esiintyy esi-
merkiksi, kun tarkastellaan vaikkapa matkan méardytymistd nopeudesta, nopeuden kiih-
tyvyydestd, tuotannon méirdytymistd ajasta ja varastosta, varallisuuden mé#rdymistéa
palkasta, hinnan mé#rdytyminen kappalehinnasta jne.

Suorat tasossa

Kun puhekielessi puhutaan yhtilosté y = ax + b, niin silloin tarkoitetaan niité tason R?
pisteitid (z,y), jotka toteuttavat yhtélon y = ax + b eli joukkoa

L={(z,y) eR?: 2 €R, y=ax+ b},
joka voidaan kirjoittaa myts muodossa
L ={(z,ax +b) € R*: z € R};

katso kuva [[1]
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Kuva 1.1: Yhtdlon y = ax + b méérasims suora L tasossa R2. Luku b kertoo suoran L ja
y-akselin leikkauspisteen ja luku a suoran L kulmakertoimen.

Téssé terminologiassa suoralla siis tarkoitetaan yhtdlon y = ax + b ratkaisuja (z,y).
Yhtélossd y = ax + b luvut a ja b ovat kiinteitd reaalilukuja (nk. kertoimia), jotka
madrittelevit yhtalon ja siten joukon L. Vastaavasti x ja y ovat toisistaan riippuvia
lukuja, joita tarkastellaan lukuparina (z,y). Lukua = kutsutaan usein vapaaksi muuttu-
jaksi ja lukua y, jonka ajatellaan riippuvan luvusta x, sidotuksi muuttujaksi. Muuttujien
x ja y vilistd riippuvuutta kutsutaan lineeariseksi riippuvuudeksi.

Leikkaavat suorat

Sovelluksissa ollaan usein kiinnostuneita tilanteesta, jossa halutaan tietédd, ettd milloin

kahden eri suoran yhtélon avulla méériteltyéd asiaa kohtaavat. Télldisid tilanteita ovat

esimerkiksi kysymykset, ettd missé tai milloin eri nopeudella toisiaan vastaan kulkevat

kappaleet kohtaavat, millaisilla tuotantoméérilla tuotantotapaa kannattaa vaihtaa jne.
Téll4isissé tilanteissa tarkastellaan esimerkiksi kahta suoraa

L={(z,y) €R*: y =ax +b}

ja
L'={(z,y) eR*: y=d'z+V}
missé a,b,a’, b’ € R ja niiden leikkauspistetté; katso kuva

Kuva 1.2: Leikkaavat suorat L ja L’ tasossa R?.
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Suorien L ja L' leikkauspisteiksi kutsutaan sellaisia tason R? pisteiti, jotka kuuluvat
molempiin suoriin L ja L’ eli joukon

LNL ={(z,y) eR*:y =ax +b}N{(2,y) €R*: y =d'x +V'}

pisteita. Leikkausjoukko voidaan tulkita kahdella tavalla. Toisaalta leikkausjoukko voi-
daan kirjoittaa muodossa

LAL = {(s,5) € R y = av + b} {(2,9) € R¥: y = o+ )
= {(z,y) ER*: y=ax+b, y=dz+V}.

Toisaalta yht#ilot y = ax + b ja y = a’x + b voidaan kirjoittaa yhtilopariksi

=ar+b
{ Z =dz+V (1.2)

Néin ollen suorien L ja L’ leikkauspisteet ovat tédsmilleen yhtéloparin (1.2)) ratkaisuja.

Esimerkki 1.1.1. Ratkaistaan konkreettinen yhtdldpari

{ y =2r+3
y = —(1/2x+5

Oletetaan, etti (x,y) on tamdn yhtiloparin ratkaisu. Tdlloin sekd y = 2x + 3 ettid y =
—(1/2)x + 5. Ndin ollen luku x toteuttaa yhtdilon

20 +3=—(1/2)x + 5,

eli yhtilon (5/2)x = 2. Tisti saadaan, etti x = 4/5 jay = 2z + 3 = 2(4/5) + 3 =
8/5+3 =23/5.

Koska emme a priori tienneet, ettd yhtdloparilla on ratkaisuja, niin tarkistetaan, ettd
(z,y) = (4/5,23/5) todellakin on ratkaisu. Koska 2z + 3 = 2(4/5) + 3 = 23/5 = y ja
—(1/2)z +5 = —(1/2)(4/5) + 5 = —=2/5+5 = 23/5 = y, niin (4/5,23/5) toteuttaa
molemmat yhtlot. Niin ollen (4/5,23/5) on yhtdloparin ratkaisu.

Kuva ei ole sikéli kattava, ettd kaksi suoraa voivat kohdata itseasiassa kolmella
tavalla: Annetut suorat L ja L’ joko leikkaavat, eivit leikkaa, tai ovat samat suorat;
katso kuva [L.3

Kuvastall.3|on helppo péitelld, ettd ndmé kolme tapausta liittyvéat suorien y = ax+b
jay = d'x+ b kertoimiin a, b ja a’,b’ seuraavasti:

e suorat L ja L’ eivit leikkaa, jos a = a’ ja b # V/,
e suorat L ja L’ leikkaavat tdsmélleen yhdessi pisteessé, jos a # a/, ja

e suorat L ja L' ovat sama suora, josa =a’ jab=1".
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Kuva 1.3: Kolme eri vaihtoehtoa suorille L ja L'.

Suoran yhtélén yleinen muoto

Suoran yhtélo y = ax+b ei ole yleisin mahdollinen. Sen avulla ei voi esittdé pystysuoria,
eli joukkoja
L={(r,y) €R*: 2 =0}

missa b € ]RE
Namé molemmat tapaukset saadaan kuitenkin esitettyd yleisemmélla yhtalolla

a1z + agy = b, (1.3)

misséd ai,az2,b € R ovat yhtdlon kiinteitéd kertoimia, joista vdhintddn toinen on nollasta
poikkeava. Jélleen tarkkaan ottaen suoralla tarkoitetaan téssa yhtélon ratkaisu-
joukkoa

L={(z,y) €R?: ayz + asy = b}.

Tarkistetaan vield, ettd pystysuorat ja yhtéalon maaradmat suorat ovat suoria
yvhtalon mielessé, eli ettd niiden yhtélot voidaan kirjoittaa téssd yleisemméssa
muodossa.

Pystysuoran x = b tilanteessa riittdéa valita a; = 1 ja ag = 0, joten keskitytdin
tarkastelemaan suoraa y = ax + b. Siirtdmélla termi ax yhtélon toiselle puolelle saadaan

—ar+y=0».

Nain ollen kertoimiksi a1 ja ag voidaan valita a; = —a ja ag = 1.

Téssd yhteydessé on téarkedd huomata, ettd yhtdloda y = ax + b muokattiin edellé sel-
laisella tavalla, ettd yhtédlon ratkaisut eivat muutu muokkauksessa. Tama vastaa yleistéa
ns. rivioperaation periaatetta, jota tarkastellaan luvussa [1.2

On myos helppo havaita, ettd yhtdlon avulla ei voi kuvata muita suoria kuin pysty-
suoria ja sellaisia, joita voidaan esittéd yhtélon avulla.

Suoran yhtalon yleiselld muodolla on kuitenkin térked ominaisuus, jota ei
yhtalolla ole: sama suora voidaan esittdd useilla eri yleisesséd muodossa olevilla

"Huomaa, ettd suoran L méiritelma tulisi kirjoittaa tiydellisemmin muodossa L = {(x,y) € R*: 2 =
b,y € R}. Niin ei kuitenkaan kirjallisuudessa yleensi tehdi ja jatkossa noudatetaan titd tapaa.
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yhtélsilla. Tarkemmin tdmé& havainto on seuraava. Olkoon
L ={(z1,72) € R*: a1z + agy = b}
tason R? suora. T#llsin jokaisella A € R\ {0} suora
L' = {(x1,12) € R%: Xa1x + Aagy = \b}

on sama suora kuin L, eli L' = L. Tam4 huomio tulee korostumaan seuraavissa luvuissa.

Avaruuden R3 tasot

Siirryt4sn nyt tason suorista tarkastelemaan avaruuden R? tasoja. Sovelluksissa télldinen
tilanne syntyy esimerkiksi silloin, kun tarkastellaan ilmi6té, joka riippuu kahdesta para-
metrista.

Avaruudessa R? jokaisella pisteelld on kolme koordinaattia, joita tissd luvussa mer-
kitddn (z,y, z). Tarkastellaan nyt yht&lod

z=a1x+ay+>b

eli joukkoa
P={(z,y,2) €R’: z = a1z + azy + b},

missé a1, az2,b € R; katso kuva [T.4]

Kuva 1.4: Eris taso P avaruudessa R3.

Kuten suorien tapauksessa havaitaan, ettd yhtalolla z = a;x+aqy+0b ei voida kuvata
kaikkia avaruuden R3 tasoja; esimerkiksi yhtdlon = +y = 1 kuvaamaa avaruuden R?
tasoa P = {(z,y,2) € R3: x +y = 1} ei voi esittdi yhtilon avulla z = ajz + agy + b,
koska joukon P pisteiden z-koordinaatti ei riipu z- ja y-koordinaattien arvoista.

Kuten suorien tapauksessa onkin luonnollista yhtédlon z = ayjx + aoy + b sijaan
tarkastella yhtaloa

a1r + asy + agz = b, (1.4)
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misséd a1, a9,a3,b € R ja jokin luvuista ai,ao,as ei ole nolla. Néin ollen taso on siis
joukko
P ={(2,9,%) € R*: a1+ agy + azz = b},

missé jokin luvuista ai, a9, a3 € R ei ole nolla.

Huomaa, ettéd tdssd muotoilussa yksikéddn koordinaatti ei ole erikoisasemassa ja etté
tdmén yleisen muotoilun avulla voidaan kasitelld kaikki eri tapaukset mukaanlukien
koordinaattiakeselien suuntaiset tasot.

Tarkastellaan nyt kahden avaruuden R? tason

P ={(z,y,2) € R®: a12 + asy + azz = b}
ja

P'={(2,y,2) € R’: ajw + ahy + a2 = V'}
leikkausta, eli yhteisid pisteité; katso kuva

Kuva 1.5: Kaksi tasoa P ja P’ avaruudessa R3.

Kuten leikkaavien suorien tapauksessa, jilleen leikkausjoukko PNP’ vastaa tésmélleen
yhtéloparin

{ a1x + asy +azz =0>b (1.5)

alx +ayy +azz =10

ratkaisuja (z,y, z) € R3, eli sellaisia pisteit#, jotka toteuttavat molemmat yhtiloparin
yhtlot.

Esimerkki 1.1.2. Ratkaistaan konkreettinen yhtdlopari

z+2y+z =1
{2x+y—z =0 (1.6)

kayttamdlld samaa ideaa kuin yhtiloparin (1.1.1) tapauksessa.
Havaitaan ensin, ettd sitrtamdlld termejd yhtdlopari voidaan kirjoittaa muodossa

z =—z—-2y+1
z =2x4y
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Oletetaan nyt, etti (r,y,z) on yhtiloparin ratkaisu. Tdlloin —x — 2y + 1 = 2x + y.
Stirtdmdalld jalleen termejd saadaan timd yhtdlo muotoon —3x + 1 = 3y eli saadaan
yhtdlo y = —x + 1/3. Ndin ollen z =2x +y =2x + (—x + 1/3) = v + 1/3, eli saadaan,
ettd koordinaatit y ja z voidaan kirjoittaa koordinaatin x avulla, mutta koordinaatille x
ei ole ehtoja. Ndiin ollen saadaan, ettd (z,y,z) on piste (x,—x + 1/3,z + 1/3), missd
x € R. Yhtdloparin ratkaisu ei siis ole yksittdinen piste vaan joukko

{(z,—x+1/3,2+1/3) € R3: 2 € R}.

Jilleen tulisi tarkistaa, etti pisteet (x,—x + 1/3,2 + 1/3) ovat yhtiloparin (1.6))
ratkaisuja, mutta sivuutetaan tamd yksityiskohta talld kertaa.

Kuten tason suorien tapauksessa, tasojen P ja P’ leikkaukselle P N P’ on kolme
vaihtoehtoa: leikkaus on tyhjé, jos tasot ovat saman suuntaisia mutta P # P’, leikkaus
on suora (kuten kuvassa , jos tasot ovat eri suuntaisia, tai leikkaus on taso, jos
P = P'. On ehki hiukan yllittiavii, ettd tasojen P ja P’ leikkaus ei voi olla yksittiinen
piste. Tdma on helppo perustella myohemmin kéyttden kehitettya teoriaa. Toisaalta on
helppo 16ytéda esimerkki, ettd kolmen tason leikkaus voi olla piste.

Huomautus 1.1.3. Toinen mielenkiintoinen havainto on, ettd avaruuden R® suora on
itseasiassa aina kahden tason letkkaus. Tdmd tietysti herdttid kysymyksen, ettd miten
mddritelliin avaruuden R? suora.

Vaikka on intuiviisesti selvdd, mikd suoran tulisi olla, mddritellddn se kuitenkin tar-
kasti kayttien seuraavaa mdédritelmdid. Joukko L C R on suora, jos on olemassa sellai-
nen nollasta poikkeava vektori v € R® ja sellainen vektori ¢ € R3, etti

L={c+tv:teR}

Tdssd mddritelmdssd suora on mdadritelty parametrin t avulla ja suoraa L kutsutaan sen
vuoksi joskus parametrisoiduksi suoraksi.

Tdstd madritelmdstd seuraa luonnollinen jatkokysymys, ettd voidaanko avaruuden
R3 taso mddritelld myds parametrisoidusti, eli kahden parametrin avulla. Annettu tason
maddritelmd on yhtéipitivid seuraavan mddritelmdn kanssa: joukko P C R3 on taso, jos
on olemassa sellaiset nollasta poikkeavat vektorit v,w € R? ja sellainen vektori ¢ € R3,
etti v # rw kaikilla r € R ja

P={c+tv+sw:tsecR}

Tdamda kysymys johdattaa meiddt itseasiassa dimension kdsitteeseen ja sitithen huomioon,
ettd suorat ovat 1l-ulotteisia ja ettd tasot ovat 2-ulotteisia. Nditd asoita kdsitellddn lu-
vussa [3

Palataan nyt yhtdloparin ratkaisemisen problematiikkaan. Tason suoriin liittyvit
yvhtéaloparit voidaan ratkaista késin ilman teoriaa kuten esimerkissé [1.1.1] Esimerkin
yhtalopari kuitenkin osoittaa, ettd yhtédloiden ja muuttujien lisdéntyesséa ylei-
sempien yhtéloryhmien tehokkaaseen ratkaisemiseen tarvitaan teoriaa.
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1.2 Yhtaloryhman méaaritelméa

Aloitetaan alusta mé#éritelemélld yhtaloryhméan ratkaisutﬂ

Madritelmé 1.2.1. Olkoot m,n € Zy ja aj; € R kaikilla j € {1,...,m} ja i €
{1,...,n} sekd b; € R kaikilla j € {1,...,m}. Vektoria (x1,...,2z,) € R", joka to-
teuttaa yhtalot

a11x1 + apxs + -+ a1pTy =bh
ag1T1 + agoTo + -+ + agpry, = by

(1.7)
Am1T1 + QmaX2 + -+ GnTyn = by

kutsutaan yhtdaloryhmdan (1.7) ratkaisuksi. Lukuja aj; kutsutaan yhtaloryhmén (1.7) ker-
toimiksi ja lukuja b; yhtéloryhmén (1.7) vakioiksi.

Esimerkki 1.2.2. Vektori x = (1,0,3) € R3 on yhtdiloryhmdin

r1 +2r9 —x3 = -2
—T9 +I3 =3
el yhtaloryhmdn
T +21‘2 —Ir3 = -2
0-xq —T9 +I3 =3
ratkaisu, silld
1 +2:0 -3 =-2
-0 43 =3

Myés vektori y = (3,—2,1) on saman yhtiloryhmdan ratkaisu, silld

{3 +2-(-2) -1 =-2
—(=2) +1 =3

Huomautus 1.2.3. Esimerkissi kiytettiin yleisti merkintitapaa, ettd termid
aj;x; et merkitd lainkaan, jos kerroin aj; on nolla.

Koska yhtaloryhmalld voi olla useita ratkaisuja (tai ei lainkaan ratkaisuja), niin on
hyodyllistd méaritelld yhtaloryhmén ratkaisujoukon kisite tarkasti.

Miaritelmi 1.2.4. Yhtdloryhmdn (1.7)) ratkaisujoukko R C R™ on yhtdléryhmdn (1.7))
katkkien ratkaisujen joukko, eli

R={(z1,...,20n) € R": (x1,...,2y) on yhtiloryhmdin (1.7)) ratkaisu}.

Huomautus 1.2.5. Yhtdloryhmdin ratkaisujoukon mddritelmd on hieman tautologisen
oloinen. Tamdn vuoksi on luontevaa huomata, etti vektori (x1,...,xy,) on yhtdloryhmdan

2Huomaa, ettd yhtéloryhmai pidetisn kisitteend, jota ei tarkemmin formalisoida.
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(1.7) ratkaisu, jos ja vain jos (x1,...,xT,) on jokaisen yhtiloryhmdan (1.7) yhtdlon rat-
kaisu. Ndin ollen ratkaisujoukko R on siis itseasiassa leikkausjoukko

R :{(131, ... ,a;n) e R™: aj1x1 + a1929 + - + a1pxy = bl}
N{(z1,...,2n) € R": agi@1 + agexe + - - + a2pxy = b2}

N{(x1,...,2n) € R": @121 + amaxa2 + -+ + GmnTn = b}
Muutama kommentti médritelmisté ja on paikallaan.

Huomautus 1.2.6. Luvut aj; yhdessd lukujen b; kanssa mdédrddvdt yhtdloryhmdn .
Lukuja x1, . . ., x,, kutsutaan yleensd yhtaloryhmén muuttujiksi. Muuttujan kdisitettd

ei jatkossa mdadritelld tarkemmin formaalisti, vaan jatkossa puhutaan vektoreista (x1, ..., xy)
ja sen kertoimista (tai koordinaateista) x1,...,x,. Yhtdloiti a171 + -+ AjpTy = bj
kutsutaan yhtaloryhmdan riveiksi.

Toinen — ja laajempi — kommentti liittyy termeihin vektor: ja avaruus R™.

Avaruus R"

Avaruus R" mééritelldén jokaisella n € Z seuraavasti. Joukkona R"™ koostuu alkiosta
(z1,...,Ty), missi jokainen z1,...,x, on reaaliluku, eli joukon R™ alkiot ovat sellaisia
reaalilukujen jonoja, joissa on n alkiota. Joukko R" voidaan siis kirjoittaa muodossa

Rn = {(:U17"'7$TL): wla---,«i[;n G R}
Lukuja z1,...,x, € R kutsutaan vektorin x = (x1,...,z,) € R" koordinaateiksi.

Huomautus 1.2.7. Lukijaa voi jaddd mietitettymddn jonon mddritelmd, eli mikd on

n:ndn reaaliluvun jono. Formaalisti jono (x1,...,zy) voidaan mddritelld kuvauksena
x: {1l,...,n} = R, josta kiytetdin merkintii v = (z1,...,x,), missi x; = x(i) kaikilla
ie{l,...n}.

Joukon R"™ alkiota kutsutaan vektoreiksi ja joukkoa R™ kutsutaan tdssd yhteydessé
avaruudeksi (tai tarkemmin vektoriavaruudeksi), koska siind on mééritelty kaksi las-
kutoimitusta: yhteenlasku +: R™ x R®™ — R" ja skalaarikertolasku -: R x R* — R"
kaavoilla

(w1, 20) + (Y1, -+ YUn) = (@1 + Y1, T2+ Y2, .-, Tn + Yn)

ja

a(ry,...,oy) = (ax1,...,axy),
missé (21,...,2Zn), (Y1,-..,Yn) € R" ja a € R. Huomaa, ettd avaruuden R"™ vektoreiden
(z1,...,2pn) ja (y1,...,yn) tuloa ei ole médritelty.

Niille laskutoimituksille pdtee seuraavat ominaisuudet, jotka otetaan annettuina.
Olkoot x,y,z € R™ ja a,b € R. Télloin
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e (z+y)+z=x+ (y+2),
e rt+ty=y+wx,

e a(zr+y) =ax + ay,

e (ab)x = a(bx) ja

e (a+b)x=ax+bx.

Vektorilla 0 = (0,...,0) € R jaluvulla 1 € R on ominaisuudet, etti x+0 = z ja lz = x
kaikilla = € R™. Liséiksi jokaisella z € R™ vektoria (—1)z merkitddn lyhyesti —x. Niilla
merkinnéilld saadaan jokaisella z € R", ettd v —z = 2z + (—1)z = (1 + (—1))z = 0.
Vektoria —x kutsutaan vektorin x vastavektoriksi.

Huomautus 1.2.8. Ndmd laskutoimitusten + ja - ominaisuudet tekevdt joukosta R™
ndilld laskutoimituksilla varustettuna ns. vektoriavaruuden. Tdhdn palataan kurssilla
Lineaarialgebra ja matriisilaskenta I1.

Yhtiloryhmin ratkaisun antaminen parametrimuodossa

Avaruuden R" laskutoimituksia voidaan kiyttda yhtaloryhmén ratkaisujoukon esittdmiseen
geometrisesti. Tarkastellaan ensin esimerkin avulla.

Esimerkki 1.2.9. Tarkastellaan uudelleen esimerkin [1.2.3 yhtdiléryhmdin

1 +2r9 —x3 = -2
—T9 +I3 =3

ratkaisua (1,22, x3) € R3. Jalkimmdisen yhtdilon nojalla
To = T3 — 3.
Sijoittamalla tdmd ensimmdiseen yhtdloon saadaan
r1=—-2w9+x3—2=—-2(w3—3)+w3—2=-223+6+x3—2=—w35+4.

Niin ollen ratkaisuvektorin (x1,x2,x3) kertoimet x1 ja xo voidaan esittdd kertoimen xs
avulla. Kayttien avaruuden R? vektorilaskutoimituksia havaitaan, ettd

(’rl? z2, .%'3) = (—.%'3 +47 €T3 — 37 1'3) = (47 _37 O) + (—.%'3, T3, 333) - (47 _37 0) +1’3(—1, 17 1)
Niin on havaittu, ettd yhtdloryhmdan (1.8) ratkaisut sisdltyvit joukkoon
{(4,-3,0) + x3(—1,1,1) e R®: x3 € R}, (1.9)

joka geometrisesti tulkittuna on avaruuden R® suora. Nyt on helppo tarkistaa, ettd jo-
kainen vektori (4, —3,0)+x3(—1,1,1) on yhtiloryhmdn (L.8)) ratkaisu jokaisella x3 € R.
Niin ollen joukko (1.9) on yhtdloryhmdn (1.8]) ratkaisujoukko.

21



1.2.1 Yhtidlot 0 =0 ja 0 = b yhtdloryhmén riveini

Palataan nyt tarkastelmaan yhtéloryhméa . Mééritelmétsséi sallitaan, etté jol-
lain yhtéloryhmén rivilla kaikki kertoimet ovat nollia, eli ettéd jokin yhtéloryhmén
vhtiloisti
a171 +  + AjnTy = bj
onkin muotoa
Oa:l—i—---—i—O:cn:bj. (1.10)

Tamé vaikuttaa tarpeettomalta yleisyydeltd, mutta kuten seuraavassa luvussa huoma-
taan, télla on tédrked rooli yhtdloryhmien ratkaisemisessa.

Koska luku b; € R on médritty yhtdloryhmééa médriteltiessd, yhtalolla
kaksi mahdollista seurausta.

Tapaus b; =0

Jos b = 0, eli yht&lo on
Oz +---+ 0z, =0, (1.11)

niin talldin yhtélon ratkaisuksi kelpaavat kaikki joukon R™ vektorit, eli
{(z1,...,2n) €R": 021 + -+ - + 0z, = 0} = {(x1,...,2n) € R": 0 =0} = R".

Téssd tapauksessa yhtdloryhmén ([1.7)) ratkaisujoukko on sama kuin yhtdloryhmélla,
josta yhtdlo Oxq + - - -+ 0z, = 0 on jitetty pois, eli alkuperdisen yhtéléryhmén ratkaisut
ovat samat kuin yhtaloryhmélla

)
a1 + a2 + - - + a1y =b

A—11%1 F A(G-1)2®2 + 0 F AG-1nPn = 951

(1.12)
A(j+1)1%1 + AgipryeTe + -+ aGyeTn = bi1a)

Am1T1 + amax2 + - + AGmnTn = by,
Perustellaan tdmé viite lyhyesti. Merkitdan
Ry ={(z1,...,zn) € R": a1 + agoxa + -+ + agpey = bi}

jokaisella k € {1,...,m}. Télloin yhtéloryhmén (1.7) ratkaisujoukko on Ry N --- N Ry,.
Toisaalta yhtaloryhmén (1.12)) ratkaisujoukko on Ry N ---R;_1 N Rj41 N -+ Ry,. Koska

Rlﬂ--'ﬂRm=R1ﬂ~--ﬂij1ﬂRjﬂRj+1ﬂ---ﬂRm
:Rlﬂ"'ﬂijlﬂRnﬂR]ﬁrlﬂ...mRm
=RinN---NER_1NRj;1N---N Ry,

niin yhtéloryhmilla (1.7) ja (1.12)) on samat ratkaisujoukot.
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Tapaus b; # 0

Jos bj # 0, mutta kertoimet ai,...,ay, ovat nollia, niin talléin yhtalolld (1.10]) ei ole
ratkaisuja, eli
{(z1,...,2p) €R": 0xy + -+ 0z, = bj} = 0.

T&lloin ei myoskddn yhtidloryhmilla (1.7) ole ratkaisuja. Perustellaan my6s tdmé ha-
vainto lyhyesti. Edellisen kohdan merkint6ja kayttden havaitaan, etta

Rin-- NRyp=RiN---NR_1NR;NRj11N-NRy,
=RiN---NR_iNONRj11N---NRy =0,

eli yhtdloryhmalld (1.7) ei ole ratkaisuja.

1.3 Rivioperaatiot

Tarkastellaan nyt yhtéloryhmén konkreettista ratkaisemista ns. rivioperaatioiden avul-
la. Rivioperaatioiden ideana on sieventéd yhtéloryhmén yht#loitd sellaiseen muotoon,
ettd ratkaisut voidaan helposti lukea yhtéloryhmésté. Néissé operaatiossa yhtaloryhmén
ratkaisut eivit tietenkddn saa muuttua.

Vakiolla kertominen

Ensimméinen rivioperaatio on yksittédisen yhtaloryhmén rivin kertominen nollasta poik-
keavalla vakiolla. Tarkastellaan merkintdjen yksinkertaistamiseksi tédtéd varten yhté yk-
sittaistd yhtéloa

a1x1+ -+ apr, =5 (1.13)

missi ai,...,a, € R ja b € R. Selvisti, jos yhtdlon ((1.13]) kertoo molemmilta puolilta
vakiolla A # 0, niin saadaan yht&lo

Aa1Ty + -+ AapT, = Ab (1.14)

jolla on samat ratkaisut, koska yht#lo (|1.14]) voidaan palauttaa takaisin alkuperéiiseen
kertomalla vakiolla 1/A. Kirjataan tdmé nyt tarkasti.

Lemma 1.3.1. Olkoot ay,...,a, € R ja b € R. Tdillgin jokaisella X # 0 yhtdloilld
a1x1+ -+ apry, =0
ja
Aa1x1 + -+ AapT, = b
on samat ratkaisujoukot el
{(z1,...,2,) € R": a1z + -+ + apx, = b}
={(x1,...,xn) € R": Aayz1 + - - - + Napzy, = A}
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Todistus. Osoitetaan ratkaisujoukot samoiksi. Merkitéaén selvyyden vuoksi
R={(z1,...,2n) € R": a121 + - -+ + apz,, = b}
ja
Ry ={(z1,...,2n) € R": Xajz1 + - -+ + Aapz, = Ab}.

Osoitetaan, ettd R C Ry ja ettd Ry, C R. Néistd seuraa suoraan joukkojen R ja R)
yhtasuuruus, eli R = R), ja viite on tdméin jilkeen todistettu.
Olkoon z € R. Télloin vektorille z = (z1, ..., z,) pétee

a1x1 + -+ apTy =b.
Néin ollen
Ab=A(a1z1 + -+ 4 apxy) = Aarxy + - - AapZy.

Koska vektori x toteuttaa joukon R) maéérittelevan ehdon, niin x € R). N&in on osoi-
tettu, ettd R C R).
Osoitetaan nyt, ettd Ry C R. Olkoon = = (z1,...,2,) € Ry. Tilloin

Aa1zy + - -+ AapTy = Ad.
Koska A\ # 0, niin yht&lén molemmat puolet voidaan kertoa luvulla 1/A, jolloin saadaan
b= (1/A)Ab= (1/)) (Aarz1 + -+ - + Aapzy)
= (1/MNAarzr + - - + (1/ M) Aapzy
=a1x1 + -+ apTy.

Niin ollen z toteuttaa joukon R méirittelevin ehdon, eli x € R. Niin on osoitettu
Ry CR. O

Rivien yhteenlasku

Toista rivioperaatiota varten tarkastellaan yhtéloparia, eli kahden yhtédlon ryhméa

(1.15)

a1 + -+ ape, =b
a1 + -+ agpxy, = by

Nyt yhtédloparin ensimmaéinen rivi voidaan laskea puolittain yhteen yhtaloparin toisen
rivin kanssa yhtéléryhmén ratkaisujen siitd muuttumatta, eli yhtéloparilla

(1.16)

{ annri+ oo+ a1pTy = b1
(a1 +a1)xi+ -+ (agn + a1n)rn =be + b1

on samat ratkaisut kuin yhtéloparilla . Heuristisesti syy tdhén on se, ettd en-
simméisen rivin lisddminen toiseen riviin voidaan kumota vihentdmailld ensimméinen
rivi yhtédloryhmén toisesta rivista. Kirjataan tdma havainto nyt lemmaksi. Koska lem-
man todistus on hyvin samankaltainen kuin lemman todistus, se jatetddn lukijalle
harjoitustehtévéksi.
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Lemma 1.3.2. Olkoon n € Z4, aj; € R katkilla j € {1,2} jai € {1,...,n}, seki
b1,b2 € R. Talloin yhtaloryhmilld

anxy + -+ apx, =b;
a1+ -+ agpxy, = by
ja
anzi+ -+ a1nTn = b1
(a1 + a1n)zi+ -+ (agn+awm)z, =by+b

on samat ratkaisujoukot.

Rivien jarjestyksen vaihtaminen

Viimeinen rivioperaatio on yhtéléryhmén rivien jérjestyksen vaihtaminen. Tarkastellaan
nyt yleistd yhtéloryhméa

a11x1 + apxs + -+ a1y =bh
ag1T1 + a9 + -+ + agpry, = by

. (1.17)
Am1T1 + AmaZa + -+ GpnTn = by

kuten méadritelméssa misséd a;; € R ja b; € R kaikilla j € {1,...,m} ja i €
{1,...,n}.
Merkitédén jélleen joukolla R; tdmé&n yhtéloryhmén j:nnen rivin yhtdlon ratkaisuja,
eli
Rj = {(%1, . ,l‘n) cR” ¢ a121 + ajory + - + ATy = bj}

jokaisella j € {1,...,n}.
Yhtéloryhmén ([1.17)) ratkaisujoukko on néillda merkinnoilld

RiNRyN---N Ry, (1.18)

Jos yhtédloryhmén rivien paikkaa vaihdetaan, niin joukot Ri,..., R,, eivit muutu, ai-
noastaan niiden jérjestys vaihtuu. Koska joukkojen jérjestys ei vaikuta niiden leikkauk-
seen, niin joukko ([1.18)) ei muutu rivien jirjestystd muutettaessa. Néin ollen yhtiloryhmén
ratkaisut eivét riipu yhtéloryhmén rivien jérjestyksesté.

Ylla kuvattu todistus voidaan kirjoittaa myo6s tarkemmin. Talloin tulee kuitenkin
ensin kuvata, mité tarkoittaa rivien jérjestyksen vaihtaminen ja osoittaa, ettd leikkaus-
joukko ei muutu joukkojen Ry, ..., R,, jirjestystd vaihdettaessa.

Téamén intuitiivisen havainnon muotoilu tarkasti on hieman tyolédstd antamatta var-
sinaisesti uutta ymmaérrysté asiasta, joten sen voi sivuuttaa ensimmaisilld lukukerroilla.
Kirjataan tulos kuitenkin tédydellisyyden vuoksi lemmaksi. Se on helpointa muotoilla
permutaation késitettd kdyttden seuraavasti.

Joukon {1,...,m} bijektiota o: {1,...,m} — {1,...,m} kutsutaan permutaatioksi.

25



Lemma 1.3.3. Olkoot m,n € Zy seki aj; € R ja b;j € R kaikilla j € {1,...,m} jai €
{1,...,n}. Tdlloin jokaisella permutaatiolla o: {1,...,m} — {1,...,m} yhtiloryhmilli

ai1r + a1pre + -+ apr, = by
ao1T1 + 99T + -+ + ATy, = by (1.19)
Am1T1 + amax2 + -+ GmnTn, = by
ja
Ao(1)1%1 + Ap(1)2T2 + ** + Ag(1)ynTn = by(1)
52171 + Ap(2)2T2 + T Ag@2nTn = by(2) (1.20)
Ao(m)1T1 + Qo(m)2T2 T+ Ao(mnTn = bg(m)

on samat ratkaisujoukot.
Todistus. Olkoon jéalleen
R ={(z1,...,2n) € R" € aj121 + ajoxa + - - + ajpx, = b;}
jokaisella j € {1,...,n}. Télloin yhtéloryhmén ratkaisujoukko on
R=RiNRyN---NRy,.
Toisaalta yhtéaloryhméan ratkaisujoukko on
Ro = Ro1) N Ry(2) N+ N Ry

Osoitetaan, ettd R = R,,.

Oletetaan, ettd z € R. Osoitetaan ensin, ettd Ry(;) jokaisella j € {1,...,m}. Ol-
koon j € {1,...,m}. Télloin o(j) € {1,...,m}. Koska x € R, niin leikkausjoukon
médritelmén nojalla x € Ry, jokaisella k € {1,...,m}. Erityisesti + € Ry(;). Néin ollen
T € Ry(;) jokaisella j € {1,...,m}. Ndin ollen x € Ry(1) N --- N Ry = Ro.

Oletetaan nyt, ettd = € R,. Osoitetaan, ettd & € R; jokaisella j € {1,...,m}.

Olkoon j € {1,...,m}. Koska o on bijektio, niin on olemassa sellainen k € {1,...,m},
ettd o(k) = j. Koska x € Ry, niin x € R,(;). Néin ollen x € R;. Koska = € R; jokaisella
j€{l,...,m}, niin z € R. O

Huomautus 1.3.4. Tarkkaavainen lukija jo luultavasti huomasikin, etti edelliselld
todistuksessa todistettiin itseastassa, ettd leikkausjoukko ei riipu leikkauksen jdsenien
jdrjestyksestd.

1.4 Yhtiloryhméin ratkaiseminen rivioperaatioilla

Kootaan nyt lemmojen [1.3.7], [1.3.2] ja [1.3.3] tulokset yhteen yhdeksi ratkaisumetodiksi:
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e Yhtédloryhmén rivejéd voi kertoa nollasta eroavalla vakiolla ratkaisujen muuttumat-
ta.

e Yhtiloryhmén rivejd voi laskea yhteen ratkaisujen muuttumatta.
e Yhtdloryhmén rivien paikkaa voi vaihtaa ratkaisujen muuttumatta.
Ensimmaéisestd ja toisesta operaatiosta saadaan suoraan:

e Yhtiloryhmén rivin voi kertoa vakiolla ja lisédtd toiseen riviin yhtéaléryhmén rat-
kaisujen muuttumatta.

Yhtéaloryhmié, joilla on samat ratkaisut kutsutaan ekvivalenteiksi. Yhtaloryhmén
ratkaisemisella tarkoitetaan jatkossa sellaisen ekvivalentin yhtdloryhmén 16ytamista,
jonka ratkaisut voidaan helposti lukea. Tarkastellaan titd ensin konkreettisen esimerkin
avulla.

Esimerkki 1.4.1. Olkoon

1 +4xo —223 =5
2xq —I9 +z3 =1
—x1 —2x9 =0

Ensimmdinen rivi voidaan kertoa luvulla —2 ja sitten lisdtd toiseen riviin. Samalla voi-
daan ensimmdinen rivi lisdtd kolmanteen riviin. Tdlloin saadaan ekvivalentti yhtaloryhmd

T +4xo —2x3 =5
(2—2)x1 (=1 —=8)xy +(14+4)zs3 =1-10
(=14+ 1Dz +(—2+4)x —2x3 =045
eli yhtaloryhmd
1 +4ro —2x3 =5
—9.T2 +5I‘3 =-9
+2x9 —2x3 =5

Niiden operaatioiden seurauksena havaitaan, ettd muuttuja x1 Titppuu sis muuttujista
o ja x3. Tdmd kuvailee ratkaisumetodin tavoitteen: tavoitteena on pyrkid tilanteeseen,
jossa mahdollisimman moni muuttuja esiintyy vain yhdelld rivilld.

Jatketaan yhtiloryhmdn sieventdmistd jakamalla ensin yhtdloryhmdan viimeinen rivi
vakiolla 2, jolloin saadaan ekvivalentti yhtdloryhmd

xr1 +4xre —2x3 =5
—9z9 +5x3 = -9
) —r3 = 5/2

Kerrotaan nyt viimeinen rivi vakiolla —4 ja lisdtddn ensimmdiseen sekd samanaikaisesti
kerrotaan se vakiolla 9 ja lisdtidn toiseen riviin. Tdlloin saadaan yhtdloryhmda

T +2x3 = —>
—4{[)3 = 27/2
xTo —r3 = 5/2
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Niin ollen toisesta yhtildstd voidaan lukea, etti xs = —27/8. Nyt voidaan edeti kahta
reittid. Toisaalta voidaan suoraan ratkaista muuttujien xo ja x1 arvot yhtdloistd 1 ja 3:
arvot ovat v =5/2+x3 =5/24(—27/8) = —=7/8 ja w1 = —5—2x3 = -5 —2(—27/8) =
—5427/4="17/4.

Sama padttely voidaan tehdd systemaattisemmin hyodyntimdlld rivioperaatioita. Jae-
taan ensin toinen yhtdlo luvulla —4 ja vaihdetaan rivien 2 ja 8 paikkaa. Tdlloin saadaan
ekvivalentti yhtdloryhmd

T +2x3 = -5
] —xr3 = 5/2
z3 = —27/8

Lisdadmdlld viimeinen rivi rivien 2 ja vdhentdmdalld se rivistd 1 kahdesti saadaan ekviva-
lentti yhtaloryhmd
I1 = 7/ 4
xI9 = —7/ 8
T3 —27/ 8

Tamda pdadttad yhtdaloryhmdn ratkaisemisen.

Esimerkissa yhtaloryhmallé oli yksikésitteinen ratkaisu. Tarkastellaan nyt esi-
merkkejé, joissa yhtaloryhmélld ei ole ratkaisua tai didrettomén monta ratkaisua. Aloi-
tetaan jalkimmaéisesté.

Esimerkki 1.4.2. Olkoon

2r1 +4ry 213 =4
211 —T9 “+x3 =1
-1 —2x2 Hx3 = -2

yhtaloryhmda. Lisadmdlld vitmeinen rivi kahdesti ensimmdiseen saadaan ekvivalentti yhtdloryhmd

0x1 +40xy +0x3 = 0
211 —I9 +xr3 = 1
—r] —2x92 Hx3 = —2
eli yhtaloryhmd
0 = 0
211 —ZT9 +x3 = 1
—x1 —2x9 “+x3 = -2

Yhtaloryhmdn ensimmdinen rivi voidaan siis jattad pois ratkaisujen siitd muuttumatia,
joten voidaan siirtyd tarkastelemaan ekvivalenttia yhtdloryhmdd

2r1 —x9 “4x3 = 1
—x1 —2x9 +x3 = -2
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Lisddamdadlld jalkimmdinen rivi ensimmdiseen kahdesti, kertomalla toinen rivi vakiolla
(—1) ja vaihtamalla rivien jirjestys saadaan yhtiléryhmd

r1 +2x9 —r3 = 2
—5x9 +3x3 = -3

joka voidaan sieventdd muotoon

1 +2x9 —xr3 = 2
zs —(3/5)rs = 3/5

Vihentimdlld jalkimmdinen rivi ensimmdisestd kahdesti saadaan

{:131 +(1/5)z3 = 4/5
re —(3/5)xzs = 3/5

Tdssd tilanteessa huomataan, ettd muuttujat 1 ja xo Tiippuvat muuttujasta s yhtdloilld
x1 =4/5—(1/5)xs ja xa = 3/5+(3/5)x3, mutta muuttujalle x3 ei ole ehtoja, eli xg € R.

Nidin ollen yhtdaléryhmdn ratkaisujoukko on

{(z1,22,23) € R3: 21 = 4/5 — (1/5)x3, 2 =3/5+ (3/5)z3, =3 € R}
= {(4/5 — 23/5,3/5 + 3v3/5,23) € R*: 23 € R}.

Ratkaisun havainnollistamiseksi on kuitenkin mielekkddnpdd kirjoittaa ratkaisut, ns. pa-
rametrimuodossa eli kiyttien jilleen avaruuden R3 laskutoimituksia. Olkoon x3 € R.

Talloin
(530t (319 (5 )
5 5’5 5 55 55
(430 = (33)
Nidin ollen yhtdaléryhmdn ratkaisujoukko on
{(4/5,3/5,0) + x3(—1/5,3/5,1) € R3: 23 € R}.

Koska vapaa parametri x3 ei endd riippu ratkaisujen kolmanteen koordinaattiin, niin on
tyypillistd vathtaa se toiseen symboliin, esimerkiksi t. Ratkaisujoukko on siis

{(4/5,3/5,0) +t(—1/5,3/5,1) € R3: t € R}.

Tdssd esityksessd on se etu, ettd sitd ndhdddn suoraan, ettd ratkaisujoukko on itsea-
stassa vektorin (—1/5,3/5,1) suuntainen suora, joka kulkee pisteen (4/5,3/5,0) kautta.

Tarkastellaan nyt esimerkkié, jossa yhtéloryhmélla ei ole ratkaisuja.
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Esimerkki 1.4.3. Olkoon

€1 +xr3 =5
1 4xo0 +2x3 =1
9 +z3 =0

yhtdloryhmda. Vihentimdlld viimeinen rivi toisesta rivistd saadaan ekvivalentti yhtdléryhma

€1 +xr3 =5
x1 +xr3 =
To +x3 =0

Selvdsti kahdella ensimmdiselld yhtdldlld ei ole yhteisid ratkaisuja. Formaalisti tdmd
voidaan todeta vihentdmdlld toinen yhtdlé ensimmdisestd, jolloin saadaan ekvivalentti
yhtaloryhmda
0 =4
X1 +z3 =1
o +x3 =0

jolla ei ole ratkaisuja.

Rivioperaatioiden merkitseminen laskuihin

Kéaytannon laskuissa on hyva merkitd nidkyviin kédytetyt rivioperaatiot. Laskuissa voi
kayttasd esimerkiksi symbolia ~ merkitsemédn ekvivalentteja yhtaloryhmia. Seuraavassa
esimerkissi kiydéadin lapi esimerkin lasku lyhennetyin merkinnoin.

Esimerkki 1.4.4 (Esimerkin [1.4.1] toisinto).

T, +4re —2x3 =5 | +4x9 —2x3 =5
2z —x9 Hx3 =1 | — 2R, —9x9 +5x3 = -9
—T1 —2x9 =0 | + Ry +2x9 —2x3 =5 | . (1/2)
+4ry —2x3 = | —4R3
—91‘2 +5£L’3 =-9 | + 9R3
) —r3 = 5/2
+2x3 = -5
~ Cdzy =272 |- (~1/4)
) —Ir3 = 5/2
T +2x3 = =5 | — 2R3
RQgRs T2 —Ir3 = 5/2 | + Rg
w3 = —27/8
1 = 7/4
~ T2 = —7/8
vy = —27/8

Tarkastellaan vield yhté uutta esimerkkia.
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Esimerkki 1.4.5. FEtsitddn yhtdloryhmdn

r1 —T9 +2r3 —14 = 3
r1 +x2 +x4 = 3

ratkaisut (x1, 2,73, 74) € R,
Kayttien samoja merkintojd kuin esimerkissd|1.4.4) saadaan, etti

r1 —To +2r3 —x4 = 3 1 —x9 +2x3 —x4 = 3
1 49 +zy = 3 |—-Ry +2x9 —2x3 +2z4 = 0 |-(1/2)

o —we 203wy = 3 | + Ro
€2 —x3 4+x4 = 0

X1 +x3 = 3
To —x3 H+x4 = 0
Tdlla kertaa havaitaan, ettd muuttujat x1 ja xs riippuvat toisistaan ja ettd muuttu-
jat xo, x3 ja x4 rHppuvat toisistaan. Tarkemmin sanottuna, yhtdloryhmdn ratkaisun
(z1, 22,23, 24) koordinaatit toteuttavat yhtilot x4 = —x3+ 3 ja xo = x3 — x4. Ndin ollen
ratkaisujoukko on
{(z1,x2,x3,24) € RY: 2y = —23+43, a9 =a3 — x4, 23ER, x4 € R}
= {(—z3+ 3,23 — x4, 23,74) ERY: 2 = —23+ 3, 2o =13 — 14, 23 €R, 24 € R}
Ratkaisujoukko voidaan kirjoittaa parametrimuodossa seuraavasti. Olkoot x3,x4 € R.
Tdlloin
(—x3 + 3,23 — 4,23, 24) = (3,0,0,0) + (—x3, x3 — T4, T3, 74)
= (35 Oa 07 0) + (_:L‘?n €r3,x3, 0) + (Oa —T4, 07 $4)
= (3,0,0,0) + z3(—1,1,1,0) + x4(0,—1,0,1).
Niin ollen ratkaisujoukko on itseastassa joukko

{(3,0,0,0) 4+ 23(—1,1,1,0) + 24(0, —1,0,1) € R*: 3,24 € R}.

jossa parametrien x3 ja x4 nimet voidaan vaihtaa symboleihin t ja s, eli ratkaisujoukko
on
{(3,0,0,0) +t(—1,1,1,0) + s(0,—1,0,1) € R*: ¢, 5 € R}.

Geometrisesti ratkaisujoukko on siis taso, joka sisdltid vektoreiden (—1,1,1,0) ja (0,—1,0,1)
suuntaiset suorat ja joka kulkee pisteen (3,0,0,0) kautta.

1.4.1 Yhtéloryhméin porrasmuoto; Gaussin ja Jordanin menetelméa

Edelld kuvatuissa esimerkeissé herdd kysymys, ettd milloin yhtéloryhmén muokkaami-
nen kannattaa lopettaa, eli milloin rivioperaatiot eivéit endé sievenné yhtaloryhmaé liséaé.
Emme vastaa tdhin kysymykseen formaalisti, vaan kiertden esittelemalld yhtaloryhmén
supistetun porrasmuodon, joka on yhtédloryhmén muokkaamisen varsinainen tavoite.
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Maéritelma 1.4.6. Yhtdloryhmd

a11x1 + a12x2 + a13r3 + -+ ap,  =by
2121 + a2 + a23x3 + - -+ + a1y, = ba
Am1%1 + amax2 + am3x3 + - + QmnTn = bm

on supistetussa porrasmuodossa, jos

1. rwilld, joka ei ole nollarivi ensimmdinen nollasta potkkeava kerroin on 1 ja muut
saman muuttujan kertoimet ovat nollia.

2. nollarivin alla ei ole nollasta poikkeavia rivejd ja

3. allekkaisilla riveilld, jotka eivdt ole molemmat nollarivejd, ensimmdinen nollasta
poikkeava kerroin tulee jalkimmdiselld rivilld mydhemmin,

eli toisin sanoen kaikilla j € {1,...,m} jai € {1,...,n} pditee
1. jos aj; # 0 ja ajp = 0 katkilla £ < i, niin aj; = 1 ja ar; = 0 kaikilla r # j,
2. jos aj, =0 kaikilla p =1,...,n, niin a,, = 0 kaikilla v > j jap € {1,...,n} ja
3. jos aj; =1 ja aje =0 kaikilla 1 < £ <1, niin a(jy1)e = 0 katkilla 1 < £ <.
Supistetun porrasmuodon yhteydessa kéytetéddn yleenséd seuraavia termejé.

Maéritelma 1.4.7. Ehdossa kerrointa aj; kutsutaan rivin j johtavaksi kertoimeksi
ja vastavaa muuttujaa x; kutsutaan sidotuksi muuttujaksi. Niitd muuttujio xy, joiden
kertoimet ajy eivit ole minkddn rivin johtavia kertoimia kutsutaan vapaiksi muuttujiksi.

Sidottujen ja vapaiden muuttujien terminologiassa sidottu muuttuja riippuu siis suu-
remmalla indeksilld varustetuista vapaista muuttujista.

Esimerkki 1.4.8. Yhtdloryhmd

1 +3xo +2x4 =5
T3 —3$4 =2

on supistetussa porrasmuodossa ja valitun terminologian mukaisesti muuttujat r1 ja x3
ovat sidottuja sekd muuttujat xo ja x4 vapaita. Tdssd tilanteessa, mikdli (x1, o, 3, T4)
on tamdn yhtdloryhmdan ratkaisu, nitn talloin lukujen x1, xo ja x4 arvot ritppuvat toi-
sistaan ja vastaavasti lukujen x3 ja x4 ritppuvat toisistaan. Toisaalta luvut x1 ja x3
mddrdytyvat yksikdsitteisesti, kun luvut xo ja T4 on valittu, eli

ry =-—-3t—2s+5
Ty =1t

r3 =+3s+2 ’
X4 =S

missd t,s € R.
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Huomautus 1.4.9. Edellisessd esimerkissd olisi voitu jdrjestdd, ettd luvut xo ja x4 olisi
imaistu lukujen x1 ja x3 avulla. Tdmda ei kuitenkaan ole yleisen sidottujen ja vapaiden
muuttujien terminogian mukaista.

Supistetussa porrasmuodossa olevalla yhtaloryhmaéllé ei tarvitse olla ratkaisuja.

Esimerkki 1.4.10. Yhtdloryhmd

xr1 -+ =5
T3 =2

ry =0

0 =8

0 0

on supistetussa porrasmuodossa, mutta yhtilén 0 = 8 vuoksi silld ei ole ratkaisuja.

On helppo 16ytéda esimerkkeja yhtéaloryhmisté, jotka eivét ole supistetussa porramuo-
dossa, mutta voidaan helposti sithen saattaa.

Esimerkki 1.4.11. Mikddn yhtdloryhmista

3:81 =35 1 =5
T9 +4x4y =0 , 0 =8,
T3 =2 T2 +4xy =0
- —0 T +3x3 =5
Jja xro +4xy =0
T —r3 = 5
T3 =2

et ole supistetussa porrasmuodossa. Jokainen ndistd voidaan kuitenkin saattaa supistet-
tuun porrasmuotoon yhdelld rivioperaatioilla.

Térkein tulos rivioperaatioihin liityen on, ettd jokainen yhtéloryhmé voidaan rivi-
operaatioiden avulla saattaa supistettuun porrasmuotoon. Téaté kutsutaan Gaussin ja
Jordanin lauseeksi.

Lause 1.4.12 (Gauss—Jordan). Jokaisella yhtiloryhmdlld on supistettu porrasmuoto.

Lauseen viite on intuitiivisesti selva. Todistus on kuitenkin merkinnéllisesti haasta-
va. Taméan vuoksi lukija voi sivuuttaa todistuksen téssé vaiheessa.

Huomautus 1.4.13. Itseasiassa supistettu porrasmuoto on yksikdsitteinen, kun yksit-
teisyys ymmdrretidn oikein. Koska nollarivien jdrjestystd ei ole kiitnnitetty, talld tarkoi-
tetaan sitd, ettd annettua yhtdloryhmdd

a11x1 + ajoxe + a13xs + - + ainy =bh
a21x1 + agew + ag3w3 + - -+ aspw, = bo
Am1T1 + AmaZ2 + am3®3 + -+ GunTn = by
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vastaavassa supistetussa porrasmuodossa olevassa yhtaloryhmdssa

1121 + @122 + a1373 + - + A1y, =by
(2121 + Q222 + A23%3 + - -+ + A2pTy, = ba
Am1%1 + Gm2T2 + Qm3T3 + - - + Gmn®n = bm

kertoimet aj; on yksikdsitteisesti médrdtty. Tdmd tulos todistetaan liitteessd |E| luvun @
tuloksta hyodyntien.

Lauseen todistus. Olkoon

a1121 + a12w2 + a13T3 + - + a1, = b1
2121 + a2 + ag3x3 + - - - + agpy, = ba

. (1.21)
aAm121 + amax2 + am3x3 + - + AGmnTn = bm

yhtéaloryhmé. Osoitetaan, ettd tdmé yhtdloryhmé voidaan viedd supistettuun porras-
muotoon rivioperaatioilla.

Jos yhtiloryhmé koostuu vain nollariveistéd, on se supistetussa porrasmuodossa ja
todistus voidaan lopettaa. Néin ollen voidaan olettaa, ettd yhtdloryhmé ei koostu pel-
kistd nollariveistd. Olkoon ¢; € {1,...,n} pienin sellainen indeksi, ettd kertoimien
a1sy, - - -, ame, joukossa on nollasta poikkeava kerroin.

Jos niita nollasta poikkeavia kertoimia on vain yksi, jaetaan rivi télla kertoimella ja
siirretdén tdmé rivi yhtéloryhmén ensimmadiseksi riviksi. Jos kertoimien ajy,, ..., ame,
joukossa on vihintaan kaksi nollasta poikkeavaa kerrointa, niin olkoon j; € {1,...,m}
pienin sellainen indeksi j € {1,...,m}, ettd a;1 # 0. Oletetaan nyt, ettd j > j; on
sellainen indeksi, jolla ajy, # 0. Kerrotaan nyt yhtaléryhmén rivi j; vakiolla aje, /aj, ¢,
ja vihennetéén rivistéd j. Mikéli ndin saatu rivi j on nollarivi, siirretdén se yhtaloryhmén
alimmaiseksi. Jaetaan ndiden rivioperaatioden jilkeen rivi j; luvulla aj ¢, ja siirretdén se
yhtéloryhmén ensimméiseksi riviksi. Suorittamalla ndmé rivioperaatiot saadaan yhtalo-
ryhmin kanssa ekvivalentti yhtéloryhm

1 1 1 _ 1

Ty —|—CL1(61+1)I’(1+1 +a1(g1+2)$é1+2 +-- +alnfﬂn = bl
1 1 _ 1

Ao, +1)Tl1+1 +a2(£1+2)w51+2 +- Htaz,xn, = by

1 1 1 _ 1
am((l-&-l)le"'l +am(€1+2)x€1+2 T A te = by

missé luvut ajl-i ja b]l on saatu edellisen yhtaloryhmén kertoimista edelld kuvatulla tavalla.
Huomaa, ettd téssd yhtdloryhméssé ei ole kirjoitettu nékyviin muuttujia x1,...,ze 1,
koska niiden kaikki kertoimet ovat nollia. Tam4 ei kuitenkaan tarkoita, ettd ratkaisujouk-
koa olisi muutettu vaan, ettd molempien yhtéloryhmien ratkaisujoukko on avaruuden R"
osajoukko.
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Toistetaan nyt edelld kuvattu prosessi yhtéaloryhmaélle

1 1 o 1 g1

1 1 1 _ 1
Uy 41y P01l Ty p)Tate T Hpp@n = by

Jos tdmé yhtaryhmé& on koostuu nollariveistd, niin on se on jo supistetussa porramuo-
dossa. Jos néin ei ole, niin toistamalla yll& kuvatut askeleet, saadaan tdmé yhtaloryhméa
ekvivalenttiin muotoon

1 1 2 )

Loy +‘;1(£2+1)xf2+1 +a%(£2+2)x€2+2 + +a}nxn = bé
3 (gy41)Tla+1 +a2(£1+2)xg1+2 +-- +az,xn, = b3

2 2 2 32

Uty 1)Tlatl T iy Tlor2 oo FapTn = by,

missé 1 < £y < n.
Jatkamalla néin l0ydetdén sellaiset indeksit 1 < #1 < fo < --- < fp < n, ettéd
yhtaloryhmaé (1.21)) on ekvivalentti sellaisen yhtaloryhméan

k k k k k
Ay T1 + Ay + agzTy + -+ af, T = b3
alf,ﬂxl + a'ﬁnng + aﬁﬁxg +---+ afmxn = bfn

kanssa, etti jokaisella p € {1,...,k} pétee a’;% =1ja aé?gp = 0 kaikilla j > p.
Mikali a;?gp # 0 jollain j < p, niin vihennetdén yhtéloryhmén rivi p vakiolla afgp

kerrottuna rivistd j. Huomaa, etté rivistd j ei télldin tule nollarivid, koska a% #0 ja

a’; .= (. Néin saadaan ekvivalentti yhtéaloryhmé
a1121 + @122 + 41323 + - + A1 = 1:?1
a1 + dgeT + Gg3w3 + -+ A1pTn = by
Am1T1 + AmaT2 + Am3T3 + - + GmnTn = l;mu
joka on supistetussa porrasmuodossa. Tamé padttas todistuksen. ]

Syy porrasmuodon hyddyllisyyteen on se, ettd sen avulla voidaan suoraan selvittda
yvhtaloryhmén ratkaisut nk. takaisin sijoittamisen tekniikalla kuten esimerkeissa f
on tehty. Lisdksi yhtaloryhmén ratkaisujen lukumééra voidaan suoraan selvittié
supistetusta porrasmuodosta. Kirjataan téstd yleinen tulos sellaisen yhtdléryhmén ta-
pauksessa, jossa ei ole nollariveja.
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Lause 1.4.14. Olkoon

a1121 + a12x2 + a13T3 + - + a1, =b1
a1 x1 + agre + axsrs + - -+ agpry, = by
Am1T1 + 22 + 323 + - + ATy = by

supistetussa porrasmuodossa oleva yhtdloryhmd, jolla on ratkaisu.
Tdlloin
1. yhtdloryhmdlld on yksikdsitteinen ratkaisu, jos kaikki sen muuttujat ovat sidottuja,
ja

2. yhtdloryhmdlla on ddrettomdan monta ratkaisua, jos silld on yksikin vapaa muut-
tuja.

Huomautus 1.4.15. Koska yhtdloryhmdlld on ratkaisu, niin sen nollarivit ovat muotoa
0 = 0. Huomaa myds, ettd lauseen |1.4.14) ensimmdinen kohta on voimassa ainoastaan
tilanteessa

T = b1
xI9 = b2

Tn =bp

0 =0

\ 0 =0

Myo6s tdmén lauseen todistuksen sivuuttaa téssd vaiheessa. Lukija voi palata tdhéan
todistukseen esimerkiksi luvun [3] jilkeen. Konkreettisissa tilanteissa lauseen antamat
tulokset on helppo lukea annetusta yhtaléryhmésta.

Esimerkki 1.4.16. Yhtdloryhmd

xr1 -+ =0
r3 = O

on supistetussa porrasmuodossa. Sen sidotut muuttujat ovat x1 ja T3 jo muuttujo xo on
sen ainoa vapaa muuttuja. Yhtdloryhmdan ratkaisu (x1,x2,23) on muotoa

r, = —t
Tro = t
r3 = 5,

missit € R, eli
(x1,x2,23) = (—t,t,5) = (0,0,5) + t(—1,1,0).
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Lauseen muotoiluun liittyen on hyv# huomata, etti muuttujia ei koskaan
tiputeta pois yhtdloryhmaéstd, koska tdméa muuttaa yhtdloryhmés ja ratkaisujoukkoa.
Otetaan tésta esimerkki.

Esimerkki 1.4.17. Kahden yhtdlon ja kolmen muuttujan yhtdaloryhmdlld

T +OSU3 =0
i) +0333 =0

on vapaa muuttuja xs. Ndin ollen silld on ddrettomdan monta ratkaisua. Ratkaisut ovat
muotoa t(0,0,1) € R3, missi t € R.

Jos muuttujaa x3 et lainkaan huomioitaist, tutkittaisiin yhtdloryhmdad kahden muut-
tujan ja kahden yhtdlon yhtaloryhmad

T =0
xo =0

joka on tdysin eri yhtdloryhmda ja jonka ratkaisut ovat avaruudessa R? avaruuden R3
sijaan. Itseasiassa tamdin yhtdloryhmdn ainoa ratkaisu on (0,0).

Lauseen[1.4.1]] todistus. Koska yht#loryhmilld on ratkaisu, ei supistettu porrasmuoto
sisdllé riveja 0 = bj, missé b; # 0. Koska nollarivit 0 = 0 eivit vaikuta ratkaisuihin,
niin ne voidaan yhtéléryhmésta pois, eli olettaa, ettd yhtdloryhméssé ei ole lainkaan
nollarivejé.

Oletetaan ensn, ettd yhtaloryhmén kaikki muuttujat ovat sidottuja. Téalloin sidotun
muuttujan méaritelmén nojalla jokaisella rivilla j on tdsmélleen yksi nollasta poikkeava
kerroin a;; = 1. Téll6in vektori (b1,...,by,) on yhtéloryhmén ainoa ratkaisu.

Oletetaan nyt, ettd yhtaloryhmélld on vapaita muuttujia ja osoitetaan, ettd t&alloin
yhtaloryhmaélla on darettomasti ratkaisuja. Késitellddn yhtéaloryhméé riveittédin kahdessa
eri tapauksessa.

Olkoon aj1 21+ - -+a;nx, = b; yhtiloryhmén sellainen rivi, jolla vain yksi kertoimista
aj; on nollasta poikkeva, eli yhtéld on aji,x;; = bj, jollain i; € {1,...,n}. Supistetun
porrasmuodon méaéritelméin mukaan talloin aji; = 1. Valitaan Ti; = b;.

Tarkastellaan nyt yhtdloryhmén yhtdloa ajiz1 + -+ - + ajpx, = bj, jossa vihintééin
kaksi kertoimista on nollasta poikkeavia. Huomaa, etté jos aj; # 0, niin télldin a,; = 0
kaikilla r # j, eli ettd vastaava kerroin ei ole nollasta poikkeava millain muulla rivilla.
Olkoon i; € {1,...,n} pienin niistd indekseistd, joilla aj; # 0. Valitaan nyt z;; = b;
ja valitaan z; = 0 niilld indekseilld i; < ¢ < n, joilla a;; # 0. Téssd ei ole ristiriitaa
alempien valintojen kanssa, koska muuttuja z;; on sidottu muuttuja, jonka arvoa ei
madritelld minkd&n muun rivin yhteydessi, ja muut muuttujat x;, joille méariteltiin
arvo tisséd yhteydessé, eivit ole sidottuja muuttujia, joten ne saavat joka kerta saman
arvon 0. Néilld valinnoilla yhtéld aj1z1 + - -+ + ajp,Tp = b;j on voimassa.

Koska yhtdloryhméssi ei ole (en#é) nollarivejd, niin nyt luku x; on méarétty jo-
kaisella indeksilld i € {1,...,n}. Koska niilld lukujen x1,...,z, valinnoilla jokainen
yhtaléryhmén yhtéls on voimassa, niin (z1,...,2,) on yhtiléryhmén ratkaisu.
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Olkoon nyt ¢ € R. Koska on oletettu, ettd yhtdloryhméssé on vapaa muuttuja, niin
yhtéloryhméssé on sellainen rivi j, jolla on vahintéén kaksi nollasta poikeavaa kerrointa
aji; ja aje. Valitaan nyt muuttujan z, arvoksi t ja asettaa z;; = b; — ajet. Téll6in
my6s vektori (z1, ..., 2,) on yhtiloryhmén ratkaisu. Koska ¢ € R oli mielivaltainen, niin
havaitaan, ettd yhtaloryhmélla on téssé tilanteessa dédrettomén monta ratkaisua. O
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Luku 2
Matriisit

Luvun tavoitteet

e Matriisien laskutoimitukset, erityisesti matriisien kertolasku.
o Kadnteismatriisin mééritelmé ja etsiminen.

e Rivioperaatioiden ja alkeismatriisien vélinen yhteys.

2.1 Motivointi: Yhtialoryhm&n matriisimerkinti

Yhtaloryhmié ratkottaessa herdd kysymys, ettd onko pakko raahata muuttujia x4, ..., x,
mukana laskuissa. Vastaus tdhén kédytédnnonldheiseen kysymykseen on tietysti, ettd ei
ole pakko.

Yhtéaloryhmén
a11x1 + a2 + -+ - + a1y = b
agx1 + agry + - +agmr, = by
Am1T1 + Am2®2 + -+ Gy, = by
ratkaisut riippuvat ainoastaan kertoimista a;; € R ja vakioista by, ..., b, € R. Toisaalta
tiedetdéin, ettd rivioperaatiot ainoastaan muuttavat kertoimia aj; ja lukuja b1, ..., by,.

Nain ollen on selvaé, ettd mitdéan informaatiota yhtéloryhmén ratkaisuista ei kadoteta,
jos yhtaloryhma kirjoitetaan tiivistetysti muodossa

a1 a2 -+ aip | b
as1 a2 -+ A, | bo

(2.1)
Aml Am2 - (Amn bm
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Huomautus 2.1.1. Huomaa, ettd tdssi merkinndssd kertoimet aj; ja vakiot b; on ero-
tettu toisistaan viwalla. Tdtdkddn ei aina tehdd. Erottava vitva kuitenkin helpottaa mer-
kinndn ymmdrtdmistd kdytinnon tilanteissa. Vertaa esimerkiksi merkintdja

11 31 . 1 1]3
2 0 —1] 7|2 of-1|

Ratkaistaan esimerkin yhtéloryhmé kiyttden titd merkintid

Esimerkki 2.1.2. Kirjoitetaan yhtdloryhmda

r1 —xo0 +2x3 —x4 = 3
r1 +x2 +x4 = 3

muodossa
1 -1 2 —-11]3
1 10 1|3
ja sovelletaan esimerkissi[1.4.4] kiytettyji merkintdji ratkaisussa. Tilldin saadaan

1 -1 2 -1]3 1 -1 2 -1]3
1 10 1]3 -R 0 2 -2 2|0] 3

1 -1 2 —13] +R,

0 1 -1 1]0
10 1 03
0 1 —1 1|0

Alkuperdinen yhtdloryhmd on siis ekvivalentti supistetussa porrasmuodossa olevan yhtdloryhmdn

T +x3 = 3
{ To —x3 x4 = 0
kanssa. Ndain ollen
r1 = —t+3
T2 = +t—35
ry = t
X4 = S

missd t,s € R.

Yhtéaloryhmén matriisimerkinté herattédd ajatuksen, ettd onko néitd merkintojéa kayttiaen
mahdollista tehokkaasti ratkaista useita yhtéléryhmié samoilla kertoimilla aj; mutta eri
vakioilla by, ..., by,. Késitellddn téta esimerkin avulla.

Esimerkki 2.1.3. Tarkastellaan samaa yhtdléryhmdad kuin esimerkissd

(2.2)

r1 —To +2r3 —x4 = 3
1 +xo +ry = 3
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ja samoilla kertoimilla mddriteltyd yhtaloryhmdd

{ i~y F2y3 —ys 0 (2.3)
Y1 +y2 +tys = -2
Yhtdloryhmdt (2.2) ja (2.3)) voidaan ratkaista samanaikaisesti kirjoittamalla ne muotoon

1 -1 2 -1|3 O
1 10 113 -2

ja kdyttimdlld samoja rivioperaatioita kuin esimerkissi[2.1.3. Tdlldin

1 -1 2 =113 0 1 -1 2 —=1/3 0

1 10 13 —2| —R; 0 2 -2 20_2.%
(1 -1 2 =113 0] +Ry
0o 1 -1 1|0 -1
1 0 1 0]3 -1
01 -1 1/0 -1

Niin ollen yhtiléryhmdn (2.2) ratkaisuiksi saadaan vektorit (x1,x2,xs3,r4) € R4,
joille pdtee

Ty =—-t+3
9 =1t— 8
r3 =1
T4 =S,

missd t,s € R. Yhtdloryhman (2.3|) ratkaisuiksi saadaan vektorit (y1,y2,ys,ya) € R4,
joille pdtee

y1=—-t—1
Ypp=t—s5-—-1
yz =1
Ya =3,

missd t,s € R.

Esimerkista saa vaikutelman, ettd merkinnéssé lukuja pystysuoran ero-
tusviivan molemmilla puolilla késitelldin samalla tavalla. Témaé ei ole sattumaa vaan ha-
vainto johdattaa matriisin ja matriisiyhtalon késitteisiin, jossa merkinnéssé viival-
la erotetut puolet tulkitaan omina matriiseinaan ja yhtdloryhmén kertoimet xq,...,x,
merkitddn omaksi matriisikseen.

2.2 Matriisit ja sarakkeet

Kuten avaruuden R" vektorit voidaan mééritelld jonoina, my6s matriiseille on for-
maalisti korrekti méairitelma. Aloitetaan kuitenkin hieman selkedmmalld luonnollisella
méaaritelmalla.
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Madritelma 2.2.1. Olkoot m,n € Z. Lukujen aj; € R, missi j € {1,...,m} ja
ie{l,...,n}, taulukkoa

ail a12 T Aln

a1 a2 -+ a2,
A= [ajl] =

Aml Am2 - Qmn

kutsutaan m x n-matriisiksi. Lukuja aj; kutsutaan matriisin A kertoimiksi. Kaikkien
m X n-matriisien joukkoa merkitdin R™*™,

Aloitetaan huomautuksilla merkinnoistd ja konventioista.

Huomautus 2.2.2. Jatkossa 1 x 1-matriisi [a] € R'*! samastetaan luvun a € R kanssa,
eli avaruus RY™' samastetaan reaalilukujen R kanssa.

Huomautus 2.2.3. Mikdli matriisin A € R™*™ kertoimille ei ole valittu merkintdd,
niitd merkitidn symboleilla Aj;, eli luvut Aj; € R ovat sellaisia lukuja, ettd

A A o Ay

A A co A,
ao [t e

Aml AmQ e Amn

Tdtd konventioita kdytetdadn jatkossa muutamia kertoja. Usein on kuitenkin mielekddnpdd
merkitd matriisin A kertoimia symboleilla aj; ja kirjoittaa A = [aj;)].

Matriisien yhteydesséd puhutaan matriisin sarakkeista ja riveisté. Télla tarkoitetaan
seuraavia alkuperéiseen matriisiin liittyvid matriiseja.

Madritelméa 2.2.4. Olkoon A = [aj;] € R™ "™ matriisi. Matriisia

ai;

azq
Aj=| | er™

Amy
kutsutaan matriisin A i:nneksi sarakkeeksi ja matriisia
_ . . L . 1xn
Aj. = [ajl a;2 ajn] eR
j:mneksi riviksi.
Yleisemmin puhutaan sarakevektoreista ja rivivektoreista.

Masritelma 2.2.5. Joukon R™ matriiseja kutsutaan sarakevektoreiksi ja joukon
RX" matriiseja rivivektoreiksi.
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Syy tiélle terminologialle paljastuu tdmén luvun aikana.
Esimerkki 2.2.6. Mddaritelmdn matriisissa A € R™*™ on m rivid ja n saraketta.
Esimerkki 2.2.7. Matriisit

1 -1
A:B _51 _01],32 2 5|,
0 —1

ovat luvuista 1, —1,0, 2,5, —1 muodostettuja erilaisia matriiseja. Matriisissa A on 2 rivid
ja 3 saraketta. Matriissa B puolestaan on 3 rivid ja 2 saraketta. Matriisin A toinen rivi
on matriisi [2 ) —1] ja vastaavasti matriisin B toinen rivi on matriisi [2 5}.
Matriisin sarakemerkinti

Matriisia A € R™*™ on usein mielekdstd merkita sarakeittain, eli muodossa

A=[A1 - A4

Toisaalta monissa tilanteissa on hyodyllistd méaéritelld matriisi annettujen sarake-
vektoreiden avulla. Annetaan tdta varten tarkka méadritelma.

Miiritelmi 2.2.8. Olkoot vy, ..., v, € R™ sarakevektoreita
V1
V; =
Umi
jokaisella i € {1,...,n}. Tilloin matriisilla A = [v1 -+ v,] € R™" tarkoitetaan
matriisia
vir V12 ot Vlin
U2l V22 U2
A= "
Uml  Um2 Umn,

Esimerkki 2.2.9. Olkoot

Talloin

on matriist

Lisiksi Ay = v1 ja Ag = va.
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Termi taulukko matriisin mairitelméissa

Palataan nyt matriisin mé#ritelméin jossa kiytetiin médritteleméitonti kisitetti
taulukko. Taméa voidaan ratkaista seuraavasti.

Palautetaan mieleen, ettd jonolla x = (z1,...,z,) € R" tarkoitetaan itseasiassa
funktiota z: {1,...,n} — R, jolle pétee x(i) = z; kaikilla ¢ € {1,...,n}. Vastaavasti voi-
daan sanoa, ettd m x n-matriisi A on itseasiassa funktio A: {1,...,m}x{1,...,n} = R.
Lukujen aj; mééradma m x n-matriisi A = [a;;] € R™*™ on siis funktio A: {1,...,m} x
{1,...,n} = R, jolle pétee A(j,i) = aj; kaikilla j € {1,...,m} jai e {1,...,n}. Tadmi
antaa méadritelméan taulukon késitteelle, jota matriisin méaritelméssa kiytettiin intuitii-
visessa mielessd. Tété formaalisti tarkkaa matriisin méédritelmés on kuitenkin hankala
hyddyntéad kiytannossd. Matriiisi merkinnén tarkoituksena onkin korvata tdmé formaa-
listi oikea mé&dritelmé kéaytdnnollisemmaélld merkinn&lld. Huomautettakoon, ettd tata
formaalia médritelméé el jatkossa tarvita, vaan mééritelmé [2.2.1] riitt44 mainiosti.

Huomautettakoon kuitenkin, ettd kayttden tdtd formaalia ma#ritelméd, matriisien
samuutta ei tarvitse erikseen késitelld, koska matriisit A ja B ovat sama matriisi, jos ja
vain jos kuvaukset A: {1,...,m} x{1,...,n} = Rja B: {1,...,m} x{1,...,n} - R
ovat sama kuvaus. Lisidksi havaitaan, ettd R™*™ on itseasiassa kaikkien funktioiden
{1,...,m} x{1,...n} — R joukko.

2.2.1 Matriisien yhteenlasku ja skalaarikertolasku

Matriiseille mééritellddn yhteenlasku seuraavasti.

Maésritelmé 2.2.10. Olkoot A = [aj;] € R™*" ja B = [bj;] € R™*™ matriiseja. Talldin
A+ B € R™*™ on matriisi, jolle pditee

(A+ B)ji = aji + bji.

jokaisella j € {1,...,m} jai € {1,...,n}. Matriisia A + B kutsutaan matriisien A ja
B summaksi.

Matriisit lasketaan siis yhteen kertoimittain, eli

air Ay b1 - bin a1 +bin -0 ap +bip
+1 =] '
aml - Gmn b1 - bmn Am1 +bm1 -+ Gmn + b

Niin ollen matriisien A ja B pitédd olla saman kokoisia, jotta ne voidaan laskea yhteen.

Esimerkki 2.2.11. Matriisien

1 0 —1| . 1 -1 4
A‘[2 5 0} J“B_{o 3 —2]
summa A+ B on

Cf1 0 1] 1 -1 4] 141 0-1 —1+4] [2 -1 3
A+B_[2 5 O]+[O 3 —2]_[2+0 5+3 0—2]_[2 8 —2]‘
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Madritellddn nyt matriisien skalaarikertolasku, eli matriisin A € R™*" ja luvun
A € R tulo.

Maisritelmé 2.2.12. Olkoot A = [aj;] € R™*™ ja X € R. Tdlloin XA € R™*™ on
matriisi, jolle pdtee

(/\A)ji = )\aji
jokaisella j € {1,...,m} jai € {1,...,n}. Matriisia NA matriisin A ja luvun A tuloksi.
Myos skalaarikertolasku suoritetaan kertoimittain, eli

ai; - A Aair 0 Aaig

Gm1l *° QGmn Aam1 - Amn

Huomautus 2.2.13. Huomaa, ettd mdadritelmissd|2.2.10 ja |2.2.19 matriisit A+ B ja
AA ovat itseasiassa matriisien nimid. Ne ovat sellaisia matriiseja, jotka mddrdaytyvdt
matriiseista A ja B ja luvusta A annettujen sddntdjen mukaisesti.

Formaalisti matriisien A4+B ja AA mddritelmien avulla mddritellidn mXxn-matriisien
yhteenlasku +: R™* ™ x R™*" — R™*" (A B) — A + B, ja skalaarikertolasku -: R x
R™Xm — R™*™ (XN, A) — AA.

Joukon R™*™ matriisien yhteenlaskulle ja skalaarikertolaskulle patevit samat omi-
naisuudet kuin avaruuden R™ vektoreille. Kirjataan tdmé havainto lemmaksi, mutta
jatetddn todistus, joka perustuu reaalilukujen vastaaviin ominaisuuksiin, kiinnostuneel-
le lukijalle.

Lemma 2.2.14 (Matriisien yhteenlasku- ja skalaarikertolaskulait). Olkoot A, B,C €
R™*" ja a,b € R. Talloin

~

. (A+B)+C=A+(B+0),
2. A+ B=DB+A,

3. a(A+ B) = aA +aB,

4. (ab)A = a(bA) ja

5. (a+Db)A =aA +bA.

Huomautus 2.2.15 (Kiinnostuneelle lukijalle). Kuten ylld todettiin, ndmd matriiseihin
littyvat laskulait vor todistaa suoraan matriisien yhteenlaskun ja skalaarikertolaskun
mdadritelmistd kdyttien reaalilukujen vastaavia ominaisuuksia. Toinen tapa on havaita,
ettd — samoin kuin vektoreiden laskutoimituksel — m x n-matriisien laskutoimitukset ovat
itseasiassa funktioiden {1,...,m} x {1,...,n} — R laskutoimituksia.
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2.3 Matriisitulo

Maééritellddn nyt matriisien tulo. Toisin kuin matriisien yhteenlasku ja skalaarikerto-
lasku, matriisien tuloa ei méaéritella kertoimittain. Matriisien tulo voidaan motivoida
kahdella eri tavalla: yhtdloryhmilla tai kuvausten yhdistdmiselld. Aloitetaan kuitenkin
motivoinnin sijaan suoraan matriisitulon brutaalilla méaritelmélla.

Mésritelma 2.3.1. Matriisien A = [aj] € R™" ja B = [bj;] € R™F tulo AB on
matriisi AB € R™**  jonka alkiot on mddritelty kaavalla

(AB)W = Z ajgbgi
/=1

kaikilla j € {1,...,m} jai € {1,... k}.

Maéaritelmén mukaan tulomatriisin AB kerroin (AB)j; saadaan kertomalla matriisin
A j:nnen rivin kertoimet matriisin B i:nnen sarakeen vastaavien kertoimien kanssa ja
laskemalla tulot yhteen. Tadmé tarkoittaa, ettd matriisien A ja B tulo AB on méaéritelty
ainoastaan sellaisille matriiseille A ja B, joilla matriisin A sarakkeiden lukumé#ré on
sama kuin matriisin B rivien lukumééré. Lisdksi matriisien A ja B jarjestykselld on valid
kuten seuraavat esimerkit osoittavat.

Esimerkki 2.3.2. Olkoot
A [1 2 —1] c R2%3
0

0 1
ja
1 0
B=| 0 —1| e R**2
-2 2

Lasketaan AB € R?>*? ja BA € R3*3. Aloitetaan matriisista AB.
Lasketaan ensin kerroin (AB)11. Koska (AB)11 = A11B11 + A12B21 + A13Bs1 niin
havaitaan, ettd
(AB)11=1-1+2-0+(-1)-(-2)=1+2=3.
Vastaavasti voidaan laskea muutkin kertoimet. Ndin saadaan, ettd
1 0

12 -1 3 —4
ap - | [lo == o
01 o), 0 -1

Huomautus 2.3.3. Matriisituloja laskettaessa tulee helposti virheitd. Kaytinnon las-

kuissa, kuten matriistulon AB kohdalla edellisessi esimerkissd, vot virheiden vdilttdmiseksi
kayttad merkintditapaa

=
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josta pystyy helposti lukemaan tulomatriisin AB kertoimeen (AB);; vaadittavan matrii-
sin A rivin j ja matriisin B sarakkeen 1.

Esimerkki 2.3.4. Olkoot matriisit A ja B kuten esimerkissi[2.3.14) Lasketaan nyt tulo
BA kdyttien edellisen huomautuksen tapaa.
Ndilld merkinnoilld matriisiksi BA saadaan

1 2 -1
0 1 0

eli
1 2 -1
BA=|[0 -1 0
-2 =2 2

Matriisitulon yhteys yhtaloryhmiin

Matriistulon ja yhtéloryhmien vélinen yhteys perustuu huomioon rivi ja sarakevektorei-
den tulosta. Késitellddn tétéa ensin esimerkin muodossa.

Esimerkki 2.3.5. Rivivektorin
a = [(IH s aln] (S Rlxn

ja sarakevektorin
z1
r=|: | eR™,
Tn,
tulo ax on 1 x 1-matriisi (eli reaaliluku)
I
axr = [all e aln] | =anrr +anxra+ -+ ape, € R (2.4)

Tn

Edellisessé esimerkisséd symbolien a ja x valinta perustuu yhtaléryhmistéd tuttuihin
merkint6ihin. N&illa merkinnéilla tulo az vastaa itseasiassa tdsmaélleen yleisen yhtaloryhmén
ensimmaéisen rivin vasenta puolta. Sovelletaan nyt téatd kaavaa matriisin A € R™*™ ta-
pauksessa.

Esimerkki 2.3.6. Olkoon A € R™*" kertoimien aj; matriisi, eli

aip - a1n
A =

am1 - Qmn
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ja olkoon
T
r=|:| eR™!
Tn

sarakevektori. Tdlloin laskemalla matriisitulo riveittdin saadaan

aiy -0 Qin | |21 a11T1 + -+ ATy
Am1 - Gmn Tn Am1T1 + -+ GmpTn
eli vektorin Az j:s kerroin (Az); on rivivektorin [ajl ajn] Jja sarakevektorin x

tulo.

Edellinen esimerkki jo oleellisesti paljasti matriisitulon ja yhtéléryhmén vélinen yh-
teyden. Seuraavassa esimerkissa téata kisitelddn tatéa kuitenkin vield tarkasti.

Esimerkki 2.3.7. Olkoon (x1,...,x,) € R™ yhtdloryhmdin

a1171 + ajoxs + - -+ apTy, = by
a1 + axry + - -+ agpxy, = by
. (2.5)
am1%1 + amaZo + -+ + QGmnTn = by
ratkaisu.
Merkitddan nyt
ap -+ Qin z1 b1
A= : Dl eR™M p= || eR™ jab= | : | € R™¥
aml “ .. amn Jj’n bm
Talloin
b1 a11r1 + - + a1nTn a1 -0 A | |71
b=1:|= : = : C ]| = A
bm Am1Z1 + -+ ATy, Aml - Qmn Tn

Niin ollen yhtidléryhmdin (2.5) ratkaiseminen vastaa sarakevektorin x ratkaisemista
yhtdilosta

air o A | |71 b1
=|: (2.6)
Aml *°° Qmn Tn bm

eli sarakevektorin x ratkaisemista matriisiyhtdlostd

Ax = b.
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Huomaa, ettd kdyttien luvun alussa kayttéon otettua merkintdd timd yhtdlé vastaa
yhtiléi
ail - aig | b

Am1 -+ Gmn | bm

joka voidaan nyt kirjoittaa lyhyesti muodossa
[A]b].

Matriisitulo ja sarakkeet

Kasitelldan viela yleistd matriisituloa tilanteessa, jossa matriisi on ilmoitettu kéiyttden
sarakemerkintdi. Vaikka konkreettisilla matriiseilla késinlaskettaessa seuraava tulos ei
anna erityistd etua, on silld konseptuaalisesti erittédin suuri merkitys matriisitulon hah-
mottamisen kannalta.

Lemma 2.3.8. Olkoon A € R™*" matriisi ja olkoon B € R™ ¥ sellainen matriisi, jonka
sarakkeet ovat by, ..., b, € R™1 eli etti B = [bl bk]. Tdlldin

AB=[Ab .- Ab].

Lemma siis sanoo, etti tulomatriisin AB sarakkeet saadaan kertomalla matriisin B
sarakkeet matriisilla A.

Esimerkki 2.3.9. Olkoot

Talloin matriisin B sarakeet ovat

O )
R
=l

Lemman [2.3.8 todistus. Pitidi osoittaa, ettd matriisi AB € R™*¥ on matriisi C =
[Abl Abk], eli ettd niille on samat kertoimet, eli ettd (AB);; = Cj; kaikilla
je{l...,m}jai e {1,...,k}. Riittdd kuitenkin osoittaa, ettd niilld on samat sa-
rakevektorit, koska t&lloin niilld on my0s samat kertoimet.
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Olkoot

aip -+ Qip
A=
ami - Gmn
ja
b1
bi=| :
bmi
jokaisella i € {1,...,k}.
Olkoot j € {1...,m} jai € {1,...,k}. Talloin matriisitulon mééritelmén nojalla

(AB)ji = &jlbu + ajzbgi + -+ ajnbm-.
Matriisin AB i:s sarake on siis sarakevektori

a11b1; + a12b2; + - - - + a1pbpi

(AB).; = :
m1b1; + amabai + - - - + Amnbp;
Toisaalta
air - ain | | b1 a11b1; + a12bo; + - - - + a1pbp;
Ab; = | : = :

aAml *°° Omn bnz amlbli + am2b2i R amnbni

eli
(AB).; = Ab;
jokaisella i € {1,...,k}. Néin ollen
AB = [Abl Abk] .

O]

Edellinen lause motivoi seuraavan havainnon, jota tullaan jatkossa kidyttaméaan useas-
ti. Havaintoa varten tarvitaan merkinté.

Merkinta 2.3.10. Merkitddn

€135
e; = S RnX1

€ni

sarakevektoria, jonka kertoimille pdtee
1, g=1
e { 0, j#i.
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Huomautus 2.3.11. Huomaa, ettd merkinndsti e; ei voi padtelld mihin avaruuteen
R™1 yektori e; kuuluu. Tdamé seuraa kuitenkin yleensd kontekstista tai voidaan ilmais-
ta kirjoittamalla e; € R™ 1. Vektoreille ey, ..., e, annetaan luvussa @ nimi. Ne ovat
avaruuden R™1 ns. standardikannan alkioita.

Esimerkki 2.3.12. Jos n = 2, niin

e = H jo eg = m .

1 0 0
€] = 0 , €2 = 1 jaegz 0
0 1

Jos n = 3, niin

)

Lemmasta seuraa nyt, ettd matriisin A € R™*" sarakkeet voidaan poimia
kertomalla matriisia sarakevektoreilla ey, ..., e,.

Korollaari 2.3.13. Olkoon A € R™*™, Tlloin
A= [Ael Aen]

Todistus. Riittdi osoittaa, etti Ae; on matriisin sarake A.;. Olkoon

ailr -+ Qlp
A=
Gml *°  OGmn
jaie{l,...,n}. Talloin
aijier; + a12e2; + - -+ + A1nen; ai;
aip -+ Qip e1;
] ) _ a1€1; + az2e2; + -+ - + a2nln; az;
Aei = : : : = . = . = Al
Aml *°° Qmn €ni
Am1€li + Am2e2; + -+ + Amntn; Ami

Matriisi kuvauksena

Matriisitulon avulla matriisille A € R™*" voidaan antaa tulkinta kuvauksena. Tama
perustuu havaintoon, etti jokaisella sarakevektorilla € R™*! tulo Az on sarakeava-
ruuden R™*! alkio. Néin ollen

fa: R S R™ gy Ax,

on hyvin mééritelty kuvaus sarakeavaruudesta R™*! sarakeavaruuteen R*1,
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Esimerkki 2.3.14. Olkoon

12 1] g
A‘h 10]GR

kuten esimerkissd ja olkoon fa: R3>1 — R?*! kuvaus x — Ax. Etsitidn kuvaukselle fa
kaava sarakevektorin alkioiden avulla.

Olkoon )
Tl
x = |a9| € R¥,
.%‘3_
Tdlloin
1 2 —11|™ x1+ 229 —
. _ - S 2 — 3
falzx) = Az = 01 0 x9 —[ s }

L3

Kuvaus f4 on téirkeéd esimerkkitapaus niin sanotuista lineaarikuvauksista. Kirjataan
lemmaksi kuvauksen fa tédrkeimmét ominaisuudet. Ne seuraavat valittomésti sarake-
vektoreiden laskusdannoista.

Lemma 2.3.15. Olkoon A € R™*"™ matriisi ja fa: R™1 — R™1 g+ Ax, kuvaus.
Télléin kaikilla x,y € R™! ja a € R pitee seki fa(x +1vy) = fa(x) + faly) etti
falax) = afa(x).

Todistus. Olkoot z,y € R™*!. Kuvauksen f4 mééritelmsin ja matriisitulon laskusésintojen
nojalla pétee
fa(@+y) = Az +y) = Az + Ay = fa(@) + fay).
Liséksi
fa(laz) = A(az) = aAx = afa(x).

Matriisitulo ja rivivektorit

Matriisitulon yhteys sarakkeisiin herédttda kysymyksen matriisitulon ja rivivektoreiden
vastaavasta yhteydessi. Télldinen yhteys on olemassa. Otetaan kiyttoon seuraava mer-
kinté.

Merkinta 2.3.16. Rivivektor: e;‘» e RY™X" on vektori eX = [e* ceeef |, massd

J 71 in]?
« )L g=i
eﬂ“{o, j#i.

Esimerkki 2.3.17. Olkoon n = 3. Tdlloin

ei=[10 0], e=[0 1 0] jaes=[0 0 1].
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Rivivektori e} € R™™™ muistuttaa sarakevektoria e; € R™*!: niill4 on samat kertoi-
met samassa jirjestyksessid. Ainoa ero on, ettd toinen on sarakevektori ja toinen on rivi-
vekori. Tdmé& on kuitenkin suuri ero matriisitulon suhteen. Tdmén havainnon motivoi-
mana otetaan seuraavia laskuja varten kaytt6on merkinté, jonka avulla matriisi voidaan
ilmaista rivien avulla. Vertaa seuraavaa merkintdd matriisin ilmaisemiseen sarakkeiden
avulla.

Merkinti 2.3.18. Matriisia A € R™*"™ merkitddn

A=

missé Aj = Aj. on matriisin A j:s rivi.

Syy néille merkinnéille on seuraava havainto, jota voi verrata lemmaan [2.3.8 To-
distus on samanlainen kuin lemmassa ja korollaarissa [2.3.13] joten se jatetddn
harjoitustehtévéksi.

Lemma 2.3.19. Olkoot A € R™*" jo B € R™* . Tillgin

- AB —
AB = :
— A,B -

missi Aj € RY™ on matriisin A rivi Aj.. Erityisesti

B= :

m

2.3.1 Matriisitulon perusominaisuudet

Matriisitulolla on seuraavat perusominaisuudet. Laskut ovat suoraviivaisia ja ne en-
simmaéisestd lukuunottamatta jéatetdéan kiinnostuneelle lukijalle harjoitustehtéaviksi.

Lause 2.3.20. Olkoot A, A € R™*" B B e R"k (C e RF? jo X\ € R. Tillsin
1. (AB)C = A(BC),
2. (A+ A)B= AB + AB,
3. A(B+ B) = AB+ AB ja
4. M(AB) = (\A)B = A(AB).
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Todistus. Todistetaan viite (AB)C = A(BC). Huomaa, etti AB € R™*¥ BC € R™*P
ja (AB)C, A(BC) € R,
Olkoot j € {1,...,m} jai € {1,...p}. Téllin

k n
(AB);rCri = Z (Z AjeBer> Cri

1 r=1
k n k

Z AjeByCri = Z Aje (Z B@rCm)

r=1 /=1 r=1

Aje(BC)e = (A(BC))J‘@‘-

I
™=

((AB)C)y,

T

I
WE
NE

1
I
—
~
Il

1

I
M=

~
Il
—

O]

Huomautus 2.3.21. Vaikka matriisitulon perusominaisuuksia ei todistettukaan, on
niilld tirked merkitys. Ne antavat laskulait, joilla tuloja lasketaan. Erityisen huomat-
tavaa on, ettd, etti ensimmdinen viite (AB)C = A(BC), joka on ns. matrisiitulon
assoatiivisuus, sanoo, ettd matriisituloissa ei tarvitse kirjoittaa sulkuja ilmoittamaan
jarjestysti tulon laskemisessa. Ndiin ollen voidaan kirjoittaa ABC, koska sekd tulkinta
(AB)C etti tulkinta A(BC) antavat saman tuloksen. Tdamd on erityisen kdytinndéllistd,
kun matriisitulossa on useampia matriiseja.

Huomautus 2.3.22. Matriisitulon assosiatiivisuuden, eli ominaisuuden (AB)C = A(BC)
kasittelylle oli erityinen syy. Tdmd ominaisuus nimittdin antaa uuden nakékulman mat-
ritsitulon mddritelmdlle kuvausten yhdistimisen kautta.

Mddritellidin jokaisella matriisilla M € R™*" kuvaus fyr: R™1 — R™¥! kaavalla
z— Mzx.

Olkoot nyt A € R™™ ja B € R™* matriiseja. Talloin kuvaukset fy: RM*1 — R™X1
ja fg: RF*¥L — R™X1 woidaan yhdistii kuvaukseksi fa o fg: RFX1 — R™*L jolla on
kaava

(fao fB)(@) = fa(fB(x)) = fa(Bz) = A(Bz)
jokaisella x € RF*1,

Koska A(Bzx) = (AB)z, niin

(fao fB)(z) = A(Bz) = (AB)z = fap(x).
jokaisella x € RF*L,
Matriisitulo liittyy sits ndin kuvausten yhdistdmiseen.

2.4 Neliomatriisien kdidnteismatriisit

2.4.1 Johdanto

Tavallisilla reaaliluvuilla yht&lo
ar=">
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ratkaistaan jakamalla luvulla a, jos a # 0. Herdd kysymys onko voidaanko matrii-
siyhtélosta
Az = b,

ratkaista sarakevektori  samalla tavalla, eli 16ytimalld sellainen matriisi A™!, etti
z = A"1b.

Kuten reaalilukujenkin tapauksessa ei voida jakaa nollalla, ei tédssékaédn tapauksessa voi-
da olettaa, etts tilldistd matriisia A~! on aina olemassa. Yksi tdmin kurssin paiasioita
onkin selvittsis milloin matriisi A~! voidaan loytaa.

Myo6hemmin tullaan osoittamaan, ettéd ainoastaan sellaisella matriisilla, jolla on sama
mé&drd rivejd kuin sarakeita, voi olla k&dnteismatriisi. Koska néilld matriiseilla tulee
olemaan téarkeéd rooli myos muissa lineaarialgeberan ilmitissé, annetaan néille matriiseille
jo téssa vaiheessa nimi.

Maidritelmé 2.4.1. Matriisi A € R™*™ on neliématriisi, jos sillid on sama mddrd rivejd
ja sarakeita, elt m = n.

2.4.2 Identiteettimatriisi

Reaalilukujen tapaukssa luvun A € R\ {0} kiinteisluvulla A\~! tarkoitetaan sellaista
lukua, jolle piatee AA™! = 1, missd luvulla 1 on tuttu ominaisuus z -1 = =z = 1z
jokaisella z € R. Maéritelladn téatéd varten yksikko- eli identitettimatriisin késite.

Merkinti 2.4.2. Matriisia I € R™", jolle pitee

1, j=1
I = T
7 { 0, j#i
sanotaan identiteettimatriisiksi.

Esimerkki 2.4.3. Jos n = 2, niin identiteettimatriisi on

1:[(1) ﬂ

Jos n = 3, niin identiteettimatriisi on
1 00
I=(0 10
0 01
Huomautus 2.4.4. Identiteettimatriisi I € R™"*™ on siis jokaisella n € Z matriisi

I = [61 en].

Matriisia I kutsutaan identiteettimatriisiksi seuraavasta syysta.
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Lemma 2.4.5. Jokaisella x € R™ pitee Iz = z.

Todistus. Olkoon

X1
€r =
T
Koska
1 0 - 0 . .
1 1
o1 - 0 "
_[ = = s
00 --- 1 €nl *°° Enn
niin
€11 -0 €Eip| |71 1121 + e1222 + -+ - + e1nTy 1
€21 ' €2pn T2 €21T1 + €222 + - -+ + €2, Tn T2
Iz = | . ) = ) =|.| ==
€nl - €nn Tn €nl1l1 + €n2T2 + -+ Enndn Tn

Identiteettimatriisilla on sama ominaisuus kuin luvulla 1, eli Al = A ja IB = B
aina, kun matriisitulo on mééritelty. Kirjataan tdmé& lemmaksi.

Lemma 2.4.6. Olkoon I € R™" identiteettimatriisi. Tdlloin jokaisella A € R™*™ ja
B € R™* pitee Al = A ja IB = B.

Todistus. Merkitdin A = [al an] ja B = [bl bk], missi ay, ..., a, € R™*!
ja bi,..., by € RMxL
Ensimméinen véite seuraa matriisitulon sarakemuodosta ja vektoreiden e; méaéritelmésta

(eli tarkemmin lemmoista ja , silla
Al =Aler -+ ey =[Aer -+ Aey]=[a1 -+ an] =A
Osoitetaan nyt IB = B. Lemman perusteella pétee
IB=T1[by -+ b)=[b -+ Ib]=1[b1 -+ Ib)=B.

Tamé paattias todistuksen. O

2.4.3 Kiainteismatriisin mairitelméa

Nyt voidaan méaégritelld matriisin kdénteismatriisin késite. Huomaa, ettd mééritelmé ei
sano, ettd jokaisella neliomatriisilla olisi kd&nteismatriisi.

Maédritelma 2.4.7. Matriisi B € R™ "™ on matriisin A € R™"™ kédnteismatriisi, jos
AB = I ja BA = I. Tdllin merkitiin B = A™'. Matriisia, jolla on kddnteismatriisi
kutsutaan kdantyvéaksi.
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Esimerkki 2.4.8. Matriisin
kddnteismatriisi on

silld

v 1] 140 111 1 0]
az=o o 7] =l0 o) =lo o] =

sa-fy 3 - -

Muutama huomio méaéritelméstéd on paikallaan.

ja vastaavasti

Huomautus 2.4.9. Kadnteismatriisi on mddritelty ainoastaan sellaiselle matriisille
A jolla on sama mdidrd rivejd ja sarakeita. Syy tdhdn on seuraava. Jos m > n ja
A € R™ ™ niin tdlloin millddn matriisilla B € R™™ tulomatriisi AB ei ole identtinen
matriisi I € R™*™, Tdmd syvdllinen tulos perustuu luvun@ teoriaan.

Huomautus 2.4.10. Maidritelmdssd vaaditaan, etti AB = I ja BA = I. Itseasiassa
ritttdist vaatia vain toinen ehdoista, vaikka yleisesti matriisitulossa ei tulontekijoiden
paikkaa voida vaihtaa. Tdamd syvillinen tulos seuraa lauseesta [3.10.1].

Huomautus 2.4.11. Mikdli matriisi on kddntyvd, niin sen kddnteismatriisi on yk-
sikdsitteinen. Tdmd havaitaan seuraavasti. Oletetaan, etti A € R™ ™ neliomatriisi
ja ettd matriisit B € R™ "™ ja C € R™™ ovat sellaisia, etti AB = BA = I ja
AC =CA=1. Tdlloin

B = BI = B(AC) = (BA)C = IC = C.

2.4.4 Kiaanteismatriisin selvittiminen yhtaloryhmén avulla

Her#dé kysymys, misté kddnteismatriisi keksittiin esimerkissi Se ratkaistaan vas-
taavasta yhtaloryhmaéstd, kuten seuraava esimerkki osoittaa.

Esimerkki 2.4.12. Olkoon

! 2%2
A_[O JGR

sama matriisi kuin edellisessd esimerkissi. Halutaan loytdd sellainen matriisi B € R?%2,
ettdi AB=1 ja BA=1.

Ratkaistaan ensin yhtilé AB = 1 yhtaloryhmdn avulla seuraavasti. Koska I =
[el eg], nun rittad loytad sellaiset sarakevektorit by, by € R2x1, joille pitee Ab; = e1
ja Abs = eq. Tdmd siksi, ettd tdlloin matriisille B = [bl bQ] pdtee

AB=A [bl bg] = [Abl Abg] = [61 62] =1.
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Yhtdlot Aby = e1 ja Aby = ex voidaan ratkaista samanaikaisesti kdyttamdalld esimerkin
tapaa, eli ratkaisemalla yhtdloryhmd

1 1|1 0
0 1|0 1|°
Vihentdmdlld toinen rivi ensimmdisestd rivistd saadaan ekvivalentt:s yhtdloryhmd

A ! n

joka on supistetussa porrasmuodossa. Ndin ollen saadaan kuten esimerkissd|2.1.5, ettd

o< e [3]

1 -1
B = .
Ratkaisu on siis itseasiassa juurikin se matriisi, joka on muodostunut yhtdaléryhmdn

(2.7) oikealla puolelle.

Koska tdssi vatheessa on ratkaistu vasta yhtdlo AB = I, niin pitid vield tarkistaa,
ettd matriisi B toteuttaa myds yhtilon BA = 1. Tamd tarkistus voidaan tehdd suoralla
laskulla.

eli

Huomautus 2.4.13. Edellisen esimerkin viimeinen huomio pdtee yleisesti. Olkoon A €
R™ "™ Jos matriisiyhtilod AB = I vastaavan yhtdaléryhmdan

[A 1]
supistettu porrasmuoto on

1] B],
nitn talloin matriisi B € R™"™ on yhtdloryhmin AB = I ratkaisu. Perustelu tdille
huomiolle saadaan kirjoittamalla yhtdloryhmd [I ‘ B] kuten esimerkissd
Esimerkki 2.4.14. Matriisillla

A 1 2
12

ei ole kddnteismatriisia. Tdamd voidaan osoittaa, joko osoittamalla, ettd yhtdlolld AB =
I ei ole ratkaisua tai kdyttamdalld tdassda luvussa kehitettdvid teoriaa. Tdssd esimerkissd
timd kysymys ratkaistaan kirjoittamalla yhtdlo AB = I yhtdloryhmdksi.

Merkitddin B = [bl bg], missd by, by € R?*. Koska

AB=Alb by = [Aby  Abs],
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niin saadaan, etti yhtilo AB = I wvastaa yhtdldita Aby = e ja Aby = ey, Toisaalta
ndmd yhtilét voidaan kirjoittaa yhteen yhtidléryhmddn kuten esimerkissd jolloin

saadaan yhtdloryhmd
1 2|1 0
1 2|0 1

Vihentimdlld ensimmdinen rivi jalkimmdisestd saadaan yhtdloryhmd
[1 2] 1 0}
0 0]—-1 1
jolla ei selvisti ole ratkaisuja. Ndin ollen alkuperdiselld yhtilolla AB = I ei ole ratkai-
sua.
2.4.5 Kainteismatriisin perusominaisuudet
Kédnteismatriisilla on seuraavat perusominaisuudet.
Lause 2.4.15. Olkoot A, B € R™*"™ kdintyvid matriiseja. Talloin
1. tulomatriisi AB on kddntyvd ja (AB)™t = B7*A~! sekd
2. kddnteismatriisi A~! on kddntyvi ja (A=) = A.

Todistus. Koska matriisit A ja B ovat kddntyvii, niin voidaan laskemalla selvittds onko
matriisi B~'A~! matriisin kdinteismatriisi. Koska

(AB)Y(BT'A ™)) = ABB 'A ' = ABB YA ' = ATA™' = (ADNA™ =447 = 1.

ja
(B'A™YAB)=B'A'AB=B"'B =1,
niin matriisi B~'A~! on matriisin AB ké#finteismatriisi. Matriisi AB on siis kd#ntyvi.
Osoitetaan nyt, ettd A on matriisin A~! kisinteismatriisi (A~1)~!. Tama on lihes
tautologia. Koska A~1 on matriisin kéfinteismatriisi, niin (A71)A = I ja A(A™1) = L.
Niin ollen A on matriisin A~! kéifinteismatriisi, eli (A=!)~! = A. Erityisesti matriisi
A~ on siis kdsntyva. O

2.5 Kiaantyvyyslause

Matriisien kdédntyvyyslause (lause antaa kolme yhtépitdvad ehtoa neliomatriisin
A € R™"™ kadntyvyydelle. Namé ehdot liittyvat yhtdlon Ax = 0 ratkaisuihin, yhtilo-
ryhmén [A ‘ 1 ] supistettuun porrasmuotoon ja matriisin A esittémiseen ns. alkeismat-
riisien avulla. Yhtéloryhmien rivioperaatioilla on keskeinen rooli lauseen todistuksessa,
eli ndiden ehtojen osoittamisessa yhtéapitaviksi.

Lause 2.5.1 (Neliomatriisien kiddntyvyyslause). Olkoon A € R™*™ neliomatriisi. Tdlloin
seuraavat ehdot ovat yhtapitdvid:
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1. A on kddntyvd,

2. yhtdlon Az = 0 ainoa ratkaisu on x = 0.

3. yhtaloryhmdn [A ‘ 0} supistettu porrasmuoto on [I ‘ 0] ja
4. matriisi A voidaan kirjoittaa alkeismatriisien tulona.

Lauseen todistus jaetaan kahteen osaan. Ensimméisessé vaiheessa todistetaan impli-
kaatiot [1] =[2] ={3] joita varten ei tarvita aleismatriisien mééritelméd. Tamén jélkeen
madritelladn alkeismatriisit ja késitelld niiden yhteytta rivioperaatioihin. Tamén jélkeen
todistetaan loput implikaatiot Yhdistdmélld todistukset saadaan, ettd
viitteet ovat yhtapitavia.

Lauseen [2.5.1] todistuksen alkuosa. Osoitetaan, etté = (2), eli oletetaan, ettd A on
k#antyva matriisi ja osoitetaan, ettd yhtdlon Az = 0 ainoa ratkaisu on z = 0. Olkoon
x € R™¥! yht#lon Az = 0 ratkaisu. Koska A on kéfntyvi, niin 2 = A=Az = A=10 = 0.
Niin ollen viite seuraa.

Osoitetaan nyt, etta = , eli oletetaan, ettd yhtdlon Ax = 0 ainoa ratkaisu on
x = 0. Olkoon [fl ‘ O] yhtaloryhmén [A ‘ 0] supistettu porrasmuoto. Koska z = 0 on
yhtdlon Az = 0 ainoa ratkaisu, niin lauseen [1.4.14] perusteella jokaisella yhtaloryhmén
[[l ‘ 0] rivilld on tésmailleen yksi nollasta poikkeava kerroin. Télloin supistetun porras-
muodon vaatimusten mukaan supistettu porrasmuoto on [I ‘ 0]. 0

2.5.1 Alkeismatriisit

Alkeismatriisit ovat kdantyvid matriiseja, joilla kertominen vastaa yhtéaléryhmén rivio-
peraatioita. Kuten rivioperaatioita niin my06s alkeismatriiseja on siis periaatteessa kol-
mea tyyppid: niihin, jotka vaihtavat rivien jirjestysté, niihin, jotka lisd&vit rivin toiseen
riviin, ja niihin, jotka kertovat rivid vakiolla. Naistéd kaksi viimeistd voidaan kuitenkin
myos yhdistéa.

Rivioperaatioiden avulla annettu yhtdloryhmé voitiin saattaa supistettuun porras-
muotoon. Vastaava tulos matriisien kielelld on, ettd annettu matriisi voidaan alkeismat-
riiseilla kertomalla vied4 supistettuun porrasmuotoon.

Matriisin rivin kertominen vakiolla

Aloitetaan helpoimmasta rivioperaatiosta, eli rivin kertomisesta vakiolla. Otetaan kdyttoon
seuraava merkinté.

Merkintéa 2.5.2. Olkoot 1 < p < n ja A € R. Matriisi Dy, \ on se matriisi, jonka p:s
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rivi on rivivektori Aey, ja jokaisella j # p, rivi j on rivivektori e}f, eli
e ]
Dp)\: — )\e;‘, -
A
Esimerkki 2.5.3. Olkoon n = 3. Tdilldin
A 00 1 00 1 00
Diy=10 1 0, Dypx=1({0 X Of jaD3sy=1{0 1 0
0 01 0 0 1 0 0 A

Huomautus 2.5.4. Matriisi D), ) voidaan mddritelld myds kertoimittain kaavalla

1, j=i, i#p
(Dpp)ji=3 A j=i=p
0, j#1

kaikilla j,i € {1,...,n} tai sarakkeittain kaavalla

Dp7)\:[61 eoep—1 Aep Eppl en].

Huomautus 2.5.5. Selvisti matriisi Dy on kddntyvd, jos ja vain jos A # 0. Lisdksi
suora lasku osoittaa, ettd D;}\ = Dy 1/ kaikilla 1 <p <mn ja XA #0.

Osoitetaan nyt, ettd matriiseilla D),y on halutut ominaisuudet, eli ettd matriisitulo
D,, \A vastaa matriisin A rivin p kertomista luvulla A. Tarkastellaan ensin erikoistapaus-
ta.

Esimerkki 2.5.6. Olkoon n =3 ja

ail a2 a3
A= laa a2 a3

az1 as2 as3

Tdlloin tulomatrivisit Dy \A saadaan laskuista

ai; a2 a3 ai; a2 a3
a1 G22 423 a1 a2 423
azyr azz asg azy azz asg

0] [Aa11 Aaiz Aais
0| a1 a2 a9
1f a1 a3z a3z

ai a12 ais
)\&21 )\&22 )\agg
a3l a32 ass

S O
O = O
S O =
O > O
= O O
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Ja i

ail; a2 a3
a1 Qg2 a3
azr asz2 ass

1 0 0ffann a2 a3
0 1 Of| a2 a2 a3
0 0 A _)\a31 )\a32 /\(133

Niéin ollen matriisi Dy zA saadaan matriisista A kertomalla A:n p:nnen rivin alkiot
vakiolla X.

Todistetaan nyt yleinen tulos, ettd matriisilla D), 5 kertominen vastaa p:nnen rivin
kertomista vakiolla A.

Lemma 2.5.7. Olkoot 1 < p <n ja A € R. Tdllgin jokaisella

A — : 6 Rnxn
. b
pdtee ) )
- ot -
Dp)\A = | — )\a; —
- an —]
Todistus. Koska
e;fA = a;

jokaisella 7 € {1,...,n}, niin lemman [2.3.19 perusteella

_ . - _ . -
_ * _ *
Dp A= |- XA —| = |— Aa, —
* *
- enA —] - an, —]

Matriisin rivien jirjestyksen vaihtaminen matriisitulon avulla

Aloitetaan rivioperaatiosta, joka vaihtaa yhtdloryhmén rivien jarjestyksen. Paljastuu,
ettd tdmé palautuu identtisen matriisin rivien jirjestyksen vaihtamiseen.
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Merkinta 2.5.8. Olkoot 1 < p < r < n. Matriisi SP" € R™™"™ on se matriisi, joka
saadaan matriista I vathtamalla rivien p ja r paikkaa, eli

*

S =

*

Huomautus 2.5.9. Matriisi SP™ voidaan mddritelld kertoimittain kaavalla

—_

, (4,0) = (p,r) tai (5,4) = (r,p)
, i=7jjaj#Fpr
0, muutoin.

(SP7)ji =

—_

Esimerkki 2.5.10. Olkoon n = 3. Tdlloin
100 010 001 100
stt=10 1 0|,S%=|1 0 0of,S¥®=[0 1 0] jasS®*=10 0 1
001 00 1 100 010

Seuraava esimerkki néytaé, ettd tapauksessa n = 3 matriisit SP" vaihtavat matriisin
A rivit p ja r péittiin.
Esimerkki 2.5.11. Olkoon
ailr a2 a3
A= laz az a3
azy asz2 as3

Talloin

0 1 O0f |ain a2 ai3 az1 Q22 a23
1 0 0| [az1 a2 ao3| = |a1n a2 a1z,
0 0 1] |las1 a3z ass] [a31 as2  as3)
0 0 1f a1 a2 ai3 az1r asz ass
0 1 0f |a21 a2 a23| = |a21 a2 a3| ja
1 0 O_ |31 Q32 a33 | |11 a12  a13 ]
1 0 0] a1 a2 ai3 ai1 a2 Qi3
0 0 1f |ao1 a2 azs| = |az1 a3zx ass

_0 1 O_ |a31 as2  a33] | 21 QA22 (23]

Todistetaan nyt yleinen tulos, ettd matriisin A rivien p ja r paikka voidaan vaihtaa
kertomalla matriisilla SP".
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Lemma 2.5.12. Olkoon A € R™*™ matriisi

A:

missi Aj € RYX" on matriisin A rivivektori Aj.. Tdlloin kaikilla 1 < p <r < m pitee

- A -

= SPrA.

- A, -

Todistus. Olkoot 1 < p < r < m. Téalloin lemman [2.3.19| nojalla

A -] - A -

A -1 |- eAa | =4 -
SpTA: . = . = .

— (M)A | = A - |- 4, -

- e A —] - Am —]

O]

Koska matriisin SP" A rivit p ja r voidaan vaihtaa takaisin alkuperéisille paikoilleen
kertomalla uudelleen matriisilla SP" saadaan, ettd SP"SP"A = A kaikilla 1 <p <r <m
ja kaikilla matriisilla A € R™*™. Niin ollen erityisesti

SPrSPT = SPTSPTT = [
eli (SP)~1 = SP". Matriisi SP" on siis kidntyvi ja itsensi kisinteismatriisi.
Matriisin rivin lisidminen toiseen matriisitulon avulla
Mééritelladan ensin apumatriisit EP" € R™*™ kaikilla p,r € {1,...,n}, joilla p # 7.

Merkinta 2.5.13. Olkoot p,r € {1,...n}, p # r. Matriisi EP" € R™™ on se matriisi,
jolle pdtee

(Epr)jiz{ L U



Huomautus 2.5.14. Matriisiin EP" liittyvdt ehdot voidaan kirjoittaa ns. Kronecke-
rin deltan avulla. Kroneckerin deltalla tarkoitetaan lukua 0j; € {0,1}, joka mdadrdytyy

kaavasta
1 g=u
w={5 37
Talla merkinndlld matriisille EP™ pdtee (EP)j; = 0p;0r kaikilla j,i € {1,... ,n}H
Esimerkki 2.5.15. Olkoon n = 2. Tdlléin
12 |0 1) . o1 |00
E—[OojaE—lo.

Seuraava esimerkki selittad matriisien EP" tarkoituksen.

Esimerkki 2.5.16. Olkoon

A= {au au}
as ag|’
Talloin
124 |0 1} a1 a12]|  |a2r age
E7A= I:O 0 as1 ao9 - 0 0
ja

E21A _ |:0 0:| [an a12:| _ [ 0 0 :| .
1 0f a1 a99 air  ai2
Edellisesti esimerkisté voi piételld, ettd heuristisesti tulomatriisi EP” A poimii mat-

riisin A r:nnen rivin ja sijoittaa sen p:nnelle riville. Niin ollen matriisin A kertominen
matriisilla I + EP" vastaa rivioperaatiota, jossa matriisin A riviin p lisétaén rivi r, silld

(I+EPYA=TA+EP"A=A+ E'A.

T&Amaé rivioperaatio kumoutuu, kun rivisti p vihennetdin rivi r, eli kun matriisia A
kerrotaan matriisilla I — EP". Matriisien kielelld tdmé& tarkoittaa, ettd matriisi I — EP"
on matriisin I + EP" kdfnteismatriisi. Kirjataan tdmé tulos lemmaksi.

Lemma 2.5.17. Olkoot p,r € {1,...,n}, p#r. Tdlloin

(I+EP)yt=1—-FEF,
Todistus. Havaitaan aluksi, etté
(I+EP)I—FEP)=I1(I—-FEP)+EP(I-FE")=1—-FEP +EP" —EP'EP" =] — EPTEP"
ja ettd vastavasti

(I—EP)I+E")=I(I+E")—E"(I+E")=1+E" —E" —EV'EV =] — EPEP"

!Kroneckerin deltan voi méiritelld myds funktiona. Kysy luennoitsijalta, mité télld tarkoitetaan.
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Nain ollen riittéd osoittaa, ettd EP" EP" = 0.
Olkoot j,i € {1,...,n}. Jos j # p, niin (EP");, = 0 kaikilla k& € {1,...,n}, joten

n

(BPEPT)j =) (B ju(E" )i = 0.
k=1

Toisaalta, jos j = p, niin télléin (EP");, # 0 ainoastaan tapauksessa k = r. Koska p # r,
niin (EP"),; = 0 kaikilla ¢ € {1,...,n}. Néin ollen

n

(EP"EP") ;= > (EP)jg(EP ki = (EP" )y (BT )i = 0.
k=1
Tulomatriisi EP" EP" on siis nollamatriisi. O

Huomautus 2.5.18. Kuten luvussa |1 havaittiin, usein rivioperaatioita yhdistellddn.
Tyypillinen esimerkki on, ettd matriisin A riviin p lisdtddn rivi v kerrottuna luvulla .
Matriisioperaationa tdmd vastaa matriisilla I + AEP" kertomista.

Tarkasti ottaen tamd yhdistetty rivioperaatio voidaan kuitenkin kolmivaiheisena: Ker-
rotaan matriisin A r:s rivi vakiolla X\, lisdtddan rivi r riviin p, jaetaan rivi v vakiolla \.
Tdtd rivioperaatioiden yhdistettd vastaa tulomatriisi Dy 1 /5(1 + EP") D, 5.

Perustellaan, ettd ndamd kaksi matriisia ovat samat. Havaitaan aluksi, ettd

Dy in(I+ EP)Dpx = (Dyiyad + Dy nE™") Dy
= (Dyax + DpaynEP") Dy
= Dy1/zDrx + Dy 16 EP" Dy
=1+ D,1\E" D, .

Ndin ollen riittdd osoittaa, ettd
D, 1/)\Ep D'r)\ AEPT.

Tamdn voi osoittaa kahdessa vaitheessa seuraavasti.
Osoitetaan ensin, ettd D, 1/ EP" = EP". Olkoot j,i € {1,...,n}. Jos j # r, niin

n

(DyapnE")ji = > (Dyayn)ik(BP ki = (Dyaypn)is (B )i = (B
k=1

Toisaalta, jos j = r, niin talloin (EP")j; = 0 kaikillai € {1,...,n}, koska p # r. Tdlloin
(DyinEP)ji = > (Dyaya)in(E™ ki = O(EP")ji = 0 = (EP")j;
k=1

Ndin ollen D, 1 /\EP" = EP".
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Osoitetaan nyt, ettd EP" D, y = AEP". Olkoot j,i € {1,...,n}. Josi=r, niin

n

(E" Dyp)ji = > _(EP)jk(Dra)ki = (BP)jid = MEPT) .
k=1

Toisaalta, jos i # r, niin (EP");; = 0. Tdlloin

n

(EP"Drx)ji = ) (EP")jk(Drx)ki = 0= AEP") 4.
AJJ J : J
k=1
Niin ollen EP"D, x = AEP"
Yhdistamdlld tehdyt havainnot saadaan

I+Dr71/>\EprDr7/\ = I+ (Dhl/)\Epr)Dr’)\ = I_I_EPT‘DT7/\ — I+ )\Epr.

2.5.2 Kiaantyvyyslauseen todistus

Matriiseja SP", D,y ja I + EP" kutsutaan alkeismatriiseiksi. Edelld tehtyjen havainto-
jen perusteella ne ovat kdantyvid. Lauseen [2.4.15] perusteella my6s niiden tulot ovat
kédantyvid. Kadntyvyyslause sanoo, etté itseasiassa kaikki kd&ntyvét matriisit ovat tulo-
ja alkeismatriiseista. Kédéantyvyyslause siis sitoo yhteen kaikki tdhin mennessé késitellyt
asiat.

Neliomatriisien kddntyvyyslauseen (i lause todistuksen loppuosa. Osoitetaan impli-
kaatiot = = . Yhdessé jo todistettujen implikaatioiden kanssa tdméa todistaa
oletusten yhtépitdvyyden.

Osoitetaan nyt, ettd = . Koska yhtéloryhméa [A ‘ 0] vastaa yhtaloa

Ax =0

ja yhtédloryhmé [A ‘ O] saadaan rivioperaatioilla supistettuun porrasmuotoon [I ‘ 0],
niin on olemassa néité rivioperaatioita vastaavat alkeismatriisit By, ..., By, missé jokai-
sella £ € {1,...,k} joko By = SP", By = D, tai By = I + E'P jollain r,p € {1,...,n},
p#r, ja€eR,eli

[A]0] ~ [B1A | 0] ~ [BaB1A | 0] ~ -~ [By---ByE1A | 0],
missé
BypBj_1---ByBiA=1.
N4iin ollen
A= (BgBy_1--BB)) ' =B7' - B

Koska alkeismatriisien kddnteismatriisit ovat alkeismatriiseja, niin A on alkeismatriisien
tulo.

Osoitetaan nyt viimeinen véiite eli = . Oletetaan, ettd A on alkeismatriisien
tulo, eli A = By --- By, joillain alkeismatriiseilla By, ..., By € R™*™. Osoitetaan, etti
matriisi B = B,C_1 - By ! on matriisin A kiisinteismatriisi.
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Koska

AB = (Bl---Bk)(Bk’l---Bl’l) :Bl"'Bk—lBkBlle;jl"'

:Bl"'Bk—lBlz_ll"'Bl_l:"':BleIZI

ja

BA:(Ble“'Bl_l)(Bl"‘Bk):Bkjl"‘Bz_lBl_lBlBQ"'

ZBk_l--'BQ_lBg-'-Bk:"-sz_lBkZI,

niin B on matriisin A kdanteismatriisi. Erityisesti A on kddntyvé.
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Luku 3

Aliavaruudet

Tavoitteet
o Kisitteet: lineaarikombinaatio, vapaus, virittdminen ja kanta.

e Matriisin sarakeavaruuden yhteys yhtélon Ax = b ratkaisemiseen ja nolla-avaruuden
yhteys ratkaisun yksikésitteisyyteen.

e Matriisin sarake- ja nolla-avaruuksien kantojen yhteys yhtéléryhmén sidottuihin
ja vapaisiin muuttujiin.

3.1 Motivointi: Homogeeniset yhtiloryhmét

Tarkastellaan matriisiyht&loa
Ax=b

missi A € R™*" ja b € R™¥1,

Luvuissa [1] ja [2| ei erityisesti korostettu, mutta niiden perusteella voidaan kuitenkin
havaita, ettd yhtdloiden Az = b ja Az = 0 ratkaisuilla on jotakin yhteistd. Tarkemmin
sanottuna kaikki yhtélon Ax = b ratkaisut saadaan muodostamalla yhdestéd ainoasta
yhtdlon Ax = b ratkaisusta lisdamiélld sithen yhtélon Az = 0 ratkaisuja. Témén voi
muotoilla esimerkiksi seuraavasti.

Lemma 3.1.1. Olkoot A € R™ " ja b € R™ . Oletetaan, etti yhtilolli Ax = b on
jokin ratkaisu y € R™¥1. Tilloin vektorille x € R™*! pitee Ax = b ratkaisu, jos ja vain
jos x =y + z, missi z € R™*! on sellainen vektori, etti Az = 0.

Todistus. Olkoot y € R™*! ja z € R™*! sellaisia vektoreita, ettd Ay = b ja Az = 0.
Talloin
Aly+z2)=Ay+Az=b+0=0,
eli vektori y+ 2 on yht#lon Az = b ratkaisu. Toisaalta, jos y € R™*! on sellainen vektori,
ettd Ay = b, ja i’ € R™*! toinen sellainen vektori, ettd Ay’ = b, niin t#llin vektorille
z =y —y pitee
Az=Aly —y) =AYy —Ay=b—-b=0
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eli z on yhtédlén Az = 0 ratkaisu ja vy’ =y + z. O

Yhtéloa Az = 0 kutsutaan yhtdléc Ax = b vastaavaksi homogeeniseksi yhtiloksi ja
sen ratkaisuilla on mielenkiintoinen ominaisuus, ettd ratkaisujen summat ja skaalaukset
ovat myo0s ratkaisuja. Tdmén voi puolestaan kirjoittaa seuraavasti.

Lemma 3.1.2. Olkoot A € R™" ja b € R™ . Jos y,y € R™¥! ovat sellaisia, etti
Ay =0 ja Ay’ = 0, niin tilloin kaikilla a,b € R vektori x = ay + by’ € R™ on yhtdilon
Ax = 0 ratkaisu.

Todistus. Taméi on suora lasku:
Alay +by') = A(ay) + A(by') = aAy + bAy =0+ 0 = 0.
O

Homogeenisen yhtdlon Az = 0 ratkaisujoukkoa kutsutaan ndiden ominaisuuksien
vuoksi aliavaruudeksi. Aliavaruudelle voidaan mééritelld kanta — ja lopulta dimensio —
ja siten tarkastella yhtdlon Az = b ratkaisujoukon suuruutta tarkemmin.

Aliavaruudet geometrisesti

Aliavaruuden mééaritelmédé voidaan ldhestyd myos geometrisesti, joka johtaa aliavaruu-
den virittdmisen kisitteeseen. Kuten jo tiedetédn, avaruuden R™*! sarakevektoreita voi-
daan laskea yhteen ja kertoa reaaliluvuilla, eli skalaareilla. Sarakeavaruuden R™*! origon
kautta kulkevilla suorilla ja tasoilla on samankaltainen ominaisuus kuin yhtélén Az = 0
ratkaisuilla eli vektoreiden summat ja venytykset kuuluvat samalla suoralle tai tasolle.

Esimerkki 3.1.3. Olkoon u = E

Talloin L on origon kautta kulkeva suora, silli 0 = Ou € L. On huomattavaa, ettd
katkki suoran L vektorit ovat annetun vektorin u venytyksid tu. Myohemmin tdssd lu-
vussa mdadritellidn, ettd suora L on vektorin u virittdmd. Suora L ja vektori u on ha-
vainnollistettu kuvassa [3.1].

] € R?*1 ja madritellain L = {tu € R?*1: t € R}.

Kuva 3.1: Suora L ja vektori u sarakeavaruudessa R?*!,
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Olkoot v,w € L. Tdlloin v = tu ja w = su jollain t,s € R. Ndin ollen v+ w =
tu + su = (t + s)u. Koska t +s € R, niin (t + s)u € L ja v+ w € L. Toisaalta, jos
a € R, niin av = a(tu) = (at)u € L. Ndiin ollen L sisdltid kaikki vektoreidensa summat
ja venytykset.

Muokataan edellista esimerkkia hieman.
Esimerkki 3.1.4. Olkoot

0 0
u=|1|, 4= [-1| e R¥!
1 1
ja madritellddn
P = {tu+ si € R¥™!:t s cR}.
Nyt P on origon kautta kulkeva taso, silld 0 = 0u+05 € P. Koska kaikki tason P vektorit
saadaan vektoreiden u ja U venytysten summina sanotaan, ettd tason P vektorit ovat

vektoreiden u ja u lineaarikombinaatioita ja ettd vektorit u ja w virttdvdt aliavaruuden
P. Taso P, joka on itseasiassa joukko

0
P={ly| eR¥>1:y,2zcR}

z
on havainnollistettu kuvassa[3.2.

R3Xx1

Kuva 3.2: Taso P ja vektorit u ja @ sarakeavaruudessa R3*1.

Aivan samalla argumentilla kuin edellisessd esimerkissd osoitetaan, ettid P sisdltdd
vektoreidensa summat ja venytykset. Olkoot vi,ve € P. Tdlloin v1 = t1u + s1U ja v =
tou 4 sou jollain t1,t2, s1,s2 € R. Ndin ollen

V4w = tyu+ 510+ tou + 52l = (t1 + to)u + (51 + s2).
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Koska t1 +t2 € R ja s1 + s2 € R, niin v +w € P Toisaalta, jos a € R, niin
av = a(tiu + s14) = (aty)u + (as1)u € P.

Ndin ollen P on aliavaruus.

3.2 Aliavaruuden méairitelméi

Avaruuden R™*! epityhjii osajoukkoa, joka sisiltdéd kaikki vektoreidensa summat ja
skaalaukset, kutsutaan aliavaruudeksi. Yleensa oletus, etté joukko on epétyhja korvataan
oletuksella, etté joukko sisiltdd avaruuden R™*! origon.

Miidritelmi 3.2.1. Osajoukko V. C R™! on avaruuden R™*! aliavaruus, jos 0 € V ja
katkilla v,w € V ja a € R pdtee sekd

e v+weV ettd
e aveV.

Huomautus 3.2.2. Useimmiten aliavaruuden mddritelmd annetaan avaruuden R™ ta-
pauksessa tai yleisemmin vektoriavaruuksien osajoukoille. Kuten on jo huomattu, ava-
ruuksien R™ ja R™¥1 vililli ei kuitenkaan ole suurta eroa: molemmat koostuvat alkioista,
jotka mddrdaytyvat n:sti reaaliluvusta, toisen alkiot kirjoitetaan jonona ja toisen sarak-
keena. Néin ollen merkintdji R™ ja R™ 1 woitaisiin kdyttad ristiin tissd luvussa ilman
suurempia ongelmia. Avaruus R™ on wvalittu tissi mdadritelmdn lihtokohdaksi, koska
luvun tarkeimmdt sovelluskohteet liittyvit matritsethin ja sarakevektorethin.

Huomautus 3.2.3. Aliavaruuden mddritelmdn ensimmdinen ehto yleistyy vektoreiden
adrellisille summille, eli ettd vi + - -- +vi € V kaikilla vy, ..., v € V. Tdmd havaitaan
seuraavasti. Olkoon V- C R™ aliavaruus ja olkoot vy, ... v € V. Tdlloin v1 +ve € V
aliavarvuden madritelmdn perusteella. Jos vi+---+vj_1 € V jollain j € {1,...,k}, niin
v+ tvj v = (v +---+ vj_1) +wv; € V aliavaruuden mddritelmdin perusteella.
Nain ollen induktiolla saadaan, ettd v +---+ v, € V.

Jo késiteltyjen esimerkkien lisdksi helpoimmat esimerkit aliavaruuksista ovat {0} ja
koko avaruus R™*!.

Esimerkki 3.2.4. Osajoukko, joka sisdltid ainoastaan nolla-vektorin 0, eli osajoukko
{0} € R™! on aliavaruus. Formaalisti tdmd havaitaan seuraavasti. Olkoot v,w € {0}
ja a € R. Tdlloin v =0 ja w = 0. Ndin ollen v+ w = 0. Lisiksi av =a-0=0.

Esimerkki 3.2.5. Koko avaruus R™¥! on itsensi osajoukko. Selvisti 0 € R"¥'. Yh-
teenlaskun ja skalaarilla kertomisen mddritelmien nojalla v+ w € R™1 ja av € R
kaikilla v,w € R™ ! ja a € R. Néin ollen R™! on (itsensd) aliavaruus.

On helppo keksid osajoukkoja, joiden vektoreita laskemalla yhteen tai skaalaarilla
kertomalla ei saada saman osajoukon alkiota. Huomaa, ettd edes kaikki suorat ja tasot
eivit ole aliavaruuksia kuten seuraavat esimerkit osoittavat.
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Esimerkki 3.2.6. Olkoon

L= {[il} ER¥™: gy =1, a9 ER} C R2X1,
2

Nyt v = [(1]] ja w = B] ovat suoran L pisteitd, mutta piste

e -1

et kuulu suoraan L, koska vektorin v+w ensimmdinen koordinaatti et ole 1. Vastaavasti
mydskdadn vektori 4v ei kuulu suoraan L. Itseasiassa voidaan havaita, ettd kaikilla v, w €
L pitee v+ w & L, ja etti av € L ainoastaan, jos a = 1.

Edellisesté esimerkistd voi muokata esimerkin tasosta, joka ei ole aliavaruus.
Esimerkki 3.2.7. Olkoon

x1
P= zo| ER3: 21 =1, 20 €R, 23 € R} c R¥*L
x3

Kuten edellisessi esimerkissd jalleen kaikilla vektoreilla v,w € P pdtee, etti v+ w & P.

Aliavaruuden maééritelméssé olevat ehdot voidaan myo6s yhdistdd yhdeksi ehdoksi
ns. aliavaruuskriteerioksi. Tamé nopeuttaa usein konkreettisen osajoukon osoittamista
aliavaruudeksi.

Lemma 3.2.8. Epdtyhji osajoukko V. C R™ on aliavaruus, jos ja vain jos av +w € V
kaikilla v,w € 'V ja a € R.

Todistus. Oletetaan, ettd V on aliavaruus. Olkoot v,w € V ja a € R. Koska V on
aliavaruus, niin av € V. Néin ollen (av) +w € V, koska V' on aliavaruus.

Oletetaan nyt, ettd V' C R™ on sellainen epédtyhjé osajoukko, ettd av+w € V kaikilla
v,w € V ja a € R. Osoitetaan, ettd V' on aliavaruus. Olkoot v,w € V ja a € R. Koska
v=1 v, niin v+w = (1-v) +w € V. Toisaalta oletuksen nojalla (-1 -w)+w € V.
Néin ollen 0 = (—w) +w = (—-1-w) +w € V ja av = (av) + 0 € V. Néin ollen V' on
aliavaruus. O

3.3 Esimerkki: Matriisin nolla-avaruus aliavaruutena

Matriisiin A € R™** voidaan aina liittéd kaksi luonnollista aliavaruutta: matriisin sara-
keavaruus Col(A), joka on avaruuden R™*! aliavaruus ja matriisin nolla-avaruus Null(A),
joka on avaruuden R¥*! aliavaruus.

Kasitelldan néisté tarkeistd esimerkeisté ensin matriisin nolla-avaruutta, eli yhtélon
Az = 0 ratkaisujen joukkoa. Kerrataan vield ennen formaalin mé#éiritelmén antamista,
ettéd tdmaé joukko todellakin on aliavaruus.
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Lemma 3.3.1. Olkoon A € R™*. Téllgin joukko
Null(A) = {z € R*!: Az =0} ¢ RF*!
on avaruuden RF*Y aliavaruus.

Todistus. Koska A0 = 0, niin 0 € Null(A4). Néin ollen Null(A) on epétyhjd ja viite
voidaan todistaa aliavaruuskriteerion (lemma [3.2.8)) avulla. Olkoot =,y € Null(A4) ja
a € R. Koska Az = 0 ja Ay = 0, niin matriisitulon ominaisuuksien nojalla saadaan

Aax +y) = A(az) + Ay = A(az) = a(Ax) = 0.
Niin ollen az 4 y € Null(A). Osajoukko Null(A) C R¥*! on siis aliavaruus. O
Masritelma 3.3.2. Matriisin A € R™* nolla-avaruus on aliavaruus
Null(4) = {z € R**!: Az = 0}.

Huomautus 3.3.3. Madarittelemdlli kuvaus fa: RF*1 — R™1 2 Ax, voidaan tulki-
ta, etti Null(A) on itseasiassa origon alkukuva tissd kuvauksessa eli Null(A) = f,1(0).

Lauseen [[.4.14] tulosta voidaan tarkentaa matriisin A nolla-avaruuden késitteen avul-
la.

Lause 3.3.4. Olkoot A € R™ ™ ja b € R™ 1. Jos yhtiloryhmilld [A ‘ b] on ratkaisu
x € R™ L ngin yhtdloryhmdin [A ‘ b] koko ratkaisujoukko on

z+ Null(4) = {z +y € R™': y € Null(4)}.

Huomautus 3.3.5. Huomaa, etti edellisessi mdadritelmdssi x + Null(A) on joukon
{x+y e Ry e Null(A)} nimi, eli summa merkintdd ei ajatella laskutoimituksena.

Lauseeseen sisdltyy lisiksi havainto, etti jos z € R™ on jokin toinen yhtdiléryhmdn
[A ‘ b| ratkaisu, niin tillgin z + Null(A) = = + Null(A)

Tarkastellaan ennen lauseen [3.3.4] todistusta konkreettista esimerkkii.

|

Yhtdloryhmdn [A ‘ b] supistettu porrasmuoto on

1 2|3
0 00"

Niin ollen sen ratkaisut (x1,22) ovat muotoa

Esimerkki 3.3.6. Olkoot

1+ 229 =3

! Algebrassa joukkoa x + Null(4) kutsutaan aliavaruuden Null(A) sivuluokaksi ja liittyy te-
kijaavaruuden késitteeseen.
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eli
xrT = —2t + 3
ro = t,

missd t € R. Alkuperdisen yhtdlon Az = b ratkaisut ovat siis muotoa
=26t 43 |3 -2
T [T o 1]
Huomaa, etti vektori B] on siis yksi yhtaloryhmdan [A ‘ b] ratkaisuista.

Tarkastellaan nyt homogeenista yhtaloryhmdd [A ‘ 0}. Tdamdn yhtaloryhmdn supis-
tettu porrasmuoto on

1 2|0
0 00"
Yhtiléryhmdin [A ‘ 0] ratkaisut (x1,x2) ovat muotoa siis
rp = —2t
Tro9 = t ’
elt -
-2
r=t 1 } ,

missd t € R. Nain ollen

Null(A) = {t [12:

€R2X1:teR}.

Yhdistamalld tamd jo saatuun tulokseen havaitaan, ettd yhtdloryhmdn [A ‘ b] rat-

kaisujoukko on
3 —2 2x1 ,
M +{t[1] R .teR},

Lauseen todistus. Olkoon y € Null(A). Tallsin

katso kuva

Alx +y) = Az + Ay = Az + 0 = Az = b.

Niin ollen z + y on yhtaléryhmén [A ‘ b] ratkaisu.
Oletetaan nyt, ettéd z € R™*! on yht#léryhmin [A ‘ b] ratkaisu. Olkoon y = z — .
Talloin x +y = 2 ja

Ay=A(z—2)=Az— Az =b—-b=0,

eli y € Null(A). O
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B] + Null(A)

Null(A)

Kuva 3.3: Esimerkin [3.3.6| matriisin A nolla-avaruus Null(A) ja suora [

g] + Null(4)

sarakeavaruudessa R2*1,

B] + Null(4)

Null(A)

[*01} + Null(A4)

Kuva 3.4: Esimerkin [3.3.7| matriisin A nolla-avaruus Null(A) sek& suorat [

g] + Null(A)

ja [_Ol} + Null(A) sarakeavaruudessa R**1.

Lauseen varsinainen merkitys on siiné, ettéd se paljastaa yhtaloryhmien [A ‘ b]
ja [A ‘ 4 ] ratkaisujoukot olevan oleellisesti samanlaisia: jos yhtaloryhmilld on ratkaisuja,
niin tdlléin molemmat ratkaisujoukot saadaan siirtdmélld matriisin A nolla-avaruutta
Null(A) jollain yhtéloryhmén ratkaisulla. Tarkastellaan tété vield esimerkin avulla.

|

kuten esimerkissd ja olkoon

Esimerkki 3.3.7. Olkoot

Esimerkissd osoitettiin, ettd yhtdloryhmdn [A ‘ b] ratkaisujoukko on

[g} + Null(A),
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missd

Null(A4) = {t [_12] eR>:te ]R} .

Toisaalta vastaavasti voidaan pdadtelld, ettd yhtdaloryhmdn [A ‘ b’] ratkaisujoukko on

[01] + Null(A).

Molempien yhtdloryhmien raktkaisujoukot on havainnollistettu kuvassa|3.4)

3.4 Lineaarikombinaatiot ja virittdminen

Esimerkit ja antoivat vihjeen, kuinka aliavaruuksia voi helposti muodostaa.
Sanotaankin, ettd esimerkissé [3.1.3] aliavaruus L on yhden vektorin virittdméi ja ettd
aliavaruus P on kahden vektorin virittdmé. Formalisoidaan nyt nidmé ajatukset
aloittamalla lineaarikombinaation méaéritelmésté.

Masritelmi 3.4.1. Vektoria v € R™ sanotaan vektoreiden vy, . .., v, € R™*! lineaa-
rikombinaatioksi, jos on olemassa sellaiset luvut a1, ...,ar € R, ettd

v =a1v1 + agvz + -+ - + agUg.
Vektoreiden vy, ..., v € R™*! kaikkien lineaarikombinaatioiden joukkoa merkitiin
Sp(vy,...,vk) = {a1vy + -+ + agvg € R™: aq,... a5 € R}.

Esimerkki 3.4.2. Esimerkissd suora L on itseasiassa Sp(u) eli

()

Esimerkissd taso P on itseasiassa Sp(u, ) eli

2 0
L=Sp 11,11
1 2

Fi ole sattumaa, ettd edeltdvissid esimerkeissé vektoreiden lineaarikombinaatioiden
joukko on aina aliavaruus.

Lause 3.4.3. Olkoot vq,...,v, € R™! vektoreita. Télloin Sp(vy,...,v;) on avaruuden
R™ 1 gligvaruus.

Todistus. Koska 0 = Ovy + -+ + Ovg € Sp(v1,...,vx), niin joukko Sp(vy,...,v;) on
epétyhji. Niin ollen voidaan kiyttiaa aliavaruuskriteeriota (lemma .

Olkoot v, w € Sp(vy,...,v) ja a € R. Lineaarikombinaatioiden joukon mééritelmin
perusteella, on olemassa sellaiset luvut ai,...,ar € Rjaby,..., b € R, ettd v = ayv; +
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s Fapvg jaw = bivy +- - -+ brvg. Jarjestelemélld vektoreihin vy, . . ., vg liittyvid termeja
saadaan

av+w = a(ajvy + - - + apvg) + (brvr + - - - + brvg)
= (aa1)v1 + -+ + (aag)vg + byvr + -+ - + brug
= (aay + by)vi + - - - + (aay + b)vy.

Merkitéén nyt c; = aa; + b; € R jokaisella j = 1,..., k. Téilloin

av 4+ w = c1v1 + - - + vk € Sp(vy, ..., V).
Osajoukko Sp(vy,...,vk) on siis aliavaruus lemman perusteella. O
Miiritelmi 3.4.4. Aliavaruutta V. C R™ sanotaan vektoreiden vy, ..., v, € R?*1
jonon (v1,...,vg) virittdméksi aliavaruudeksi, jos

V =Sp(v1,...,v).
Jonoa (vi,...,v;) sanotaan aliavaruuden V virittdviksi jonoksi.

Huomautus 3.4.5. Huomaa, ettd mikdli jono on ns. tyhjdi jono (), eli siind ei ole vek-
toreita, niin tdlloin mdadritellian Sp() = {0}. Tdhdn (hieman erikoiseen) mddritelmddn
palataan hieman mydéhemmin.

Aliavaruuden vektorit voidaan yleensé kirjoittaa usealla eri tavalla virittédjien line-
aarikombinaationa kuten seuraava esimerkki osoittaa.

Esimerkki 3.4.6. Olkoot

1 0 1
vi= (1|, vo=|1| javs= |2
0 1 1

avaruuden R3*1 vektoreita. Huomaa, ettd vy = vi + vo. Niin ollen vektori
2
v= |4
2

voidaan ilmasta vektoreiden vi,ve, v3 lineaarikombinaationa sekd muodossa
v = 2v3

ettd muodossa
v = 2v1 + 2v9.

Itseasiassa v voidaan ilmaista vektoreiden vy, vs,vs lineaarikombinaationa ddrettomdan
monella tavalla, silld jokaisella t € R pdtee

v =tuy + tvg + (2 — t)vs.
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3.4.1 Viritetyn aliavaruuden ominaisuudet

Palataan nyt virittdmisen mééaritelméaén ja kommentoidaan tyhjidn jonon tapausta. Syy
tahin médritelmsin laajennukseen on seuraava. Vektoreiden vy, ..., v, € R™¥! lineaari-
kombinaatioiden joukko Sp(vi,...,v;) voidaan médritelld my6s pienimpéné sellaisena
avaruuden R™*! aliavaruutena, joka sisdltis kaikki vektoreiden vy, ..., v, lineaarikom-
binaatiot. Koska {0} on pienin avaruuden R™*! aliavaruus ja vektoreita v1, ..., vy ei ole
annettu, niin {0} toteuttaa ndmi vaatimukset.

Todistetaan vield taydellisyyden vuoksi, ettd méaritelméan mukaan mééritelty
aliavaruus Sp(vy, ..., vx) on todellakin pienin vektorit vy, ..., vy sisdltdvi aliavaruus.

Lause 3.4.7. Olkoot vy,...,vp € R™ ja olkoon V C R"™ sellainen aliavaruus, ettd
V1, ..., v € V. Tdlloin Sp(vy,...,vx) C V.

Huomaa, etté lauseen muotoilussa ei puhuta pienimmésté aliavaruudesta, sen sijaan
todetaan, etti aliavaruus V, joka siséltdd vektorit wvq,..., v sisiltdd koko aliavaruu-
den Sp(vi,...,vx), eli ettd aliavaruus Sp(vi,...,v;) on pienempi kuin V. Niin ollen
inkluusion médradmén jérjestyksen suhteen Sp(vy,...,v;) on pienempi (tai yhtdsuuri)
kuin mikadn muu vektorit vy, ..., v sisédltdava aliavaruus.

Lauseen todistus. Osoitetaan, etti jokaisella v € Sp(vy,...,vx) pitee v € V.

Olkoon v € Sp(vy,...,v;). Télloin on olemassa sellaiset luvut aq,...,ar € R, ettd
v = a1v1+---+agv,. Koska v; € V jokaisella j = 1,...,k ja V on aliavaruus, niin a;v; €
V jokaisella j = 1,..., k. Néin ollen, koska V' on aliavaruus, niin ajv; + --- 4+ agvg € V.
Nain ollen v € V. O

Lauseesta seuraa erityisesti, ettd vektoreiden vy,...,vi € R™1 lineaarikombi-
naatioiden wi ..., w; € R™ lineaarikombinaatiot ovat vektoreiden v1, ..., vy lineaari-
kombinaatioita. Kirjataan tdmé korollaariksi.

Korollaari 3.4.8. Olkoot vy,...,vx € R™! ja olkoot w1,...,w, € Sp(vi,...,vs).
Tdlloin
Sp(w1, ..., wg) C Sp(vy,...,vE).

3.5 Esimerkki: Matriisin sarakeavaruus aliavaruutena

Kun tarkastellaan vektoreiden vy, ..., v, € R™! virittimia aliavaruutta Sp(vy, .. ., vy,),
tarkastellaan samalla ndiden vektoreiden jonoa. Tdmén jonon (vy,...,v,) tarkastelemi-
nen puolestaan oleellisesti tarkoittaa, ettéd tarkastellaan matriisia [Ul . vn]. Aliava-
ruutta Sp(vi, ..., v,) kutsutaankin matriisin sarakeavaruukseksi.

Mairitelmi 3.5.1. Matriisin A = [vl vk] € R"*¥ garakeavaruus on alicvaruus
Col(A) = Sp(vy, ...,vx) € R

Téméin mééritelmén etuna on se, ettd se kertoo suoraan aliavaruuden Col(A) vi-
rittdjat ja sen, ettd annettu joukko on aliavaruus. Méaaritelmé voitaisiin toki antaa toi-
sinkin, kuten seuraava lemma osoittaa.
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Lemma 3.5.2. Olkoon A € R %, Tillsin
Col(A) = {Az e R™*1: 2 € RF¥1},

Todistus. Olkoon v € Col(A). Sarakeavaruuden mééritelmén mukaan v on sarakevek-
toreiden vq, ..., v lineaarikombinaatio, eli on olemassa sellaiset luvut aq,...,a; € R,
ettéd

V= a1v1 + - + Q.

Merkitadn nyt
a1
z=|:| eRML
ak
Talloin
ai
v=avr - tagvp = [v1 -0 ] || = Az

ay

Niin ollen v € {Az € R™!: x € RF*1} eli
Col(A) C {Az e R™: g e R,

Toisaalta, selvisti kaikilla

T
r=|:| eRF!
T
patee
Az = xqv1 + -+ - + a0 € Col(A),
joten
{Az e R 2 € RF*1Y € Col(A).
Néin ollen
Col(A) = {Az € R™: g € RF*1Y
joten véite on todistettu. O

Huomautus 3.5.3. Edellinen lemma osoittaa, etti Col(A) on itseasiassa kuvauksen
fa: REXL 5 R2XL 0 Az, kuvajoukko.

Kirjataan vield ylos edellisen seuraus, ettd matriisin A sarakeavaruus Col(A) sisiltdd
tasmaélleen sellaiset vektorit b, etté yhtaloryhmaélla [A ‘ b] on ratkaisu.

Korollaari 3.5.4. Olkoon A = [v1 -+ wvg] € R, Tllsin b € Col(A), jos ja vain
jos yhtaloryhmdlld [A ‘ b] on ratkaisu.
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Todistus. Olkoon b € Col(A). Télloin lemman m perusteella on olemassa sellainen
x € RM1 ettd b= Ax. Néin ollen yhtéléryhmalld [A | b] on ratkaisu.
Olkoon nyt b € R™*! sellainen vektori, ettd yhtaloryhmaills [A ‘ b] on ratkaisu, eli
on olemassa sellainen
x1
r=|:|eRM
Tk

jolle patee Ax = b. Talloin
b= Ax = z1v1 + - + 2 € Sp(vy, ..., v;) = Col(A).

Néin ollen b € Col(A). O

3.5.1 Kommentti

Téssd kohtaa herdé luonnollinen kysymys:

Ongelma. Owvatko avaruuden R™ ' kaikki aliavaruudet matriisien sarakeavaruuksia,
eli jos V.C R™ 1 on aliavaruus, niin onko olemassa sellaiset vektorit vq,..., vy, etti
V =Sp(vi,...,v5)7

Kysymys on erittiin syvillinen silli se kysyy oikeasti seuraavaa: Jos V' C R™*! on
aliavaruus, niin voidaanko valita darellinen mé#rd vektoreita vq,...,v, € V, etté kaikki
muut aliavaruuden V' vektorit voidaan kirjoittaa nédiden vektoreiden lineaarikombinaa-
tiona.

Vastaus tdhén kysymykseen on myonteinen. Tamé syvéllinen fakta todistetaan luvun
lopussa ja siihen palataan kurssilla Lineaarialgebra ja matriisilaskenta II yleisemméssé
aarellisulotteisten vektoriavaruuksien kontekstissa. Itseasiassa tulemme lopulta todista-
maan paljon enemmiin: avaruuden R™*! aliavaruuden V virittdmiseen vektoreita tarvi-
taan aina korkeintaan n kappaletta ja ettd ndmé vektorit voidaan valita siten, ettéd jo-
kainen aliavaruuden V vektori voidaan ilmaista yksikésitteisené lineaarikombinaationa
annetuista vektoreista.

T&amé projekti on jaettu kahteen osaan ja téssd luvussa esitelldén lineaarisen riip-
pumattomuuden ja kannan kisitteet sarakeavaruuden R™*! tapauksessa, jotka antavat
jalkimmaéiseen osan vastauksesta.

3.6 Lineaarinen riippumattomuus

Miidritelma 3.6.1. Vektorit vy, ..., v, € R™! ovat lineaarisesti riippumattomia, jos
yhtdilon
aiv1 + -+ agvg = 0,

missd ay,...,a € R, ainoa ratkaisu on a1 =as =+ = a, = 0.
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Lineaarinen riippumattomuus on lineaarialgebrassa oleellinen kisite, koska lineaari-
sesti riippumattomuudesta seuraa, ettéd tarkasteltavien vektoreiden lineaarikombinaatiot
ovat yksikésitteisia. Todistetaan tdmé tirked huomio nyt tarkasti.

Lause 3.6.2. Olkoot vy, ...,v; € R™ ! lineaarisesti riippumattomia vektoreita ja v €
Sp(vi,...,vk). Tdalloin on olemassa sellaiset yksikdsitteiset luvut x1,...,x, € R, etti

UV =T1V1 + ...+ TV

Todistus. Olkoon v € Sp(vy,...,v). Aliavaruuden Sp(vy,...,v;) médritelmén nojalla
on olemassa sellaiset luvut x1,...,x; € R, etta

v =211 + -+ TRV
Oletetaan nyt, ettd yi,...,yx € R ovat sellaisia lukuja, ettd
U =Y1v1 + ot YrUke
T&ll6in uudelleen jérjestelemélls summat saadaan
(y1 —z1)vr 4+ (Y — zp)ve = (Y101 + -+ ypvg) — (@101 + -+ + 2)0E) =0 —v = 0.
Koska vektorit vy, ..., v, ovat lineaarisesti riippumattomia, niin y; —21 = - - = yp—x =

0, eli y; = x; kaikillat=1,... k. ]

3.6.1 Lineaarisen riippumattomuuden selvittdminen

Luonnollisin tapa selvittii vektoreiden vy, ..., v; € R™! lineaarinen riippumattomuus
on ratkaista ongelma matriisiyhtélolla Ax = 0, missd A = [vl vk] € R Vek-
toreiden vq,...,v; linaarinen riippumattomuus on itseasiassa yhtépitdvaa sen kanssa,

ettd matriisin A nolla-avaruus on triviaali, eli patee Null(A) = {0}. Témé& havainto kyt-
kee yhteen lineaarisen riippumattomuuden, matriisiyhtélon ja nolla-avaruuden, joten
tehdéddn se nyt tarkasti.

Lemma 3.6.3. Olkoon A = [vl vk] e Rk Tgllgin vektorit vy, ..., v, oval

lineaarisesti ritppumattomia, jos ja vain jos yhtdlon Az = 0 ainoa ratkaisu on x = 0,
eli Null(A) = {0}.

Todistus. Oletetaan ensin, etti vektorit vy, ..., v, € R™ ! ovat linearisesti riippumatto-
mia. Osoitetaan, ettd yhtédlon Az = 0 ainoa ratkaisu on z = 0. Olkoon

1
r=|:| eRM!
Tk
sellainen vektori, ettd Ax = 0. Talloin
T
0=Ax = [Ul vk] | =201 4 TR
T
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Koska vektorit vy, . .., v; ovat lineaarisesti riippumattomia, niin 1 = - -+ = x = 0. Néin
ollen x = 0.

Oletetaan nyt, ettd Null(A) = {0}, eli ettd x = 0 on yhtélon Az = 0 ainoa rat-
kaisu. Osoitetaan, ettd vektorit wvq,...,v, ovat lineaarisesti riippumattomia. Olkoot
ai,...,ar € R sellaisia lukuja, etté

avy + -+ apvi = 0. (3.1)
Muodostetaan luvuista aq, ..., a; vektori
ai
r=|:| R,
ag

Yhtélon (3.1) perusteella pétee

Az =0.
Oletuksen nojalla x = 0, joten a3 = --- = a; = 0. Vektorit vy, ..., v ovat siis lineaari-
sesti riippumattomia. O
3.6.2 Sidotut ja vapaat jonot
Vektoreita vq,...,v; € R™¥! jotka eiviit ole lineaarisesti riippumattomia toisistaan,

sanotaan lineaarisesti riippuviksi. Sen sijaan, ettd puhutaan vektoreiden kokoelmasta
(eli joukosta), on luonnollista madritelld nAmé kisitteet kiyttéden vektoreiden jonoa.

Miiritelmi 3.6.4. Vektoreiden vy, ..., v, € R™ ! jono (v1,...,v) on vapaa, jos vek-
torit vy, ..., vk ovat lineaarisesti riippumattomia. Jonoa (v1,...,v) sanotaan sidotuksi,
jos se ei ole vapaa.

Sidotun jonon idea paljastuu parhaiten seuraavasta lemmasta, joka sanoo, ettd jos
jono on sidottu, niin silloin joku vektoreista voidaan kirjoittaa muiden lineaarikombi-
naationa.

Lemma 3.6.5. Olkoot v1,...,v, € R™! vektoreita. Jono (vy,...,vx) on sidottu, jos ja
vain jos on olemassa sellainen j € {1,...,k} ja luvut by,...,bj—1 € R, ettd

Vi = bivg + -+ bj—lvj—la
eli vj € Sp(v1,...,vj-1).

Todistus. Oletetaan ensin, ettd jono (vy,...,v) on sidottu, eli ettd vektorit vy,...,vg
eivét ole lineaarisesti riippumattomia. Télloin on olemassa sellaiset luvut ay, ..., ax € R,
etta

aivy + -+ +agvp =0

ja ettd a; # 0 jollain i € {1,...,k}. Néin ollen on olemassa suurin sellainen indeksi
Je{l,... k}, ettd a; #0, eli

ajvy + -+ aj1vj-1 + a;v; = 0.
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Viahentamalld vektori ajv; yhtélén molemmilta puolilta saadaan, ettd
a1vr + -+ aj-1vj—1 = —a;0;.

Koska a; # 0, niin saadaan, ettd

al aj_l
vj:——vl—"-— ’Uj_l.
a; a;
Voidaan siis valita luvut b; = —a;/a; jokaisella i € {1,...,5 — 1}. Témé padttas en-
simméisen suunnan todistuksen.
Oletetaan nyt, ettd on olemassa sellainen indeksi j € {1,...,k} ja sellaiset luvut

bi,... ,bj_l € R, etta
Uj = blvl + -+ bj_lvj_l.

Valitaan nyt a; = —b; jokaisella i € {1,...,j — 1}, a; = 1 ja a; = 0 jokaisella a; €
{j+1,...,k}. Tallsin uudelleen ryhmitteleméilld termit saadaan

ajvr + -+ apvE = a1vr + - F @101 + U + At + o+ apvk
= (=b1)vr + -+ (=bj_1)vj_1 + (brvy + - - + bj_1vj_1)
= —b)vr+---+ (bj—l — bj_l)vj_l =0.

Jono (v1,...,vy) on siis sidottu. TAmé& péittéd todistuksen. O

Yleinen todistuksissa esiintyvd havainto on, ettd vapaan jonon osajono on myds
vapaa jono. Kirjataan tdmé havainto lemmaksi lukua [3.8] varten.

Lemma 3.6.6. Olkoon (v, ...,v;) € R vapaa jono. Télloin jono (viy,...,vi,), missd
1<ip < <ig <k, on vapaa.

Todistus. Olkoot aq,...,aq € R sellaisia, etté
a1vi; + agvi, + - + aqu;, = 0.

Olkoot nyt by, ..., b, € R sellaisia lukuja, ettéd b;, = ay jokaisella £ € {1,...,d} jab; =0
muutoin. Talloin

bivi + bovg + - - - + by, = a1V, + a2V, + -+ - + aqu;; = 0.

Koska (v1,...,v;) on vapaa jono, niin by = by = --- = by = 0. Néin ollen a1 = ay =
-=aq=0. Jono (v;,,...,v;,) on siis vapaa.

O

3.6.3 Vapaat jonot ja matriisit

Kuten luvussa havaittiin jonon osoittaminen vapaaksi vastaa jonon vektoreista
muodostetun matriisin nolla-avaruuden tutkimista. Tehddédn nyt toinen vapauteen ja
matriiseihin liittyva havainto, joka voidaan muotoilla myos seuraavasti: jos annettu-
jen vektoreiden lineaarikombinaatiot muodostavat vapaan jonon, niin t&lléin myds al-
kuperéiset vektorit muodostavat vapaan jonon. Kirjatataan tdmé& hieman heurstinen
havainto seuraavasti.
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Lause 3.6.7. Olkoon A € R™" ja olkoot v1,...,v, € R™™ . Jos jono (Avi,..., Avy)
on avaruuden R™ vapaa jono, niin tilloin (vy, ..., vx) on avaruuden R™! vapaa jono.

Huomautus 3.6.8. T'dmd tulos on katkkein luonnollisinta muotoilla kdyttien kuvausta
fa: RPXL 5 R™XL gy Ag. Tdlloin vaite voidaan muotoilla seuraavasti: jos vekto-

reiden vi, ..., v kuvavektoreiden jono (fa(vi),..., fa(vg)) on vapaa, niin tilloin alku-
perdinen jono (vi,...,v) on myds vapaa.

Huomaa, ettd viite ei péde toisinpiin: vapaalle jonolle (vi,...,vy) ei pdde, ettd
jono (Avi,...,Av,) olisi vilttdimdttd vapaa. Esimerkki télldisesti tilanteesta saadaan

valitsemalla matriisi A nollamatriisiksi. Yhtépitdvyys on kuitenkin totta, jos matriisi A
on kadntyvé.

Korollaari 3.6.9. Olkoon A € R™" Ekidntyvi matriisi. Télloin avaruuden R™ jono

(v1,...,0%) on vapaa, jos ja vain jos jono (Avi,..., Avk) on vapaa.
Todistus. Sovelletaan lausetta matriiseihin A ja A™1. O
Lauseen[3.6.7. Oletetaan, ettd jono (Avi,..., Avg) on vapaa ja osoitetaan, ettéd jono
(v1,...,vE) on vapaa.

Olkoot ay,...,ax € R sellaisia lukuja, etté

a1v1 + -+ +agvg = 0.

TAalloin

a1Avy + - -+ apAvg, = A(awl + -+ akvk) = A0=0.
Koska jono (Awvy, ..., Avg) on vapaa, niin a; = - - - = a; = 0. Néin ollen jono (vy, ..., vg)
on osoitettu vapaaksi. ]

3.7 Aliavaruuden kanta

Virittdmisen ja vapauden yhdistdva késite on kanta.

Miéaritelmi 3.7.1. Jono (vy,...,v;) on aliavaruuden V- C R™ on kanta, jos
1. jono (vi,...,vx) virittdd aliavaruuden V', eli V.= Sp(vy,...,vx), ja
2. jono (v1,...,v;) on vapaa.

Huomautus 3.7.2. Koska tyhji jono () on mddritelmin mukaan seki vapaa jono etti
virittia aliovaruuden {0}, niin alicvaruudella {0} on kanta (), ns. tyhjdi kanta.
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3.7.1 Vektorin kertoimet kannassa

Kannan maééritelmé sanoo siis, ettd jokainen alivaruuden V vektori v € V voidaan
kirjoittaa vektoreiden vy, ..., v; lineaarikombinaationa (kohta

vV =aivr + -+ apvg

ja ettd tdmé lineaarikombinaatio on yksikisitteinen (kohta , eli ettd luvut aq,...,a; €
R ovat yksikésitteisié. Lineaarikombinaation yksikésitteisyys seuraa lauseesta|3.6.2 Toi-
saalta, jos jokainen vektori v € V voidaan kirjoittaa yksikésitteisené lineaarikombinaa-
tiona vektoreista vy, ..., vg, niin tdlléin jono (v1,...,v) on aliavaruuden V kanta. Kir-
jataan tdmé& havainto lemmaksi.

Lemma 3.7.3. Olkoot vy, ... v € V. Tdllgin jono (v1,...,v;) on aliavaruuden V kan-
ta, jos ja vain jos jokaisella v € V' on olemassa yksikdsitteiset sellaiset luvut ay, ..., ax €
R, ettd v = ajv1 + - - - + apvg.

Todistus. Oletetaan, ettd (vy,...,vx) on aliavaruuden V kanta. Olkoon v € V. Koska
V = Sp(vy,...,vE), niin on olemassa sellaiset luvut x1,...,2x € R, ettd v = zqv1+-- -+
xpvg. Koska jono (vi,...vg) on vapaa, niin lauseen perusteella luvut xq,...,z%
ovat yksikésitteisié.

Oletetaan nyt, ettd jokaisella v € V on olemassa yksikésitteiset sellaiset luvut

a,...,ar € R, ettd v = ajvy +- - -+ axvk ja osoitetaan, ettd (vq,...,vg) on aliavaruuden
V kanta. Koska V' = Sp(vy,. .., vg), riittdé osoittaa, ettd jono (v1,...,vx) on vapaa. Ol-
koot ay,...,ar € R sellaisia lukuja, ettd ajvy +- - - +agpvr = 0. Koska Ovy +- - -+ Ov, = 0,
niin lukujen ay, ..., ar yksikésitteisyyden nojalla a; = --- = a; = 0. Jono (vy,...,vg)
on néin ollen vapaa. O
Misritelmi 3.7.4. Olkoon V C R™! aliavaruus ja (vi,...,vs) aliavaruuden V kanta.
Lukujen ay,...,ar € R jonoa (a1,...,ax) kutsutaan vektorin v € V kertoimiksi tai
koordinaateiksi kannassa (v1,...,vg), jos

V=a1V1 + -+ agUg.

Esimerkki 3.7.5. Avaruuden R™! standardikanta (e, ..., e,) muodostuu vektoreista
luvussa [3 esitellyisti vektoreista

€1i
N 1
€; = : S RNX 5

missd

L, =1
GTUT 0, j#i

Selvdsti jokaisella



pdtee
v =x1€1 + -+ Tpen,

missd luvut 1, ..., x, ovat selvisti yksikisitteisia. Standardikanta (ey,...,e,) on siis
kanta.

On térkedd huomata, ettd vektorin koordinaatit riippuvat annetusta kannasta. Tar-
kastellaan tétd esimerkin avulla.

Esimerkki 3.7.6. Vektorin

v = |::C1:| e R2><1
Z2

koordinaatit avaruuden R?**' standarikannassa (e1, e2) ovat (tietenkin) x1 ja x2, eli koor-
dinaatit muodostavat jonon (x1,x2).

Muokataan nyt standardikantaa (e1,e2) ja tarkastellaan vektoreita vi = e1 + ez ja
vy = e1 — eg. Osoitetaan, etti (v1,v2) on avaruuden R2%! Lanta. Lemman nojalla
riittdd osoittaa, ettd jokainen vektori

z1
v = = T1e] + Toeo
x2

voidaan kirjoittaa yksikdsitteisesti vektoreiden vi ja vy lineaarikombinaationa. Tdlldin
tulemme samalla selvittineeksi vektorin v = x1e1 + xgeq kertoimet kannassa (v1,v2).
Ratkaistaan tdta varten luvut y1 ja yo yhtdlostd

rie1 + x2e2 = Y1v1 + Y2v2. (3.2)

Koska

Y1v1 + yav2 = yi1(e1 + e2) + y2(e1 — e2)
=yie1 + yie2 + ya2e1 — Yo2e2
= (1 +y2)e1 + (y1 — y2)ea,

niin yhtalo (3.2]) on yhtapitdvd yhtdlon
x1e1 + xoex = (Y1 +y2)e1 + (Y1 — y2)e2

kanssa. Koska (e1,e2) on avaruuden R? kanta, niin kertoimien yksikdsitteisyyden nojalla
saadaan, ettd yhtdls (3.2]) on yhtdpitavd yhtaloryhmdn

{ y1+y2 =11
Yy — Y2 =2

kanssa. Ratkaisemalla yhtdloryhmd saadaan ratkaisu

y1 =% (21 +32)
{n



eli
1 1
v = 5(:U1 + .’JUQ)U1 + 5(361 — 332)1)2.

Koska lineaarikombinaatio on selvisti yksikdsitteinen, on (v1,vs) avaruuden R? kanta.
Lisdiksi havaittiin, ettd vektorin v = x1e1 + xgea koodinaatiti tissa kannassa ovat ((z1 +

2)/2, (21 — 12)/2).
1]

Erityisesti siis vektoreiden
koordinaatit kannassa (vi,ve) ovat (1/2,1/2) ja (1/2,—1/2).

Huomautus 3.7.7. Edellisen esimerkin metodi perustuu vektorin v kirjoittamiseen kah-
della eri tavalla kannassa (e, €2), joka antaa yhtilon vektorin koordinaateille. Kiytinndssd
perustelu on kuitenkin usein mielekkdampdd selvittid kertoimet kirjoittamalla yhtdlo

" muodossa
['1}1 ’Ug] I:yl] = [ 1:| s
Y2 €2

eli tdssd tapauksessa yhtdaloryhmdks:
1 1 T1
1 1| x|’

Tdmdn jdlkeen kertoimet y1 ja yo voidaan ratkaista tdstd yhtdloryhmdstd viemdlld se
supistettuun porrasmuotoon.

3.8 Esimerkki: Matriisin sarakeavaruuden kanta

Yleisen matriisin A € R™*" sarakeavaruuden Col(A) kanta selvitetddn kahdessa vai-
heessa: ensin etsitdén matriisin supistettu porrasmuoto ja tdmén jélkeen luetaan halut-
tu kanta téstd porrasmuodosta. Aloitetaan tapauksessa, jossa matriisi on jo supistetussa
porrasmuodossa.

3.8.1 Supistetussa porrasmuodossa oleva matriisi

Esitellddn ensin tarvittava terminologia.

Madritelma 3.8.1. Matriisi B = [bj;] € R™*™ on supistetussa porrasmuodossa, jos
vastaava homogeeninen yhtdaloryhmd [B ‘ 0] on supistetussa porrasmuodossa.

Esimerkki 3.8.2. Matriisia

1 -4 0 2
B=]0 01 -1
0 00 O
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vastaava homogeeninen yhtdloryhmda [B ‘ O] on

X1 —4.%'2 2.7}4 =0
r3 —T4 = 0
0 =0

joka on supistetussa porrasmuodossa. Ndin ollen B on supistetussa porrasmuodossa.

Tarkastellaan nyt esimerkin tapauksessa kuinka sarakeavaruudelle 16ydetdin
kanta.

Esimerkki 3.8.3. Olkoon

1 -4 0 2
B=]0 01 -1
0O 00 O

ja olkoot v, v9,v3,v4 matriisin B sarakkeet, eli
B = [vl vy U3 04] .
Huomataan jo tdssd vaiheessa, etti sarakeet v ja vy ovat standarikannan alkiota eli
V] = e] ja vz = ea.
Samoin huomataan, ettd
ve = —4vy ja vy = 2v1 + (—1)vs.

Nidin ollen kaikki matriisin B sarakkeet voidaan kirjoittaa sarakkeiden vy ja vs lineaa-
rikombinaationa, eli vi,ve,vs,v4 € Sp(vi,v3). Koska lineaarikombinaatioiden lineaari-
kombinaatiot ovat alkuperdisten vektoreiden lineaarikombainaatioita (korollaari ,
niimn

Col(B) = Sp(v1, va,v3,v4) C Sp(v1,v3).
Koska Sp(vi,v3) C Col(B), niin saadaan, ettd

Col(B) = Sp(v1,v3).

Toisaalta, koska vy ja vs ovat standardikannan vektoreita, niin (vi,vs) on vapaan
jonon (ey,ea, es,eq) osajono (e1,es). Ndin ollen (v1,v3) on vapaa jono lemman
perusteella. Koska (v1,v3) on aliavaruuden Col(B) vapaa virittdjdjono, niin se on ali-
avaruuden Col(B) kanta.

Analysoidaan nyt esimerkin [3.8.3] pasittelyé. Edellisessé esimerkissi matriisiin B sa-
rakkeet v; ja vs vastaavat tdsmélleen yhtéloryhméan [B ‘ 0] sidottujia muuttujia. Kai-
kille supistetussa porrasmuodossa oleville matriisille pétee, ettd sidottuja muuttujia vas-
taavat sarakkeet ovat myos aina standardikannan alkiota ja néin ollen, ettd sidottuja
muuttujia vastaavien sarakkeiden jono on aina vapaa.
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Esimerkissé tehtiin néiden lisiksi havainto, ettd vapaita muuttujia vastaavat sarek-
keet voidaan kirjoittaa sidottuja muuttujia vastaavien sarekkeiden lineaarikombinaa-
tiona. Téastéd seuraa, ettd kaikki sarakeavaruuden vektorit voidaan kirjoittaa sidottuja
muuttujia vastaavien sarakkeiden (eli téssé sarekkeiden v; ja vg) lineaarikombinaatioi-
na. Téstd seuraa, ettd yhtaloryhmaén [B ‘ O] sidottuja muuttujia vastaavat sarekkeet
muodostavat aliavaruuden Col(B) kannan.

Kirjataan ndma havainnot nyt yleiseksi lauseeksi, vaikka edellinen esimerkin analyysi
onkin jo oleellisesti véitteen todistus.

Lause 3.8.4. Olkoon B = [Ul vn] € R™*" supistetussa porrasmuodossa oleva
matriisi. Olkoot lisiksi 1 < iy < -+ < ig < n yhtdléryhmdin [B ‘ O] sidottuja muuttujia
vastaavat indeksit. Tdlloin (v, , . ..v;,) on sarakeavaruuden Col(B) kanta.

Todistus. Olkoon

Umi

jokaisella i € {1,...,n}. Talloin

Vi1 o Uln
B:[vl Un]:

Uml - Umn

Osoitetaan ensin, ettd (vj,,...,v;,) on vapaa jono. Tehdd&n ensin havainto, ettd
sidotun muuttujan mé#ritelmén nojalla, vektorilla v;, on tdsmélleen yksi nollasta poik-
keava kerroin v;,¢, joka on 1. Néin ollen jokaisella ¢ € {1,...,d} pétee v;, = e;. Jono
(viy, .. ,v;,) on ndin ollen jono (eq,...,eq), joka on lemman perusteella vapaa.

Osoitetaan nyt, ettd jono (v;,...,v;,) virittdd aliavaruuden Col(B). Korollaarin
perusteella riittdd osoittaa, ettd v; € Sp(vi,, ..., v;,) jokaisella i € {1,...,n}.

Olkoon i € {1,...,n}. Supistetun porrasmuodon mééritelmén nojalla, vektorin v;
rivin j kerroin on nollasta poikkeava ainoastaan tapauksessa, jossa v; vastaa sidottua
muuttujaa tai rivid j vastaavan sidotun muuttujan indeksille i; pdtee i; < i. Molemmissa

tapauksissa vektori v; voidaan siis kirjoittaa lineaarikombinaationa vektoreista eq, ..., e;
eli vektoreista v;,, ..., v;;, missd indeksi j on suurin sellainen indeksi, ettd i; < i. Néin
ollen v € Sp(vy,...,v;;) ja erityisesti v € Sp(v;,,...,v;,). Tama pasttad todistuksen.

O

3.8.2 Yleinen tapaus

Tarkastellaan nyt yleista matriisia A € R™*" ja sen sarakeavaruutta Col(A4). Kuten
luvussa [2| osoitettiin, rivioperaatiot, jotka saattavat matriisin A supistettuun porras-
muotoon B, voidaan kirjoittaa alkeismatriisien avulla. Lauseessa tatd kaytettiin
neliomatriisien ka#dntyvyyden tarkasteluun, mutta yleisemmin samalla pééttelylld ha-
vaitaan, ettd mikéli matriisia B € R"*™ vastaava yhtéloryhma [B ‘ B] saadaan riviope-
raatioilla yhtaloryhmésta [A ‘ b] , niin talloin on olemassa sellaiset néité rivioperaatioita
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vastaavat alkeismatriisit E1,..., E, € R™*™, etté
A=EFE,---FE\B=PB,

missd matriisi P = Fy - - - E1 € R™*™ on kddntyvi.
Nain ollen matriisitulon mééritelmén nojalla saadaan, etté

A=PB=P[by -+ by =[Pby --- Pby],

missé by, . .., b, ovat matriisin B sarakkeet. Sovelletaan téatd havaintoa tilanteessa, jossa
B on supistetussa porrasmuodossa. Paljastuu, etté sarakeavaruuden Col(A) kanta voi-
daan 16yté4 laskematta lainkaan matriisia P. Sarakeavaruuden Col(A) kannaksi voidaan
valita ne matriisin A sarekkeet, jotka vastavaavat supistetun normaalimuodon sidottujen
muuttujien indeksejé.

Lause 3.8.5. Olkoot A = [1)1 vn] € R™*"™ matriisi, B € R™*™ matriisin A
supistettu porrasmuoto ja 1 < i1 < --- < ig < n yhtdloryhmdn [B ‘ O] sidottujen
muuttugien indeksien jono. Tdlloin (vi,,...,v,) on sarakeavaruuden Col(A) kanta.

Todistus. Olkoot by, ..., b, € R™*! matriisin B sarakkeet, eli olkoon B = [bl bn].
Lauseen nojalla (b;,,...,b;,) on aliavaruuden Col(B) kanta.

Koska yhté&loryhméa [B ‘ I;] saadaan yhtaloryhméista [A ‘ b] rivioperaatiolla, niin on
olemassa sellainen kaintyvi matriisi P € R™*™, ettd

A=PB.

Osoitetaan, ettéd jono (Pb;,, ..., Pb;,) eli jono (v;,,...,v;,) on aliavaruuden Col(A) kan-
ta.

Osoitetaan ensin, ettd jono (Pbj,...,Pb;,) virittdd aliavaruuden Col(A). Havai-
taan ensin, ettd v; = Pb; jokaisella i € {1,...,n}, joten Col(A) = Sp(vi,...,v,) =
Sp(Pbu, ..., Pb,). Koska Sp(Pb;,, ..., Pb;,) C Col(A), niin riittaa osoittaa, ettd Col(A) C
Sp(Pbi,, ..., Pb;,). Olkoon i € {1,...,n}. Koska b; € Sp(bi,,...,0b;,), niin on olemassa
sellaiset a1, ...,aq € R, ettd b; = a1b;, +- - -+aqb;,. Talloin Pb; = P(a1b;, +---+aqb;,) =
a1 Pb;, + -+ + aqPb;;, € Sp(Pb;,,...,Pb;,). Niin ollen korollaarin m perusteella
Sp(Pby, ..., Pb,) C Sp(Pb;,,...,Pb;,).

Osoitetaan nyt, ettd jono (Pbj,, ..., Pb;,) on vapaa. Olkoot ay,...,aq € R sellaisia
lukuja, etta

aleil + .- JrCLdeid =0.

Talloin
P(albil —+ -+ adbid) =0.
Koska P on k##ntyvé, niin a1b;, + - -+ + agb;, = 0. Koska (b;,,...,b;,) on vapaa jono,
niin a1 = - -+ = a4 = 0. Néin ollen jono (Pby,..., Pb;,) on vapaa.
Jono (Pby, ..., Pb,) on siis aliavaruuden Col(A) vapaa virittéjd jono, eli kanta. [

Tarkastellaan nyt konkreettista esimerkkié tésta tilanteesta.
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Esimerkki 3.8.6. Olkoon

1 -4 0 2
A:[Ul Vg U3 ’04]: -1 4 1 -3
2 -8 0 4

Tdlloin lisdamalld ensimmdinen rivi toiseen riwvitn ja vahentdmdlld ensimmdinen rivi
luvulla 2 kerrottuna saadaan esimerkin [3.8.2 matriisi

1 -4 0 2
B=1[b1 by by byf=10 0 1 —1
0 00 O

Koska matriisin B sidotut muuttujat ovat x1 ja x3, niin tiedetidn, etti Col(B) =

Sp(b1,bs). Niin ollen lauseen [3.8.5 perusteella Col(A) = Sp(v1,v3) eli

17 o
Col(A) =Sp [ [-1], |1
2| o

Tuloksen voi tarkistaa varmistamalla, ettd vektorit v1 ja vs ovat lineaarisesti riippu-
mattomia ja tarkistamalla, ettd v ja vy ovat vektoreiden lineaarikombinaatioita. Tdtd
et kuitenkaan tdssd tehdd.

Huomautus 3.8.7. Edellisessi esimerkissi Col(B) = Sp(bi,b3) = Sp(e1,ez2), mutta
Col(A) = Sp(v1,v3) # Sp(e1,e2). Tuleekin siis muistaa, etti vaikka sarakeavaruuksien
Col(A) ja Col(B) kantavektorit sijaitsevat matriisien samoissa sarakkeissa ne ovat kui-
tenkin eri sarakevektoreita, eli sarakeavaruudet Col(A) ja Col(B) ovat eri aliavaruuksia.

Huomautus 3.8.8. Vaikka edellisessd huomautuksessa painotettiikin sarakeavaruuksien
Col(A) ja Col(B) eroa, liittyvit ne kuitenkin toisiinsa kddntyvin matriisin P vdlitykselld.
Jos P on sellainen kddntyvi matriisi, ettd A = PB, niin tdlloin

Col(A) = {Az e R™!: z ¢ R™1}
= {PBz e R™': z e R™}
= {Pyc R™!: y = Bz, x ¢ R™*!}
= {Py € R™1: y € Col(B)}.
Niiin ollen Col(A) on aliavaruuden Col(B) kuva kuvauksessa fp: R™*1 — R™*1, Vgs-

taavaa havaintoa on kdytetty lauseen todistuksessa pddttelyssd, etti Col(A) =
Sp(Pbil,...,Pbid).

3.9 Esimerkki: Matriisin nolla-avaruuden kanta

Etsitddn nyt matriisin A € R™*" nolla-avaruudelle Null(A) kanta. Tehd&4n tdmé& kah-
della tavalla. Tarkastellaan ensin esimerkin avulla, kuinka yhtéloryhmén [A ‘ ()] para-
metrimuotoinen ratkaisu antaa tavan 16ytédd avaruuden Null(A) kanta. Esimerkki pal-
jastaa, ettd nolla-avaruuden kantavektorit vastaavat matriisia vastaavan yhtaléryhméan
vapaita muuttujia. Tdmén faktan todistus on kisitelty tarkasti liitteessa
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Esimerkki 3.9.1. Tarkastellaan matriisia

_1_12_1 3x4
A‘[o 10 1}61@ :

Tdllgin nolla-avaruuden Null(A) mdadrittiminen vastaa yhtilon Az = 0 eli yhtdloryhmdan
1 -1 2 =110
0 1 0 110

ratkaisemista. Lisddmdlld toinen rivi ensimmdiseen saadaan tdmd yhtdloryhmd supis-
tettuun porrasmuotoon

1 0 2 0/0
01010

jonka ratkaisujoukko koostuu tismdlleen vektoreista (x1,xa, x3,x4) € R4, joille pitee

Ty = =2t
Tro = —S
r3 = t
T4 = S,

missd t,s € R.
Ndin ollen yhtdlon Az = 0 ratkaisun ovat

1 —2t —2 0
ol | —s| _ 0 -1
v x3| |t | t 1 ts 0
T4 s 0 1
missd t,s € R.
Merkitddan nyt
-2

_ o . -1

v=| | Jeve=

0 1

Tdlloin
Null(A) = Sp(v1, v2).
Osoitetaan nyt, ettd (vi,v2) on aliavaruuden Null(A) kanta. Koska vektorit vy ja vo
virttivat aliavaruuden Null(A), niin riittid osoittaa, etti (v1,v2) on vapaa.
Vektoreista v1 ja vo voidaan suoraan tehdd seuraava havainto: Vektorissa vi on nol-
lasta poikkeavia kertoimia ainoastaan sellaisilla riveilld, joilla vastaava kerroin vekto-
rissa vy on kerroin molla. Sama havainto pdtee myds toisin pdz’nﬂ Tdstd havainnosta

2Huomaa, ettd on mahdollista tehdi sellainenkin esimerkki, ettd molemmissa vektoreissa on jollain
rivilla kerroin nolla. Télldisen esimerkin saa vaikkapa vaihtamalla matriisin A ensimmaéisellé rivilla ker-
toimen 2 luvuksi 0.
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seuraa suoraan, ettd vektorit vi ja vo ovat lineaarisesti riippumattomia. Tehdddn timd
nyt tarkasti. Olkoot ay,as € R sellaisia, ettd

a1v1 + asvy = 0.

Koska
—2 0 —2a1
0 -1 —ay
a1v1 + agvr = aq + a9 = ,
1 0 al
0 1 a2

nin yhtdlostd a1vy + agve = 0 saadaan yhtdlot

—2&1 =
—as
ai
—ay =

|
cocoo

kertoimille. Ndin ollen a1 = ag = 0, eli vektorit v1 ja vo ovat lineaarisesti risppumatto-
mia.
Niin on osoitettu, ettd (vi,ve) on avaruuden Null(A) kanta.

Edellisen esimerkin metodia voi soveltaa kaikkissa tilanteissa, joissa matriisin A
nolla-avaruus Null(A) halutaan selvittdéd kdsin. Suurempia matriiseja varten tarvitaan
kuitenkin argumentti, joka perustellee vektoreista v; ja vo tehdyn havainnon. Liséksi on
hyodyllistd havaita, ettéd nolla-avaruudella Null(A4) on sellainen kanta, jonka alkioiden
médrd on tdsmélleen yhtaloryhmén [A ‘ O] supistetun porrasmuodon [B ‘ 0] vapaiden
muuttujien maara.

3.9.1 Kommentteja

Yhdistdméilld luvun [3.8sarakeavaruuden kantaa koskeva tulos ja liitteen[Bnolla-avaruuden
kantaa koskeva tulos saadaan, ettd yhtdkoryhmén [A 0} supistetun porrasmuodon sido-
tut muuttujat antavat sarakeavaruuden Col(A) kanta-alkioiden mééréin ja vapaat muut-
tujat antavat nolla-avaruuden Null(A) kanta-alkioiden méérian. Koska muuttuja on joko
vapaa tai sidottu ja m X n-matriisin A yhtaléryhméssd on n muuttujaa, niin havaitaan,
ettd sarakeavaruuden kanta-alkioiden ja nolla-avaruuden kanta-alkioden lukuméérien
summa on n.

Heréé kuitenkin kysymys, ettd onko mahdollista 16ytdd aliavaruuksille Col(A) ja
Null(A) jollain toisella menetelmélld jotkin toiset kannat, joissa on eri miird alkiota.
Tasté erikoistapauksena herdd kysymys voidaanko matriisille A 16ytdéa kaksi erilaista
supistettua porrasmuotoa, jotka antaisivat eri masrét kanta-alkiota. Vastaus molempiin
kysymyksiin on negatiivinen.

Ensimméinen kysymys johdattaa dimension kisitteeseen. Tatd késitellddn lyhyesti
tdmén luvun lopussa ja tarkemmin kurssin Lineaarialgebra ja matriisilaskenta II alussa.
Toinen kysymys on ratkaistu liitteessd [A]
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3.10 Sovellus: Matriisin kidintyvyyden karakterisaatioita

Sovelletaan nyt sarake- ja nolla-avaruuksista tehtyji havaintoja neliomatriisin kisintyvyyteen.
Seuraava lause ei anna konkreettista menetelméé matriisin ka&ntdmiseen, mutta se an-
taa yhtépitdvid ehtoja matriisin kdantyvyydelle.

Lause 3.10.1. Olkoon A € R™™™ neliomatriisi. Tdlloin seuraavat ehdot ovat yhtapitivid

~

. A on kddntyvd,
matriisin A sarakkeet ovat lineaarisesti riippumattomia,
matriisin A sarakkeet virittdvit avarvuden R™1,

matriisin A sarakkeet muodostavat avaruuden R™1 kannan,

GvoB o

yhtilolli Ax = b on tismdlleen yksi ratkaisu jokaisella b € R™¥1,
Lauseella [3.10.1] on kaksi sovellusta. Kirjataan molemmat niisté korollaareiksi.

Korollaari 3.10.2. Matriisi A € R™"™ on kddntyvd, jos ja vain jos on olemassa sellai-
nen matriisi B € R™", ettd AB =1 tai BA=1.

Todistus. Mikéli matriisi A on kaddntyvé, niin matriisiksi B voidaan valita kdinteismatriisi
A~ ja tilloin sekié AB = I ettd BA = 1.

Olkoon nyt A € R™*" neliomatriisi. Oletetaan, ettd on olemassa sellainen matriisi
B € R™" jolla AB = I. Hyédynnetééin nyt tuloksia, ettd Col(AB) C Col(A) ja ettd
Null(A) C Null(BA), jotka jitetdéan harjoitustehtéviksi.

Koska R™! = Col(AB) C Col(A), niin matriisin A sarakeet virittiviit avaruuden
R™*1. Niin ollen lauseen nojalla matriisi A on ka#intyvé. Jos puolestaan on ole-
massa sellainen matriisi B € R"*", ettd BA = I, niin tilléin Null(4) C Null(BA) =
Null(I) = {0}. Néin ollen matriisin A sarakkeet ovat lineaarisesti riippumattomia lem-
man [3.6.3| perusteella. Niin ollen matriisi A on kaintyva myos téissd tapauksessa. [

Korollaari 3.10.3. Olkoon (v1,...,v,) jono avaruuden R™ ' vektoreita. Tillin seu-
raavat ehdot ovat yhtdpitdvid:

1. (v1,...,v,) on vapaa,
2. (v1,...,vy) virittdd avaruuden R ja
3. (v1,...,v,) on avaruuden R™ 1! kanta.
Todistus. Olkoon A = [vl e vn]. Lauseen perusteella jokainen ehdoista (1])—

on yhtépitdvia sen kanssa onko matriisi A kasintyva. Ehdot ovat siis yhtédpitavida. [

Kirjataan vield huomio yhtaloryhmien ratkaisemisesesta.
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Huomautus 3.10.4. Lemman perusteella ehto on yhtapitivdd sen kanssa,
ettd yhtilon Az = 0 ainoa ratkaisu on x = 0, ettd lemman perusteella ehto on
yhtépitivid sen kanssa, ettd yhtdilolld Ax = b on aina ratkaisu. Lauseen tirkein
seuraus onkin, ettd ndmd kaksi ominaisuutta ovat neliomatriiseille aina samanaikaisests
V01Massa.

Lauseen todistus on pitkdhko ja sen voi ohittaa ensimmaiselld lukukerralla.

Lauseen [310.1 todistus. Merkitdan vy, ...,v, € R™! matriisin A sarakkeita, eli A =

[vr - vl
Osoitetaan implikaatio = . Oletetaan, ettd matriisi A on kadntyvi. Osoite-
taan, ettd sarakevektorit vy, . .., v, ovat lineaarisesti riippumattomia. Olkoot a1, ..., a, €

R sellaisia, etté
aivy + -+ apv, = 0.

Merkitdéan
ai
r=|:| e R
G,
Talloin
Az = 0.

Koska oletuksen mukaan A on kdantyvi, niin
z=A"10=0.

Nain ollen a1 = - -+ = a,, = 0. Vektorit v1,...,v, ovat siis lineaarisesti riippumattomia.
Tamé pasatad implikaation = todistuksen.

Osoitetaan nyt implikaatio = . Oletetaan, ettd sarake vektorit vq,...,v, €
R™*! ovat lineaarisesti riippumattomia. Olkoon B € R™ " matriisin A supistettu por-
rasmuoto ja P € R™™ sellainen ki#dntyva matriisi, ettd A = PB. Koska P on kddntyvi
ja matriisin A sarakkeet ovat lineaarisesti riippumattomia, niin t&ll6in my6s matriisin B
sarakkeet ovat lineaarisesti riippumattomia lauseen [3.6.7| nojalla. Koska B sen sarakkeet
ovat lineaarisesti riippumattomia, niin Null(B) = () lemman m perusteella. Koska B
on supistetussa porrasmuodossa, niin néin ollen yhtaloryhmaélla [B ‘ 0] ei ole vapaita
muuttujia lauseen perusteella. Néin ollen yhtéloryhmén [B ‘ O} kaikki muuttujat
ovat sidottuja. Koska matriisilla B on sama méié#ré rivejéd ja sarakkeita, niin néin ollen
B = I. Niin ollen A = PB = PI = P. Osoitetetaan timin avulla, ettd Col(A4) = R™*1.
Olkoon y € R™ ! ja x = P~1(y) € R®*!. Tillsin y = P(P~'y) = Pr = Az. Niin ollen
R™!  Col(A), eli Col(A) = R™!. Tama paittis implikaation (2) = (3)) todistuksen.

Osoitetaan nyt implikaatio (3) = (). Oletetaan, etté Col(A) = R™*!. Olkoon jélleen
B matriisin A supistettu porrasmuoto ja P € R™*™ sellainen kédntyvia matriisi, etti
A = PB. Osoitetaan, ettd Col(B) = R,

Olkoon y € R™! ja x = P~1y. Koska Col(A) = R™! niin x € Col(A). Néin ollen
on olemassa sellainen z € R™*! ettid z = Az. Koska B = P~'A, niin Bz = P~ 1Az =
P~lz = y. Niin ollen y € Col(B). Tam4 osoittaa, etti Col(B) = R™"*1.
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Koska B on supistetussa porrasmuodossa, niin matriisin B sarakkeet ovat standar-
dikannan vektoreita. Koska Col(B) = R™*! niin saadaan, etti e; € Col(B) jokaisella
i€{l,...,n}. Néin ollen B = [e1 --- e,] =I. Niin ollen A = P. Koska matriisi P
on k#dntyva, niin sen sarakkeet ovat lineaarisesti riippumattomia. N&in ollen matriisin
A sarakkeet ovat lineaarisesti riippumattomia. Koska Col(A4) = R™*! niin matriisin A
sarakkeet muodostavat avaruuden R™*! kannan. Tamé pasttad implikaation =
todistuksen.

Osoitetaan nyt implikaatio = (B). Olkoon b € R™*!. Koska (v1,...,v,) on ava-
ruuden R™*! kanta, niin vektorilla b on yksikésitteiset kertoimet z1, ..., z, € R kannassa
(v1,...,0p), eli

b=xv1+ -+ zuv, = Ax,

missé
x1

Tn
Néin ollen yhtélolla Az = b on ratkaisu. Jos sarakevektorille
W
y = : c Rnxl
Yn

pitee Ay = b, niin tilloin
b= Ay =y1v1 + - + YnUn,

eli y; = x; jokaisella i € {1,...,n} kertoimien yksikisitteisyyden nojalla. Néin ollen
yhtélollda Ax = b on yksikésitteinen ratkaisu.

Osoitetaan nyt viimeinen implikaatio = . Olkoon (e, ..., e,) avaruuden R™*!
standardikanta. Koska jokaisella yhtalolla Az = b on yksikésitteinen ratkaisu, niin jo-

kaisella i € {1,...,n} on olemassa sellainen vektori u; € R™*!, ett#
A’U,Z' = €;.
Olkoon nyt
B = [ul un} € R™*"™,
Talloin
AB:A[ul un] = [Aul Aun} = [61 en} =1.
Osoitetaan nyt, ettd myos BA = I. Olkoot wy, . .., w, € R™! matriisin BA sarake-
vektorit, eli BA = [wl wn], ja osoitetaan, ettd w; = e; jokaisella i € {1,...,n}.

Koska (BA)e; = w;, niin

Awi =A ((BA)e,)) =A (B(Aez)) = AB(A@Z) = I(Aez) = Aei.
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Niin ollen
A(wi - ei) =0.

Koska kaikilla yhtdloilli Az = b on yksikésitteinen ratktaisu ja A0 = 0, niin w; = e;.
Nain ollen
BA = [wl wn] = [61 ‘--en] =1.

Tama paattas implikaation = todistukset ja siten koko lauseen todistuksen. [J

3.11 Aliavaruuden dimensio

Matriisin sarakeavaruuden kantaa varten kehitetylla teorialla voidaan osoittaa kaksi
tarkedd aliavaruuksiin liittyvaa tulosta.

Lause 3.11.1. Jokainen aliavaruus V. R™*! on jonkin n x k-matriisin, missd 1 <
k <mn, sarakeavaruus. Erityisesti silld on kanta, jossa on korkeintaan n alkiota.

Lause 3.11.2. Jokaisessa aliavaruuden V- C R™ kannassa on sama mddrd alkiota.
Yhdessd ndmi lauseet sanovat, etté avaruuden R™! aliavaruudella on dimensio.

Madritelmi 3.11.3. Aliavaruuden V- C R dimensio dim V' on aliavaruuden V' kan-
nan alkioiden lukumddrd.

Matriisien kielella tata lukua kutsutaan matriisin asteeksi.

Msdritelmi 3.11.4. Matriisin A € R™F aste rank(A) on sarakeavaruuden Col(A)
dimensio eli rank(A) = dim Col(A).

Huomautus 3.11.5. Koska matriisin A sarakeavaruuden Col(A) dimensio on matrii-
sin A lineaarisesti riippumattomien sarakkeiden lukumddrd, niin tdmd otetaan joskus
matrsiisin asteen mddritelmdksi.

Naihin tuloksiin palataan laajemmin kurssilla Lineearialgebra ja matriisilaskenta II
yleisten vektoriavaruuksien kontektissa. Annetaan lauseille[3.11.1]ja[3.11.2] nyt kuitenkin
lyhyet todistukset.

Lauseen [311.1) todistus. Késitellddn kaksi eri tapausta. Jos V on nolla-avaruus {0}, niin
talloin voidaan valita matriisiksi A, miké tahansa matriisi, jonka kertoimet ovat nollia,
esimerkiksi yhden sarakeen matriisi A = [0] € R®*!. Avaruuden V kanta on ().

Olkoon nyt V' C R™ ! aliavaruus, joka ei ole ole nolla-avaruus. Valitaan nyt avaruu-
desta V vektoreita seuraavalla menetelmilla. Olkoon v € V nollasta poikkeava vektori.

Oletetaan nyt, ettd 1 < k < n on sellainen luku, ettd on valittu vektorit vq,...,v; €
V, joille pétee v; & Sp(vy,...,v;—1) kaikilla 1 < ¢ < k. Jos Sp(vy,...,v;) =V tai k =n,
niin lopetetetaan vektoreiden valitseminen. Jos k < n ja Sp(vy,...,vx) # V, niin téllin

V\ Sp(v1,...,vk) # 0 ja voidaan valita vektori vyy1 € V' \ Sp(vi, ..., vg).
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Olkoon nyt A = [vl e vk] € R™** ja osoitetaan, etté Col(A) = Sp(vy,...,v;) =
V. Jos edelld vektoreiden valinta lopetettiin, koska Sp(vy,...,v;) = V/, niin viite on au-
tomaattisesti tosi. Voidaan siis olettaa, ettd k = n. Huomaa, ettd vektoreiden vy, ..., v,
valinnan perusteella Sp(vy,...,v,) C V.

Talloin A € R™"™ on neliomatriisi. Osoitetaan, ettd matriisin A sarakkeet ovat line-
aarisesti riippumattomia. Olkoot ag, ..., a, € R sellaisia lukuja, ettd

a1v1 + -+ apvy, = 0.

Olkoon i € {1,...,n} suurin sellainen indeksi, ettd a; # 0. T4lloin
a a;_
Ui:—fllvl—F"“‘—(— 1'1)’()@;1.
1 1
Tamé on ristiriita vektoreiden w1, ...,v, valinnan perusteella. Niin ollen matriisin A

sarakkeet ovat lineaarisesti riippumattomia.
Lauseen [3.10.1| perusteella matriisin A sarakkeet muodostavat avaruuden R™*! kan-
nan. Niin ollen R™ ! = Sp(vy,...,v,) C V, eli V. = Sp(vy,...,v,) = R™! Tams

paattiaa todistuksen. ]
Lauseen [3.11.2 todistus. Koska nolla-avaruudella V' = {0} on ainoastaaan tyhji kanta,
niin voidaan olettaa, ettd V' # {0}. Olkoon (v1,...,vy) aliavaruuden V kanta ja olkoon
(w1, ..., wy) jokin toinen aliavaruuden V kanta.

Osoitetaan ensin, ettd m < k. Tehddin vastaoletus, ettd m > k. Merkitdin A =
[vl vk] € R™*. Koska jono (vi,...,v;) on aliavaruuden V kanta, niin vektorit
wi, ..., wy, voidaan kirjoittaa (yksikésitteisesti) vektoreiden wvy,..., vy lineaarikombi-
naatioina, eli jokaisella i € {1,...,m} on yksikisitteinen vektori u; € R¥*1, jolle pitee
w; = Au;. Tarkastellaan nyt matriisia B = [ul um] € Rkxm,

Olkoon C' € R¥*™ matriisin B supistettu porrasmuoto. Koska matriisissa C' on
enemman sarakkeita kuin rivejé, yhtaloryhméssa [C’ ‘ O] on vapaa muuttuja ja siten silla
on dédrettomén monta ratkaisua lauseen[I.4.14] perusteella. Néin ollen myds yhtaloryhméalld
(B ‘ 0] on #4rettdmén monta ratkaisua, eli Null(B) # {0}. Néin ollen matriisin B sa-
rakkeet eivét ole lineaarisesti riippumattomia lemman perusteella, eli on olemassa
sellaiset luvut ay,...,an € R, jotka eivit kaikki ole nollia, etté

ajul + -+ + apmuy, = 0.
Talloin

arwy + -+ Wy = a1 Aug + -+ ap Aug, = A(arug + -+ apy) = 0.

Nain ollen vektorit wy, . . ., w,, eivit ole lineaarisesti riippumattomia. Ta4m& on ristiriita.
Niin ollen m < k.

Vaihtamalla kantojen (v1, ..., vx) ja (w1, ..., w,,) roolit havaitaan, ettd k < m. N&in
ollen k = m. O
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Luku 4

Lineaarinen geometria

4.1 Motivointi: Pythagoraasta pistetuloon

Téassd luvussa tarkastellaan lineaarialgebran ja geometrian vélistd yhteytta. Tarkastel-
laan motivoivana esimerkkiné seuraavaa ilmitté, joka liittyy vektorin koordinaatteihin
kannassa.

Pythagoraan lause sanoo, etti tason R2x1 pisteen v = [il] etdisyys origosta on
2

/.2 2
i

Tatéa vektorin v ns. euklidista pituutta merkitdin jatkossa itseisarvomerkinnélld

E;] = m (4.1)

Euklidista pituutta |v| kutsutaan jatkossa lyhyesti pituudeksi.
Koska vektorin v koordinaatit standardikannassa ovat (z1,z2), niin herdd seuraava
kysymys:

o] =

Ongelma. Voiko vektorin pituuden laskea aina sen kertoimista annetussa kannassa

kaavalla (4.1)) ¢

Kuten kysymyksen asettelusta voi arvata, vastaus on, ettd néin ei voida tehda. Tar-
kastellaan nyt konkreettista esimerkkié.

Esimerkki 4.1.1. Olkoon (vi,vs) se avaruuden R?**' kanta, missd vi = ey ja vy =
e1+ 2es. Tarkastellaan avaruuden R**! vektoria v = e1 + e tissd kannassa; katso kuva

[£1

Pythagoraan lause sanoo, etti pisteen (1,1) etdisyys origosta on /2. Toisaalta, jos
vektori v esitetdin kannassa (v1,v2), niin saadaan, ettd

v = 5111 + 5112.
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Kuva 4.1: Kanta (v1,v2) ja vektori v.

Tdstd havaitaan, ettd pisteen (1,1) etdisyyttd origosta ei siis voi laskea vektorin v ker-
toimista kannassa (v1,ve), silld

RO

Parempi vastaus ylla asetettuun ongelmaan on, ettd vektorin pituus voidaan laskea
kertoimista, jos kanta on ortonormaali, eli jos kannan alkiot ovat kohtisuorassa toisiaan
vastaan ja pituudeltaan ykkosen mittaisia.

Paljastuu, ettd sekd kahden vektorin vélinen kohtisuoruus ettd vektoreiden pituus
voidaan maédritelld yhden késitteen — pistetulon — avulla. Néiden késitteiden avulla on
puolestaan suoraviivaista méaritelld sekd ortonormaalin kannan ettd ortogonaalimatrii-
sin késitteet. Pistetulon késitte puolestaan voidaan motivoida kulman kéisitteen avulla.

Esimerkki 4.1.2. Olkoot v = (x1,2) ja w = (y1,y2) vektoreita vektoriavaruudessa R?.
Oletetaan, etti kumpikaan vektoreista ei ole nollavektori 0; katso kuval{.3 Tarkastellaan
kolmiota jonka kdrkipisteet ovat v, w ja origo sekd vektoreiden v ja w wvdlistd kulmaa
6 € [0,2n[ origossa.

Kuva 4.2: Vektorit v ja w sekd w — v.

Merkitddan vektoreiden v, w ja w — v pituuksia symboleilla a, b ja c. Tasogeometrian
kosinilauseen perusteella
& =a® +b* — 2abcos .
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(Huomaa, etti jos v ja w ovat kohtisuorassa, niin 0 = 7/2 ja cos@ = 0. Tdlloin kosini-
lause palautuu Pythagoraan lauseeksi.)

Toisaalta Pythagoraan lauseen perusteella tiedetddn, ettd vektoreiden v, w ja w — v
pituudet ovat

a=\/z}+2}, b=\lyi+u3, da c=+(y—21)*+ (y2— x2)*

Ndin ollen tiedetddn, ettd

(1 — 21)% + (y2 — 22) = 27 + y} + 23 + y3 — 2abcos .
Sieventdmisen jilkeen saadaan
—2x129 — 2y1y2 = —2abcos

eli

_ Tiw2 + 1Y 172 + Y192
cosf =

ab Vi + i3 + 3
Vektoreiden v ja w wvdlinen kulma 6 ritppuu siis vektoreiden v ja w pituuksien lisdksi
funktion -: R? x R? - R,

((1‘17 yl)u (3327y2)) = T1T2 + Y192,

antamasta arvosta.

4.2 Pistetulo ja pituus

Otetaan edelld olevan esimerkin funktio -: R? x R? — R lihtokohdaksi ja midritellsisin
vektoreiden vilinen pistetulo seuraavasti.

Misritelmi 4.2.1. Avaruuden R™ ! pistetulo on funktio -: R™ x R™*1 5 R,

€1 Y1
| = Ty + -+ Tpln.

Tn Yn
Avaruuden R™ ! vektoreiden v ja w pistetuloa merkitidn v - w.

Huomautus 4.2.2. Huomaa, ettd pistetulon argumentit ovat vektoreita ja pistetulon
arvo on reaaliluku. Kysymyksessi ei siis kahden alkion tulo samassa mielessd kuin re-
aaliluvuilla. Huomaa myds, ettd pistemerkintdd - kdytetddan jatkossa tarkoittaen sekd
vektoreiden pistetuloa ettd kahden reaaliluvun tuloa. Yleensd tdssd ei ole sekaantumisen
vaaraa.
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Esimerkki 4.2.3. Olkoot

1 4
v=|2| jaw= |-H
3 6
avaruuden R3*Y vektoreita. Tdlloin
1 4
veow=|2|-|-5=1-442-(-5)+3-6=4—-10+ 18 = 12.
3 6

Seuraavassa esimerkissé lasketaan avaruuden R™*! standardikannan alkioiden véliset
pistetulot.

Esimerkki 4.2.4. Olkoot e; ja e; avaruuden R" standardikannan vektoreita. Merkitddn
€1i €1
e; = : jaej =
€ns €nj

Nyt
€;* €j = €14€1j + *** + EniCnj.

Tarkastellaan ensin tapausta © # j. Koska ey; = 0 kaikilla k # i ja ey = 0 kaikilla
k # j, niin eger; = 0 katkilla k € {1,...n}. Ndin ollen e; - e; = 0. Toisaalta, jos i = j,
nin e;; = e;; = 1 ja ey; = ey; = 0 kaikilla k # 1. Ndin ollen e; -ej = e; - ¢; = 1.

Luvun alussa Pythagoraan lause yhdistettiin tason R?*! vektorien pituuteen. Nyt
Pythagoraan lause otetaan pituuden méairitelmiksi kaikissa avaruuksissa R™*1.

Misritelmi 4.2.5. Avarvuden R™ ! vektorin v = xie1+- - -+ xpen (euklidinen) pituus

on
o] = \/z? + -+ 22.

Vektori v € R™ ! on yksikkovektori, jos |v| = 1.

Vektorin pituus on luonnollisella tavalla yhteydessé vektorin sisétuloon itsensa kans-
sa. Kirjataan tdmé havainto lemmaksi.

Lemma 4.2.6. Olkoon v € R™!. Tilldin
o] = Vv v
Todistus. Olkoon v = x1e] + - - - + zpe, € R TAllin
VU =2T) F e Ty = 25 4+ 22 = |v]2

O

Huomautus 4.2.7. Huomaa, ettd ainoastaan nolla-vektorin pituus on nolla, eli ettd
vektorille v € R™ ! pitee |v| = 0, jos ja vain jos v = 0.
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4.2.1 Pistetulon perusominaisuudet

Pistetulolla on kolme perusominaisuutta.

Lause 4.2.8. Olkoot u,v,w € R™*! ja a € R. Tdllin

(u4+v) - w=u-w+v-w (4.2)
ja
(av) - w = a(v - w). (4.3)
Lisdksi
Vow=w- . (4.4)

Tulkitaan vield lauseen sisdlto ennen sen todistamista.

Huomautus 4.2.9. Viimeinen ehto (4.4) sanoo, etti pistetulo - on symmetrinen arqu-
menttiensa suhteen, eli ettd ei ole merkitystd, missd jarjestyksessd vektoreita tarkastel-
laan.

Huomautus 4.2.10. Ensimmdiset kaksi omainaisuutta voidaan puolestaan yhdistdd
sanomalla, ettd pistetulo on lineaarinen kummankin argumenttinsa suhteen. Funktiota
f: R — R sanotaa lineaariseksi, jos kaikilla v,v" € R™! ja a € R pitee seki f(v +
w) = f(v) + f(w) etti f(av) = af(v).

Pistetulon mddritelmdn ehtojen ja perusteella jokaisella w € R™1 funktio
fo: RN 5 R v — v-w, on lineaarinen. Symmetrisyyden nojalla funktio f., voitai-
stin antaa myos kaavalla v — w - v. Ndin ollen pistetulo on lineaarinen kummankin
argumenttinsa suhteen eli ns. bilineaarinen.

Todistetaan nyt lause [4.2.8
Lauseen todistus. Olkoot

X1 Y1 Z1
u=|:|,v=|:| jaw=
Tn Un Zn
Télloin
1+ Y1
u+v=
Ty + Yn
ja
T1+ Y1 z1
(u+v) w= : :
T+ Yn Zn,

= (x1+y1)z1 + - (Tn + Yn)2n
= (z121 +vy121) + -+ (Tnzn + Ynzn)-
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Uudelleen ryhmitteleméalld saadaan, etté

(u+v)-w=(r121+m121) + -+ (Tn2n + Yn2n)
=T1Z1+ ot TnZn Y121+ F YnZn

=u-w-+v-w.

Tama todistaa ensimmaéisen véitteen eli kaavan (4.2)).
Osoitetaan nyt (4.3)). Koska

ayi
av =
aYn

niin uudelleen ryhmittelemélla saadaan

(av) -w = (ay1)z1 + - + (ayn)zn = a(y121) + - + a(ynzn)
=a(y1z1+ -+ Ynzn) = alv-w).

Tam4 todistaa toisen véitteen.
Symmetrisyyden osoittamiseksi riittaid havaita, etta

VoW =Y121+YnZn = 21Y1 T -+ ZnlYn = W .
Viite on néin todistettu. ]

Pistetulon bilineaarisuutta kidytetdsn konkreettisissa laskuissa jatkuvasti ilman eril-
listd mainintaa. Témé& pétee erityisesti, kun vektorit on ilmoitettu standardikannassa,
kuten seuravassa esimerkissé.

Esimerkki 4.2.11. Olkoot v; = (e1+e2)/V/2 javy = (e1—ez)/v/2 tason R?*! vektoreita.
Télldin

—~

e1 + eg)/\@> : <(€1 — @)/\@)

((e1 +e€2) - (e1 —e2))

1)1-1)2=<

Sl
Sl

(61 . (61 — 62) + e - (61 — eg))

NI~ N RN RN

(e1-e1+er-(—e2)+ez-e1+ex-(—e2))
(e1-e1—e1-ex+ep-ex—eg-e2)

(61'61—62'62): (1—1):0.

N |

Hieman abstraktimpi esimerkki saadaan pituuden neliosté.
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Esimerkki 4.2.12. Olkoot v, w € R™! vektoreita. Talloin

lv+w?=@w+w)- (v+w)
=v-(v+w)+w-(v+w)
=v-v+v-wtw-v+w-w

= |v* 4+ 2v - w + |w|?.

4.2.2 Kohtisuoruus

Esimerkissé havaittiin, etté tason R? vektorit v ja w ovat kohtisuorassa toisiaan
vastaan, jos ja vain jos v - w = 0. Tamin motivoimana miédritelliin avaruuden R™X!
vektoreiden kohtisuoruus seuraavasti.

Miiritelmi 4.2.13. Avaruuden R™ ! vektorit v ja w ovat kohtisuorassa toisiaan vas-
taan, jos v-w = 0.

Esimerkki 4.2.14. Avaruuden R3*! vektorit e1 —es ja 2e1+2ea+2e3 ovat kohtisuorassa
toistaan vastaan, silld

1 2
(e1 —e3) - (2e1 + 2e0 + 2e3) = |—1| - [2] =1-2+4(=1)-240-2=2—-2=0.
0 2

Geometrinen intuitiomme sanoo, etté kohtisuorat vektorit ovat lineaarisesti riippu-
mattomia. Osoitetaan tAmé nyt tarkasti lihtien kohtisuoruuden méédritelmésta.

Lause 4.2.15. Olkoot v1,...,v; € R™ nollasta poikkeavia vektoreita, jotka ovat koh-

tisuorassa toisiaan vastaan eli v; - v; = 0 kaikilla i # j. Tallin jono (vi,...,vx) on
vapaa.
Todistus. Olkoot aq,...,a; € R sellaisia reaalilukuja, etté

aivy + -+ + agvr = 0.

Osoitetaan, ettd a; = 0 jokaisella j € {1,...,k}.
Olkoon j € {1,...,k}. Koska v;-v; = 0 kaikilla ¢ # j, niin pistetulon bilineaarisuuden
nojalla saadaan
vj - (a1v1 + -+ + apog) = a1 (v - v1) + - -+ ag(vj - vg)
= ajvj - vj = ajlvj|*.
Nain ollen
a;lvj|* = v; - (a1v1 + - + agog) = 0.

Koska |vj|? > 0 jokaisella j € {1,...,k}, niin saadaan, etti a; = 0 jokaisella j €
{1,...,k}, joka haluttiin todistaa. O
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4.3 Ortonormaali kanta

Maéaritellddn nyt ortonormaalin kannan késite ja osoitetaan, ettd ortonormaaleilla kan-
noilla on ominaisuus, ettd vektorin pituus voidaan laskea vektorin koordinaateista kan-
nan suhteen.

Mssritelmi 4.3.1. Avaruuden R™ ! aliavaruuden V- C R™! kanta (vi,...,v,) on
ortonormaali, jos

1. v -vj = 0 kaikilla i # j ja
2. |vi| =1 jokaisella i € {1,...n}.

Huomautus 4.3.2. Kroneckerin symboleita kdyttien ortonormaalin kannan ehdot voi-
taisiin kirjoittaa myds lyhyesti muodossa

Vi - Uj = 0jj
kaikilla i,j € {1,...,n}.

Esimerkki 4.3.3. Esimerkin perusteella avaruuden R™ ' standardikannan (e1, ..., e,)
vektorit ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan. Lisiksi |e;| = \/e; -e; = 1 kaikilla i €
{1,...,n}. Niin ollen (e1,...,e,) on ortonormaali kanta.

Esimerkki 4.3.4. Olkoot vy = (e1+e32)/V/2 ja vy = (e1—e2)/V/2 tason R**! vektoreita.
Esimerkin 4.2.11] perusteella vy - vo = 0. Ndin ollen jono (vi,ve) on vapaa ja siten
avaruuden R**! kanta korollaarin perusteella.

Koska 2 :
= () () = i

o

niin (v1,v2) on tason R**! ortonormaali kanta.

ja

Esimerkki 4.3.5. Olkoot

1|t 1|t
u=— 0] eR>* jaug=— 1|1 | eR¥>
V2 | ’ V3|
sekd olkoon
P = Sp(uy,uz) C R3>*L,
Koska uy - ug = 0, niin jono (ui,u2) on vapaa. Ndin ollen (u1,us2) on aliavaruuden
P kanta. Koska lisiksi up -u; = 1 ja ug - ug = 1, niin (u1,u2) on aliavaruvuden P

ortonormaali kanta.
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4.3.1 Pythagoraan lause ortonormaalille kannalle

Todistetaan nyt ortonormaalin kannan perusominaisuus, etti ortonormaalille kannalle
patee Pythagoraan lause, eli ettd vektorin pituus voidaan laskea sen koordinaateista
ortonormaalissa kannassa.

Lause 4.3.6 (Pythagoraan lause ortonormaalille kannalle). Olkoon V' C R™ avaruuden
R™ aliavaruus ja olkoon (uq,...,ux) aliavaruuden V ortonormaali kanta. Olkoon v =

aul + -+ apup € V. Talloin
|’U‘:’/a%+...+a%‘

Todistus. Todistus on suora lasku, jossa kiytetddn pistetulon bilineaarisuutta ja tietoa,
ettd uj - u; = 0j; kaikilla j,i € {1,...,k}.
Olkoon
v=au + -+ agux € V.
Talloin
’2

‘U =U~v=(a1U1+-~~+akuk)-(alul—i—---—i-akuk)

k
= Zajuj . (a1u1 + -+ akuk)
j=1
k

k
> ajuy - (i)
=1

j=1

I
e
E

ajai (Uj . uz) .
14

.
Il
Il
—

Koska u; - u; = 0 kaikilla j # ¢ ja u; - u; = 1 kaikilla j, niin saadaan

k k
2 _ L 2_ 2 2
] *E a]a]fg aj =ajy+ -+ ag.
Jj=1 J=1
Viite seuraa ottamalla neliGjuuri. O

4.3.2 Sarakevektorin koordinaatit ortonormaalissa kannassa

Todistetaan seuraavaksi, ettd vektorin koordinaatit ortonormaalissa kannassa voidaan
laskea pistetulon avulla. Tamé tarkoittaa sité, ettd vektorin koordinaatit voidaan laskea
suoraan eikd niiden selvittdmiseen tarvita yhtaloryhmén ratkaisemista.

Lause 4.3.7. Olkoon V' C R"™ avaruuden R™ aliavaruus ja olkoon (uq,...,uy) aliava-
ruuden V' ortonormaali kanta. Olkoon v € V. Tdlloin

v=(uy-v)up + -+ (ug - v)ug.
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Lauseen todistus perustuu seuraavaan huomioon.

Lemma 4.3.8. Olkoon V C R"™ avaruuden R™ aliavaruus ja olkoon (uq,...,ux) aliava-
ruuden V' ortonormaali kanta. Jos vektori v € V' on kohtisuorassa kaikkia kantavekto-
reita uy, ..., u vastaan, nin v = 0.

Todistus. Oletetaan, ettd v € V on sellainen vektori, ettd u;-v = 0 kaikilla¢ € {1,..., k}.
Koska (uq,...,u;) on aliavaruuden V kanta, niin on olemassa sellaiset yksikasitteliset
luvut aq,...,ar € R, ettéd

V=a1ul + -+ apug.

Olkoon nyt 7 € {1,...,k}. Oletuksen nojalla v - u; = 0. Koska (u1,...,u) on ortonor-
maali kanta, niin

O:v-ui:(a1u1+-'-+akuk)'ui
=ai(ur -ui) + -+ ap(ug - u;)

= ;.
Néin ollen a; = 0 jokaisella ¢ € {1,...,k}, eli v =0. O
Lauseen todistus. Olkoon

w = (uy - v)uy + -+ (ug - v)u € V.

Osoitetaan, ettd v —w = 0. Lemma nojalla riittdé osoittaa, ettd (v —w) - u; = 0
jokaisella i € {1,...,n}.
Olkoon i € {1,...,k}. Télloin

(v—w) u =v-u—w-u
=v-u; — ((ur-v)ur + -+ (ug - v)ug) - u;

=v-u; —u; -v=0.

Niin ollen v — w = 0 eli v = w. Tdma todistaa vaitteen. O

4.3.3 Kannan ortonormeeraus: Gram—Schmidt

Yksi koko lineaarialgebran tarkeimmisté tuloksista on, etté jokaisesta kannasta voidaan
siirtyd ortonormaaliin kantaan niin sanotulla Gram—Schimidt ortonormeerausprosessil-
la. Todistetaan téstéd tuloksesta versio, jossa osa kannan vektoreista ovat kohtisuorassa
toisiaan vastaan olevia yksikkovektoreita.

Lause 4.3.9 (Gram-Schmidt). Olkoon V C R™! aliavaruus ja (v1,...,v;) aliavaruu-
den V' sellainen kanta, ettd vektorit vy, ..., v, ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan ole-
via yksikkovektoreita jollain 0 < m < k. Tdlléin on olemassa sellainen aliavaruuden
V' ortonormaalikanta (uq,...,ux), etti u; = v; jokaisella 1 < i < m ja etti jokaisella
m+ 1</t <k pitee

Sp(ui, ..., uz) = Sp(v1,...,ve). (4.5)
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Lauseen tulkinta on seuraava. Jos on annettu aliavaruus V' ja sille sellai-
nen kanta (v1,...,vg), jossa vektorit wvi,...,v, ovat toisiaan vastaan kohtisuorassa
olevia yksikkovektoreita, niin loput vektoreista vp,y1,...,vr voidaan vaihtaa sellaisiin
yksikkovektoreihin wy,41, ..., ur, jotka ovat kohtisuorassa seké toisiaan ettd vektorei-
ta vi,...,v,, vastaan. Lisdksi yhtalo ilmaisee, ettd tédssd vaihdossa vektoreiden
jarjestys el muutu siind mielessé, ettd uusien vektoreiden virittdmét aliavaruudet ovat
samat kuin vanhojen.

Huomautus 4.3.10. Huomaa, etti yhden vektorin (vi) jono toteuttaa automaattises-
ti kohtisuoruusehdon, eli tapauksessa m = 1, ainoa oletus on, ettd vektori vi on yk-
stkkovektori. Tapaus m = 0 tulkitaan siten, ettd vektoreille vy,...,v, et ole asetettu
ehtoja.

Huomautus 4.3.11. Usein ortonormaaliin kantaan littyvd Gram—Schmidt ortonormee-
raus tulos kirjoitetaan muodossa, ettd jokaisella alivaruudella V' C R™ on ortonormaali
kanta. T'dmd tulos saadaan yhdistamdlld Gram—Schmidt ortonormeerausprossiin aiempi
tulos, etti jokaisella aliavaruudella on kanta.

Todistetaan nyt lause Todistus perustuu seuraavaan lemmaan, joka kertoo,
kuinka ortonormaalia jonoa voidaan laajentaa uudella vektorilla. Lemma voidaan aja-
tella lauseen 4.3.9 todistuksen induktioaskeleeksi.

Lemma 4.3.12. Olkoot V. C R"™ aliavaruus, (uy,...,uny) jono aliavaruuden V toi-
siaan vastaan kohtisuorassa olevia yksikkovektoreita ja v € V sellainen vektori, ettd
v € Sp(u, ..., Upy). Tdlloin on olemassa sellainen yksikkovektori up,+1 € V, ettd jonon
(U1, ..., umyt1) vektorit ovat toisiaan vastaan kohtisuorassa olevia yksikkovektoreita ja

Sp(ut, ..., Um,v) = Sp(ug, ..., Umt1)-

Todistus. Olkoon
w=(v-up)ug+ -+ (V- Up)um € V.

T&lloin w € Sp(u, ..., Up)-
Koska v & Sp(u1, ..., un), niin v # w ja |v —w| > 0. Néin ollen voidaan médritelld
v—w
Um+1 = m eV.

Selvésti wp1 on yksikkovektori, eli [up41] = 1.

Koska
1 1

v— w,
v —w| v — w|

niin w1 € Sp(ug, ..., U, v).
Osoitetaan nyt, ettd

Sp(u17 .. ,Um+1) = Sp(“h o 7’U,m,’U).
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Koska 41 € Sp(ui, ..., Un,v), niin tdmin todistamiseksi riittdd osoittaa, ettd v €

Sp(ut, ..., Umt1). Koska i1, w € Sp(ut, ..., Uni1) ja
v—w
v — wlum+1 +w = |v — w| tw=v—-—w+w=nuv,
v —wl
niin v € Sp(ug, ..., Unt1).
Jaljella on osoittaa, ettéd vektori w1 on kohtisuorassa kaikkia vektoreita uy, ..., upm,
vastaan. Olkoon 1 < j < m. Koska jonon (uy,...,um,) vektorit ovat keskendén kohti-

suorassa olevia yksikkovektoreita, niin

w-u; = ((v-up)ur 4+ (V- Un)um) -y
= (v-up)ug - uj+ -+ (U Up) Uy - Uy

= (v-uj)uj - uj =0 - u;.

Nain ollen
v —w
um+1'uj:m’uj
1
= m(vi — w;) - uj
1
= ol (v uj—w-uy)
—m(?}'u‘]—v'u])— .
Tama paattasd todistuksen. ]

Todistetaan nyt lause

Lauseen todistus. Olkoon (v1,...,v) aliavaruuden V kanta ja olkoon 0 < m < k
sellainen luku, ettéd jonon (vy,...v,,) vektorit ovat toisiaan vastaan kohtisuorassa olevia
yksikkovektoreita.

Jos m # 0, niin asetetaan u; = v; jokaisella 1 < ¢ < m. Jos m = k, niin talléin
(u1,...,u;) on aliavaruuden V ortonormaali kanta. Voidaan siis olettaa, ettd m < k.

Muodostetaan ortonormaali kanta (u, ..., u) induktiolla seuraavasti.

Olkoon i = m+1. Téllsin soveltamalla lemmaa [£.3.12] vektoriin v = vy, 41 havaitaan,
ettd on olemassa sellainen yksikkovektori u,,+1 € V, ettd jonon (uq, ..., upmt1) vektorit
ovat toisiaan vastaan kohtisuorassa olevia yksikkévektoreita, joille pétee

Sp(Uh s ,Um+1) = Sp(vla s 7/Um+1)‘

Oletetaan nyt, ettd m < i < k on sellainen indeksi, ettd on olemassa jono (uq, ..., u;)
toisiaan vastaan kohtisuorassa olevia yksikkdvektoreita, joille pétee

Sp(ula ce 7“@) - Sp('l)l, ce 7?}5)

111



jokaisella 1 < £ < 4. Soveltamalla lemmaa vektoriin v = wv;41 havaitaan, etté
on olemassa sellainen yksikkévektori w11 € V, ettd jonon (uq,...,u;+1) vektorit ovat
toisiaan vastaan kohtisuorassa olevia yksikkovektoreita, joille péitee

Sp(ut, ..., uit1) = Sp(vi, - .., Vit1).
Tama paattasd todistuksen. ]

Huomautus 4.3.13. Lauseen[{.5.9 todistus paljastaa, etti ortonormaalikanta loydetddin
selkedn algoritmin avulla. Tdmdn vuoksi lausettal].3.9 kutsutaan kannan Gram—Schmidt
ortonormeerausprosessiksi. Fdellisessi todistuksessa induktioaskel vastaa tdtd algorit-
mia. Algoritmin toimivuus taas puolestaan on sisdllytetty lemmaan [{.3.19

Tilanteessa, jossa ei vield tiedeti kannan (vi,...,v) sisiltGvin ortogonaalisia yk-
sikkdvektoreita (eli tilanteessa m = 0), algoritmi on seuraava:

1. Valitaan
U1
Uy = —.
v
2. Oletetaan, ettd on loydetty vektorit ui, ..., Up.

3. Valitaan vektori w41 kaavalla

_ Um+41 — Wm+1
Unm+l = 7>
‘Um—i-l - wm+1|

missd W1 = (U1 - 1)UL + <+ + (Vg1 U ) U,
4. Toistetaan askeleita 2 ja 3 kunnes m + 1 = k.

Sovelletaan edellisen huomautuksen algoritmia konkreettisessa tilanteessa.

w=l] o w=[].

Koska va — v1 = ey ja vy —e; = e, niin Sp(vy,va) = R?*L. Niin ollen (vi,v2) on
avaruuden R**! kanta korollaarin perusteella.

Etsitidn ensin vektori ui. Koska |vi| = v/2, niin

Esimerkki 4.3.14. Olkoot

V1 1 [1}
U = — = —= .
Y u V2Lt

FEtsitadan nyt vektori ug. Koska
2 1 |1 1 3
vo U] = | —= =—(2-141-1)=—,
=[] (L) =me -5

112



nin

Ndin ollen
e = 2] 3 L)
T T T2 |-
ja
| | 1 5 1
Vg — Wa| = = = —.
2 2 9 \/Q

Nain saadaan, ettd

Vo — W9 1 1 1 1 [ 1 :|
U9 = = Vo — W = \/57 = — .
P o —wyl \U2—w2\( 2 =) 2 [—1] V2 -1

Tarkistetaan vield, ettd vektorit uy ja us ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan. Koska

o (i l]) a2 G oo

nun ndin pdtee.

4.3.4 Gram—Schmidt ortonormeerauksen matriisitulkinta

Yksi syy lauseen tarkemmalle muotoilulle on seuraava Gram—Schmidt prosessin yh-
teys yldkolmiomatriiseihin. Annetaan tété varten yleinen yldkolmiomatriisin mééritelma.

Madritelma 4.3.15. Matriisi A = [a;;] € R™" on ylikolmiomatriisi, jos aj; = 0
katkilla 5 > 1.

Esimerkki 4.3.16. Matriisit

5 0 1 3 1 1
0 —1 2| 7@ 0 1 2
0 0 3
ovat ylikolmiomatriiseja.
Lause 4.3.17. Olkoon (v1,...,vy) avaruuden R™! kanta ja P = [vy -+ wv,] € R™*",
Tdllgin on olemassa sellainen avaruuden R™ ortonormaalikanta (uy, ..., uy), ettd
P=UR,

missd U = [ul un] € R™ "™ on ortogonaalimatriisi ja matriisi R € R™™ on

yldkolmiomatriisi.
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Todistus. Olkoon (uq,...,u,) avaruuden R™ ortonormaalikanta kuten lauseessa m
eli etta

Sp(UL...,Ug) = Sp(?)l,. "7vf) (46)

jokaisella 1 < ¢ < n.

Tarkastellaan ortonormaalin kannan (uq,...,u,) kantavektoria u;. Ehdon pe-
rusteella tiedetdéin, ettd v; € Sp(uq,...,u;), eli ettd vektori v; on kantavektoreiden
ui, ..., u; lineaarikombinaatio

Vi = a1iu] + ot agity.
Vektorin v; esitys kannassa (u1,...,u,) on siis
v; = au) + -4 aiu; + Ouipg + - 4 Ouy,.

Olkoon a; € R" sarakevektori

o]
o = |%i
! 0
- 0 -
jokaisella ¢ = 1,...,n. T&lloin
V; = Uai
jokaisella i =1,...,n, eli
P =UR,
missé
R = [aji] = [al s an] € R™*",

Sarakevektoreiden a; mé#ritelmén perusteella, a;; = 0 kaikilla 7 > 4. Néin ollen matriisi
R on ylikolmiomatriisi. O

4.4 Pistetulon matriisiesitys: Matriisin transpoosi

Avaruuden R™1 vektoreiden

pistetulo voidaan kirjoittaa matriisitulona seuraavasti

Y1

T-yYy=x1Y1+ -+ TpYn = [ﬁUl iﬁn] :
Yn
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Pistetulo voidaan siis tulkita matriisitulona, jossa sarakevektoria y kerrotaan vasemmal-
ta rivivektorilla, jossa on sama kertoimet kuin sarakevektorissa . On kuitenkin huomat-
tavaa, ettd rivivektori [xl e xn] el kuitenkaan ole vektori x. Formaalisti tamé ero
havaitaan siité, ettd siind, missi x € R™*!, niin [ml xn] € R™”. On kuitenkin
luontevaa ajatella, etté rivivektori [xl e xn] vastaa sarakevektoria x. Tatéd vastaa-
vuutta kutsutaan transpoosiksi ja se voidaan méaéritelld kaikille matriiseille.

Masritelmé 4.4.1. Matriisin A = [aj;] € R™ ™ transpoosi on matriisi A' = [b;;] €
R™ ™ " jonka rivit ovat matriisin A sarakkeet, eli kaikillai € {1,...,n} jaj € {1,...,m}
pitee bj; = aj;.

Huomautus 4.4.2. Transpoosille on useita merkintdji: t(A), T(A), AT, A tai A’
Niissi luentomuistiinpanoissa kéytetddin ainoastaan merkintdd At

Matriisin
ail a2 -+ Qln
as1 - a
A= 2 2n
am1 am2 Amn
transpoosi on siis matriisi
ail a1 - Gpl
At — a2 e Am?2
A1n  A2n Amn

Esimerkki 4.4.3.

)1 1 2 37 10 0
Pld}:[ZE] ja |01 4| =210
¢ 00 1 3 4 1

Suoraan transpoosin mairitelmésté on helppo johtaa laskusééintoja matriisin trans-
poosille. Kirjataan niistd ylos muutamia.
Lemma 4.4.4. Olkoot A, B € R™*" C € R™* jg a € R. Tillsin

1. (AHt =

(
2. (A+ B)t = At + B,
3. (cA)t = cAt ja

4 (

AC) = Ct AL

Erityisesti, jos matriisi E € R™™ on kddntyvd, niin (E~1)! = (EY)~L.
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Huomaa, ettd kohdassa transpoosi vaihtaa matriisien A ja C' jarjestyksen.

Todistus. Todistetaan kohdan viite. Muut véitteet jatetdan harjoitustehtéviksi.
Olkoot A = [aj;] € R™™ ja C = [¢j;] € R™**. Tilloin jokaisella j € {1,...,m} ja
i€ {l,...,k} pitee

(AC)5 = (AC)y; = aice; = Y (ANu(C)je = (C1)je(AY)ei = (C*AY)zi.
=1 /=1 /=1
Néin ollen
(AC)t = Ct AT,

O]

Térkein syy kiinnostuksestamme transpoosiin liittyy siis huomioon, etté pistetulo
voidaan transpoosin avulla kirjoittaa matriisitulona:

v-w = vlw. (4.7)

Tahan havaintoon liittyy toinen helposti todistettava ja hieman yleisempi havainto
matriisin transpoosin ja pistetulon vélisestd yhteydesta.

Lemma 4.4.5. Olkoot A € R™", € R™¥! ja y € R™*\. Talloin
(Az) -y ==z - Ay
Todistus. Yhtalon ja lemman kohdan perusteella
(Az) -y = (Ax)'y = 2’ Aly = 2 (Aly) = = - (A'y).
O]

Pistetulon ja transpoosin viliselld yhteydelld on suora sovellus, joka kirjataan esi-
merkiksi.

Esimerkki 4.4.6. Halutaan etsii kaikki sellaiset vektorit v € R™ 1, jotka ovat kohti-
suorassa annettuja vektoreita vy, ..., Uy, € R yastaan.

Koska v; - v = 0 jokaisella i € {1,...,m}, niin viv = 0 jokaisella i € {1,...,m}.
Olkoon nyt A € R™ ™ sellainen matriisi, jonka riveind ovat vektorit vt, eli

Nyt matriisitulon ominaisuuksien perusteella

viv
Av=| : | =0.
vt v
Niin ollen v on kohtisuorassa vektoreita vy, ..., v, vastaan, jos ja vain jos Av = 0, eli

v € Null(A).
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Tehddin sama vield konkreettisesti.

Esimerkki 4.4.7. Olkoot
1 2
vy = |0] € R¥*! ja vy = |2 e R3*L,
1 2

FEtsitidn kaikki vektorit v € R3*1, jotka ovat kohtisuorassa vektoreita vi ja vo vastaan.

Olkoon .

1 2
A=10 2 :B g ﬂeﬂ{“?’.
1 2

Vektori v on kohtisuorassa vektoreita vy ja ve vastaan, jos ja vain jos Av = 0.
Matriisin A supistettu porrasmuoto on

1 01
B=[o ¥ o

Koska Null(A) = Null(B) = Sp(e1 — e3), niin vektori v on kohtisuorassa vektoreita vy
ja vg vastaan, jos ja vain jos v € Sp(e1 — e3) eli v = t(e; — es) joillain t € R.

4.5 Ortogonaaliset matriisit

Transpoosin avulla voidaan ortonormaalin kannan vektoreista muodostetulle matriisille
antaa luonnollinen tulkinta.

Olkoon (u1, ..., u,) avaruuden R™*! ortonormaalikanta ja olkoon U = [u1 -+ up].
Koska wu; - u; = 0j; kaikilla j,i € {1,...,n}, niin havaitaan, etta
uiuz = 53‘@'

kaikilla j,i € {1,...,n}, eli U'U = 1.
Téllédisid matriiseja kutsutaan ortogonaalisiksi. Yleisemmin mééritelldin seuraavasti.

Masritelmi 4.5.1. Matriisi U € R™*™ on ortogonaalinen, jos UU = I € R™¥",
Esimerkki 4.5.2. Gram—Schmidt prosessissa saatu matriisi U on ortogonaalinen.

Fi ole sattuma, ettd ortonormaalit kannat antavat esimerkkejé ortogonaalisista mat-
riiseista: jokainen ortogonaalinen neliomatriisi on kddntyvd ja sen sarakkeet muodostaa
ortonormaalin kannan.

Lause 4.5.3. Olkoon U = [ul un] € R™ "™ ortogonaalinen matriisi. Tdlloin U
on kdintyvi ja (u1,...,u,) on ortonormaali kanta.
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Todistus. Osoitetaan ensin, ettd U on kddntyvé. Lauseen [3.10.1| perusteella riittaé osoit-
taa, ettd Null(U) = {0}. Olkoon z € R™*! sellainen, ettd Ux = 0. T#llsin

0= (Uz)Uz =2'U'Uz = 2'lx =2'e = -z = 2%,

Néin ollen z = 0, eli Null(U) = {0}. Matriisi U on siis kd&ntyvé.

Osoitetaan nyt, ettd (uq,...,u,) on ortonormaalikanta. Koska U on kddntyvi, niin
(u1,...,uy) on kanta. Lisdksi
Uj - U = uﬁul = (U'U)ji = 8ji
kaikilla j,7 € {1,...,n}. Néin ollen (uy,...,u,) on ortonormaali kanta. O

Ortogonaalisen nelidmatriisin kédédntyvyyden seurauksena saadaan mielenkiintoinen
havainto, ettd myos ortogonaalisen matriisin transpoosi on sen kaddnteismatriisi.

Korollaari 4.5.4. Olkoon U € R™" ortogonaalinen. Télloin U~ = Ut jo UU' = 1.
Erityisesti U~ on ortogonaalinen.

Todistus. Koska U'U = I, niin U' = U~'. Niin ollen UU! = UU! = I. Lisiiksi
(U—l)tU—l — (U—l)tUt — (UU—I)t =1. O

Huomautus 4.5.5. Huomaa, ettd yleisesti ortogonaalisille m x n-matriisille U et pdde
UU' =1, kun m # n. Esimerkki tilliisestd matriisista on

U= E?\/; e R?*1,

Talloin U'U = 1, eli U on ortogonaalinen, mutta

Ut = E ﬂ £ 1.

4.6 Sovellus: Matriisin QR-hajotelma

Ortonormaaleilla matriiseilla on térked rooli matriisien esittdmisessd. Tahén palataan
jatkossa toistuvasti, mutta tehdédan téssi vaiheessa niistd jo ensimmaéinen, eli matriisin
QR-hajotelma, joka sanoo, ettd matriisi voidaan aina ilmaista ortogonaalimatriisin ja
ylakolmiomatriisin tulona.

Lause 4.6.1 (QR-hajotelma). Olkoon A € R™*™. Tdlloin on olemassa sellainen orto-
gonaalimatriisi Q € R™*™ ja ylikolmiomatriisi R € R™*" ettd

A=QR.

Lausetta varten tarvitaan pieni aputulos, joka sanoo, etta yldkolmiomatriisien tulo on
yldkolmiomatriisi. Td&mé& on hyvin luonnollinen tulos, kuten seuraava esimerkki osoittaa.
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Esimerkki 4.6.2. Olkoot

1 -1 3 -1 0
R=1(0 2 jaT=1(0 21
0 0 0 01
yldkolmiomatriiseja. Talléin TR on matriist
1 1
0 2
_0 0_
3 —1 0][3 -5]
0 2 1|0 4
0 0 1][0 0]

Kirjataan tdmaé yleisessé muodossa lemmaksi, joka jatetdan lukijalle harjoitustehtavéksi.

Lemma 4.6.3. Olkoot R € R™ " ja T € R™* ylikolmiomatriiseja. Télloin RT on
yldkolmiomatriisi.

Lauseen [£.6.1] todistus. Olkoon A € R™*™ matriisi ja olkoon B € R™*" matriisin A
supistettu porrasmuoto. Tilloin on olemassa sellainen k#intyvi matriisi P € R™*™,
ettd A = PB.

Merkitadn P = [ful e vm]. Koska P on kddntyva, niin lauseen |3.10.1| perusteella
sen sarakkeet vy, .. ., v, muodostavat avaruuden R”*! kannan. Gram-Schmidt ortonor-
meeraus prosessin seurauksena (lause 4.3.17)) on olemassa sellainen ortonormaalikanta
(u1,...,up) ja sellainen ylikolmiomatriisi 7' € R™*™ ettd

P =QT,
missi ) = [ul un]

Koska @) on ortogonaalimatriisi ja matriisi R = T'B on yldkolmiomatriisi lemman
perusteella, niin
A=PB=QTB=QR

on haluttu tulos. O
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Luku 5

Determinantti

Deteriminantti on neliomatriisin kertoimista laskettava luku, joka kertoo onko annettu
matriisi kdantyva: matriisi on kddntyvd, jos ja vain jos sen determinantti ei ole nolla.
Determinantti voidaan mééritelld rekursiivisesti mésrittelemélld ensin, ettd 2 x 2-
matriisin
a c¢
A= RQXZ

determinantti on
a ¢

detA—det[b d

} = ad — bc.

Tamén jalkeen n X n-matriisin A € R™*" determinantti det A voidaan mééritelld rekur-
siivisesti, niin sanottujen kehityskaavojen avulla, matriisin A (n—1)x (n—1)-alimatriisien
determinantien avulla. Vaikka tdmé& ldhestymistapa antaa selkedn tavan laskea matriisin
determinantti, siitd on vaikea péatella, miksi ylla annettu kddntyvyystulos on totta. De-
terminantin kehityskaavoihin ja determinantin laskemiseen palataan myohemmin t&sséi
luvussa, mutta determinantin mééaritteleminen aloitetaan toisesta ndkokulmasta, joka
selittédd, miksi determinantti mittaa matriisin kdantyvyytta.

5.1 Motivointi

Determinantin méaritelmén motivoiva peruskysymys on seuraava:

Ongelma. Voidaanko neliomatriisin A € R™ "™ kddantyvyys selvittid ilman, ettd ratkais-
taan kddnteismatriisi yhidloryhmdstd [A ‘ 1 ] tai ettd selvitetddn muodostavatko matrii-
sin sarakkeet avaruuden R™ kannan

Syy kysyé télldistd kysymystd on, ettd yhtdlod Ax = b ratkaistaessa tai sarake-
vektoreiden ominaisuuksia selvitettéessd joudutaan tekeméin valintoja tai padttelyja.
Mikéli tavoite on ainoastaan ainoastaan selvittdd matriisin A kddntyvyys olisi mie-
lekkaanpad selvittdéd kadntyvyys suoralla laskulla. Koska neliomatriisin A kaddntyvyys

'Luvun [3| perusteella tiedetiin, ettd nimé kysymykset ovat oikeasti yksi ja sama kysymys.
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on yhtapitivii sarakkeiden lineaarisen riippumattomuuden kanssa, edellinen ongelma
voidaan siis muotoilla uudestaan seuraavasti:

Ongelma. Onko mahdollista selvittid neliomatriisin A € R™*™ sarakkeiden lineaarinen
ritppumattomuus suoralla laskulla?

Vastaus tihén kysymykseen on tietysti myonteinen ja, kuten luvussa [6] paljastuu,
télla ominaisuudella on térked (teoreettinen) merkitys selvitettdessd matriisien ominai-
suuksia.

Kysymyksen ratkaisussa tarvittavien késitteiden motivoimiseksi tarkastellaan aluksi
suunnikkaan pinta-alan ja vektoreiden lineaarisen riippumattomuuden vélistd yhteytta.
Pinta-alaa késitellddn tédssé yhteydesséd epéaformaalisti lukio-opinnoista tutulla intuitii-
visella tavalla. Sen avulla voidaan kuitenkin motivoida tarvittava alternoivan multiline-
aarikuvauksen késite.

5.1.1 Suunnikkaan pinta-ala

Kuten tunnettua suorakaide, jonka sivujen pituudet ovat a ja b, pinta-ala on ab. Samoin
suorakulmaisen kolmion, jonka kateettien pituudet ovat a ja b pinta-ala on %b. Tarkas-
tellaan nyt suunnikasta ABCD kuten kuvassa jonka sivujen pituudet ovat a ja b.
Tamén suorakaiteen pinta-ala on ah, missi h on suorien L ja L’ etéisyys. Perustelu télle

faktalle on kuvan kuvatekstissi.

Kuva 5.1: Suunnikas, jonka sivujen pituudet ovat a ja b, seké samansuuntaiset suorat L
ja L.

.

Kuva 5.2: Sinisen suunnikkaan alle on piiretty vihred suorakulmio, jonka pinta-ala on
(a + 1)h, missid | = v/b?> — h?. Koska vihreiden kolmioiden yhteenlaskettu pinta-ala on
2 (lh/2) = lh, niin sinisen suunnikkaan pinta-ala on (a + [)h — lh = ah.

Lasku osoittaa, ettd mikéli suunnikkaan ABC D pinta-ala halutaan ilmoittaa sivun-
pituuden a avulla, niin télloin toinen tulontekija pinta-alassa ei ole toinen sivunpituus
b vaan samansuuntaisten suorien L ja L’ vilisenen etéisyys. Erityisesti havaittaan, etti
mikili suorien L ja L’ vilinen et#isyys on nolla, niin suunnikkaan pinta-ala on nolla.
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5.1.2 Kaksi erillistid suunnikasta

Sovelletaan edellistéd havaintoa tilanteessa, jossa kahdella erilliselld suunnikkaalla ABC D
ja A’B'CD on yhteinen sivu CD, katso kuva[5.3] Tissi tilanteesa suunnikkaiden ABC D
ja A’B'CD yhteenlaskettu pinta-ala on suunnikkaan ABB’A’ pinta-ala. Tdmén faktan
voi perustella seuraavasti: Koska janoilla AB, C'D ja C'D’ on sama pituus, niin suunnik-
kaan ABCD pinta-ala on sama kuin suunnikkaan ABC’'D’ ja vastaavasti suunnikkaan
A’B’CD pinta-ala on sama kuin suunnikkaan A’B’C’D’. Niin ollen suorakulmioiden
ABCD ja A’B'CD yhteenlaskettu pinta-ala on suorakulmion ABB’A’ pinta-ala.

Kuva 5.3: Suunnikkaan ABB’A’ pinta-ala on suunnikkaiden ABCD ja A’ B’C' D yhteens-
laskettu pinta-ala.

On tirkead huomata, etté edellisessé padttelyssa kdytettiin ilman erillistd mainintaa
tietoa, ettd suorakulmiot ABCD ja A’B'CD eivit ole piillekkiisié.

5.1.3 Pinta-alasta vektoreihin

Palataan nyt kiyttiméasn talld kurssilla kiytettyja merkintéjd. Olkoot v, w € R?. Tason
R? osajoukkoa
S(v,w) = {tv + sw € R?: t,5 € [0,1]} C R?

kutsutaan vektoreiden v ja w virittimdksi suunnikkaaksi; katso kuva [5.4, Huomaa, etté
suunnikkaan S(v,w) sivun pituudet ovat |v| ja |w.

Jotta voitaisiin hyodyntéa edellisen luvun havaintoja, otetaan kaytt6on merkinté u+
S(v,w), jolla tarkoitetaan suunnikkaan S(v,w) siirtoa vektorilla u € R?, eli tarkemmin

u+ S, w)={ut+u eR?*: v € S(v,w)} ={u+tv+swecR* tsec0,1]} CR.

Huomaa, ettd geometrisesti myos joukko u + S(v,w) on tason R? suunnikas, jonka si-
vujen pituudet ovat |v| ja |w|. Lisiksi on selvéd, ettd suunnikkaan pinta-ala ei muutu
siirretéessé, eli ettd suunnikkailla u 4+ S(v,w) ja S(v,w) on sama pinta-ala.

Kéyttiden néitd merkintoji voidaan kuvan suunnikkaat ABCD ja A’B'CD il-
maista vektoreilla v, w, v’ € R? kuten kuvassa

Merkit#sin nyt Ala(v,w) suunnikkaan S(v,w) pinta-alaa kaikilla v,w € R?. T#llsin
kuvassa [5.5] olevien suunnikkaiden pinta-aloille pétee

Ala(v,w +w') = Ala(v, w) + Ala(v, w'). (5.1)
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Kuva 5.5: Sunnikas ABB’A’ on ilmaistu vektoreiden v ja w avulla ja suunnikas ABC D
vektoreiden v ja w’ avulla.

Koska pinta-ala ei riipu vektoreiden jirjestyksesté, niin vastaavasti pétee
Ala(w + w',v) = Ala(w,v) + Ala(w’, v).

Intuitiomme pinta-alasta kertoo myos, miten pinta-ala skaalautuu, jos vektoreita skaa-
lataan. Nailld merkinnéilld tdmé tarkoittaa, etté

Ala(Av,w) = |A|Ala(v, w) = Ala(v, \w).

missd A € R. Itseisarvot keskimméisessé termissé seuraavat siitd, ettd pinta-ala on aina
ei-negatiivinen.

Miksi olemme kiinnostuneita pinta-alasta lineaarialgebran yhteydessia? Térkein huo-
mio on, ettd tason vektorit v ja w ovat lineaarisesti riippuvia, jos ja vain jos ne ovat
samalla suoralla. N&in ollen vektorit v ja w ovat lineaarisesti riippuvia, jos ja vain jos
suunnikkaan pinta-ala S(v,w) on nollal

Tamé& havainto yleistyy kaikkiin avaruuksiin R"*! sellaisessa muodossa, etti vektorit
v1,...,0, € R™@! ovat lineaarisesti riippumattomia, jos ja vain jos niiden virittimsn
suunnikkaan

S(Ul,...,sn):{tl’ul—l—”-—i-tn’unER”Xlitl,...,tnG [0,1]}
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n-ulotteinen tilavuus on nolla. Emme tarvitse jatkossa tilavuuden késitettd ja siihen
liittyva teoria vieddén padtokseen kurssilla Mitta ja integraali. Tassé luvussa keskitytaan
taustalla olevaan lineaarialgebraan.

Palataan vield hetkiseksi pinta-alan ominaisuuksiin. Tehtyjen havaintojen perusteella
pinta-ala vaikuttaisi kiyttyvéan ldhes kuin lineaarinen funktio molempien argumenttiensa
suhteen. Palautetaan mieleen, ettd funktio f: R™*! — R on lineaarinen, jos f(v +v') =
f) + f(v') ja f(0v) = Af(v) kaikilla v,v" € R™! ja A € R. Havainnot kuitenkin
osoittavat, ettd néin ei tdsmailleen ottaen ole, silld vektorin skaalauksissa tulee ottaa
huomioon skaalauksen itseisarvo ja yhtilo (5.1]) ei ole voimassa, jos suunnikkaat ovat
paillekkéisia; tasta esimerkking kuvan tapaus.

D C I

Kuva 5.6: Suunnikkaiden péillekkiisyyden vuoksi suunnikkaan ABB’A’ pinta-ala ei ole
suunnikkaiden ABCD ja A’B’C' D pinta-alojen summa.

Paljastuu kuitenkin, ettd pinta-ala ei ole priméérisin objekti, jota voimme tutkia,
vaan olemassa sellainen funktio volgz: R? x R?> — R, joka on lineaarinen molempien
argumenttiensa suhteen ja jolle péatee Ala(v,w) = |volgz(v,w)|. Mielenkiintoisesti tdmé&
funktio volgz, jota kutsutaan tason R? tilavuusmuodoksi, ei ole symmetrinen vaan anti-
symmetrinen eli volg2(v,w) = —volgz(w,v) kaikilla v,w € R2. Tama antisymmetrisyys
on avain vektoreiden lineaariseen riippumattomuuteen ja determinantin méaritelméén,
kuten kohta huomataan.

5.2 2 x 2-matriisin determinantti

Tamén luvun tarkoituksena on selittdd, miksi 2 x 2-matriisin

a c¢
a=[ )
determinantille
a c¢
detA—det[b d]—ad—bc

pétee seuraava tulos:
Lause 5.2.1. Neliomatriisi A € R?>*? on kddntyvd, jos ja vain jos det A # 0.

Kuten edellisessd luvussa késiteltiin, tAmé lause siis vastaa tulosta, ettd matriisin
A € R?*2 sarakkeet ovat lineaarisesti riippumattomia, jos ja vain jos det A # 0.

Lause todistetaan kiyttadmaélld apuna tilavuusmuotojen, eli yleisemmin alternoivien
bilineaarikuvausten, ominaisuuksia. Syy tdhin on se, ettd télld pohjustetaan yleisien
n X n-matriisien determinanttien ominaisuuksien osoittamiseen tarvittavia menetelmia.

124



Lauseelle on mahdollista kirjoittaa suora todistus muokkaamalla lauseen [5.2.
todistusta. Tama jatetdsan lukijalle harjoitustehtéavéksi.

5.2.1 Tason R?*! alternoivat bilineaarimuodot
Lukijalle

Téssd luvussa késittely poikkeaa hieman totutusta. Luku alkaa alternoivan bilineaari-
muodon méasritelmélld, josta on vaikea saada otetta. Tadmén jélkeen todistetaan alter-
noivien bilineaarimuotojen médritelmésté suoraan seuraavia perusominaisuuksia. Vasta
tdman jilkeen annetaan ensimméinen esimerkki. Ei siis kannata peléstyé, vaikka alter-
noivan bilineaarimuodon mééaritelmé vaikuttaa abstraktilta. Luvun loppuun mennessé
paljastuu, mistd on kysymys.

Misritelmi 5.2.2. Funktio w: R?*! x R?2X!1 — R on alternoiva bilineaarimuoto, jos w
on

e bilineaarinen, eli jokaisella w € R?*! funktiot R>*! = R, v w(v,w), ja R?*! —
R, v — w(w,v), ovat lineaarisia, ja

e alternoiva, eli w(v,v) = 0 kaikilla v € R*¥1.

Bilineaarisuudesta ja alternoivuudesta yhdessa seuraa, etté alternoiva bilineaarimuo-
to on antisymmetrinen, eli argumenttien paikan vaihtaminen vaihtaa funktion arvon
merkin.

Lemma 5.2.3. Olkoon w: R2*1 xR2*1 — R alternoiva bilineaarimuoto. Tilloin kaikilla
v, w € R¥ pitee
w,w) = —w(w,v).

Todistus. Olkoot v,w € R?*!. T&llsin alternoivuuden perusteella pitee
w(v +w,v+w) = 0.
Toisaalta bilineaarisuuden nojalla pétee
w4+ w,v+w) =w,v+w)+ww,v+w) =wv)+w,w) +ww,v) + ww,w).
Jélleen alternoivuuden perusteella pétee w(v,v) = 0 ja w(w,w) = 0. Niin ollen
0=wv+w,v+w)=w(,w)+w(w,v),
joten w(v,w) = —w(w,v). O

Alternoivuudesta seuraa myos, etti alternoiva bilineaarimuoto w: R2*! x R2*! — R
on tdysin médritty, kun sen arvo w(ey, e2) standardikannan alkioilla e; ja eg on kiinni-
tetty. Kirjataan tdmé lemmaksi.
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Lemma 5.2.4. Olkoon w: R2*1 xR2*X1 — R alternoiva bilineaarimuoto. Tilloin kaikilla
tason R2*1 wektoreilla v = aey + bey ja w = ceq + dey pitee

w(v,w) = w(aey + bea, ce; + dez) = (ad — be)w(eq, e2). (5.2)
Todistus. Bilineaarisuuden nojalla pétee

w(aer + beg, cer + dea) = w(aeq, cer + dea) + w(bea, cer + des)

w(aer, cer) + w(aer, des) + w(bes, cer) + w(bea, des)

acw(er, e1) + adw(er, e2) + bew(ez, e1) + bdw(ez, e2).
Koska w(e1, e1) = w(eg, e2) = 0 ja w(eg,e1) = —w(eq, e2), niin

w(aer + beg, cer + dea) = adw(ey, e2) — bew(er, e2) = (ad — be) w(eq, e2).

Tason R?*! tilavuusmuoto volg2x1

Lemman kaava (5.2)) antaa my6s vihjeen kuinka médritelld tason R2*! alternoivia
bilineaarimuotoja. Suoralla laskulla havaitaan, etti itseasiassa funktio volgaxi: R2X! x
R2*1 5 R, joka on miédritelty kaavalla

volgax ([‘b‘] : [;D — ad — be (5.3)

€ R?*1, on sellainen alternoiva bilineaarimuoto, etti volgzx1(eq, e2) =

)
d
1. Tama jatetadn lukijalle harjoitustehtavaksi.

kaikilla [Z]

Maisritelmi 5.2.5. Alternoivaa bilineaarimuotoa volgz : R2X! x R?2*1 — R, jolle pitee
volgz(e1, e2) = 1 standardikannan alkoilla (e1, e2), kutsutaan tason R? tilavuusmuodok-
si.

Huomautus 5.2.6. Lemman tulos voidaan myds ilmaista muodossa, etti kaikki
tason alternoivat bilineaarimuodot ovat tilavuusmuodon skaalauksia. Tdmd vdite jatetddan
kiinostuneelle lukijalle.

Lemmasta seuraa myos, ettd tilavuusmuoto tunnistaa vektoreiden lineaarisen
riippumattomuuden.

Lause 5.2.7. Tason R?>*! vektorit v ja w ovat lineaarisesti riippumattomia, jos ja vain
jos volgaxi (v, w) # 0.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd vektorit v ja w ovat lineaarisesti riippuvia toisistaan.
Télloin on olemassa sellaiset vakiot a,b € R, jotka eivéit molemmat ole nollia ja joille
pitee av + bw = 0. Voidaan olettaa, ettd a # 0. T#lloin lineaarisuuden nojalla

0 = volgzx1(0, w) = volgzx1 (av+bw, w) = avolgzxi (v, w)+bvolgzx1 (w, w) = avolgzxi (v, w).
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Néin ollen volgz (v, w) = 0.

Oletetaan nyt, ettd volgz (v, w) = 0 ja osoitetaan, ettd vektorit v ja w ovat lineaari-
sesti riippuvia toisistaan. Voidaan olettaa, ettd v # 0, koska tilanteessa v = w = 0 viite
on tosi. Olkoot v = aey + beg ja w = cey + deo. TallGin

0 = volgex1 (v, w) = (ad — bc)volgexi(e1, e2) = ad — be
eli ad = be. Koska v # 0, niin joko a # 0 tai b # 0. Voidaan olettaa, ettd a # 0. Néin
ollen d = bc/a ja

w = cey + dez = cey + (be/a)eg = £ (aeq + beg) = o,
a a

Vektorit v ja w ovat siis lineaarisesti riippuvia toisistaan. O

5.2.2 2 x 2-matriisin determinantti ja lineaarinen riippumattomuus

Todistetaan nyt lause Havaitaan ensin, ettd tilavuusmuodon volgzx:1 méaritelmin
nojalla matriisin

. a C 2
A[b d]eR

determinantille det A = ad — be pétee
det A = volg2(Aey, Aea), (5.4)
silla Ae; = aeq + bes ja Aes = ceq + des, joten
volpzx1(Aey, Aes) = volgaxi(ae; + beg, cer + dea) = ad — be = det A.
Lauseen [5.2.1] todistus. Kaavan [5.4] perusteella
det A = volgz(Aeq, Aes).

Lauseen perustella vektorit Ae; ja Aes ovat lineaarisesti riippumattomia, jos ja
vain jos volgzx1(Aey, Aey) # 0. Niin ollen matriisin A sarakkeet ovat lineaarisesti riip-
pumattomia, jos ja vain jos det A # 0. Néin ollen matriisi A on kdantyva, jos ja vain jos
det A # 0. Viite on néin todistettu. O

5.3 Extra: Johdatus n x n-neliomatriisin determinanttiin

Lukijalle

Tamén luvun voi alilukua lukuunottamatta sivuuttaa ensimmaiselld (ja toisella-
kin lukukerralla) ja siirtyé suoraan lukuun Tassé luvussa perustellaan, miksi yleisen
n X n-matriisin determinantti méaritelladn kaavalla Lukija voi kuitenkin ottaa kaa-
van myos annettuna. Determinantin ominaisuudet perustellaan kdyttden tdsséd luvussa
esiteltyjé tuloksia. N&idenkin tulosten todistukset voi sivuuttaa ensimmaéisella lukuker-
ralla.
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5.3.1 Alternoivat multilineaarikuvaukset ja lineaarinen riippumatto-

muus
Midritelmi 5.3.1. Funktio w: R™ x. - . xR™1 5 R, (vy,...,0) = w(v1,...,0,), on
multilineaarikuvaus, jos jokaisella i € {1,...,n} ja kaikilla vektoreilla v,w, vy, ..., v, €

R™ ! ja vakioilla a € R pitee sekd

w(vlv ce V=1, U+ W, Vi, - 71)71) = (,U('Uh <o Vi1, U, Vit 1, - - '7Un)
+w(?}1, ey Vi1, W, Vi1, - - - ,Un)
ettd
OJ(’Ul, <o Ui—1, QU Vit 1,5 - - ,Un) = CL(A)(’U1, <5 U1, V35 Uit 15 - - - ,'l)n).

Muutama huomautus on paikallaan.

Huomautus 5.3.2. Kuvausta (vi,...,v,) = w(vy,...,v,) sanotaan multilineaarisek-
st, jos se on sus lineaarinen erikseen jokaisen muuttujan v; suhteen. Huomaa, ettd
edellisessd mddritelmdssd ehdot voidaan kirjoittaa Ilyhyesti muodossa, ettd jokaisella
i€ {1,...,n} kuwaus v — w(v1,...,Vi-1,0,Vi+1,...,Un) on lineaarikuvaus. Tapauk-
sessa n = 2 tamd on tdsmdlleen bilineaarisuuden mddritelmd. Multilineaarikuvaukset
ovat siis bilineaarikuvausten yleistys.

Huomautus 5.3.3. Multilineaarikuvauksen mddritelmdssd funktion w argumenttina on
n kappaletta avaruuden R™ ! vektoreita. Mddritelmdn tasolla nédin ei tarvitsisi olla, vaan
voitaisiin tarkastella yleisempid multilineaarikuvauksia, joiden argumenttinag on jonkin
muu madrd avaruuden R™ Y vektoreita. Tdmd johtaa tensorin kisitteeseen. Emme kui-
tenkaan tarvitse tdtd yleistystd. Aiheesta kiinnostuneet lukijat ohjaataan juttelemaan
luennotsijan kanssa tai tutustumaan multilineaarialgebraan.

Madritelma 5.3.4. Multilineaarikuvaus w: R™x- - - xR™ — R on alternoiva, jos kaikilla
indekseilld 1 < i < j <n ja vektoreilla v, vy, ...,v, € R" pdtee

W(V1, ey Vie 1, U, Vig 1y -+ o, Vi1, Uy Ujedy - - 5 Up) = 0.

Huomautus 5.3.5. Ylli oleva mddritelmd voidaan tulkita sanomalla, etti alternoiva
multilineaarikuvaus saa arvon nolla, jos jokin vektori esiintyy kahdesti argumenttina
olevassa jonossa (vi,...,v,). Jos n = 2, niin tdmd ehto on tismdlleen edellisen luvun
alternoivuuden mddritelmd.

Kuten bilineaarikuvausten kohdalla, alternoivuudesta seuraa jélleen kahden vektorin
paikan vaihtaminen argumentissa muuttaa funktion arvon merkin. Kirjataan tdmé ylos
lemmaksi. Koska todistus on sama kuin bilineaarisessa tilanteessa, jatetdén se harjoi-
tustehtéavéksi.

Lemma 5.3.6. Olkoon w: R x ... x R — R alternoiva multilineaarikuvaus.
Talloin kaikilla vy, . ..,v, € R™ ja 1 <i< j <n pitee

w(vl, ey Vi1, 05, Vi1, - - o5 Vj—4, Uy V41, - - .’Un) = —w(vl, oo ,vn).
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Perustavanlaatuinen huomio multilinaarikuvauksista on, ettd multilineaarisuudesta
ja alternoivuudesta yhdessé seuraa, ettd alternoivat multilineaarikuvaukset tunnistavat
vektoreiden lineaarisen riippuvuuden. Kirjataan tdmé téarked havainto lauseeksi.

Lause 5.3.7. Olkoon w: R™*! x ... x R & R alternoiva multilineaarikuvaus. Jos
vektorit vy, ...,v, € R™ ovat lineaarisesti risppuvia, niin

w(v,...,vy) =0.

Todistus. Koska vektorit vy, ..., v, ovat lineaarisesti riippuvia, niin on olemassa sellaiset
vakiot ai,...,a, € R, jotka eivit kaikki ole nollia, etté

aivy + -+ apv, = 0.

Olkoon nyt 7 € {1,...,n} sellainen indeksi, ettd a; # 0. T&lloin

n
1 1
v = (a1v1 + -+ ai—1vi1 + @ip1vip1 + -+ apvp) = o g a;v;.
K 1 ]:1
J#i
Koska w on multilineaarinen, niin
OJ(Ul, NN ,Un) = w(vl, e Ui—1,U045 U4y - - ,Un)
1 n
=w Ul?"';viflv_; E AjVj,Vit1y---5Un
K ]:1
J#i
n
1
= E ;w(V1, .. Vie1,Vj, Vi1, - - - 5 Up)-
7 =1
J#i
Koska summassa indeksi j kuuluu joukkoon {1,...,i— 1,7+ 1,...,n}, niin huoma-
taan, ettd jonossa (vi,...,Vj—1,Vj,Vit1,...,Vy) vektori v; toistuu aina kahdesti. N&in
ollen alternoivuuden nojalla w(v1,...,vi—1,vj,Vit1,...,0,) = 0 jokaisella summan in-
deksilld j. Néin ollen
n
1
Wy, ..., vp) = o E a;w(vi, ..., Vi—1,Vj, Vigl,-..,Vp) = 0.
T .
J

=1
J#i
O

Huomautus 5.3.8. On syvidllinen tulos, ettd lauseen tulos pdtee myds toiseen
suuntaan, eli ettd nollakuvauksesta poikkeavalle alternoivalle multilineaarikuvaukselle
w: R o x R 5 R pitee w(vy,...,v,) = 0, jos ja vain jos vektorit vy,. .., v,
ovat toisistaan lineaarisesti ritppuvia. Tdmd tulos on toinen muotoilu tavoiteltavalle
tulokselle, ettd determinantti kertoo matriisin kadntyvyyden. Tdamda tulos riittdd todistaa
deteriminanttien tapauksssa ja tehdddn luvussa[5.8.
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5.3.2 Permutaatiot

Permutaatio on toinen nimi bijektiolle joukolta itselleen.

Maéritelmi 5.3.9. Olkoonn € N. Joukon {1,...,n} bijektiotao: {1,...,n} — {1,...,n}
kutsutaan permutaatioksi. Joukon {1,...,n} kaikkien permutaatioiden joukkoa mer-
kitddn

Sym(n) ={o: {1,...,n} = {1,...,n} | 0 on permutaatio}.

Huomautus 5.3.10. Joukolle Sym(n) on kirjallisuudessa useita merkintdji, esimer-
kiksi Sy, ja Perm(n). Merkintd Sym(n) on valittu siksi, etti se permutaatioita kutsutaan
myds symmetrioiksi ja ne muodostavat niin sanotun ryhmdn, jossa laskutoimituksena on
kuvausten yhdistaminen. Merkintd Sym(n) kuvastaa titd yhteytta. Ryhmid kdsitellddn
kursseilla Algebralliset rakenteet I & II.

Esimerkki 5.3.11. Joukko Sym(2) koostuu tismdlleen kahdesta permutaatiosta. Tdmd
voidaan pddtelld seuraavasti. Olkoon T: {1,2} — {1,2} permutaatio. Jos 7(1) = 1, niin
7(2) = 2 ja 7 on identtinen kuvaus id. Jos T(1) # 1, niin 7(1) = 2 ja 7(2) = 1,
koska T on bijektio. Ndin ollen joukossa Sym(2) on tdsmdlleen kaksi permutaatiota:
identtinen permaatio id ja permutaatio T, joka vaihtaa alkioden 1 ja 2 paikan, eli jolla
pitee T(1) = 2. Ndille permutaatioille pdtee sign(id) = 1 ja sign(r) = —1.

Joukko Sym(3) puolestaan koostuu kuudesta permutaatiosta ja yleisemmin Sym(n)
koostuu n! permutaatiosta. Nimd lukumddrdt eivit kuitenkaan ole tdrkeitd kdsittelyn
kannalta.

Permutaatioono: {1,...,n} — {1,...,n} liittyvé peruskisite on permutaation merk-
ki sign(o), jota jatkossa tullaan kdyttdméaéan laskemaan alternoivan multilineaarikuvauk-
sen arvoa tilanteessa, jossa permutaatio muuttaa argumenttien jarjestysté.

Permutaation merkin mééaritelmén taustalla on havainto, etté jokaiselle permutaa-
tiolle o: {1,...,n} — {1,...,n} voidaan laskea kuinka monta kertaa o vaihtaa lu-
vut @ < j péinvastaiseen suuruusjirjestykseen, eli kuinka monella parilla (,7), missd
1 <4< j < n, pitee o(i) > o(j). Paljastuu, ettd tdmé lukuméird ei sinélldéin ole
tarkeé, mutta on hyodyllisté tietdd onko se parillinen vai pariton. Koska symboleita +
ja — on vaikea kayttai kaavoissa, kirjoitetaan ndmé méaédritelmét tarkemmin seuraavasti.

Olkoon o: {1,...,n} — {1,...,n} permutaatio. Merkitdan

N(o) = #{(i,): 1<i<j<n, o)) >o()} €N,
missd symboli risuaita # on merkintéd joukon alkioiden lukumaéérélle.
Madritelma 5.3.12. Permutaation o: {1,...,n} — {1,...,n} merkki sign(o) on luku
sign(o) = (—=1)N(@) € {1, -1}.
Esimerkki 5.3.13. Olkoon o: {1,2,3} — {1,2,3} permutaatio, joka on mdidritelty

kaavoilla o(1) = 2, 0(2) = 3 ja 0(3) = 1. Tdssi tapauksessa lukupareja (i,7), jossa
1 <i<j <3, on tismdlleen kolme kappaletta, eli lukuparit (1,2), (1,3) ja (2,3).
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] Koska (o(1),0(2)) = (2,3), (¢(1),0(3)) = (2,1) ja (6(2),0(3)) = (3,1), niin saa-
aan, ettd

N(o) = #{(i,j): 1 <1 <j <3, a(i) > a(j)} = #{(1,3),(2,3)} = 2.

Ndin ollen
sign(o) = (=1)N@) = (-1)2 = 1.

Esimerkki 5.3.14. Tarkastellaan permutaatiota o: {1,2,3,4} — {1,2,3,4}, joka on
mddritelty kaavoilla o(1) = 1, 0(2) = 3, 0(3) = 2 ja 0(4) = 4, eli o vaihtaa lukujen 2
ja 3 paikkaa. Tissd tapauksessa ainoa lukupari (i,7), jossa 1 < i < j < 4 ja jolle pitee
o(i) > o(j), on pari (2,3). Ndin ollen N(c) =1 ja sign(o) = (=1)N @) = —1.

Esimerkki 5.3.15. Identtisen permutaation id: {1,...,n} — {1,...,n}, eli permutaa-
tion, jolle pdtee id(i) =i kaikilla i € {1,...,n}, merkki on aina 1, silld N(id) = 0.

Permutaation merkki voidaan myos maééritelld toisella tavalla, ettd permutaation
merkki on positiivinen, jos annettu permutaatio voidaan kirjoittaa yhdisteené parillises-
ta méidrdstad permutaatioita, jotka vaihtavat tdsmélleen kahden alkion paikkaa. Tall&isia
permutaatioita kutsutaan transpositioiksi ja esimerkki télldisestd permutaatioista on
annettu esimerkissi N#amé tulokset on kisitelty liitteessi

5.3.3 Yleisen alternoivan multilineaarikuvauksen kaava

Permutaation kisite antaa meille oikean tyockalun kirjoittaa yleinen kaava alternoivan
multilineaarikuvauksen w arvolle w(vy, ..., vy,) vektoreiden v; = vjie1 + - - - + vjne, ker-
toimien avulla.

Lause 5.3.16. Olkoon w: R 1 x...xR"™1 — R alternoiva multilineaarikuvaus. Tdlloin

kaikilla vy, ...,v, € R™, missd v; = vi;e1 + - - - + vpien, pdtee
Wi, ..., vp) = Z sign(0) V(1)1 ** * Vo(mn | w(et, .-, en). (5.5)
oc€Sym(n)

Lauseen todistuksen perustana on havainto, ettd alternoivan multilineaari-
kuvaksen syotteené olevia vektoreiden jarjestystd muutettaessa, eli permutoitaessa, al-
ternoivan multilineaarikuvauksen arvo muuttuu tdméan permutaation merkilld. Koska
tatdkin tulosta tarvitaan mychemmin, kirjataan tulos lauseeksi.

Lause 5.3.17. Olkoon w: R™*! x ... x R™*!1 — R alternoiva multilineaarikuvaus, olkoot
Viy. .., 0 € R™ vektoreita ja o: {1,...,n} — {1,...n} permutaatio. TdllGin

W(Va(1)s -+ Vo(n)) = sign(o)w(vi, ..., vn).

Namé kaksi tulosta (eli lauseet [5.3.16| ja [5.3.17)) ovat nelidmatriisin determinantin
yleisen médritelmén ja ominaisuuksien perusta. Lauseiden todistukset eivit kuitenkaan
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ole olennaisia determinantin mé#ritelmén kiyttdmisen kannalta, joten todistukset on

siirretty lukuun

Ennen determinantin mééritelmééan siirtymisté, tehdéin kaksi huomiota. Ensimméinen
huomio on, ettd kaava ([5.5)) on kaavan (5.2)) yleistys. Tdmé havainto tehddin tarkasti
seuraavassa esimerkissé.

Esimerkki 5.3.18. Olkoon n = 2 ja w: R?*! x R?*! & R alternoiva bilineaarikuvaus.
Olkoot myos v1 = vii1e1 +vises = aey +bey € R2 Jja vy = vore1 + vogeg = cey +deg € R2.
Ndin ollen tapauksessa n = 2 saadaan, ettd

Z Sign(o)vs (1)1 Vo(nyn | = sign(id)via)1viae)2 + sign(T)vr(1)107(2)2
oc€Sym(n)

= V11022 — V21v12 = ad — bc.

Toinen havainto lauseestal|5.3.16/on, ettd avaruuden R™*! yhteydessi voidaan méritells
tilavuusmuoto volgn kuten tason R? tapauksessa.

Masritelmi 5.3.19. Funktiota volgn: R™ ! x ... x R™1 — R, joka on mddritelty
kaavalla

Volgnx1(v1,...,vp) = Z Sign (o) Vs (1)1 * * * Vo(n)ns
o€Sym(n)

missi v; = vijer + - + vpien, € R kaikilla i € {1,...,n}, kutsutaan avaruuden R™
tilavuusmuodoksi.

Tilavuusmuoto volge on alternoiva multilineaarikuvaus.

Lause 5.3.20. Funktio volgn: R™ x --- x R®™ — R on alternoiva multilineaarikuvaus,
jolle pitee volgn(eq, ..., e,) = 1.

Téaménkin lauseen todistuksessa hyodynnetéadn aputuloksia, joten todistus késitelladn
litteessé

Huomautus 5.3.21. Tapauksessa n > 3 tilavuusmuodon volgrn kaavan soveltaminen
konkreettisiin vektoreihin tuottaa pitkii laskuja, koska joukossa Sym(n) on n! alkiota.
Palautetaan mieleen, ettd kertoma n! on mddritelty kaavalla n! =1-2---n, eli 2! = 2,
3! =6, 4! = 24, 5! = 120, jne. Naiitd laskuja ei ole (koskaan) mielekdsti laskea kdsin.
Konkreettiseen laskemiseen palataan luvussa[5.9.

5.4 Determinantin maaritelméa

Nyt olemme valmiita antamaan neliomatriisin determinantin mééritelmén yleisessé ta-
pauksessa. Madritelméé varten tarvitaan luvussa [5.3.2] mééritelty permutaation késite.

Madritelma 5.4.1. Neliomatriisin A = [aj;] € R™™"™ determinantti on luku

det A = Z SigN(0)ag(1)10(2)2 " Ao (n)n- (5.6)
o€Sym(n)
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Aloitetaan avaamalla kaavan sisaltoi.

Huomautus 5.4.2. Olkoon n = 3 ja A = [aj;] € R¥*3. Tarkastellaan aluksi yhtd
permutaatiota o € Sym(3). Tulo

As(1)1%¢(2)2 * "~ Qo (n)n

muodostuu niin, ettd permutaatio o wvalitsee jokaisesta sarakkeesta yhden alkion. Jos
esimerkikst o(1) = 3, 0(2) =1 ja 0(3) = 2, niin tulo on asiai2as eli tdlldin on valittu
alkiot

aip ai2 ais

az1 Q22 a3

az1 a3z  as3
Determinantin kaavassa, kun summataan yli permutaatioiden, kdydddn siis ldapi kaikki
mahdolliset tavat valita jokaisesta sarakkeesta alkio sellaisella tavalla, ettd samalta Ti-
viltd ei koskaan valita kahta alkiota. Tdssd tilanteessa kaavan summa kdy siis lapi
seuraavat tapauset:

aip a2 ais ail a2 ai3
a1 QA2 G23|, |4G21 G222 AaA23|,
1a31 as2 Aasa| | a31 a32 (33 |
a11 a2 a3 a1l a2 Qais
a1 Q22 a23|, (A21 G222 423,
1a31 as2 Aasa | | a31 a32 (33 |
a11 a2 a3 a11 a2 ais
ag1 a2 Azz| ja [as1 Aazz a3
431 a32 ass | ag1 as2 ass

Lopuksi determinantin kaava ottaa huomioon kdytetyn permutaation o merkin ennen
tulojen laskemista yhteen.

Lasketaan nyt identiteettimatriisin I determinantti suoraan mééritelmésta.

Esimerkki 5.4.3. Olkoon I = [ej;] € R™" identiteettimatriisi. Tdlloin ej; = 1, jos
Jj =1, ja ej; = 0 muulloin.
Olkoon nyt o € Sym(n). Tdlloin

[ 1, o(i) =1 jokaisellai € {1,...,n}
o1 Co(nn = 0, muutoin

Koska ensimmdinen ehto tarkoittaa, ettd o = id, niin saadaan, etti

det I = Z sign(0)eq(1)1€0(2)2 " * * €o(n)n = sign(id)eriezs -+ - € = 1.
o€Sym(n)
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Y1l4 oleva huomio ja identiteettimatriisin determinantin laskeminen osoittavat, etté
determinantin kaavan merkitystd on vaikea hahmottaa matriisin kertoimien tasolla.
Luonnollisempi tulkinta méaritelmélle saadaankin tilavuusmuodon avullaE|

Lemma 5.4.4. Olkoon A € R™*" neliomatriisi. Talloin
det A = volgnx1(Aey, Aea, ..., Aey),
missi volgnx1 on avaruuden R™ ! tilavuusmuoto.
Todistus. Olkoon A = [a;;] € R™"*™. Merkitadn jokaisella ¢ € {1,...,n}
n
v; = Ae; = ajie1 + -+ anien = Z ajie;.
j=1

Koska volgnx1 on alternoiva multilineaarikuvaus lauseen [5.3.20| nojalla, niin lauseen
5.3.16| perusteella pétee

volgnx1(Aeq, ..., Aey) = volgnxi(vi, ..., vp)

= D sign(0)a(1)180(2)2 Aoy | Volrn(er, ... en)
oc€Sym(n)

= Z Sign(a)aa(l)laa(Q)Z o Qo(p)n | = det A.

o€Sym(n)

Toiseksi viimeisessi askeleessa kiytettiin tietoa, ettd volgnxi(er,...,e,) = 1. ]

5.5 Determinantin perusominaisuuksia

Todistetaan nyt lemman ja lauseen [5.3.20] avulla kaksi determinantin perusomi-
naisuuksista eli sarakelineaarisuus ja alternoivuus. Sarakelineaarisuuden voi muotoilla
monin tavoin. Seuraavassa muotoilussa yksi matriisin A sarakeista on korvattu kahden
muun vektorin lineaarikombinaatiolla. Tat4 tulosta hyddynnetéan usein muodossa, jossa
matriisin sarakkeeseen lisdtédén toisen sarakkeen monikerta.

Lause 5.5.1. Olkoon A € R™ " neliomatriisi, jonka sarakkeet ovat vy, ..., v, € R?*1
sekd olkoot v, w € R™ ! ja a,b € R. Tdilloin jokaisella i € {1,...,n} pdtee

det[v1 -+ i1 (av+bw) vigr -0 vy |
zadet[vl e Wi U Vi v Un]
—i—bdet[ V1 0 Vi1 W Uiyl Uy ] .

2Ttseasiassa seuraavan lemman tulos voitaisiin ottaa determinantin maéritelméksi.
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Todistus. Olkoon B € R™ ™ matriisi B = [ vy o vim1 (av+bw) vigr o vy ]
T&ll6in lemman [5.4.4 nojalla pétee

det B = volgnxi(Bey, Beg, ..., Bey)

= VOlgnx1(V1, ..., Vi—1,a0 + bw, Vg1, ..., vp).

Tilavuusmuodon volgnx1 multilineaarisuuden (lause [5.3.20|) nojalla pétee

Volgnx1(V1, ..., Vi1, a0 + bw, Vig1, ..., Uy) = @ VOlgnx1 (V1, ..., Vim1,V, Vit1,y ..., V)
+ b volpnx1 (V1 .+, Vim1, W, Vi1, .-, Up).
Viite seuraa nyt kiayttamalld jélleen lemmaa [5.4.4 O

Huomautus 5.5.2. Determinantin sarakelineaarisuuden voi todistaa myds suoraan de-
terminantin kaavasta ([5.6)).

Toinen determinantin perusominaisuuksista on, ettd matriisin kahden sarakkeiden
paikan vaihtaminen vaihtaa determinantin merkin. Témé seuraa suoraan tilavuusmuo-
volgnx1 iv .
don volgrx1 alternoivuudesta

Lause 5.5.3. Olkoon A € R™ " matriisi, jonka sarakkeet ovat vq,...,v, € R"¥L
Talloin kaikilla 1 <@ < j <n pdtee

det[ v o Vi1 U5 Uig1l v Uj—1 U Vj41 0 Up ] = —det A.
Todistus. Lemman ja lemman [5.3.6| nojalla

det[ v1 -+ wis1 vj Vig1 ccvi_1 Ui Vjpl s Up |
= VOan (Ael, e ,Aei_l, Aej, Aei_,_b N ,Aej_l, Aei, A6j+1, ce ,Aen)
= —VOan (Ael, N Aei_l, Ae,-, A€i+1, Ce ,Aej_l, Aej, A€j+1, ce ,Aen) = —det A.

O

5.6 Tulomatriisin determinantti on determinanttien tulo

Yksi determinantin tirkeitéd ominaisuuksia on, etté kahden neliomatriisin A € R™*" ja
B € R™™ tulon determinantti on determinanttien det A ja det B tulo. Kirjataan tdméi
tulos lauseeksi.

Lause 5.6.1. Olkoot A € R™™™ ja B € R"*" neliomatriiseja. Tdlloin
det(AB) = (det A)(det B).

Todistus. Todistetaan lause kiyttamalld lausettals.3.16, Misritellddan funktio w: R™X1 x
—- x R™1 5 R kaavalla

w(vy,...,vy) = volgn (Avy,. .., Avy,)
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kaikilla v1,...,v, € R™ Koska v — Av on lineaarikuvaus ja volg» on alternoiva multi-
lineaarikuvaus, niin w on alternoiva multilineaarikuvaus. Lisédksi

w(er,...,ey) = volgn(Aey,..., Ae,) = det A
ja
det(AB) = volgn((AB)ey, ..., (AB)e,) = volgn (A(Be1),...,A(Be,)) = w(Be, ..., Bey).

Olkoot by,...,b, € R™ ! matriisin B = [bji] sarakkeet, eli B = [ by -+ by, ]
Talloin lauseen [5.3.16| perusteella

w(Bei,...,Bey) =w(bi,...,by)

= D sign(0)be)1 Doy | wler,. .. en)
o€Sym(n)

= (det B)w(er, ..., en) = (det B)(det A).

Néin ollen
det(AB) = (det A)(det B).

5.7 Matriisin transpoosin determinantti
Matriisilla A ja sen transpoosilla A* on sama determinantti.
Lause 5.7.1. Jokaisella neliomatriisilla A € R™ ™ pdtee

det A' = det A.

Erikoistapauksessa n = 2 todistus on suora lasku.

Erikoistapauksen n = 2 todistus. Olkoon
a c
o]
Télloin

¢ a
det A* = det [c d

b} = ad — cb = det A.

Nain ollen viite pétee. O

Yleisessé tilanteessa n > 3 todistus on hieman konstikas kirjoittaa tarkasti. Késitelldéan
siis téssé ainoastaan todistuksen idea. Tarkka todistus on annettu liitteessa
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Lauseen todistuksen idea. Huomiossa todettiin, ettd determinantin kaavas-
sa kédydadn ldpi kaikki mahdolliset tavat valita jokaisesta sarakkeesta alkio sellaisella
tavalla, ettd samalta riviltd el koskaan valita kahta alkiota. Selvésti tdmé vastaa sité,
ettd jokaiselta rivilta olisi valittu alkio sellaisella tavalla, etté jokaisesta sarakkeesta va-
litaan tésmélleen yksi alkio. TAm& tarkoittaa yleisen n x n-matriisin A = [aj;] € R™*"
tapauksessa sité, ettd determinantin méaritelméssa olevan summan

Z Sign(a)aa(l)laa(2)2 * Qg (n)n (57)
oc€Sym(n)

sijaan oltaisiinkin laskettu summa

D sign(0)a1(1) 202 Gnon)- (5.8)
o€Sym(n)

Koska matriisi A’ saadaan matriisista vaihtamalla rivit ja sarakkeet paittéin, eli (A%);; =
A;jj = a;j, niin havaitaan, ettd

Z Sign(o-)ala(l)amf(?) ©Qpg(n) — Z Sign(a)(At)a(l)l(At)U(Q)Q T (At)a(n)n

o€Sym(n) o€Sym(n)
= det(A").

Niin ollen jiljelld on osoittaa, ettd kaavojen (5.7)) ja (5.8) summat antavat saman tu-
loksen, eli ettéa

det A = Z Sign(a)ao(l)laa(2)2 ©Qg(n)n = Z Sign(a)ala(l)GQU(Z) *pg(n)-
o€Sym(n) o€Sym(n)

Taméi on totta, mutta vaatii argumentin. Tarkka perustelu liitteessé O

5.8 Determinantti ja kidntyvyys

Kirjataan ensin téarked huomio, ettd matriisin determinantti on nolla, jos sen sarakkeet
ovat lineaarisesti riippuvia. Tamé tulos on suora seuraus vastaavasta tuloksesta alter-
noiville multilineaarikuvauksille.

Lause 5.8.1. Olkoon A € R™™ neliomatriisi. Tdlldin det A = 0, jos matriisin A sa-
rakkeet ovat lineaarisesti riippuvia.

Todistus. Oletuksen nojalla jono (Aeq, ..., Ae,) on sidottu. Niin ollen lauseiden [5.3.20)
ja nojalla volgn (Aeq, ..., Ae,) = 0. Nyt lemman nojalla saadaan

det A = volgnxi(Aeq, ..., Ae,) = 0.
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Osoitetaan nyt tirkein determinantteja koskeva tulos, josta koko tarina aloitettiin:
determinantti kertoo onko neliématriisi kdantyva.

Lause 5.8.2. Neliomatriisi A € R™ "™ on kddntyvd, jos ja vain jos det A # 0.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd matriisi A on ki#dntyvi ja osoitetaan, ettd det A # 0.
Koska det I = 1, niin determinanttien tulokaavan (lause |5.6.1]) nojalla

(det A)(det A™1) = det(AA™) = det I = 1.

Néin ollen det A # 0.

Oletetaan nyt, ettd matriisi A ei ole kddntyva ja osoitetaan, ettd det A = 0. Koska A
ei ole kiantyvi, niin kifintyvyyden karakterisointilauseen (lause nojalla matriisin
A sarekkeet ovat lineaarisesti riippuvia toisistaan. Viite seuraa nyt suoraan lauseesta

b.81l O

5.9 Determinantin kehityskaava

Perustellaan nyt luvun lopuksi determinanttien niin sanotut kehityskaavat joiden avulla
voidaan laskea m x n-matriisien determinantteja palauttamalla ne (n — 1) x (n — 1)-
matriisien determinantteihin. Tét4 varten esitelli&n seuraava merkinta.

Madritelma 5.9.1. Olkoon A = [aj;] € R™*™ neliomatriisi ja olkoot k, ¢ € {1,...,n}.
Matriisi Alg; on se (n — 1) x (n — 1)-matriisi, joka saadaan poistamalla matriisista A
rivi k ja sarake £, eli Alge on matriisi

ar T aii-u) a1(1+1) T a1n
Al = Z(kq)l Ak-1)(1-1) Q(k—=1)(1+1) A(k—1)n c R(=Dx(n-1)
(k+1)1 A(k+1)(1-1)  Q(k+1)(I+1) A(k+1)n
L anl ce an(lfl) an(l+1) e Ann ]

Huomautus 5.9.2. Usein matriisia A|xe merkitidn lyhyesti Age, mutta tamda merkintd
on varattu tdssi esityksessd merkinndksi matriisin A rivin k sarakkeen £ alkiolle.

Esimerkki 5.9.3. Olkoon

1 2
A=12 3 € R3%3,
3 4

Ut = W

Nyt matriisi Al11 saadaan poistamalla matriisista A ensimmdinen rivi ja ensimmdinen
sarake, eli lihavoidut alkiot

W N =
A~ w N
Ot~ W
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Vastaavasti matriisi A|se saadaan poistamalla kolmas (eli alin) rivi ja toinen sarake, eli
lihavoidut alkiot

1
2
3

=W N

3
4
5

Tdssi tapauksessa matriisit Alge € R2%2 ovat siis seuraavat 9 matriisia:

3 4 2 4 2 3
A|11 - _4 5_ ) A|12 - _3 5_ ) A|13 - _3 4_ )

2 3] 1 3] 1 2]
Alg = 4 5] Al = 3 5 Alag = R

2 3] 1 3] 1 2]
A|31 - _3 4_ 9 A|32 - _2 4_ ) A|33 - _2 3_ .

Seuraavaa lausetta kutsutaan determinantin kehityskaavaksi sarakkeen ¢ suhteen.
Lause 5.9.4 (Determinantin kehityskaava sarakkeen suhteen). Olkoon A = [aj;] € R™*"
neliomatriisi. Olkoon ¢ € {1,...,n}. Tdlloin

det A = Z(—l)kJréaM det A|kg
k=1

Kasitellddn vield lauseen kiyttdd havainnollistava esimerkki ennen lauseen todista-
mista.

Esimerkki 5.9.5. Olkoon

Lauseen[5.9.4) perusteella matriisin A determinanttia voi laskea minkd tahansa sarakkeen
suhteen. Lasketaan determinantti ensin kehittamdalld se kolmannen sarakkeen suhteen,
koska siind on eniten nollia, eli valitaan £ = 3. Tdlldin

3
det A = Z(—l)k+3ak3 det Algs
k=1

= (—1)1+3CL13 det A|13 + (—1)2+36L23 det A|23 + (—1)3+3CL33 det A|33
=1-0-detAl13+(—1)-0-det Alog +1-1-det A|s3

:detA]33
1 0
—det[2 1:|—1-1—0-2—1.
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Lasketaan nyt sama determinantti kehittdmdlld se keskimmdisen sarakkeen suhteen,
eli valitaan ¢ = 2. Tdlldin

3
det A = Z(—l)kﬁakg det Algo
k=1

= (—1>1+26L12 det A’lg + (—1)2+2a22 det A‘QQ + (—1)3+2a32 det A’gg
=(=1)-0-det Al12+1-1-det Alaa + (—1) -2 - det Als2
= det A’QQ — 2det A‘32

10 10
= det [3 1]—2det [2 0}

=(1-1-0-3)—2(1-0-0-2) =1.

Viimeinen tapaus, eli deteriminantin det A laskeminen kehittimdlld se ensimmdisen
sarakkeen suhteen, jdtetddan lukijalle harjoitustehtiviksi.

Huomautus 5.9.6. Koska matriisilla ja sen transpoosilla on sama determinantti, voi-
daan matriisin determinantti kehittdd myds jokaisen rivin suhteen. Tdmd tulos jdtetddn
harjoitustehtdviksi.

5.9.1 Deteriminantin kehityskaavan todistus

Determinantin kehityskaavan (eli lauseen todistus kokoaa kaiken kehittdmémme
teorian yhteen todistukseen. K&ytédnnossd tdméa tarkoittaa, ettd todistus on pitka ja
polveileva. Lukijaa kehotetaan sivuuttamaan todistus ensimmaiselld lukukerralla ja pa-
laamaan siihen vasta determinantin tultua tutuksi harjoitusten myd&ta.

Kirjataan ennen lauseen todistusta kaksi aputulosta. Ensimméisen lemman to-
distus on mielekkéinté todistaa permutaatioiden avulla. Témén vuoksi todistus on siir-
retty liitteeseen Lemma sanoo, ettd mikéli n x n-matriisin B = [b;;] viimeiselld
rivilld on ainoastaan yksi nollasta poikkeava kerroin b,,, = 1, niin matriisin B deter-
minantin arvo ei riipu alimmasta rivistd eikd viimeisestd sarakkeesta. Formaalisti tdmé&
voidaan kirjoittaa seuraavasti.

Lemma 5.9.7. Olkoon B = [bj;| € R™" sellainen matriisi, ettd by; = 0 kaikilla i < n
ja bpn = 1. Tdlloin
det B = det B|,y,.

Toinen aputulos on erikoistapaus determinaatin merkin muuttumisesta sarekkeita ja
rivejd permutoitaessa siten, ettd matriisin £:s sarake siirretéddn viimeiseksi.

Lemma 5.9.8. Olkoon B = [b1 -+ by| € R™". Tdllgin jokaisella £ € {1,...,n}
pdtee

det [br -+ bi_1 bepr - by b = (=1)"""det B.

Huomautus 5.9.9. Koska det B! = det B, niin vastaava tulos pitee myds siirettiessd
matriisin B rivi £ viimeiseksi riviksi.
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Lemman [5.9.8 todistus. Koska kahden sarakevektorin paikan vaihtaminen (eli permu-
toiminen) vaihtaa deteriminantin merkkid (lause [5.5.3)), niin havaitaan, ettd

det B = det [bl cee by by bpyy - bn]
= (—1) det [bl <o bp1 bppr be - bn]
= (—1)(—1) det [bl <o bp—1 bpy1 bpyo by - bn] .
Nain ollen
det B=(-1)""“det [b1 - -+ b1 b1 -+ by by
O
Lauseen [5.9.7) todistus. Olkoon A = [aj;] € R™™ ja £ € {1,...,n}. Osoitetaan, ettd
n
det A = Z(—l)kMaM det Algy.
k=1
Olkoot ay,...,a, € R™! matriisin A sarakkeet, eli A = [al an]. Olkoon
lisdksi a; = ayjeq + -+ - + apje, jokaisella i =1,... n.
Havaitaan ensin, ettd lemman [5.9.8| perusteella
det A = (—1)"4 det [al N ¥/ T V0 R ag] .
Toisaalta determinantin sarakelineaarisuuden (lause |5.5.1)) nojalla pétee
det [al See Qg1 Gyl - Gp ag]
= det [al C@ee1 Qg1 o Gn Y opg akgek]
n
= Zakgdet [al e Qy—1 Qg1 Ap ek] .
k=1
Yhdistamélld namé havainnot saadaan, etté
n
det A = Z(—l)nfgak[ det [al che Qp—1 Quy1 cct Qp ek] .
k=1
Tarkastellaan nyt matriiseja det [al See o Qp_q Qpp1 ot Ay ek] jokaisella indeksilla
k€ {1,...,n} erikseen. Havaitaan aluksi, etté
det [al Cee Q1 Qi1 vt G ek]
[ an a1(e-1) a1(e+1) a1n 0]
r—1)1 " Qk-1)(—1) O(k-1)(+1) " k-1 O
=det | a1 - age-) age+1) 0 Qg1
Ae+1)1 " Qkr1)(—1) Okt (e+1) 0 Ok+n O
| anl T QAn(e—1) An(0+1) T Qnn 0]
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Nain ollen matriisin sarakelineearisuuden ja lauseen [5.8.1|nojalla, voidaan determinantin
arvoa muuttamatta jokaisesta sarakkeesta aq,...,ap_1,a¢11,a, vihentdd vektorin ey
suuntainen komponentti, eli sarakeesta a; vektori ay;er. Néin ollen

det [al N Y/ B VN R 9 ek]
[ a0 ayeey a+ry o aip O]
Ae—1)1 " Qr-1)(—1) Ok-1)(+1) “°° Ok-1n O
= det 0 - 0 0 ‘e 0 1
Ap+1)1 " Okt1)(—1) Okt (e+1) 7 Ok+n O
| Onl T An(e—-1) An(e+1) T Qann 0]

Sovelletaan nyt lemmaa tdmén matriisin riveiin eli tdméan matriisin transpoosin
sarakkeisiin. T#lloin saadaan

det [al cee Qg1 Que1 G ek]
[ a0 ageey ayerry 0 ain O]
. k—1)1 **°  Qr—1)(t-1) Ok-1)(+1) " Ox-1)n O
= (=1)"""det |agsryr 0 Qe)=1) Qk+D)(e+1) 0 Gtln O
anl 0 Gpe-1) Un(e+1) 0 G 0
L0 . 0 0 . 0 1]

Sovelletaan nyt lemmaa [5.9.7] saatuun matriisiin, jolloin saadaan

ail T a(e-1) a1(e+1) T Q1in 0
Ar—1)1 °° Ak-1)(t-1) Ok—-1)(t+1) " Gk-1)n O
det k1)1 Qkt1)(e—1) Okt1)(e+1) ° Oktn O
anl .« o an(f—l) an(£+1) P ann 0
| 0 o 0 0 .. 0 1
[ an T a(e-1) a1(e+1) T ain |
— det Ak—1)1 " Qk-1)(-1) Ck-1)(+1) " Qk-1)n
Ak+1)1 " Qk+1D)(0-1) Ck+1)(e+1) ° Q(k+1)n
L Qnl T An(e—1) An(e+1) T Ann |
= det A|kl
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Yhdistamalld saadut tulokset saadaan

det A = Z(—l)”%ake det [al cee@pl1 Qpr1 o Gp ek]
k=1
=Y (1) ap(—1)"F det Al = Y (=1)"" Py det Ay
k=1 k=1
= (—l)z—i_kakg det A‘kl;
k=1

missé viimeisessé askeleessa on kidytetty tietoa, etté

(_1)2n7(£+k) — (_1)2n(_1)7(8+k) _ 1 _ (_1)€+k'

(_1)€+k

Tamé padttad (pitkdn) todistuksen.
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Luku 6

Ominaisarvot ja ominaisvektorit

6.1 Motivointi

Tamé& motivointi on poikkeuksellinen, koska katse suunnataan pitkélle tulevaisuuteen.

Suurin osa tdhénastisista aiheista on kisitelly tavalla tai toisella yhtaloryhmén [A ‘ b]
ratkaisemista. Ensimméisessé ja toisessa luvussa tirkedssé roolissa olivat matriisin A ri-
vit. Luvussa |3| ongelma tulkittiin matriisin sarakeiden avulla. Luvussa |4| mukaan tuotiin
geometriaa ja matriisi itse tulkittiin uudelleen esimerkiksi QR-hajotelman avulla. Deter-
minantit antoivat toisen ldhestymistavan tarkastella matriisien sarakkeiden lineaarista
riippumattomuutta.

Nikokulmaa voidaan kuitenkin vaihtaa ja kysyd voidaanko néilld ideoilla ymméartas
suoraan itse matriiseja paremmin. Tamé on mahdollista ja téssa térkein tyockalu tulee
olemaan avaruuden R™*! kanta. Paljastuu, ett# teoria tulee olemaan kaikkein vaikutta-
vin neliomatriisien tilanteessa. Heuristisesti syy tdhén on se, ettéd télloin voidaan etsid
yhti kantaa, joka sopii seké yhtdlon Az = b ratkaisujen z € R™*! ettd vakiovektorei-
den b € R™*! esittimiseen matriisin A tapauksessa. Kiytinnon tasolla timi tarkoittaa
kannan muodostamista matriisin ominaisvektoreista ja tédhén aiheeseen tutustuminen
aloitetaan téssé luvussa.

Aloitetaan motivoivalla esimerkilla.

Esimerkki 6.1.1. Oletetaan, ettd A € R™ ™ on sellainen matriisi, ettd on olemassa

avaruuden R™ sellainen kanta (vq,...,v,), etti jokaisella i € {1,...,n} pitee
Av; = Ny,
jollain luvulla A\; € R. Ratkaistaan nyt yhtdlo
Ax =b.
Koska (v1,...,v,) on kanta, niin vektorilla b € R™*! on yksikdsitteiset koordinaatit tissd

kannassa, eli b= civi +- - -+ cpvpn. Vastaavasti, jos x € R™Y, niin x = y1v1 4+ -+ ynvn.
Koska Av; = \jv; jokaisella i € {1,...,n}, niin saadaan yhtilé

v+t vy =b=Ax = A(y1v1 + - + Ypvn) = y14vy + - - + Yy Av,
= Y1A101 + -+ + YnAntn,
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eli jokaisella i € {1,...,n} yhtilo c; = y;\;.

Tissi kannassa (vi,...,v,) yhtilon Ax = b ratkaiseminen vastaa siis sellaisen
yhtdilon
Dy=c
ratkaisemista, missi y = [y1 - yn]t, c=laa - cn}t ja D = [dj] € R™™™ on
matriisi, jolle pitee di; = \; jokaisella i € {1,...,n} ja dj; =0, kun j # ZE|
Ainoa jiljelld oleva kysymys tdssd tilanteessa on selvittid vektorin b kertoimet cq, . . ., ¢,
kannassa (v1,...,v,), jotka voidaan selvittid kertolaskulla c = P~1b, missd P = [211

Jos yhtdlon ratkaisu x halutaan ilmaista tavallisessa kannassa, niin vastaus saadaan ker-
tolaskulla x = Py.

Tarkastellaan nyt vastavaa konkreettista esimerkkia.

2 1| . 3
ol ool
Ax =b.

v = m v = [ﬂ .

Vektorit v1 ja va ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan, joten ne muodostavat avaruuden

R2%Y kannan. Lisdiksi
2 1|1 3
o= [ o) o) = 3] =

oY)

Ratkaistaan nyt yhtdlo

Esimerkki 6.1.2. Olkoot

ja ratkaistaan yhtalo

Tarkastellaan vektoreita

ja

missd

Vektorin b kertoimet kannassa (vi,v2) ovat (2,—1), eli b = 2v1 —vy. Ndin ollen yhtdlon
ratkaisulle x = y1v1 + yovo saadaan yhtiloé

2u1 — vy = b= A(y1v1 + y2v2) = y13v1 + Y2vo.

Koska vektorit v1 ja vy ovat lineaarisesti riippumattomia, niin saadaan, ettd y; = 2/3
Jay2 = —1.
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Kuva 6.1: Esimerkin [6.1.2] vektoreiden v; ja we virittdmien suorien kuvat kuvauksessa

fa

Laajennetaan hieman nikokulmaa ja tarkastellaan edellisen esimerkin matriisia A €
R2%2 vastaavaa kuvausta fq: R?*X! — R2¥1 21— Az. Geometrisesti timé kuvaus pitii
vektorin v; virittdmén suoran L; paikallaan ja skaalaa sen vektoreita luvulla 3. Vektorin
vg virittdmén suoran Lo vektorit kuvaus f4 puolestaan pitéé paikallaan; katso kuva [6.1}

Matriisi A kiyttédytyy kannassa (v, v2) aivan samoin kuin matriisia

30
v=[5

vastaava kuvaus fp: R?*! — R2X1 z + Bz, standardikannassa. Matriisit A ja B
liittyvatkin toisiinsa kaavalla
A=PBP .

missid P = [1)1 vg] € R2%2 kuten edelli.

Huomaa, ettd téissd kiytettiin lauseen antamaa tietoa, ettd P on kéidntyvi.
Kaavan A = PBP~! voi osoittaa todeksi suoralla laskulla, mutta tihéin seikkaan pala-
taan mychemmin yleisessa teoriassa.

Yleisesti neliomatriiseja A € R™*" ja B € R™*™ kutsutaan similaareiksi, jos on ole-
massa sellainen kisintyvi matriisi P € R™*™. jolle pitee A = PBP~!. Kiintyvii mat-
riisia P puolestaan kutsutaan kannanvaihtomatriisiksi, koska matriisilla P kertominen
vie kannan (eq,...,e,) kannaksi (Pe, ..., Pey,).

Koska jokainen avaruuden R™*! kanta miéirittelee kifintyvin matriisin, on kanna-
vaihtomatriiseja runsaasti. Siten herdé kysymys, ettd miten tunnistaa similaarit matrii-
sit ja ettd onko annetun matriisin kanssa similaarien matriisien joukossa jossain mielessé
paras matriisi.

Teoria, jota ldhdetdin kehittdméadn kertoo, esimerkin matriisin A tapauksessa
matriisi B on paras mahdollinen, koska matriisi A voidaan ilmaista venytysten avulla

IT4llsists matriisia tullaan kutsumaan jatkossa diagonaalimatriisiksi.
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sopivassa kannassa ja matriisi B ilmaisee ndméi venytykset. Sanotaan, ettd matriisi A
on diagonalisoituva.

Herda kysymys, ettd onko jokaisella neliomatriisilla A € R™*"™ tilldinen ominaisuus,
eli ettd onko aina olemassa sellainen kanta, jossa matriisi A voidaan esittdd venytyksind
kanta-alkioista. Vastaus on, ettd néin ei ole. Paljastuu, etté esimerkiksi matriiseilla

1 1. [0 -1
o 11 o
ei ole tallaistd ominaisuutta.

Téamé& puolestaan herdttdd monia kysymyksid: Milloin matriisi on similaari diago-
naalimatriisin kanssa? Miten tdmé selvitetdan? Jos ei ole, niin mitéd vaihtoehtoja silloin
saadaan? Enté sitten?

Todellinen vastaus néihin kysymyksiin on erittdin syvéllinen tulos, ettd matriisil-
le voidaan aina l6ytdd ns. normaalimuoto, eli avaruus R™*! voidaan hajottaa sellai-
siin aliavaruuksiin, joihin rajoitettuna matriisi kiyttyy kuin skaalaus tai kierto. Jossain
mielessd tdmén kysymyksen selvittdmiseen kéytetddn tdmé luvun lisdksi myo6s kurssit
Lineaarialgebra ja matriisilaskenta II ja III. Tdhéan projektiin sisdltyvét sellaiset tulok-
set kuin symmetrisen matriisin spektraalilause, neliomatriisin singulaariarvohajotelma
ja Jordanin normaalimuoto. Lahes kaikki lineaarialgebran sovellukset perustuvat néihin
normaalimuotoja koskeviin tuloksiin.

Téata pitkéllistd projektia varten matriiseja siirrytddn tulkitsemaan kurssilla Li-
neaarialgebra ja matriisilaskenta II geometrisemmin lineaarikuvauksina. Ensimméinen
vaihe téssd siirtymésséd on kuitenkin matriisin ominaisarvojen ja ominaisvektoreiden
madritteleminen.

6.2 Mairitelmia

Madritelmi 6.2.1. Luku A € R on matriisin A € R™"™ ominaisarvo, jos on olemassa
sellainen nollasta eroava vektori x € R, ettd

Az = Az (6.1)

Nollasta poikkeavaa vektoria x € R™ Y, joka toteuttaa yhtilon (6.1]) kutsutaan matriisin
A ominaisvektoriksi ominaisarvolla .

Analysoimalla yhtéloa (6.1) havaitaan, ettd yhtilo toteutuu, jos ja vain jos
(A= Xz =0, (6.2)

missd I on (n x n)-identiteettimatriisi. TAmé& seuraa suoraan havainnoista, ettd Az =
Az on yhtapitdvad yhtdlon Az = Az eli yhtdlon Az — Alx = 0 kanssa. Néin ollen
Ax = Az, jos ja vain jos yhtilo toteutuu. Né&in on havaittu, ettd luku A € R on
matriisin A ominaisarvo, jos ja vain jos yhtlslla (A—AI)x = 0 on nollasta poikkeavia eli
epatriviaaleja ratkaisuja. Koska epétriviaalien ratkaisujen olemassaolo on yhtépitavad
sen kanssa, ettd matriisi A — Al ei ole kaddntyvé, niin on havaittu seuraava tulos, joka
kirjataan lemmaksi.
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Lemma 6.2.2. Luku A € R on matriisin A € R™" ominaisarvo, jos ja vain jos matriisi
A — M ei ole kddntyvi.

Todistus. Kirjoitetaan edelld tehty padttely vield tarkemmin uudelleen.
Oletetaan, ettd A on matriisin A ominaisarvo. T&lloin on olemassa sellainen vektori
x € R 2 £0, ettid Az = \z. Talléin

(A= M)z = Az — Mz = Az — Xz = 0.
Néin ollen matriisi A — AI ei ole kiéntyvé lauseen perusteella.
Oletetaan nyt, ettd matriisi A— Al ei ole kddntyva. Talloin lauseen [3.10.1] perusteella

yhtalolld (A — M)z = 0 on epétriviaali ratkaisu, eli on olemassa sellainen nollasta
poikkeava vektori z € R™*! ettd (A — A)x = 0. T&llsin

Az = (A= X+ X))z =(A— X))z + Mz =0+ Iz = \x.
O

Yleensid lemma [6.2.2] muotoillaan determinantin avulla. Kirjaamme myos tdmén
muotoilun lauseeksi sen kédyttokelpoisuuden vuoksi.

Lause 6.2.3. Luku A € R on neliomatriisin A € R™ ™ ominaisarvo, jos ja vain jos

det(A — M) = 0.

Todistus. Lemman [6.2.2] nojalla A on matriisin A ominaisarvo, jos ja vain jos matriisi
A — A ei ole kddntyvi. Toistaalta lauseen [5.8.2 nojalla matriisi A — Al on kdantyva, jos
ja vain jos det(A — A\I) # 0. O

Lausetta voidaan tulkita kahdella tavalla. Ensinnékin se sanoo, ettd anne-
tun matriisin kaikki ominaisarvot voidaan selvittdd yhdestéd determinattiin liittyvésta
yhtélostéi. Toisaalta se sanoo myds, ettéd ominaisarvot voi selvittéié ilman, etté tarvitsee
etsid ominaisarvoja vastaavia ominaisvektoreitaﬂ

Tarkastellaan nyt kolmea eri esimerkkid ominaisarvojen olemassaolosta.

A:[(l) ;]

Ftsitidn tamdn matriisin ominaisarvot A € R ratkaisemalla yhtdls det(A — X)) = 0.

Koska
11 10 1-x 1
A_’\I_[o 2}_%0 1]_[ 0 2—>\]’

Esimerkki 6.2.4. Olkoon

nim
1-—A 1

det(A—/\I):det{ 0 2

]:(1—)\)(2—/\)—1-0:(1—)\)(2—)\).

Ndin ollen yhtdlon det(A — A\I) = 0 ratkaisut ovat A =1 ja A\ = 2.

2Taméi on kaksiterdinen miekka, kuten tulemme huomaamaan.

148



Esimerkki 6.2.5. Olkoon nyt
11
B L 2].
FEtsitidn tdmdn matriisin ominaisarvot A € R ratkaisemalla yhtdlo det(B — A\I) = 0.
Nyt

1—-A 1

det(B—\I) = det [ 1 9

] = (1-A)(2-A)—-1= (2= A= 2X + A?) =1 = 1-3\+\%
Yhtilin
M-3\+1=0

ratkaisut loydetddn helposti kdsin kdyttamalld yleistd toisen asteen ratkaisukaavaa tai
neliokst taydentamdalla:

3 3 3 3 9

2 _\2_ 92 dv2 99 _(y_2y2_"
0=X-3\+1=2) 22>\+(2) (2)+1 (A 2) 4+1.
Ndin ollen 3 5
22 _°
(A 2> 4
eli Y
3 5
A=—-+ —.
2 2

Molemmissa esimerkeissé 2 x 2-matriisilla oli kaksi erisuurta ominaisarvoa. Ta4maé ei
ole vilttamatonta: niitd voi olla vain yksi tai ei lainkaan.

o[t

det(C — XI) = det(2] — XI) = det ((2 = \)I) = (2 — N\)?det I = (2 — N2

Esimerkki 6.2.6. Olkoon

Tdlloin C' = 21, joten

Ndin ollen A = 2 on ainoa ominaisarvo.

D:[_Ol (1)]

-2 1
-1 =

Esimerkki 6.2.7. Olkoon

Talloin

det(D — \I) :det[ ] = (N2 = (-D1=X+1>0.

Nidin ollen yhtalélld det(D — XI) = 0 ei ole (reaalisia) ratkaisuja eli matriisilla D ei ole
0minaisarvoja.
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Huomautus 6.2.8. Fdelli olevat esimerkit johtavat pddtelmddn, ettd matriisin A €
R™ ™ ominaisarvot A € R selvittivd yhtilo det(A—AI) = 0 on itseasiassa polynomiyhtild
tuntemattoman X\ suhteen. Tdmd on oikea havainto, silld pdtee

det(A— M) = (—1)" A" + (=1)" e, A" L 4o — A+ det A,

missd ci,...,ch—1 € R. Emme tarvitse tdtd havaintoa tdssd luvussa, joten todistus
jatetddn kiinnostuneelle lukijalle. Tapaus n = 2 voidaan ratkaista helposti kdsin ja ylei-
nen tapaus seuraa esimerkiksi determinantin kehityskaavasta induktiolla. Todettakoon
kuitenkin seuraava huomio. Koska funktio A — det(A — AI) on asteen n polynomi, niin
silld on korkeintaan n nollakohtaa. Ndin ollen matriisilla A on korkeintaan n ominai-
sarvoa.

Esimerkki 6.2.9. Esimerkin matriisi D on erikoistapaus hieman yleisemmdstd
kiertomatriisien tapauksesta. Olkoot a,b € R sellaisia lukuja, etti a® + b*> =1 ja olkoon

r=i

Matriisi D on tdlldinen matriisi parametreilla a = 0 ja b = —1. Muita esimerkkejd
talldisistd matriiseista ovat esimerkiksi

{l/ﬂ —Uﬂ} ja [\/ﬁ/\/?: —1/¢§]
V2 1/V2 V3 V2/V3

Oletetaan nyt, etti b # 0. Koska jokaisella X € R pdtee

a—X\ —b

det(R—)\I):det[ b a2

} =(a—N(a—X\) —b(=b) = (a— N>+ b >b*>0,
niin yhtalolla det(R — X)) = 0 ei ole (reaalisia) ratkaisuja ja matriisilla R ei siis tdssd
tapauksessa ole ominaisarvoja. Huomaa, ettd tapauksessa b = 0 pitee det(R — A\I) =
(a — \)? ja saadaan, etti \ = a on matriisin R ominaisarvo.

Huomautus 6.2.10. Esimerkin matriiseja R kutsutaan tason R? kiertomatrii-
seiksi (tai lyhyesti kierroiksi). Syy tdhin on seuraava. Olkoot a,b € R sellaisia, etti
a® + b% = 1. Koska piste (a,b) on tason yksikkéympyrdilli, niin on olemassa sellainen
kulma 6 € R, ettd cosf = a ja sinf = b. Matriisi R voidaan siis kirjoittaa muodossa

R [COS@ —sinﬁ} ‘

sinf cos@

Kulmaa 0 kutsutaan kiertokulmaksi, koska matriisin R mdadrittelemd kuvaus fr: R**1 —
R2X1 |z — Rz kiertdd tasoa R? wvastapdividn kulman 0 verran.
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6.2.1 Ominaisvektoreiden l6ytdminen

Kuten edelli késiteltiin matriisin A € R™*™ ominaisarvot A € R vastaavat determinant-
tiyhtélon det(A — M) = 0 ratkaisuja. Kun matriisin A ominaisarvot Ai, ..., A, on niin
selvitetty, voidaan vastaavat ominaisvektorit selvittad yhtalostd (A — Apl)z = 0. Koska
kyseesséd on tuttu matriisiyhtdlon ratkaiseminen, aloitetaan esimerkeill.

11
A= .
b 2
kuten esimerkissi[6.2.4 Matriisin A ominaisarvot ovat siis \ = 1 ja Ao = 2. Etsitddin
vastaavat ominaisvektorit.

Koska
1 1 1 0 01
A_All_[o 2}_[0 1]_[0 J’

niin havaitaan, ettd yhtilon (A — M\ I)x = 0 ratkaisut ovat

T = [é} = teq,

missi t € R. Ndain ollen matriisin A ominaisarvoa A1 wvastaavat ominaisvektorit ovat

{ter: t € R\ {0}}.
R Nk

Vastaavasti
Nidin ollen ominaisarvoa Ao vastaavat ominaisvektorit saadaan yhtdlostd
-1 1 I o 0
0 0 xI9 o 0 )

Nain ollen ominaisarvoa Ao vastaaville ominaisvektoreille x = [ ] pitee
T2

Esimerkki 6.2.11. Olkoon

—x1+ax2=0
eli xo = x1. Ndiin ollen ominaisvektorit tdssd tapauksessa ovat {t(e; +ez): t € R\ {0}}.

Huomautus 6.2.12. Matriisin A € R™"™ ominaisarvot ja ominaisvektorit voidaan siis
loytad kaksivaiheisella prosessilla:

o [tsitdin polynomiyhtilon det(A — X)) = 0 ratkaisut X = A1, ..., A

o Etsitidn yhtiloryhmin (A — M)z = 0 nollasta poikkeavat ratkaisut x € R™ !
jokaisella ominaisarvolla \.

Tdmd prosessi on kdtevd pienilld matriiseilla, mutta muuttuu laskennallisesti haasta-
vaksi suurilla matriiseilla.
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6.3 Ominaisavaruudet

Edelld kisitellyt esimerkit johdattavat ajatukseen, ettd matrisiin A € R™*™ ominais-
arvoihin liittyviit ominaisvektorit muodostavat avaruuden R™*! aliavaruuden, ainakin
kunhan nollavektori lisdtddn ominaisvektoreiden joukkoon. Tadmé& on todellakin n&in
ja télla on aliavaruudella on matriisiin liittyva geometrinen merkitys, johon viitattiin
motivointiluvussa. Aloitetaan kirjaamalla ylos, mitd ominaisvektoreiden muodostamalla
aliavaruudella tarkoitetaan.

Olkoon A € R™ ™ matriisi ja méaaritellaéin jokaisella matriisin A ominaisarvolla A € R
joukko

E\A) = {z e R Az = Az}

Huomautus 6.3.1. Huomaa, etti joukko E(\, A) koostuu matriisin A ominaisarvoa A
vastaavista ominaisvektoreista ja nollavektorista 0.

Lemma 6.3.2. Olkoon A € R™™ ™ matriisi ja X\ € R matriisin A ominaisarvo. Tdalloin
osajoukko E(\, A) C R™! on avaruuden R™! aliavaruus.

Todistus. Olkoot x,y € E(\ A) ja a,b € R. Osoitetaan, ettd z = ax + by € E(\, A).
Talloin

A(az + by) = A(ax) + A(by) = aAz + bAy = a\x + by = A(az + by).
Néin ollen ax + by € E(A, A). Joukko E(A, A) on siis aliavaruus. O

Maidritelmé 6.3.3. Matriisin A € R™™ ™ ominaisarvoon A € R liittyvdd aliovaruutta
E(X\ A) kutsutaan matriisin A ominaisarvoa A vastaavaksi ominaisavaruudeksi.

Huomautus 6.3.4. Ominaisavaruudella on seuraava geometrinen tulkinta. Kaikilla x €
E(\, A) siis pitee Ax = Ax. Néin ollen kuvaus fa: R™' — R™ 2 s Az, kuvaa
aliavaruuden E(X, A) itseensd, eli fa(E(N, A)) C E(XA). Ndin ollen kuvauksen fa
rajoittuma aliavaruuteen voidaan kirjoittaa muodossa fa|px,a): E(A, A) = E(), A) ja
silld on kaava x — Ax.

Huomautus 6.3.5. Koska \ on matriisin A ominaisarvo, niin tiedetddn, etti on ole-
massa nollavektorista poikkeava vektori x € R™1, jolle pitee Ax = Ax. Niin ollen
ominaisarvoa \ vastaava aliavaruus E(\, A) ei ole koskaan nolla-avaruus {0}.

Huomautus 6.3.6. Aliavaruus E(\, A) voi olla koko avaruus R™*'. Esimerkiksi mat-
riisin A = 2I € R™"™ ainoa ominaisarvo on 2, mutta ominaisavaruus E(2, A) on ko-
ko avaruus R™ ', koska jokainen vektori x € R™1 toteuttaa tissi tapauksessa yhtilon
Az = 2zx.

Tarkastellaan nyt kahta esimerkkié.

Esimerkki 6.3.7. Olkoon

s

Il
_ O =
o= o
O O N
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Talloin

1-XA 0 0 2
det(A — AI) = det (1) 16)\ 22)\ =(1—A>det[0 Q_A%det[l_k 0]
=(1-N1-MN)2-X)-2(1-))
=1 =N (A=N2-X)~-2)
=(1=N)(2=A—2X+ ) —2)
=(1-X) (3> =3))
=M1-XA)(A—3).

Ndiin ollen matriisilla A on kolme ominaisarvoa 0, 1 ja 3. Nditd ominaisarvoja vastaavat
ominaisvektorit ovat muotoa tvy, tve ja tvs, missi vi = 2e1 —es, vo = eo ja vz = e1 +e3.
Matriisin A ominaisavaruudet ovat siis

E(0,A) = Sp(v1), E(1,A) = Sp(v2) ja E(3, A) = Sp(v3).

Esimerkki 6.3.8. Olkoon

1 01
A=10 2 0
1 01
Tiélldin
1—-A 0 1
det(A—A)=det| 0 2—X 0 | =(1—X)det 2=A 0 + det 0 1
L0 1, 0 1-A 2-X 0

=1=-XNEC-N1-X)-02-2X)

2-0(Q-17-1)

=@2-N(1-22+X—1)
=A2-N)(A—2) = A\ —2)%

Ndin ollen matriisilla A on kaksi ominaisarvoa 0 ja 2. Ominaisarvoa 0 vastaavat omi-

naisvektorit ovat muotoa tvy, missi v1 = e1 — e3. Vastaavasti ominaisarvoa 2 vastaavat

ominaisvektorit ovat muotoa tvg+svs, missd vo = eg ja vy = e1+es. Ndin ollen matriisin
A ominaisavaruudet ovat

E(0,A) = Sp(v1) ja E(2,A) = Sp(va,vs).

6.4 Matriisin diagonalisoiminen ominaisarvojen avulla

Palataan nyt motivoivan luvun kysymykseen, ettd mitd matriisista voidaan sanoa, jos
omainaisvektoreista voitaisiin muodostaa kanta. Tamé kysymys motivoi diagonaalimat-
riisin késitteen.
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Madritelmé 6.4.1. Neliomatriisin A = [aj;] € R™" alkioita a1, ..., ann kutsutaan
matriisin A diagonaalialkioksi ja jonoa (ai1,...,an,) matriisin A diagonaaliksi.

Maésritelmé 6.4.2. Neliomatriisi A = [aj;) € R™" on diagonaalimatriisi, jos matriisin
A nollasta poikkeavat alkiot ovat diagonaalilla, eli aj; = 0 kaikilla j # 1.

Aloitetaan esimerkilld ominaisarvojen ja diagonaalimatriisien yhteydesti.

Esimerkki 6.4.3. Olkoon D = [d;;] € R™*" diagonaalimatriisi, jonka diagonaalialkiot
ovat A\, ..., Ay € R, eli djj = \; jokaisella i € {1,...,n}. Tdlléin De; = \;e; jokaisella
i € {1,...,n}. Nain ollen diagonaalialkiot ovat matriisin D ominaisarvoja ja standar-
dikannan alkiot ominaisvektoreita.

Seuraava tulos kertoo edellisen esimerkin yleisen muodon: matriisi voidaan ilmaista
diagonaalimatriisin avulla, jos sen ominaisvektoreista voidaan muodostaa kanta. Jot-
ta tdmé yhteys voidaan muotoilla tarkasti, niin kannattaa palauttaa mieleen lauseen
m 3.10.1] tulos, etté (vy,...,v,) on avaruuden R™ ! kanta, jos ja vain jos matriisi P =

vl vn] on kaantyva

Lause 6.4.4. Olkoon A € R™ ™ sellainen matriisi, ettd on olemassa avaruuden R™*1
kanta (v1, ..., vy), joka koostuu matriisin A ominaisvektoreista. Olkoot P = [vl e vn]
ja D € R™"™ diagonaalimatriisi

An
missi \; € R on vektoria v; vastaava matriisin A ominaisarvo. Tdlloin
A=PDP L

Todistus. Jokaisella i € {1,...,n} pitee Pe; = v; ja siten P~lv; = ¢;. Toisaalta De; =
Aie; jokaisella i € {1,...,n}. Koska \; on vektoria v; vastaava matriisin A ominaisarvo,
niin Av; = A\;v;. Néin ollen

P 1APe; = P~ Av; = P71 (\wi) = NPt = Nies
jokaisella i € {1,...,n}, eli
P'AP = [P7'APe; -+ P7lAPe,| = [Mer -+ Aen] =D.

Talloin
A=PDP !
O

Matriiseja, jotka voidaan kirjoittaa kdantyvén matriisin ja diagonaalimatriisin avul-
la, kutsutaan diagonalisoituviksi.
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Maiédritelmé 6.4.5. Neliomatriisia A € R™™™ sanotaan diagonalisoituvaksi, jos on ole-
massa sellainen kddntyvd matriisi P € R™ "™ ja diagonaalimatriisi D € R™ ", ettd
A=PDPL.

Huomautus 6.4.6. Kurssilla Lineaarialgebra ja matriisilaskenta II tulkitaan lineaari-
kuvausten teorian avulla, etti yhtilo A = PDP™! tarkoittaa matriisin A esittimisti
kannassa matriisin P sarakkeiden mddrddmdassd kannassa. Tdamd vastaa jalleen yhteeen
motivointiluvussa tehtyyn tulkintaan.

Kirjataan vield tulos, joka yleistidd esimerkin huomion toisella tavalla. Yhdessi
lauseen kanssa tdméa lause antaa tuloksen, ettd matriisi on diagonalisoituva jos ja
vain jos matriisin ominaisvektoreista voidaan muodostaa kanta.

Lause 6.4.7. Olkoon A € R™™ sellainen matriisi, etti on olemassa kdadntyvd matrii-
si P € R™™ ja diagonaalimatriisi D € R™ ", etti A = PDP~'. Téllgin matriisin P
sarakeet ovat matriisin A ominaisvektoreita ja matriisin D diagonaalialkiot nditd omi-
naisvektoreita vastaavia ominaisarvoja.

Todistus. Olkoon P = [vl vn] ja olkoon (A1,...,A,) matriisin D diagonaali.
Talloin

Av; = PDP 'v; = PD(P~'v;) = PDe; = P(\ie;) = \iPe; = \iv;.
Taméa paattad todistuksen. ]

Korollaari 6.4.8. Matriisi A on diagonalisoituva, jos ja vain jos on olemassa avaruu-
den R™ kanta (v1,...,v,), jonka vektorit ovat matriisin A ominaisvektoreita.

Todistus. Ehdon riittdvyys seuraa lauseesta Ehdon vilttaméttomyys puolestaan
lauseesta [6.4.7] O
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Osa 11

Lineaarialgebra ja
matriisilaskenta 11
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Lukijalle

Talla kurssilla siirrytdén tarkastelemaan sarakeiden ja matriisien sijaan yleisié vektori-
avaruuksia ja niiden vélisia lineaarikuvauksia.

Matemaattisesta nikokulmasta yleisen teorian edut ovat kiistattomat. Vektoriava-
ruuden maééiritelméd antaa sellaisen yleisyyden, joka on seké riittdvéin tehokas konsep-
tualisoimaan yhtéléryhmien ratkaisemiseen tarvittava késitteisto kuten virittdminen ja
vapaus ettéd samalla riittdvéan yleinen laajentamaan tdmén késitteiston sarakeavaruuksia
yleisempiin tilanteisiin. Tdm& muuttaa matriisilaskennan yleisemmaiiksi lineaarialgebrak-
si.

Konkreettisia esimerkkejéa tdmén teorian sovelluskohteista ovat esimerkiksi dériarvo-
ongelmat usemman muuttujan analyysissd — eli vektorianalyysissé — seké derivoinnin ja
integroinnin ymmértédminen lineaarisina operaatioina. Naité lineaarialgebran sovelluksia
vhden ja useamman muuttujan analyysiin puolestaan hyédynnetéddn laajalti modernissa
matematiikassa aina todennékoisyyslaskennasta differentiaaligeometriaan ja algebralli-
sesta topologiasta finanssimatematiikkaan. Yhteisté niille sovelluksille on, ettd lineaa-
rialgebrallista késitteistod hyodynnetédn siirtdméén tarkastelu yksittéisistéa funktioista,
tai muista vektoreina ymmaérrettavistd objekteista, funktioiden avaruuksiin ja niiden
ominaisuuksiin. Lineaarialgebraa voidaan soveltaa, kun tarkasteltavilla funktioiden ava-
ruuksilla on ns. lineaarista rakennetta eli tilanteissa, joissa funktioiden lineaarikombi-
naatiot kuuluvat samaan avaruuteen.

Pelkk&d matematiikan sisdinen kauneus ei kuitenkaan riitd selittdmé&én késiteltdvan
materiaalin hyodyllisyyttd. Kurssin Lineearialgebra ja matriisilaskenta I antamia mat-
riisilaskennan menetelmié voidaan soveltaa tilanteissa, joissa tarkasteltava kysymys on
jo valmiiksi muotoiltu sarakkeiden tai matriisien muotoon. Sarakkeiksi ja matriiseiksi
muotoiltu tieto vaatii kuitenkin aina tulkinnan. Yleensé annettujen lukujen merkitys on
selitetty viereisessé sarakkeessa, joka tarkoittaa, ettéd tieto on annettu muodossa, jossa
vierekkéiset sarakkeet ovat kuin kuvauksen 1dhto- ja maaliavaruus.

Matemaattisesti katsoen onkin mielekésti késitelld sarakkeiden sijaan funkioita, silld
funkion késite antaa systemaattisen tavan kuvata tarkasteltavaa informaatiota. Téll6in
tarkasteltavat funktiot kuuluvat vektoriavaruuteen % (X), jolla tarkoitetaan annetun
joukon X reaaliarvoisten funktioiden f: X — R joukkoa. Funktioavaruus .#(X) on
hyvin yleinen késite, joten sen avulla voidaan kuvailla ja ké&sitelld hyvin moninaisia
ilmidita.

Esimerkiksi taulukkolaskentaohjelman kenttiin syttetyt luvut muodostavat funktion
f: X — R, jossa X on tiytettyjen kenttien joukko ja jokaisella z € X luku f(z) on
kentésséd oleva arvo. Helpoimmassa muodossaan ndmé kentét sisdltyvéit yhteen taulu-
kon riviin tai sarakkeeseen, jolloin funktion voi ajatella suoraan rivi- tai sarakevekto-
rina. Mikéén ei kuitenkaan esté tarkastelemasta kenttid eri taulukoista tai yleisemmin
tietokannan tauluja, jolloin funktion tulkinta sarakkeena vaatii valintoja.

Toisaalta, jos joukko X muodostuu esimerkiksi osakesalkkuun valituista osakkeis-
ta, niin funktio f: X — R voi kuvata esimerkiksi osakkeen arvoa tai salkussa olevien
osakkeiden madrdd. Téssd tapauksessa funktioavaruus .# (X)) sisiltdd esimerkiksi kaik-
ki joukon X osakkeisiin liittyviit eri tunnuslukuja kuvaavat funktiot. Koska % (X) on
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vektoriavaruus eiké pelkké joukko, niin on mahdollista tutkia esimerkiksi salkun arvon
optimointia hyddyntéen joukon % (X) lineaarista rakennetta.

Koska funktioavaruuden .# (X) alkiot ovat funkioita eivitkd abstrakteja vektoreita,
on niilld luonnollisia operaatioita, jotka voidaan tulkita lineaarialgebran keinoin. Esi-
merkiksi tarkasteltessa suunnattua verkkoa I' = (V| F) voidaan tarkastella sekd funk-
tioita verkon I" solmujen joukolla V' eli avaruutta .7 (V') ettéd funktioita verkon I' kaarien
joukolla E eli avaruutta .#(F). Koska verkon kaaret kertovat verkon solmujen yhtey-
det, voidaan tarkastella funktion f: V' — R muutosta kaaria pitkin. Tdmé& muutos on
luonnollisinta tulkita funktiona Vf: E — R

(Vf)(e) = fly) — flz)

missd e = (z,y) on kaari solmusta z solmuun y. T&lld f — Vf on kuvaus funktioava-
ruudesta .Z (V) funktioavaruuteen % (F) eli kuvaus V: .Z (V) — Z(FE). Tamé kuvaus
on itseasiassa lineaarikuvaus ja, mikéli verkko I' on &érellinen, niin td&mé kuvaus voidaan
tulkita matriisina.

Téamé kurssi keskittyy dérellisulotteisten vektoriavaruuksien ja niiden vélisten lineaa-
rikuvausten teoriaan. Yksi tdmén teorian péadtuloksista on, ettd dérellisulotteisella vek-
toriavaruudella on kanta. Témén abstraktin tuloksen seuraukset ovat moninaiset. Erityi-
sesti se sanoo, etté dérellisen joukon X tapauksessa edelld esitelty vektoriavaruus .7 (X)
voidaan samastaa sarakeavaruuden kanssa. Tédmé tarkoittaa, ettd funktio f: X — R,
joka tulkitaan vektorina, voidaan samastaa sarakevektorin kanssa, kunhan avaruudelle
F(X) valitaan kanta. Yleisemmin télld kurssilla osoitetaan kuinka &érellisulotteisen li-
neaarialgebran kysymykset voidaan palauttaa ratkaistavaksi kurssin Lineaarialgebra ja
matriisilaskenta I menetelmilla.
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Luku 7

Vektoriavaruudet ja
lineaarikuvaukset

Lineaarialgebra ja matriisilaskenta I kurssilla havaittiin, ettd sarakeavaruuden R™*! ja
matriisiavaruuksien R”*™ alkioita voitiin laskea yhteen ja kertoa vakiolla samoilla peri-
aatteilla kuin avaruuden R”. Itseasiassa sarakeavaruuden R™*! ja avaruuden R™ vililld
ei tehty muuta kuin merkinnillinen ero. Avaruuksien R™ ja R™*! alkiosta puhuttiin
vektoreina, mutta matriisien R™*" kohdalla ei talldista kisitettd kiytetty.

Luvussa |3| havaittiin myds, ettd avaruuksilla R™ ja R™*! on osajoukkoja, jotka ovat
suljettuja yhteenlaskun ja skalaarikertolaskun suhteen, eli niilld on samankaltaisia omi-
naisuuksia kuin avaruuksilla R” ja R™*!.

Téssd luvussa méaritelldéan yleisen vektoriavaruuden késite, joka antaa oikean kon-
tekstin puhua kaikista niisté ilmivisté. Paljastuu, ettd R?, R?*1 ja R™*" seké, avaruuk-
sien R™*! aliavaruudet ovat kaikki vektoriavaruuksia. Luvusta |3] tutut kisitteet kuten
vapaus, virittdminen, kanta ja dimensio yleistyvéat kaikille vektoriavaruuksille. N&ité
asioita késitelldan luvussa

Vektoriavaruuksien véalisid luonnollisia kuvauksia kutsutaan lineaarikuvauksiksi. Lu-
vusta @ tuttu kuvaus fq: R™1 — R™*" 2 s Az, eli matriisilla kertominen, on esi-
merkki lineaarikuvauksesta. Paljastuu, ettd kaikki dérellisulotteisten vektoriavaruuksien
véliset kuvaukset voidaan esittdd matriisilla kertomisen avulla. N&ité asioita puolestaan
késitellagn tarkasti luvussa [0

7.1 Reaaliset vektoriavaruudet

Aloitetaan yleisen vektoriavaruuden mééaritelméstia. Haluttaessa olla hieman tarkempia
tassé yhteydesséd puhutaan reaalisista vektoriavaruuksista, koska mé#ritelméassé kiytetyt
skalaarit ovat reaalilukuja,

Miaritelma 7.1.1. Kolmikko (V,+,-) on (reaalinen) vektoriavaruus, jos V' on epdityhji
joukko ja +:V xV =V sekid -: R x V =V ovat sellaisia funktiota, ettd

1. u+v=v+u kaikillo u,v € V,
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2. (u+v)+w=u+ (v+w) ja(ab)v = a(bv) kaikilla u,v,w € V ja a,b € R,
3. on olemassa sellainen alkio 0 € V, ettd v+ 0 = v katkilla v € V,
4. jokaisella v € V on olemassa sellainen alkio w € V', ettd v+ w = 0,
5. lv = v jokaisellav € V,
6. a(u+v) =au+av ja (a+ b)v = av + bv kaikilla a,b € R ja u,v € V.
Mikdili kolmikko (V,+,-) on vektoriavaruus, niin joukon V alkiota kutsutaan vektoreiksi.
Useampi huomio on paikallaan.

Huomautus 7.1.2. Kun yleisen vektoriavaruuden mdadritelmdn ndkee ensimmdistd ker-
taa, herdd kysymys, ettd onko mddritelmdassd mitdan jarked, silld ndmda ominaisuudet
ovat aina voimassa, kun vektoreilla lasketaan. Ero aiempaan on siind, ettd aiemmin vek-
toreiden yhteenlasku ja skalaarikertolasku on mddritelty jollain kaavalla, jonka avulla
voidaan tarkistaa, etti namd ominaisuudet ovat voimassa. Mddritelmdissi[7.1.1] puoles-
taan annetaan vaatimus, mitd ominaisuuksia sellaisten (jollain kaavoilla mddriteltyjen)
funktioiden tulee toteuttaa, joita halutaan kutsua vektoreiden yhteenlaskuksi ja skaari-
kertolaskuksi. Merkinndt + ja - on valittu juuri sitd seikkaa silmdlld pitden, ettd ndilld
laskutoimituksilla laskeminen tapahtuu juuri samoin kuin tutuissa tapauksissa.

Huomautus 7.1.3. Fhtoja -@ kutsutaan myds vektoriavaruuksien aksioomiksi.

Huomautus 7.1.4. Yleensd ei merkitd (V,+,-), vaan sanotaan lyhyesti, ettd V on vek-
toriavaruus, jonka yhteenlasku ja skaalarikertolasku ovat +: VXV =V ja-: RxV — V.
Funkioita + ja - kutsutaan myds vektoriavaruuden V laskutoimituksiksi. Laskutoimi-
tusta +: V x V. — V kutsutaan vektoriavaruuden V yhteenlaskuksi ja laskutoimitusta
-: R x V — V skalaarikertolaskuksi.

Huomautus 7.1.5. Vektoria 0 € V kutsutaan tilanteesta riippuen yhteenlaskun neut-
raalialkioksi, avaruuden V nollavektoriksi tai avaruuden V origoksi. Fhdossa vekto-
ria w kutsutaan vektorin v vastavektoriksi. Fhdon (@ perusteella tdmd vastavektori —v
on vektori (—1)v.

Huomautus 7.1.6. Formaalisti vektoreiden v1,...,v, € V summaa pitdisi merkitd
(- ((vr +v2) +v3) + -+ vp_1) + Vn.

Ehdosta kuitenkin seuraa, ettd vektoreiden vi,...,v, summausjdirjestystd voidaan
muuttaa. Koska kaitkki summausjdrjestykset antavat saman lopputuloksen, ei jirjestystd
tarvitse merkitd suluilla vaan voidaan merkitd lyhyesti v1 + - - - 4+ vy, kuten sarakevekto-
rienkin tapauksessa tehtiin. Lisdiksit ehdon perusteella summan termit vi + - -+ + vy
vot jarjestid mielivaltaiseen jarjestykseen summan siitd muuttumatta.

Huomautus 7.1.7. Kuten aiemmin vektoreiden w,v € V summaa merkitdin u + v
etkd +(u,v), kuten olisi formaalisti oikein. Vastaavasti skalaarikertolaskun merkkid - ei
kaytetd konkreettisissa laskuissa.
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Kuten huomautuksessa todettiin, vektoriavaruuden aksioomat sallivat vekto-
reiden summat ja yleisemmin lineaarikombinaatiot aivan kuten sarakeavaruuksien ta-
pauksessa. Kirjataan tdmé vektoriavaruuksien perusmééritelmé vield tarkasti.

Masritelma 7.1.8. Vektoriavaruuden V wvektori v € V' on vektoreiden vq,...,v, € V
lineaarikombinaatio, jos on olemassa sellaiset luvut ay,...,ar € R, ettd

V=a1V1 + -+ agUg.

7.1.1 Perusesimerkkeji vektoriavaruuksista

Seuraaviin esimerkkeihin on koottu tuttuja avaruuksia, jotka ovat vektoriavaruuksia
madritelmén mielessd. Lisdéd esimerkkejé vektoriavaruuksista, kuten polynomien
avaruudet ja yleisemmét funktioavaruudet, annetaan luvussa [7.5

Esimerkki 7.1.9. Sarakeavaruus R™*Y on vektoriavaruus sen tavallisilla laskutoimituk-
silla 4+: R™D x R™L 5 R g : R x R™*1 — R™¥1 | jotka on mddritelty kaavoilla

x1 Y1 1+
SRR
ja -: R x R™*1 5 Rx1 i
I ax
a =
T | axy
kaikilla ~
z1 U1
. c Rnxl
Tn | Yn
ja a € R.

Esimerkki 7.1.10. Sarakeavaruuden R™ 1 alivaruus V. .C R™ 1 on vektoriavaruus.

Esimerkki 7.1.11. Matriisiavaruus R™*™ varustettuna matriisien yhteenlaskulla ja
skalaarikertolaskulla on vektoriavaruus. Vektoriavaruuden R™*™ nolla-alkio on matrii-
si 0 € R™ ", joka kaikki kertoimet ovat nollia. Matriisin A = [aj;] vastamatriisi (eli
vastavektori) on matriisi —A = [—aj;].

Esimerkki 7.1.12. Avaruus R™ on vektoriavaruus tutuilla laskutoimituksilla +: R™ x
R”™ — R" ja -: RxR™ — R™. Erityisesti R eli R on (reaalinen) vektoriavaruus. Samoin
origon kautta kulkevat suorat ja tasot ovat vektoriavaruuksia.
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7.2 Lineaarikuvaukset

Vektoriavaruuksien viliset luonnolliset kuvaukset ovat sellaisia, jotka kunnioittavat yh-
teenlaskua ja skalaarikertolaskua. Téamé tarkoittaa seuraavaa.

Masritelmé 7.2.1. Olkoot V' ja W wvektoriavaruuksia. Kuvaus f: V — W on lineaari-
kuvaus avaruudelta V' avaruudelle W, jos kaikilla v,v" € V ja a € R pitee sek

1. flo+0) = f(v) + f(V') ja
2. f(av) = af(v).
Muutama kommentti on taas paikallaan.

Huomautus 7.2.2. Mddritelmdssa kdytettiin yleistd tapaa, ettd yhteenlaskun ja skalaa-
rikertolaskun kohdalla ei tehty eroa suoritetaanko lasku avaruudessa V wvai avaruudessa
W. Ehdossa yhteenlasku v +v' suoritetaan avaruudessa V ja v+ v’ € V. Toisaalta
f(v) ja f(v') ovat avaruuden W wvektoreita, joten yhteenlasku f(v) + f(v') suoritetaan
avaruudessa W . Vastaaval huomiot voidaan tehdd ehdossa .

Huomautus 7.2.3. Olkoon f:V — W lineaarikuvaus vektoriavaruuksien V' ja W
valilla. Koska jokaisella v € V' pitee f(0v) = 0f(v) = 0, niin havaitaan, ettd erityi-
sesti f(0) = 0. Vastaavasti f(—v) = f((—=1)v) = (=1)f(v) = —f(v) jokaisella v € V.
Nidin ollen jokainen lineaarikuvaus kuvaa nollavektorin nollavektoriksi ja vastavektorin
vastavektoriksi.

Huomautus 7.2.4. Lineaarikuvauksen ehdot[1] ja[9 voidaan yhdistid yhdeksi ehdoksi:
kaikilla v,v' € V ja a € R pitee f(av +v") = af(v) + f(v).

Kuvaus, joka on annettu kaavalla, osoitetaan lineaarikuvaukseksi tarkistamalla line-
aarikuvauksen méiritelmén ehdot. Yleensa tdmaé tehdaan tarkistamalla ehdot samanai-
kaisesti kuten edellisessd huomautuksessa todetaan.

Esimerkki 7.2.5. Olkoon f: R? — R3 kuvaus (z,y) — (4x+2y,y—2, v+y). Osoitetaan,
etti f on lineaarikuvaus. Olkoot (z,y), (x',y") € R? ja a € R. Tdlloin

fla(z,y) + (' y) = flaz + 2’ ay + /)
= (4(ax +2') + 2(ay + '), (ay +v') — (ax + '), az + 2" + ay + v/)
= (a(d2 +2y) + 42" + 2/, a(y — 2) + (y —2'),a(z +y) + (@' + )
=aldx +2y,y —z, v +y) + (42’ + 2y 9 — 2’2" + o)
=af(z,y) + f(@"y).

Kuvaus f on siis lineaarinen.
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7.2.1 Kaksi perusesimerkkii lineaarikuvauksista

Annetaan nyt kaksi esimerkkis tdmén kurssin kannalta térkeisté lineaarikuvauksista: li-
neaarikuvaukset sarakeavaruuksien vililld ja sarakeavaruudesta yleiseen vektoriavaruu-
teen.

Tarkein esimerkki lineaarikuvauksesta on matriisien yhteydessé esitelty lineaariku-
vaus fa: R™P — R™*L 2 s Az, missi A € R™*", Kirjataan timé ensimmiiseksi
esimerkiksi.

Esimerkki 7.2.6. Olkoon A € R™" ja tarkastelloan kuvausta fa: R™1 — R™X7,
x — Ax. Matriisitulon perusominaisuuksien perustella kaikilla x,y € R™! ja a € R
patee sekd

fa(z +y) = Az +y) = Az + Ay = fa(z) + fa(y) (7.1)
ettd
falax) = A(az) = aAx = afa(x).

Niin ollen fa on lineaarikuvaus vektoriavaruudelta R™*1 vektoriavaruudelle R™*'. Huo-
maa, etti kaavassa (7.1)) yhteenlasku x4y suoritetaan avaruudessa R™ ! ja yhteenlasku
fa(z)+ faly) avaruudessa R™*1L.

Kirjataan jatkoa varten edellisen esimerkin kuvaus f4 yleiseksi merkinnéksi.

Merkintd 7.2.7. Olkoon A € R™". Lineaarikuvaus fa: R™1 — R™1 on kuvaus
x— Az,

Toinen esimerkki saadaan sarakeavaruuden ja vektoriavaruuden vélisisté lineaariku-
vauksista. Esimerkin tulos jéatetdéan harjoitustehtaviksi.

Esimerkki 7.2.8. Olkoon V wvektoriavaruus ja olkoot vi,...,v, € V. Tdlloin kuvaus
f(Ul,---ﬂ)n): RnX1 — V,
T
= TV + -+ TpUp

Tn

on lineaarikuvaus.

Kirjataan tdménkin esimerkin kuvauksen merkintd f,,
jatkoa varten

..,on) Yleiseksi merkinnéksi

Merkinta 7.2.9. Olkoon V vektoriavaruus ja (vi,...,vy,) jono avaruuden V vektoreita.
Lineaarikuvaus f(y, .. v,): R™ =V on kuvaus

T
= 2101 + -+ TpUn.

Tn
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Huomautus 7.2.10. Mikili V on sarakeavaruus R™ jo A = [vl o vn], ovat ku-
vaukset fa ja fy, ... v, (tietysti) sama kuvaus kurssin Lineaarialgebra ja matriisilaskenta
I perusteella.

Huomautus 7.2.11. Luvussa [9.4 osoitetaan, etti jokainen lineaarikuvaus f: R™ —
R™ 1 saadaan matriisitulosta eli f = fa jollain A € R™ ", ja etti jokainen lineaa-
rikwvaus f: R™1 — V on lineaarikuvaus f = fwr,on) Jollain avaruuden V- jonolla

(Uh s avn)'
7.2.2 Lisaa esimerkkeji lineaarikuvauksista

Matriisitulosta saadaan myos haastavampia esimerkkejé.

Esimerkki 7.2.12. Olkoon A € R™*" matriisi ja tarkastellaan kuvausta f: R™F —
R™*k B s AB. Kuten edellisessikin esimerkissi matriisiavaruudet R™ ¥ ja R™ ¥ ovat
vektoriavaruuksia. Lisiksi matriisitulon ominaisuuksien perusteella kaikilla B, C € Rk
ja a € R pdtee

f(B+C)=A(B+C)=AB+ AC = f(B) + f(C)
ja
f(aB) = A(aB) = aAB = af(B).
Kuvaus f on siis lineaarikuvaus avarvudelta R™* avaruudelle R™*F.

Toinen tarke# luokka lineaarikuvauksia ovat lineaariset funktionaalit eli lineaariku-
vaukset vektoriavaruudelta reaaliluvuille. Huomaa, ettd tdssd hyodynnetaédn tulkintaa,
ettd R on itsessdén vektoriavaruus.

Esimerkki 7.2.13. Useamman muuttujan analyysisscﬂ (eli vektorianalyysissi) funk-

tiota pr;: R — R, (z1,...,2,) — x;, missi i € {1,...,n}, kutsutaan avaruuden R"

i:nneksi koordinaattiprojektioksi. Osoitetaan, ettd funktio pr; on lineaarikuvaus.
Olkoot x = (x1,...,xn) jay = (y1,...,Yn). Tdlldin pr;(x) = z;, pr;(y) = yi ja

pri(z +y) = pri(z1 + Y1, .- Tn + Yn) = i + yi = pri(z) + pri(y).
Lisdkst jokaisella a € R pdtee
pr;(ax) = pr;(axy,...,ax,) = ax; = apr;(x).
Ndéin ollen pr; on lineaarikuvaus.

Myos keskiarvo voidaan tulkita lineaarikuvauksena. Seuraavan esimerkin yksityis-
kohdat jédtetddn harjoitustehtavéksi.

Esimerkki 7.2.14. Keskiarvo funktio k: R® = R, (z1,...,2,) = L (z1+ -+ 2,), on
lineaarikuvaus.

'Eiks pelkistadn siell4.

164



Luvussa [4] sanottiin pistetulon olevan lineaarinen molempien argumenttiensa suh-
teen, ja luvussa |5 kdytettiin terminogiaa, etté tilavuusmuoto on lineaarinen argument-
tiensa suhteen. Nadmé pistetulon ja tilavuusmuodon ominaisuudet vastaavat tdsmélleen
lineaarikuvaukselta vaadittuja ominaisuuksia, kuten seuraavat esimerkit osoittavat.

Esimerkki 7.2.15. Olkoon w € R™ . Maddritelldin funktio g,: R™! — R kaavalla
v v - w. Osoitetaan, ettd g, on lineaarikuvaus.
Olkoot v,v" € R™¥! ja a € R. Télldin

gu(v+v)=@w+V) w=v-w+vw=gy)+ g
ja
guw(av) = (av) - w = a(v - w) = agy(v).

Nain ollen g, on lineaarikuvaus.
Vastaavasti osoitetaan, etti funktio G,: R™1 = R, v — w - v, on lineaarikuvaus.

Esimerkki 7.2.16. Olkoon w: R™! x ... x R™! — R multilineaarikuvaus ja olkoot
wi, ..., w, € R Tilloin jokaisella i € {1,...,n} funktio f: R"™!1 — R, v
W(W1, .oy W1, Uy Wit 1, - - -, Wy ), ON lineaarikuvaus.

FErityisesti funktio D;: R™ — R,

v»—>det[w1 cee Wil UV Wil - wn],

on lineaarikuvaus.

7.2.3 Lineaarikuvaukset ja lineaarikombinaatiot

Lineaarikuvausten perusominaisuus on, ettéd lineaarikuvaus kuvaa lineaarikombinaatiot
lineaarikombinaatioiksi. Tam& ominaisuus itseasiassa karakterisoi lineaarikuvaukset. Kir-
jataan tdmé tulos lemmaksi.

Lemma 7.2.17. Olkoot V ja W wvektoriavaruuksia ja f: V — W kuwvaus. Tdlldin f on

lineaarikuvaus, jos ja vain jos jokaisella k € Z4 ja kaikilla vy, ...,vx €V jaay,...,ax €
R pdtee

flarvr + -+ +agvr) = a1 f(v1) + -+ + ag fok).
Todistus. Oletetaan, ettd f on lineaarikuvaus ja osoitetetaan, ettd kaikilla vy, ..., v € V
jaai,...,a € R pitee

flarvr + -+ apvp) = arf(vr) + - + ap f(vg).

Todistetaan viite induktiolla. Jos k& = 1, niin tdlldin f(ajv1) = aif(v1) ehdon
perusteella. Jos k = 2, niin talloin f(ajv14agve) = f(a1v1)+f(agve) = a1 f(v1)+azf(v2)
ehtojen [1] ja 2| perusteella.

Oletetaan, ettéd viite patee luvulla k € Z,. Olkoot vi,...,vx11 € V vektoreita ja
ai,...,0p+1 € R lukuja. Merkitddn w = ajv; + - - - + agvg € V. Talloin

flarvr + - + apg1vp41) = flarvr + - - + apvp + app1Ve41) = f(W + Apg1V41)-
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Koska
fw+ agr1vk11) = f(w) + flags1vp41) = f(w) + ag1 f (V1)
ehtojen [1] ja 2] perusteella ja
fw) = flarvr + -+ +agvr) = a1 f(v1) + -+ + apf (o)
induktio-oletuksen nojalla, niin
flarvr + -+ + apg1vp41) = ar f(vr) + -+ + apf (vi) + apgr f(vr4).

Tama paattad induktioaskeleen todistuksen.
Oletetaan nyt, ettd kaikilla vy,...,vx € V ja aq,...,a; € R pitee

flarvr + - +agvr) = a1 f(v1) + -+ + ag f (k).
Olkoot v,v" € V ja a € R. Télloin oletuksen nojalla
flo+') = fv) + f(v')
ja
flav) = af(v).

Nain ollen f on lineaarikuvaus. O

7.2.4 Lineaarikuvausten yhdistdminen

Lineaarikuvausten téirkeé perusominaisuus on, etté kahden lineaarikuvauksen yhdistetty
kuvaus on lineaarikuvaus. Todistus on suoraviivainen harjoitus yhdistetyn kuvauksen ja
lineaarikuvauksen maéritelméén liittyen, joten se jatetdén harjoitustehtaviksi.

Lause 7.2.18. Olkoot f: V — W ja g: W — U lineaarikuvauksia avaruudelta V ava-
ruudelle W ja avaruudelta W avaruudelle U. Tdalloin yhdistetty kuvaus go f: V. — U,
v g(f(v)), on lineaarikuvaus.

Lineaarikuvauksille pdtee myos, ettd bijektiivisen lineaarikuvauksen kainteiskuvaus
on lineaarikuvaus.

Lause 7.2.19. Olkoon f:V — W bijektiivinen lineaarikuvaus. Talloin kddnteiskuvaus
=L W =V on lineaarikuvaus.

Todistus. Olkoot w,w’ € W ja a € R. Osoitetaan, etti
fHaw +w') = af H(w) + fH (W),
Kadnteiskuvauksen méaéritelmésté ja kuvauksen f lineaarisuudesta seuraa, etté
F(FHaw + ') = aw + 0" = af (f 7 (w)) + f(f7H () = flaf 7 (w) + f7H (w).
Koska f on bijektio, niin se on erityisesti injektio ja siten

fHaw +w') = af 7Hw) + fH(w).
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7.3 Aliavaruudet

Maéaritelladn nyt vektoriavaruuden aliavaruuden késite.

Maisritelma 7.3.1. Osajoukko W C V' on vektoriavaruuden V aliavaruus, jos
1. avaruuden V nollavektori 0 € V' kuuluu joukkoon W,
2. kaikilla v,w € W pitee v+w € W ja
3. kaikilla a € R ja v € W pdtee av € W.

Tadmi aliavaruuden mééritelmé vastaa tiysin luvussa[3| madritelmad Ainoa ero
on, etté W on vektoriavaruuden V osajoukko, eiké sarakeavaruuden R™ ! osajoukko.
Kaikki tutut aliavaruudet, kuten {0} ja koko avaruus V', ovat siis aliavaruuksia myos
téssd mielessé.

Seuraavan esimerkin osajoukko W C R?*3 on helppo osoittaa aliavaruudeksi suoraan
madritelmésti. Yksityiskohdat jatetdéan harjoitustehtéavéksi.

Esimerkki 7.3.2. Olkoon
. z 0y 2x3 .
W—{[O . O]ER tx,y,z €ER .

Téllsin W on vektoriavaruuden R2%? aliavaruus.

Samalla perustelulla kuin luvussa [3| voidaan osoittaa, ettd annettujen vektoreiden
kaikkien lineaarikombinaatioiden joukko on aliavaruus. Koska todistus on sama, se jatetaan
harjoitustehtévéksi.

Lemma 7.3.3. Olkoon V wvektoriavaruus ja vy, ...,vr € V vektoreita. Tdlloin osajoukko
{alvl+-'~+akvk eV:.ay,...,a, ER} cV
on avaruuden V aliavaruus.

Masritelmé 7.3.4. Vektoreiden vy, ...,v; € V kaikkien lineaarikombinaatioiden jouk-
koa
Sp(vy,...,vk) = {avy + -+ agvp € V:ag,...,ar € R}

kutsutaan vektoreiden vq, ..., v, virittAméaksi aliavaruudeksi.

Viritt4jia kéayttamalla on helppo todeta, ettd esimerkiksi origon kautta kulkevat
suorat ovat aina aliavaruuksia.

Esimerkki 7.3.5. Olkoon V wvektoriavaruus ja v € V nollasta poikkeava vektori, eli
v # 0. Talloin
W={tveV:teR}

on avaruuden V aliavaruus, origon kautta kulkeva vektorin v suuntainen suora.
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Huomautus 7.3.6. Koska R™ on vektoriavaruus, niin lineaarikombinaatioiden avulla
on helppo tunnistaa tutut osajoukot, kuten origon kautta kulkevat suorat ja tasot, aliava-
ruuksiksi. Namda aliovaruudet vaikuttavat hyvin samankaltaisilta kuin sarakeavaruuden
R™ 1 aliavaruudet. Tdmd ei ole sattumaa.

Kuten luvussa |3, my0s téasséd yleisemmaéssi vektoriavaruuksien tilanteessa osajoukko
W C V voidaan todistaa aliavaruudeksi kéyttéden aliavaruuskriteeriota. Todistus sivuu-
tetaan, koska se on tédysin analoginen lemman todistukseen.

Lemma 7.3.7. Olkoon V wvektoriavaruus. Epdtyhji osajoukko W C V' on aliavaruus,
jos ja vain jos av +w € W kaikilla v,w € W ja a € R.

Esimerkki 7.3.8. Olkoon x € R™ vektori ja mddritelliin matriisiavaruuden R™*™

osajoukko
W ={AeR™": Az =0}.

Osoitetaan aliavaruuskriteerion avulla, ettd W on avaruuden R™*™ aliavaruus. Koska

nollamatriisille 0 € R™*™ pitee 0z = 0, niin joukko W on epdtyhji. Olkoot nyt A, B €
W ja a € R. Tadlléin matriisille aA + B pdtee

(aA+ B)x =a(Az)+ Bx=a-0+0 =0,

eli aA+ B € W. Niin ollen W on avaruuden R3*? aliavaruud?]

7.3.1 Esimerkki: Matriisin riviavaruus

Luvussa [3| matriisille A € R™*™ midriteltiin sarakeavaruus Col(A) € R™*! ja nolla-
avaruus Null(A) € R™!. Kolmas matriiseihin liittyvi aliavaruus on matriisin riviava-
ruus, joka on riviavaruuden R ™ aliavaruus.

Misritelmi 7.3.9. Matriisiavaruutta RY™" kutsutaan riviavaruudeksi.

Koska matriisiavaruudet R™*™ ovat vektoriavaruuksia, niin erityisesti myos R™™ on
vektoriavaruus. Néin ollen voidaan tarkastella sen aliavaruuksia.

Maaritelma 7.3.10. Matriisin

A — : c RmXTL

— w, -
riviavaruus Row(A) C RY™™ on aliavaruus
Row(A) = Sp(wy, ..., wn) = {y1w1 + - + ymwm € R 1,y € R},

missi wi, . .., wy € RYX™ ovat matriisin A rivit.

2 Aliavaruutta W kutsutaan kirjallisuudessa vektorin = annihilaattoriksi.
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Matriisin A € R™*" riviavaruus ei siis ole kummankaan sarakeavaruuden R™*! tai
R™*! aliavaruus vaan vektoriavaruuden R1*™ aliavaruus. Kuten sarakeavaruuden Col(A)
tapauksessa, myos aliavaruus Row(A) voidaan ilmaista matriisitulon avulla. Kasitellain
asiaa esimerkin avulla ennen yleisté tulosta.

Esimerkki 7.3.11. Olkoon

11111 255
A_[2 2 2 2 2}€R '
Talloin matriisin A rivit ovat wy = [1 111 1] ja wy = [2 2 2 2 2].
Vektori w € RY5 kuuluu aliavaruuteen Row(A), jos ja vain jos on olemassa sellaiset
Y1, Y2 € Ry etta
w = Y1w1 + Yawa,

missd
yiwy +yows = [y1+2y2 y1+2y2 Y1 +2y2 Y1+ 22y + 2y

Toisaalta matritsitulon laskusddntojen mukaan

11111
[y1 ve] [2 5 5 o 2}=[y1+2y2 yi+2y2 yi+2y v+ 202 y1+ 20

Niin ollen w € Row(A), jos ja vain jos on olemassa sellainen rivivektori [wl wg] €
R>2 ettd
11 11 1}

w=[n yQ][z 2 2 2 9

Kirjataan nyt yleinen tulos, joka antaa tulkinnan &skeiselle esimerkille.

Lause 7.3.12. Olkoon A € R™*™. Tlloin

Row(A) = {y'A € RP"™: y ¢ R™*1},

Todistus. Olkoot w1, ..., w,, matriisin A rivit, eli
A= :

Matriisitulon mé#ritelmén perusteella, jokaisella

Y1
y = : c Rmxl
Ym
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patee

YIwL + -+ YW = (Y1 Ym) : =y'A.

- Wy —

Niin ollen w € Row(A4), eli w = yywy + -+ + Ymwy, jollain y1,...,ym € R, jos ja vain
jos w = y' A, jollain y € R™*1, O

Huomautus 7.3.13. Matriisin A € R™*™ riviavaruuden Row(A) wvoisi esittid myds
matriisin A transpoosin A' sarakeavaruuden avulla. Tdmdi seuraa havainnosta, etti
ytA = (Aly)t jokaisella y € R™¥1. Niin ollen w € Row(A) jos ja vain jos w' € Col(A?).

Huomautus 7.3.14. Matriisin A € R™*™ rivi ja sarakeavaruuden vdlilli on toinenkin
ylldttavi yhteys, nimittiin pdtee, etti dim Row(A) = dim Col(A). Tdmdin voi todistaa
joko elementaaristi palauttamalla matriisi A supistettuun porrasmuotoon tai abstraktim-
min. Tdhdn palataan mydhemmin.

7.3.2 Aliavaruus on vektoriavaruus

On teoreettisesti tédrked huomio, ettd aliavaruus on vektoriavaruus itsesséén. Tamé&
perustuu havaintoon, ettd vektoriavaruuden (V,+,-) laskutoimitusten +: V x V —
Vija-:RxV — V rajoittumat joukkoon, eli funktiot +|wxw: W x W — V ja
rxw: R x W — V ovat aliavaruuden médritelmén nojalla sellaisia, ettd niiden maa-
lijoukoksi voidaan rajoittaa avaruuden V sijasta aliavaruus W. Sanotaan, ettid aliava-
ruus W perii yhteenlaskun ja skalaarikertolaskun avaruudelta V. Kirjataan tdmé huomio
lauseeksi.

Lause 7.3.15. Olkoon (V,+,-) vektoriavaruus ja W C V aliavaruus. Tdlléin W on
vektoriavaruus niilld laskutoimituksilla, jotka W perii avaruudelta V.

Todistus. Merkitddn avaruuden V' laskutoimitusten +: V xV — V ja -: R x V —
V' rajoittumia joukkoon W lyhyesti samoilla merkinnoéilld. Koska jokainen joukon W
alkio on myo6s joukon V alkio, niin selvésti ndmé& uudet laskutoimitukset toteuttavat
méaritelmén ehdot. Selviasti vektoriavaruuden V nolla-alkio 0 € V' voidaan valita
yhteenlaskun neutraalialkioksi avaruudessa W ja vektorin v € W vastavektori on sama
vektori —v kuin avaruudessa V. ]

Tehdéain sama pédttely viela tutussa sarakeavaruuden tapauksessa.

Esimerkki 7.3.16. Avaruuden R™ ! aliavaruus V.C R™ ! on itsessdin vektoriavaruus.
Timd havaitaan toteamalla, etti ehdot[1], [3, [4 ja[6 seuraavat suoraan sarakeavaruuden
R™*1 laskutoimitusten ominaisuuksista. Koska 0 € V, niin vhteenlaskun +: V xV =V
neutraalialkioksi voidaan (tietysti) valita timd nollavektori 0. Ehto@ stis toteutuu. Ehto
[4 seuraa oletuksesta, etti V' on aliavaruus.
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Mainittakoon vield lopuksi, etté koska vektoriavaruuden aliavaruus on itsesséén vek-
toriavaruus, niin voidaan kysyé onko lineaarikuvauksen rajoittumaﬂ aliavaruuteen myos
lineaarikuvaus. Néin todellakin on. Vaikka todistus on ainoastaan mééaritelmien sisallon
ymméartamista, kirjataan tulos kuitenkin lauseeksi.

Lause 7.3.17. Olkoon f:V — W lineaarikuvaus vektoriavaruudesta V' vektoriavaruu-
teen W ja olkoon U C 'V aliavaruus. Tdlloin kuvaus

flo: U =W, uw— f(u),
on lineaarikuvaus.

Todistus. Koska U C V, niin kaikilla u,u’ € U ja a € R pétee

(flv)(au+u') = flau+u') = af(u) + f(u') = a(flv)(u) + (flv)(@).
Koska U on vektoriavaruus, niin f|; on vektoriavaruuksien vélinen lineaarikuvaus. [

Huomautus 7.3.18. Usein kuvauksen f: V — W lihtdjoukon rajoittamisen yhteydessd
rajoitetaan myds kuvauksen maalijoukkoa rajoittuman kuvaan eli kuvauksen fly: U —
W sijasta siirrytddnkin tarkastelemaan kuvausta f|y: U — f(U). Koska molempia ta-
poja kdytetddn rinnakkain, ei ole suositeltavaa merkitd rajoittumaa lyhyesti symbolilla
flu edes tapauksessa fly: U — W waan lihto- ja maalijoukko on mielekdisti aina il-
maista tarkasti. Yksi kdytinnon syy tihdn on se, ettd lihto- ja maalijoukon valinnalla
on merkitystd esimerkiksi kuvauksen injektiivisyyden ja surjektiivisuuden kannalta.

7.4 Lineaarikuvauksen kuva ja ydin ovat aliavaruuksia

Jokaiseen lineaarikuvaukseen liittyy kaksi luonnollista aliavaruutta: ydin ja kuva. Késitteina
namé vastaavat matriisin nolla-avaruutta ja sarakeavaruutta. Tata yhteytté késitelladn
tarkemmin luvussa [9.5

Masritelma 7.4.1. Vektoriavaruuksien V' ja W wilisen lineaarikuvauksen f: V. — W
ydin ker(f) on joukko

ker(f) ={veV: f(v) =0}
ja kuva im(f) on joukko
im(f)={f(v) eW:veV}

Huomautus 7.4.2. Lineaarikuvauksen f ydin on siis origon alkukuva f~1(0).

Lause 7.4.3. Vektoriavaruuksien V' ja W wilisen lineaarikuvauksen f: V. — W ydin
ker(f) on avaruuden V aliavaruus ja kuva im(f) on avaruuden W aliavaruus.

3Palautetaan mieleen, etti kuvauksen f: X — Y rajoittuma osajoukkoon A C X on kuvaus
fla: A=Y, joka on méiritelty kaavalla x — f(x).
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Huomautus 7.4.4. Ytimen ker(f) osoittaminen aliavaruudeksi on analoginen matrii-
sin A nolla-avaruuden Null(A) aliavaruudeksi osoittamisen kanssa. Vertaa tdti todistus-
ta lemman todistukseen. Matriisin A sarakeavaruus Col(A) todettiin aliavaruudeks:
luwvussa [3-5 hyddyntimdlld virittimisen kisitettd, jota meilld ei vield tissi vaiheessa ole
kiytossa. Tamdin vuoksi kuva im(f) osoitetaan aliavaruudeksi suoraan mddritelmdstd.
Vektoriavaruuden virittdmistd kdsitellddin seuraavassa luvussa.

Yleisemmin aliavaruuden kuva lineaarikuvauksessa on aliavaruus. Samoin aliavaruu-
den alkukuva on aliavaruus. Tdmén yleisemmaén tuloksen todistus on olennaisesti sama
kuin lauseen [7.4.3] joten se jatetddn harjoitustehtaviksi.

Lemma 7.4.5. Olkoon f: V — W lineaarikuvaus vektoriavaruudesta V vektoriavaruu-
teen W ja olkoot U C V ja P C W aliavaruuksia. Tdlloin

fO)={flu) eW:uelU}CW
ja

fUP)={veV: flv)eP}CV
ovet aliavaruuksia.

Néiden kommenttien jilkeen olemme valmiit todistamaan lauseen [7.4.3

Lauseen [7.4.3 todistus. Osoitetaan ensin, ettd ydin ker(f) on avaruuden V' aliavaruus.
Kiytetadn osoittamiseen aliavaruuskriteeriota. Koska f(0) = 0, niin joukko ker(f) on
epiityhja. Olkoot nyt v,v" € ker(f) ja a € R. Koska f on lineaarikuvaus ja f(v) =
f(v") =0, niin

flav +7") = fav) + f(v) = af(v) + f(v') =0+ 0 =0.

Néin ollen ker(f) on aliavaruus.

Osoitetaan nyt, ettd im(f) on avaruuden W aliavaruus. Koska f(0) = 0, niin 0 €
im(f) ja joukko im(f) on epityhji. Olkoot nyt w,w’ € im(f) ja a € R. Osoitetaan, ettéi
aw + w' € im(f).

Joukon im( f) miééritelmén nojalla on olemassa sellaiset v,v" € V, etti f(v) = w ja
f(v') = w'. Téllsin kuvauksen f lineaarisuuden nojalla

flav+0") = flav) + f(V") = af(v) + f(V') = aw + w'.
Néin ollen aw 4+ w' € im(f), joten im(f) on aliavaruus. O

Kuvauksen ydin ja kuva on kiinnostavia siitd syysté, ettd ne karakterisoivat lineaa-
rikuvauksen injektiivisyyden ja surjektiivisuuden.

Lause 7.4.6. Olkoon f:V — W lineaarikuvaus avaruudesta V avaruuteen W. Télloin
1. kuvaus f on injektio, jos ja vain jos ker(f) = {0}, ja

2. kuvaus f on surjektio, jos ja vain jos im(f) =W.
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Todistus. Naistd jialkimmé&inen viite on selvd suoraan médritelmésti. Riittad siis todis-
taa ensimméinen véite.

Oletetaan ensin, ettd f on injektio. Koska f(0) = 0 ja f on injektio, niin f~1(0) =
{0}. Koska ker(f) = f~1(0), niin ker(f) = {0}.

Oletetaan nyt, ettd ker(f) = {0}, ja osoitetaan, ettd f on injektio. Oletetaan, etta
v, € V ovat sellaisia, ettd f(v) = f(v'). Koska f on lineaarinen, niin f(v —v') =
f(v) = f(v") = 0. Néin ollen v — v € ker(f), eli v — v" = 0. Néin ollen v = v ja kuvaus
f on injektio. O

Huomautus 7.4.7. Lauseen paljastaa analogian lineaarikuvauksen f alkukuva-
joukkojen f~1(w) rakenteen ja yhtilon Ax = b ratkaisujoukon wvililli. Kuten matrii-
siyhtdlolle, lineaarikuvaukselle pdtee seuraava ominaisuus. Olkoon f:V — W lineaari-
kuvaus ja w € im(f). Olkoon myds v € V' sellainen vektori, ettd f(v) = w. Tdlloin

fHw) ={v+v € V:v €ker(f)}. (7.2)
Luvussa [3 esiteltyi merkintitapaa kiyttien voidaan siis kirjoittaa, etti

fHw) = v + ker(f). (7.3)

7.5 Esimerkki: Funktioavaruudet

Tarkastellaan nyt funktioavaruuksia motivoivana esimerkkiné vektoriavaruuksista.

7.5.1 Jatkuvien funktioiden avaruus C(]a, b|)

Konkreettisuuden vuoksi tarkastellaan aluksi differentiaalilaskennasta tuttuja esimerk-
kejé. Olkoon |a,b[C R reaaliakselin véli, missd —oo < a < b < oo. Olkoon C(]a, b[)
kaikkien jatkuvien funktioiden |a, b[— R joukko eli

C(Ja,b]) = {f: ]a,b[— R | f on jatkuva}.

Jatkuvia funktiota koskeva perustulos on, ettd jatkuvien funktioiden f: ]Ja,b[— R ja
g: |a,b[— R summafunkio

f+g:]la,b[—= R, x— f(z)+9(9) (7.4)

on myds jatkuva. Esimerkki summafunktiosta kuvassa
My6s jatkuvan funktion f: ]Ja,b[— R ja luvun A € R tulo, eli funktio

(Af):]a, b= R, xw— Af(x), (7.5)

on myos jatkuva.
Namé kaavat médrittelevit jatkuvien funktioiden |a,b[— R joukossa yhteenlaskun
ja skalaarikertolaskun

+: C(Ja,b]) x C(Ja, b)) = C(la,b]), (f,9) = [+,
- R x C(]a,b]) = C(Ja, b)), (a,f)— af.
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Kuva 7.1: Funktioiden f1: R — R, z — (|z| — z)/2, ja fa: R = R, x — (|z] + x)/2,
summa fj + fo on itseisarvofunktio f: R — R, z — |z|. Kuvassa vasemmalla funktioiden
f1 ja fo graafit. Funktion f graafi oikealla.

Reaalilukujen yhteen- ja kertolaskun ominaisuudet siirtyvit suoraan laskutoimitus-
ten + ja - ominaisuuksiksi ja on helppo havaita, ettd vektoriavaruuden aksioomat —@
ovat voimassa.

Osoitetaan ensimméinen ehto aksioomasta (2). Olkoot f,g,h € C(]a,b[). Téllsin
jokaisella x €]a, b[ pétee

((f+g)+h)(x) = (f+g)(@)+h(z) = f(x)+9(z)+h(z) = f(2)+(g+h)(x) = (f+(g+h))(2).

Néin ollen (f +¢g) +h = f+ (g + h). Muut vektoriavaruuden aksioomat tarkistetaan
samoin. Kolmikko (C(]a,b[),+, ) on siis vektoriavaruus.

Huomautus 7.5.1. Tdssd esimerkissd on kdsitelty konkreettisuuden vuoksi jatkuvia
funktioita rajoitetulla vililli Ja, b. Samat argumentit pitevit kaikilla reaaliakselin vileilli
A C R ja erityisesti reaaliakselilla itsellidn eli joukko C(A) varustettuna kaavoilla
ja 7.8 médritellyilli laskutoimituksilla on vektoriavaruus. Erityisesti C([a,b]), C([a,b]),
C(Ja,b]), C(Ja,0]), C([a,x[), C(] — o0, b]), C(] —o0,b]) ja C(R) ovat vektoriavarvuksia
kaikilla a < b.

7.5.2 Derivoituvien funktioiden avaruus

Olkoon |a, b| reaaliakselin véli kuten edellisessé esimerkissi. Differentiaalilaskennassa
osoitetaan, ettd jos funktiot f, g: |a, b|— R ovat kaikkialla derivioituvia, niin silloin myos
niiden summafunktio f+g: |a, b|— R on kaikkialla derivoituva. Differentiaalilaskennassa
osoitetaan my0s, ettd vakiolla kertominen ei muuta derivoituvuutta eli jokaisella A € R
funktio Af: |a,b[— R on derivoituva.

Mairitelldin nyt joukko

D(Ja,b]) = {f:]a,b[— R | f on derivoituva}.
Y14 tehdyt huomiot osoittavat, ettd funktio +: D(]a, b[) x D(]a,b[) — D(]a,b[), missd

(f +9)(x) = fz) + 9()

174



kaikilla x €]a, b, on hyvin méiritelty laskutoimitus joukossa D(]a,b[). Vastaavasti ha-
vaitaan, ettd skalaarikertolasku -: R x D(]a,b[) — R, joka on méértelty kaavalla

(Af)(@) = Af(x)

kaikilla z €]a, b], on hyvin mééritelty.
Koska laskutoimitukset on méaritelty samoilla kaavoilla kuin jatkuvien funktioiden
tapauksessa on suoraviivaista tarkastaa, ettd kolmikko (D(]a, b[), +, -) on vektoriavaruus,

Huomautus 7.5.2. Jilleen kdsittely voidaan laajentaa kaikille vileille A C R, kun-
han derivaatan mddritelmd pddtepisteissd ymmdrretddan toispuoleisena derivaattana, eli
joukko D(A) on vektoriavaruus, kun yhteen- ja skalaarikertolasku mddritelldin kaavoilla

ja[73
7.5.3 Funktioavaruudet .7 (X)

Esimerkit C(A) ja D(A) ovat erikoistapauksia yleisemmisté funktioavaruuksista. Olkoot
X mielivaltainen joukko ja .7 (X) kaikkien funktioiden f: X — R joukko. Télloin C'(A)
ja D(A) ovat joukon .# (A) osajoukkoja.

Kaikkien funktioiden joukko .#(X) on siis joukko

F(X)={f: X - R| f on funktio}.
ja joukon .Z (X) alkiot ovat siis funkiota.

Esimerkki 7.5.3. Olkoon X =|0, 1] reaaliakselin R vdli. Tdlloin funktio f:]0,1[— R,
x> 22+ 1, on joukon F(X) alkio eli f € F(X). Myds funktio g: ]0,1[— R, joka on

mddritelty kaavalla
—1, 2<1/2
9(x) _{ z+1, z>1/2
on joukon Z(X) alkio eli g € F(X).
Avaruudet .% (X) antavat siis yleisen kontekstin tutummille funktioavaruuksille C'(A)
ja D(A). Témén materiaalin kannalta térkeimmit esimerkit ovat kuitenkin funktioava-

ruuksia # (X), missé X on dérellinen joukko. Syy tdhén on se, ettd ndmé funktioava-
ruudet tulevat antamaan esimerkkejé dérellisulotteisista vektoriavaruuksista.

Esimerkki 7.5.4. Olkoon X = {a,b,c} joukko, jossa on kolme alkiota eli a # b, a # ¢
ja b # c. Tdlloin esimerkiksi funktio f: X — R,

3, r=a
T — -3, z=b
3, x=c

ja funktio g: X — R, joka on mddritelty kaavalla

-8, x=a,b

g(x) = L z—o

kuuluvat joukkoon F (X)) eli joukoon Z ({a,b,c}).
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Edellisessé esimerkissé funktiot f ja g médriteltiin pisteittdin kiyttden hyviksi jou-
kon alkioille annettuja symboleja. Jos joukon X alkiot numeroidaan, voidaan mééritella
funktioita hy6dyntéien téitd numerointia.

Esimerkki 7.5.5. Olkoon X = {p1,...,pn} joukko, jossa on n alkiota. Tdlldin sekdi
funktio f: X = R, p — (=1)*, etti funktio g: X — R, joka on mddritelty kaavalla

g(w) =

I

2k +3, = =ps, k on pariton
0, = =pg, k on parillinen

kuuluvat joukkoon F(X).

Huomautus 7.5.6. FEdellisissid esimerkeissid on esitelty vaihtoehtoisia tapoja esittid
funktioita, joita tullaan kdyttamddn jatkossa. Tdssd materiaalissa oletetaan, ettd funk-
tion kdsite ja ylld kdytetyt merkinndt ovat tuttuja silli tasolla kuin niitd on kdsitelty
Johdatus yliopistomatematiikkaan kurssilla. Jatkuvien, derivoituvien tai integroituvien
funktioiden teoriaa ei tdlld kurssilla tarvita lukiomatematiikan laajuutta enempdd.

Jokaisessa funktioavaruudessa on kaksi erityistd osajoukkoa funktioita: vakiofunk-
tiot ja (pisteen) karakteristiset funktiot. Molemmilla tulee olemaan oma roolinsa jat-
kossa. Vakiofunktiot antavat esimerkin funktioavaruuden aliavaruudesta ja karakteristi-
set funktiot antavat luonnollisen kannan funktioavaruudelle .% (X), jos X on &érellinen
joukko. Molempia aiheita késitellddn tarkemmin, kun ndiden ké&sitteiden yhteydessé.

Maésritelma 7.5.7. Olkoon X joukko. Funktio f: X — R on vakiofunktio, jos on
olemassa sellainen luku A € R, etti f(x) = X jokaisella v € X.

Masritelmé 7.5.8. Olkoon X joukko ja A C X osajoukko. Funktio f: X — R on
joukon A karakteristinen funktio, jos

w-{g 14

Huomautus 7.5.9. Aihepiiristi riippuen joukon karakteriselle funktiolle voidaan antaa
erityinen merkintd. Joukon A C X karakterisista funktioista voidaan merkiti esimer-
kiksi merkinndlld x4: X — R eli xa(x) =1, jos x € A ja xa(x) =0, jos x & A.

Asrellisen joukon X tapauksessa ns. pisteen karakteriset funktiot muodostavat tirkesin
luokan karakterisia funktiota. Vaikka kyseessé on joukon karakterisen funktion erikois-
tapaus, annetaan mairitelmé kuitenkin myo6s formaalisti.

Maaritelméa 7.5.10. Olkoon X joukko ja p € X. Funkiota xp: X — R,

1, z=p
xH{o,m¢o

kutsutaan pisteen p karakteristiseksi funktioksi.
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Laskutoimitukset funktioavaruuksissa

Joukko .Z(X) funktioiden yhteen- ja skaalarikertolaskulla varustettuna on vektoria-
varuus eli kun yhteenlaskuksi +: .7 (X) x #(X) — Z#(X) ja skalaarikertolaskuksi
R x Z(X) - Z(X) valitaan kaavoja [7.4] ja vastaavat laskutoimitukset eli las-
kutoimitukset, jotka on mé&iritelty kaavoilla

(f +9)(x) = f(z) + g(z)
ja
(Af)(@) = Af(x)
kaikilla f,g € #(X), A € R ja € X. Niitd laskutoituksia kutsutaan yleisesti funk-
tioiden (luonnollisiksi) yhteen- ja skalaarikertolaskuiksi. Huomaa, etté jokaisella x € X

alkiot f(x) ja g(x) ovat lukuja ja laskutoimitukset f(x)+g(z) ja Af(z) ovat reaalilukujen
yhteen- ja kertolasku.

Huomautus 7.5.11. Avaruuden % (X) mddritelmd olisi voitu antaa vieldkin yleisem-
min muodossa F (X, V), missa V' on vektoriavaruus. Tamd yleistys jatetidn kiinnostu-
neelle lukijalle.

Huomautus 7.5.12. Avaruudet C(A) ja D(A) ovat avaruuden F(A) aliavaruuksia.
Lisiksi D(A) on avaruuden C(A) aliavaruus.

Esimerkkind funktioavaruuden .# (X)) aliavaruudesta osoitetaan, ettd vakiofunktiot
muodostavat aina avaruuden .% (X) aliavaruuden.

Esimerkki 7.5.13. Olkoon X joukko ja ¥ (X) = {f: X — R | f on vakiofunktio}
avaruuden F (X) osajoukko. Osoitetaan, etti ¥ (X) on aliavaruus. Kéytetdin aliavaruus
kriteerioita. Huomaa, ettd selvisti nollafunktio kuuluu joukkoon ¥ (X).

Olkoot f,g € V(X) ja a € R. Koska f ja g ovat vakiofunktioita, niin on olemassa
sellaiset vakiot ¢y € R ja cg € R, etti f(x) = cy ja g(x) = cg jokaisella v € X. Koska

(af +g)(z) = af(x) + g(x) = acy + ¢4

jokaisella x € X, niin af + g on vakiofunktio. Osajoukko ¥ (X) on siis aliavaruus.

Adrellisen joukon reaaliarvoisten funktioiden avaruus

Tarkastellaan nyt esimerkinomaisesti tilannetta funktioavaruutta .% (X)), kun X on dérellinen
joukko. Osa yleisista viitteistd jatetddn harjoitustehtéviksi.

Esimerkki 7.5.14. Olkoon X = {a,b,c} kolmen alkion joukko ja olkoot f: X — R ja
g: X — R funktioita kuten esimerkissi[7.5.4 Madritetiin funktiot f +g: X — R ja
Af: X > R.

Funktion f+ g: X — R arvot ovat

(f +9)(a) = f(a) + g(a) =3+ (-8) = =5
(f+9)(b) = f(b) +9(b) = =3+ (-8) = 11



ja
(f+9)(c)=flc)+glc) =3+1=4.

Nidin ollen funktio f + g: X — R on mddaritelty kaavalla

-5, T=a
r—< =11, z=1»
4, x=c

Vastaavasti saadaan, ettd funktio 4f: X — R on funktio

12, z=a
=< =12, z=0
12, =z =

Edellinen esimerkki saattaa vaikuttaa liiankin konkreettiselta. Sen varsinainen moti-
vaatio on kuitenkin toimia pohjustuksena huomiolle, etta d4rellisen joukon reaaliarvoiset
funktiot ovat karakterististen funktioiden lineaarikombinaatioita.

Esimerkki 7.5.15. Olkoon X = {a,b,c} kolmen alkion joukko ja olkoot f: X — R ja

g: X — R funktioita kuten esimerkissi[7.5.4 Tdlléin molemmat funktiot f ja g voidaan

kirjoittaa karakterististen funktioiden xq, Xp jo Xc lineaarikombinaatioina.
Tarkastellaan funktiota f ja etsitidn sellaiset luvut g, Ap, \c € R, etti

f = >\aXa + >\bXb + >\cXc- (76)

Palautetaan mieleen, etti kaksi funkioita ovat samat, jos niilld on sama lihtd- ja
maaliavaruus sekd sama arvo jokaisessa lihtdjoukon pisteessi. Ndiin ollen yhtdls (|7.6))
toteutuu, jos ja vain jos jokaisella x € X pdtee

f(x) = )\aXa(x) + )\bXb(x) + )\cXc(x)'

Kdydddn ldpt kaikki tapaukset.
Jos © = a, niin karakteristisen funktion mdadritelmdn mukaan xq(a) =1, xp(a) =0
ja xc(a) = 0. Ndin ollen saadaan yhtdilo

fla)=Xa-14+X-04+X-0=Aq.
Vastaavasti tapauksissa x = b ja © = ¢ saadaan yhtdlot
f(b) =X
ja
£(e) = A

Ndain on havaittu, ettd yhtilon (7.6 toteutumisen vdlittdmdton ehto on, ettd A\g =
fla), \p = f(b) ja A\c = f(c). Toisaalta kiymdlld tapaukset samalla tavalla lipi, havai-
taan, ettd

((fla)xa + fO)xb + f(e)xe) (x) = f(2)
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jokaisella x € X. Ndin ollen

f=fla)xa+ fO)xo + f(e)Xe = 3Xa — 3xb + 3Xe-

Vastaavasti
9= —8Xa — 8Xb + Xe-

Huomautus 7.5.16. Mikdli edellinen esimerkki ei ollut entuudestaan tuttu kannattaa
tissd vaiheessa hieman pysdhtyd. Esimerkistd huomaa selvisti konseptuaalisen eron itse
funktion f ja sen arvon f(x) pisteessi v € X kanssa. Tdamd ero nikyy erityisen selvisti
niissd kohdissa, joissa tarkastellaan toistaalta funktioiden yhtdsuuruutta ja funktioiden
arvojen yhtisuuruutta jokaisessa pisteessd. Toisaalta sama ero ndkyy myds, kun luvut
Aa, A\p Jja Ae on mddritetty ja todettu, ettd ne ovat funktion f arvot pisteissi a, b ja c.

Lineaarialgebrallinen tulkinta tdstd ilmiostd on, ettd esimerkissd funktio f on vekto-
riavarvuden F(X) alkio ja funktion f arvot pisteissd a, b ja ¢ tulevat olemaan vektorin
f koordinaatit kannassa (Xa, Xb, Xc)-

Lineaarikuvaukset #irellisen joukon reaaliarvoisten funktioiden avaruudelta

Funktioavaruuksiin .# (X) liittyy luonnollisia lineaarikuvauksia, joista yleisin on ns. eva-
luaatiofunktionaali.

Esimerkki 7.5.17. Olkoon X joukko, p € X ja ey: #(X) — R kuvaus

f—= f(p).

Evaluaatiofunktionaali ey, liittdd siis jokaiseen joukon X reaaliarvoiseen funktioon f: X —
R tamdn funktion arvon pisteessd p. Kdyttien toista merkintaa, evaluaatiofunktionaali
ep: F(X) — R on siis kuvaus, joka on mddritelty kaavalla

jokaisella f € F(X).

Huomaa, etti e, on siis kuvaus, jonka argumenttina ei ole piste p vaan joukon F(X)
alkio eli funktio f — X — R.

Osoitetaan, etti ey: F(X) — R on lineaarikuvaus. Tulee siis osoittaa, ettd

ep(f +9) = ep(f) +eplg) (7.7)

kaikilla f,g € F(X) ja ettd
eplaf) = aey(f) (7.8)

jokaisella f € F(X) ja a € R.
Olkoot f,g € F(X). Tdilléin

ep(f+9)=(f+9)p) = f(p) +9(p) = ep(f) + ep(g)
Niin ollen yhtdlo (7.7) on voimassa. Yhtilo (7.8]) osoitetaan samoin.
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Asrellisen joukon X tapauksessa tutut operaatiot, kuten keskiarvo, antavat esimerk-
kejé lineaarikuvauksista.

Esimerkki 7.5.18. Olkoon X = {p1,...,pn} ddrellinen joukko, jossa on n alkiota.
Mdiritelldin kuvaus k: F(X) — R kaavalla

() L@ )

n

kaikilla f € F(X).
Osoitetaan, etti k on lineaarikuvaus. Olkoot f,g € F(X) ja a € R. Tdilloin

(af +9)(p1) +--- + (af + 9)(Pn)
_ (@f(p1) +9(p1)) +---(af (Pn) + 9(pn))
_ (@f() +---+af(p) + (9(P1) +- - +9(Pn))

_ )t fn) o g(py) et g (pn)

— ar(f) + r(9)-

Kuvaus k on siis lineaarikuvaus.

rlaf +g) =

Tarkastellaan viimeisené esimerkkiné lineaarikuvausta, joka vahentda funktiosta sen
keskiarvon. Témé antaa esimerkin lineaarikuvauksesta funktioavaruudesta itseensi.

Esimerkki 7.5.19. Olkoon X = {pi,...,pn} ddrellinen joukko, jossa on n alkiota
ja olkoon k: F(X) — R keskiarvokuvaus kuten edellisessd esimerkissd. Mddritellddn
kuvaus o: F(X) = F(X) kaavalla

(e(f)(@) = f(z) = K(f)

kaikilla f € F(X) jax € X.

Huomaa, etti funktio f € #(X) on kuvauksen o argumentti. Koska kuvauksen o ar-
vo o(f) pisteessi f € F(X) on funktio o(f): X — R, niin o(f) mddritelliin antamalla
sen arvo jokaisessa joukon X pisteessd.

Osoitetaan nyt, etti o on lineaarinen. Olkoot f,g € #(X). Tilloino(f+g): X = R
on funktio, joka pisteessi x € X saa arvon

o(f +9)(x) = (f+9)(x) — x(f +9).
Koska k: .7 (X) — R on lineaarinen, niin k(f + g) = x(f) + x(g). Ndiin ollen

o(f+9))=(f+9)(=) - k(f+9)
= f(x) + g(x) = (5(f) + K(9))
= (f(z) = s(f)) + (9(z) — r(9))
= o(f)(z) +a(g)(x)
= (o(f) +a(9))(=)
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jokaisella x € X eli

a(f+9) =o(f) +a(g).
Vastaavasti osoitetaan, ettd
o(af) = ao(f)
kaikilla f € Z(X) ja a € R. Kuvaus o: % (X) — Z#(X) on siis lineaarinen.

Tarkastellaan vield kuvausten x ja o ytimid esimerkkeind avaruuden .#(X) aliava-
ruuksista.

Esimerkki 7.5.20. Olkoon X = {p1,...,pn} ddrellinen joukko, jossa on n alkiota, ja
olkoon k: F(X) — R lineaarikuvaus kuten esimerkissi|7.5.18,
Olkoon f € ker k. Talloin

Ndin ollen

flpn) = =(f(p1) + -+ + f(Pn-1))-

Ydin ker k on stis aliavaruus

kerrw ={f: X = R | f(pn) = —(f(p1) + -+ f(Pn-1))}-

Esimerkki 7.5.21. Olkoon X = {p1,...,pn} ddrellinen joukko, jossa on n alkiota, ja
olkoon o: .Z(X) — R lineaarikuvaus kuten esimerkissi|7.5.19
Olkoon f € kero. Tdllgin

jokaisella x € X. Ndin ollen
f(@) = K(f)

jokaisella x € X. Koska k(f) on luku, niin f on vakiofunktio.
Ydin ker o on siis vakiofunktioiden aliavaruus

kero ={f: X - R | f on vakio}.

7.5.4 Polynomien vektoriavaruudet

Polynomit muodostavat derivoituvien funktioiden aliavaruuksia.
Olkoon A C R reaaliakselin vili. Funktio p: A — R on polynomi, jos on olemassa
n € N ja sellaiset luvut ag,...,a, € R, etta

p(z) = anz™ + ap_12" 1 + -+ a1x + ag

jokaisella = € R. Lukuja ag,...,a, kutsutaan polynomin p kertoimiksi. Lis&ksi lukua
n € N sanotan polynomin p asteeksi, jos a, # 0 ja a,, = 0 kaikilla m > n.
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Olkoon Z(A) kaikkien polynomien p: A — R joukko ja olkoon Z,(A) kaikien
korkeintaan astetta n € N olevien polynomien p: A — R joukko.

Mikali p ja g ovat polynomeja joukossa Z(A), niin selvésti niiden summa p + ¢ on
polynomi ja jokaisella A € R funktio Ap on polynomi. Téassé yhteenlasku ja skalaariker-
tolasku ovat edelld késitellyt funktioiden yhteen- ja skalaarikertolasku. K&ymélla 1dpi
vektoriavaruuden aksioomat f@ havaitaan, ettd &2 ja jokainen &, ovat vektoriava-
ruuksia. Témé voidaan kuitenkin havaitaan suoraviivaisemmin toteamalla, ettd joukot
P ja Py, ovat derioituvien funktioiden avaruuden D(A) aliavaruuksia.

Jatkossa reaaliakselin polynomifunkitioiden avaruuksista Z(R) ja Z2,(R) tullaan
kiayttaméaan lyhyempid merkintéja &2 = Z(R) ja &, = Z,(R).

Polynomien yhteen- ja skalaarikertolasku kertoimittain

Polynomien yhteen- ja skalaarikertolasku voidaan suorittaa kertoimittain seuraavasti.
Olkoot p: A - R, z +— anz™ + - -+ ap, jaq¢: A = R, z+— byx™ + - - - + by, polynomeja
sekd A € R. Tallsin p+ ¢: A — R on polynomi z — (ay, + by)z"™ + -+ - + (ag + by), silla
jokaisella x € A pétee

(p+ a)(x) = p(x) + q(z)
= (anz" + -+ ag) + (bpz™ + +--- + bo)
=apx" + - +ap+ by ++---+ by
= (apx™ + bpx™) + -+ (ap + bo)
= (an +bp)z" 4+ -+ + (ap + bo).

Vastaavasti osoitetaan, ettd Ap: A — R on polynomi & — Aapx™ + - - - + Aag.

Huomautus 7.5.22. Polynomin mddritelmdssd mikddn ei suoraan sano, ettd polyno-

min kertoimet tai aste olisivat yksikdsitteisida. Ndin tulee kuitenkin olemaan.

7.5.5 Derivaatta lineaarikuvauksena

Avaruutta D(A) yleisemmin kdytossé on jatkuvasti derivoituvien funktioiden avaruus
CHA)={f: A—=R| fe D), feC(A)}

Otetaan tunnettuna, etti C*(A) on vektoriavaruus tavallisilla funktioiden yhteen- ja
skalaarikertolaskulla.

Differentiaalilaskennassa osoitetaan, ettd derivoituville funktioille f,g € A — R
pitee (f + ¢)'(z) = f'(z) + ¢ (x) ja (\f)(z) = Af'(z) kaikilla z € A. Niin ollen
(f+9) =1 +4dja(\f) =\ kaikilla f,g € D(A) ja A € R. Kuvaus

D: D(A) —» Z(A), f— f,

on siis lineaarikuvaus.
Yleisemmin kéytetty on saman kaavan méédrittelemé lineaarikuvaus

D: CHA) = C(A), fs 1.
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Koska polynomit ovat jatkuvasti derivoituvia, niin sama kaava mé#rittelee myos
lineaarikuvaukset
D: 2(A) — P(A), p—7,
ja
D: Z,(A) = Z,(A), p= 7,

jokaisella n € N.

7.5.6 Integraali lineaarikuvauksena

Integraalilaskennassa osoitetaan, ettd suljetulla ja rajoitetulla valilla [a,b] méadritellyt
jatkuvat funktiot ovat integroituvia ja etti integroituvien funktioiden summat ja tulot
vakioiden kanssa ovat integroituvia. Liséksi

/abf(a:)—I—g(fc)dx:/abf(ﬂc)dx—l—/abg(:c)da:.
"’ /ab)\f(x)dx—)\/abg(x)dx.

Vilin [a, b] yli integroiminen méérittelee siis lineaarikuvauksen

B b
I: C([a,b]) = R, f'—>/ f(x)dz,

jatkuvien funktioiden avaruudelta reaaliluvuille[]
Integraalilaskennassa osoitetaan myos, ettd jatkuvalla funktiolla f: [a,b] — R on
integraalifunktio F': [a,b] — R, joka on médritelty kaavalla

Flz) = /zf(t) dt

kaikilla = € [a,b], ja jolla on ominaisuus F’'(xz) = f(z) kaikilla = € [a,b]. Néin ollen
F € C'([a,b]).

Integraalin ominaisuuksista seuraa, etti kuvaus I: C([a, b]) — C([a, b]), joka liitt#d
funktioon f sen integraalifunktion F', eli kuvaus I on mééritelty kaavalla

1)@ = | " f(h) .

Ttse asiassa jatkuvien funktioiden avaruus voidaan téssi vaihtaa integroituvien funktioiden avaruu-
teen, joka on my0s vektoriavaruus funktioiden yhteen- ja skalaarikertolaskun suhteen.
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missé = € [a, b], médritelty kuvaus on lineaarinen. Osoitetaan vield kuvauksen I lineaa-
risuus. Olkoot f,g € C([a,b]) ja A € R. Télloin jokaisella = € [a, b] piitee

(10 +9) (@) = [ O ) dt
_ / () + g(t) dt

a
x

:A/jf(t)dH/ o(t) dt

a

= A f)(@) + (Ig)(x) = (M f + Ig) ().

Niin ollen
INf+g)=XMf+1g.

Kuvaus I on siis lineaarinen.
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Luku 8

Airellisulotteisten
vektoriavaruuksien teoria

T&hén lukuun on kerdtty dérellisesti viritettyjen vektoriavaruuksien teorian térkeimmiéit
tulokset:

e jokaisella d&rellisesti viritetylla vektoriavaruudella on kanta,

e jokaisella a#rellisesti viritetylld vektoriavaruudella on dimensio,
e jokainen virittdva jono siséltdd kannan ja

e jokainen vapaa jono voidaan laajentaa kannaksi.

Liséksi késitelldan nédiden tulosten tarkeimpié seurauksia.

8.1 Virittdminen, vapaus ja kanta

Virittdmisen ja vapauden kisitteet méaritelli&in yleisille vektoriavaruuksille kuten lu-
vussa |3| aliavaruuksien tapauksessa. Paljastuu, ettd monet tulokset todistetaan téssé
yleisemméssé tilanteessa aivan samoin kuin luvun [3| tapauksessa.

Maisritelmé 8.1.1. Vektoriavaruus V' on &dérellisesti viritetty, jos on olemassa k € N
ja sellaiset vektorit vy, ... vy € V, ettd Sp(vy,...,vx) = V.

Huomautus 8.1.2. Jatkossa kiytetidin konventiota, etti nolla-avaruus {0} on tyhjin
jonon virittamd, eli {0} = Sp(0). Tdmdn voi tulkita tarkoittavan, etti aliavaruuden {0}
virittamiseen ei tarvita vektoreita, vaikkakin on mydés totta, etti {0} = Sp(0). Tdssd esi-
tyksessd syy tdlle konventiolle on, ettd nollavektorin muodostama yhden alkion mittainen
jono (0) ei ole kohta annettavan mddritelmdn mukaan vapaa jono.

Esimerkki 8.1.3. Olkoon A C R reaaliakselin vili ja n € N. Olkoot myds pr: A — R,
x> x¥, jokaisella k € {0,...,n}, missi py on vakiofunktio x v 1. Tdlloin P, (A) =
Sp(po, - - -, pn). Ndin ollen P, (A) on ddrellisesti viritetty.
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Esimerkki 8.1.4. Olkoon X ddrellinen epdtyhjd joukko, jossa on n pistettd. Mddritellidn
jokaisella p € X funktio xp: X — R kaavalla

Tdlloin jokaisella f: X — R pdtee

F=>1®)x

peX

(Tarkka todistus jitetddn harjoitustehtiviksi.) Ndiin ollen .7 (X) = Sp(Xpis---» Xpn)s
missi {p1,...,pn} = X. Erityisesti F(X) on ddrellisesti viritetty.

Lauseessa osoitettiin avaruuden R™*! tapauksessa, ettd Sp(vy,...,vx) C R?*!
on aliavaruus kaikilla vy, ..., v, € R™*!. Sama todistus pitee sanasta sanaan, kun ava-
ruus R™*! vaihdetaan yleiseen avaruuteen V. Tamin vuoksi todistusta ei tissé toisteta.
Kirjataan tdmé& tulos kuitenkin lemmaksi jatkoa varten.

Lemma 8.1.5. Olkoot V' wektoriavaruus ja olkoot wy, ..., wy € V. Tdlléin osajoukko
W = Sp(wi, ..., wn) on avarvuden V alicvaruus.

Huomautus 8.1.6. Itseasiassa myds lauseen tulos, ettd Sp(vy,...,vE) on pienin
aliavaruus, joka sisdltdd vektorit vy, ..., v, on voimassa. Jilleen todistus on aivan sama
kuin avarvuden R™ tilanteessa.

Lineaarinen riippumattomuus ja jonon vapaus mééritellasin kuten sarakevaruuden
tapauksessa.

Misritelma 8.1.7. Vektoriavaruuden V' wvektorit vy, ..., v, ovat lineaarisesti riippu-
mattomia, jos kaikilla a1, ...,ar € R yhtdlostd

a1vy + -+ agvg =0

seuraa a; = ag = --- = a, = 0.
Madritelma 8.1.8. Avaruuden V' wvektoreiden jonoa (vi,...,vx) kutsutaan vapaaksi,
jos wvektorit vy, ..., v ovat lineaarisesti ritppumattomia. Jonoa, joka ei ole vapaa, kut-

sutaan sidotuksi.

Adrellisesti viritetyn avaruuden kanta voidaan nyt mééritelld seuraavasti.

Miiritelmi 8.1.9. Adrellisesti viritetyn vektoriavaruuden V vektoreiden v1, . . ., vy jo-
no (vi,...,vx) on avaruuden V kanta, jos vektorit vy,...,v; ovat lineaarisesti riippu-
mattomia ja virittdvit avaruuden V- eli V.= Sp(vy,...,vk).

Huomautus 8.1.10. Huomautuksen perusteella voidaan tulkita, ettd myds ava-
ruudella {0} on kanta, ns. tyhji kanta (). Huomaa, etti (0) ei ole avaruuden {0} kanta,
koska jono (0) ei ole vapaa.
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Kootaan nyt muutamia esimerkkejé vektoriavaruuksien kannoista. Esimerkkien yk-
sityiskohdat jatetddn harjoitustehtaviksi.

Esimerkki 8.1.11. Avaruuden R™*! standardikanta (e1, ..., e,) ja avaruuden R™ stan-
dardikanta (e1, ..., e,) ovat kantoja.
Esimerkki 8.1.12. Olkoon (vy,...,v,) avaruuden R™*! kanta. Télloin jono (vi,... vl)

on avarvuden RY™*™ kanta.

Esimerkki 8.1.13. Alkeismatriisien yhteydessi (luvussa esitellyt matriisit EP"
muodostavat matriisiavaruvuden R™ ™ kannan. Tarkemmin sanottuna jokaisella m > 1
jan > 1 jono (EY,... E™ E?' . . E™) on avaruuden R™*" kanta. Tétd kantaa
kutsutaaan avarvuden R™*" standardikannaksi.

Esimerkki 8.1.14. Esimerkin jono (po, - ..,pn) on avarvuden Pn(A) kanta.
Esimerkki 8.1.15. Esimerkin Jjono (Xpys---» Xpn) 0N avaruuden Z (X) kanta.

Huomautus 8.1.16. Tarkkaavaiset lukijat jo huomasivatkin, ettd mddritelmdssd kan-
ta mdadritellddn ainoastaan ddrellisesti viritetyille vektoriavaruuksille. Itseasiassa kanta
voidaan madritelld kaikille vektoriavaruuksille, myds sellaisille, jotka et ole ddrellisesti
viritettyjd, jo yleinen tulos on ettd aivan jokaisella vektoriavaruudella on kanta. Tosin,
jos avaruus ei ole ddrellisesti viritetty, niin tdlloin avaruuden kanta ei vastaa sitd in-
tuitiota, joka saatiin luvussa[3. Koska timi kdsittely johdattaa tiysin toiseen aiheeseen,
mddritellddn kanta tdssd yhteydessd ainoastaan ddrellisesti viritetyille avaruuksille.

Yleisten vektoriavaruuksien kohdalla kannan merkitys on, ettd kannan valinnan jélkeen
voidaan maaritelld vektorin koordinaatit tasséa kannassa. Heuristisesti avaruuden V kan-
nan valinta kiinnittda avaruudelle V' koordinaatiston.

Madritelma 8.1.17. Olkoon (v1,...,v;) vektoriavaruuden V kanta. Vektorin v € V
koordinaatit (ai,...,ar) kannassa (v1,...,v;) ovat ne luvut ay, ..., a; € R, joille pitee

V= a1v1 + - + Qg

Vektorin koordinaatit kannassa ovat yksikésitteiset ja tdmé ominaisuus mééras kan-
nan. TAm4& osoitetaan aivan kuten lemmassa|3.7.3] joten todistus jétetéédn lukijalle har-
joitustehtaviksi.

Lause 8.1.18. Olkoon V ddrellisesti viritetty vektoriavaruus. Tdlldin jono (vq, ..., vg)
on avaruuden V' kanta, jos ja vain jos jokaisella avaruuden V wvektorilla on yksikdsitteiset
koordinaatit eli jokaisella v € V' on olemassa yksikisitteiset sellaiset luvut aq,...,ar € R,
etta v = ai1vy + - -+ + apvg.

Huomautus 8.1.19. Vaikka koordinaattien médritelmd vastaa tissd tapauksessa tdysin
luvussa [3 annettua mddritelmdd, on silli syvdillinen tulkinta.

Luvussa @ tarkasteltiin vektoreita, jotka olivat sarakeavaruuden R™ ! alkiota. Néin
ollen ne olivat jo alunperin ilmoitettu reaalilukujen jonoina. Sama reaalilukujen jono
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toistui, kun vektorit kirjoitettiin standardikannassa (eq,...,ey). Tdssd tapaukssa aliava-
ruuden V C R™ 1 yleinen kanta (v1, ..., vy) siis antoi ainoastaan uudet luonnollisemmat
koordinaatit, joissa esittdd vektoreita.

Yieisen vektoriavaruuden V' kohdalla vektorit eivdt valttdmdttd ole lukujonoja, joten
niilld et ole luonnollisia koordinaatteja. Kannan olemassaolo antaa siis tavan samastaa
vektori yksikdsitteisen lukujonon kanssa.

Huomautus 8.1.20. Herddkin ajatus, voiko ddrellisulotteisen vektoriavaruuden V vek-
torit siis jotenkin samastaa sarakeavaruuden kanssa lineaarikuvauksella kdyttien koor-
dinaatteja. Néiin juurikin tullaan tekemddin ja titd kasitellian luvussa 9.3

8.1.1 Vapaa jono on aina korkeintaan yhta pitka kuin virittava

Seuraava lause on teoreettisesti katsoen tdmén luvun térkeimpié tuloksia. Se sanoo, etté
dédrellisesti viritetyn avaruuden vapaassa jonossa on aina korkeintaan yhtd monta alkio-
ta kuin virittdvéssd jonossa, eli lineaarisesti riippumattomia vektoreita ei voi koskaan
loytasd lukuméarillisesti enempéd kuin mitd tarvitaan avaruuden virittdmiseen. Tamé
pétee riippumatta siitd, mité lineaarisesti riippumattomia vektoreita tai mité virittavia
vektoreita tarkastellaan.

Lause 8.1.21. Olkoon V vektoriavaruus, joka on vektoreiden w1, ..., w, € V virittdmd.
Tdlloin jokaiselle vapaalle jonolle (v1,...,v;) pitee k < m.

Lauseen todistusta varten kirjataan aputulos, joka sanoo, etté sellaisen vektorin wu,
joka on jonon (u1, ..., u,,) muiden vektoreiden lineaarikombinaatio, poistaminen jonosta
el muuta virittyvad aliavaruutta.

Lemma 8.1.22. Olkoon V wvektoriavaruus ja olkoot vy, ...,vy € V wvektoreita. Jos jo-
no (vi,...,v;) on sidottu, niin on olemassa sellainen indeksi 1 < j < k, ettd v; €
Sp(v1,...,vj-1). Lisdksi

Sp(v1, .+ Vj-1,Vj41, ..., V) = Sp(v1, ..., V).
Todistus. Koska jono (v1,...,v;) on sidottu ja jono (v1) on vapaa, niin on olemassa
pienin sellainen indeksi j € {1,...,k}, ettd jono (vi,...,v;) on sidottu. T&lléin on
olemassa sellaiset luvut ai,...,a; € R, jotka eiviit kaikki ole nollia, ettd

avr + -+ aj-1v5-1 + ajv; = 0.

Koska jono (vi,...,vj_1) on vapaa, niin a; # 0. Néin ollen

1
’Uj = — (a1v1 + -+ aj—lUj—l) 3
aj
eli v; € Sp(vy,...,vj-1).

Osoitetaan nyt toinen viite. Lemman perusteella Sp(vi, ..., vj—1,Vj41,..., k) C
Sp(vi, ..., vg). Toisaalta jokaisellad € {1,...,k} pitee v; € Sp(v1,...,Vj—1,Vj41,- .-, Vk)-
Niin ollen lemman perusteella pétee Sp(vi, ..., vx) C SP(V1, ..., Vi1, Vjt1,s - -+, Uk)-
]
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Lauseen [8.1.21] todistus. Viite todistetaan osoittamalla, etté jonon (wr, ..., wy,) vekto-
reita voidaan vaihtaa yksitellen vektoreihin (v1,...,vx) viritettivin aliavaruuden siitd
muuttumatta, eli osoitetaan, ettd on olemassa sellaiset indeksit 1 < i1 < -+ < ip < m,
missé £ = m — k, joille pétee

V= Sp(vl,...,vk,wil,...,wil).

T&lloin £ > 0, joten m > k. Todistus on rakenteeltaan induktio.

Koska Sp(wi,...,wy,) = V, niin jono (vi,ws,...,w,) on sidottu. Sovelletaan nyt
lemmaa jonoon (v, wr,...,wy,). Koska jono (v1) on vapaa, niin se ei ole sidottu
ja siten lemman perusteella on olemassa sellainen j € {1,...,m}, ettd w; €
Sp(vi, w1, ..., wj—1) ja Sp(vi, w1, ..., Wj—1,Wjt1,...,Wn) = Sp(v,wi, ..., wy) = V.
Merkitdén jonolla (i11,...,%1(m—1)) jonoa (1,...,5 —1,7+1,...,m).

Oletetaan nyt, ettd 1 < r < k on sellainen luku, ettd on olemassa sellainen jonon
(1,...,m) osajono (ir1,...,ip(m—r)), €ttd

V =Sp(vi,..., 0, Wj.,,... ,wir(mﬂ))

T&llsin jono (vq, ... ,vwl,wm,...,wir(m_”) on sidottu. Merkitddn u, = v, jokaisella
I1<p<r+1jau1+p=w;, jokaisellal <p <m—r.

Koska jono (ug,...,un+1) on sidottu, niin lemman perusteella on olemassa
sellainen indeksi j € {1,...,m + 1}, ettd u; € Sp(u1,...,u;j—1) ja ettd

Sp(ul, ey Uj—1, U1, - - um+1) = Sp(ul, c. ,um+1).
Osoitetaan, ettd j > r + 1. Jos néin ei ole, niin u; = v; ja v; € Sp(vi,...,vj-1).
Tami on ristiriita, koska (v1,...,v;) on vapaa jono. Néin ollen j > r + 1, eli uj = wj,

jollain 1 < £ < m — r. Néin ollen

V= Sp(/U17 sy Upy Upt 1, Wiy - - - 7w’ir(g,1) ) wiT([+1)7 e 7w1‘(m77‘))‘
Uudeksi jonoksi (7,411, - - - i(r+1)(m—(r+1))) Voidaan siis valita jono
(irlv s 7ir(Z—1)a ir(f—i—l)a s vi'r(m—r))'
Tamé paattds induktioaskeleen ja siten todistuksen. O

8.1.2 Maksimaalinen vapaa jono on virittava

Lauseen merkitys on siiné, ettd se antaa yldrajan dérellisesti viritetyn vektoriava-
ruuden vapaan jonon pituudelle — jokaista virittdvai jonoa voidaan kiyttdd antamaan
talldinen yldraja. Paljastuu, ettd jos avaruuden vapaassa jonossa on yhtd monta alkiota
kuin jossain virittavissé jonossa, niin myos vapaa jono on virittava. Taméa on merkittava
havainto, koska virittédvan jonon ja vapaan jonon vektoreilla ei ole pééllisin puolin mitd&n
tekemisté toistensa kanssa.
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Lause 8.1.23. Olkoon V ddrellisesti virittyvi vektoriavaruus ja olkoon (wi,...,wy)
avaruuden V' wvirittdvi jono. Tdllin jokainen avaruuden V' wvapaa jono (vi,...,vx) on
vIrittdva.

Huomautus 8.1.24. Lauseen muotoilu voi herdttid kysymyksida. Miksi ei oteta suo-
raan lyhintd virittdvdd jonoa ja kirjoiteta vditettd taman pituuden avulla. Tdtd pituutta
kutsutaan avaruuden dimensioksi ja sithen palataan seuraavassa luvussa.

Todistus. Tehd&in vastaoletus, ettd V' # Sp(vy,...,v). Tdlloin on olemassa sellainen
vektori v € V', ettd v & Sp(v1,...,vx).

Osoitetaan, ettd jono (vy,..., vk, v) on vapaa. Olkoot ai,...,ar,a € R sellaisia lu-
kuja, etta

aivy + -+ + apvr +av = 0.
Osoitetaan, ettd a = 0. Tehd&dn vastaoletus, ettéd néin ei ole. T&ll6in

1
v = p (a1v1 + -+ + agvg) € Sp(vi, ..., vg).

T&amé on ristiriita vektorin v valinnan perusteella. Néin ollen a = 0. Koska a = 0 ja jono
(v1,...,v;) on vapaa, niin a; = - -+ = a; = 0. Néin ollen jono (v1,..., vk, v) on vapaa.
Té&llsin jono (vy, ..., v, v) on sellainen vapaa jono, joka on pidempi kuin virittavé jo-
no (wi,...,wy). TAmé on ristiriita lauseenkanssa. Vastaoletus V' # Sp(vy, ..., vg)
on siis vadrd ja V = Sp(vy,...,vk). Jono (vy,...,vy) virittd4 siis avaruuden V. O

Tulosta voidaan ajatella myo6s toisinpéin: Jos virittdvassid jonossa on yhtd monta
alkiota kuin jossain vapaassa jonossa, niin virittdvé jono on jo itsessdéin vapaa.

Lause 8.1.25. Olkoon V ddrellisesti virittyvi vektoriavaruus ja olkoon (v1,...,v) ava-
ruuden V' wvapaa jono. Tdlloin jokainen avaruuden V' wirittdvd jono (wi,...,wg) on
vapaa.

Todistus. Tehdddn vastaoletus, etti (wq, ..., wy) ei ole vapaa. Lemman [8.1.22| perusteel-

la on olemassa sellainen indeksi j € {1,...,k}, ettd

Sp(w17 s Wi—1, Wit 1, - - ?wk‘) = Sp(wla s wk:)
Talloin (wy, ..., wj—1,Wj41,- - ., W) on virittévé jono, joka on lyhyempi kuin vapaa jono
(v1,...,vE). TAmé on ristiriita, joten jono (wi,...,wy) on vapaa. O

8.1.3 Vektoriavaruuksien kantalause

Lineaarialgebran pé#tulos &arellisesti viritettyille vektoriavaruuksille muotoiltuna on
seuraava ns. kantalause, joka sanoo, ettéd jokaisella vektoriavaruudella on kantaE

Lause 8.1.26 (Vektoriavaruuksien kantalause). Adrellisesti viritetylld vektoriavaruu-
della on kanta.

'Lukijan ei tarvitse huolestua rajoituksesta, ettd avaruus on #irellisesti viritetty. Jokaisella vektoria-
varuudella on kanta. Tata yleisempéd tulosta ei kuitenkaan tésséd yhteydesséd todisteta.
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Tamé tulos seuraa hieman tarkemmasta tuloksesta, ettd jokaisesta virittdvésté jo-
nosta voidaan 16ytd4 kanta.

Lause 8.1.27. Olkoon V wektoriavaruus ja (vi,...,vx) avaruuden V wvirittivd jono.
Tdllgin on olemassa d € {1,...,k} ja sellaiset indeksit 1 < i1 < -+ < ig < k, ettd
(Viy, .., 0i,) on avaruuden V kanta.

Todistus. Olkoon d € {1,...,k} pienin sellainen luku, ettd on olemassa sellaiset indeksit
1<ip < <ig <k, ettéd

Sp(Viys - -+, viy) = SP(V1,. .., Uk).

Osoitetaan, etté (v;,,...,v;,) on vapaa jono. Jos néin ei ole, niin (v1,...,v;,) on sidottu
ja lemman [8.1.22| on olemassa sellainen indeksi j € {1,...,d}, ettd

SP(Vigs -y Vij_15Vij gy 5 Vig) = SP(Vigs - -+, Vi)

Tamé on ristiriita luvun d minimaalisuuden kanssa. Néin ollen (vj,,...,v;,) on vapaa
jono. [

Todistetaan nyt vektoriavaruuksien kantalause eli lause [8.1.26

Lauseen [8.1.20 todistus. Olkoon V #irellisesti viritetty vektoriavaruus. Jos V' = {0},
niin t&lléin avaruudella V' on tyhjé kanta (). Voidaan siis olettaa, ettd V' # {0}. T&lloin

mééritelmén mukaan on olemassa sellaiset vektorit vy, ...,v, € V, ettd V = Sp(vy, ..., vg).
Lauseen [8.1.27| perusteella on olemassa d € {1,...,k} ja sellaiset indeksit 1 <i; < --- <
ig < k, ettd (vi,,...,v;,) on avaruuden V kanta. O

8.2 Vektoriavaruuden dimensio

Adrellisesti viritetyn vektoriavaruuden dimensio tullaan miéritelemién kanta-alkioiden
madrén avulla. Ndin ollen tulee ensin osoittaa, ettd darellisesti viritetyn vektoriavaruu-
den kaikissa kannoissa on yhtd monta alkiota.

Lause 8.2.1. Olkoon V ddrellisesti viritetty vektoriavaruus. Talloin jokaisessa avaruu-
den V' kannassa on yhtd monta alkiota.

Todistus. Koska V' on dérellisesti viritetty, niin silld on kanta lauseen perusteella.
Olkoot nyt (v1,...,v) ja (w1,...,wy) avaruuden V kantoja. Koska jono (v1,...,vx) on
vapaa ja (wi, ..., wy) on virittdvé, niin lauseen perusteella & < m. Vastaavasti
paéatelldadn, ettd m < k. Nain ollen m = k. Jokaisessa avaruuden V' kannassa on siis yhté
monta alkiota. O

Miiritelmi 8.2.2. Adrellisesti viritetyn vektoriavaruuden V dimensio dimV on al-
kioiden mddrd avaruuden V' kannassa. Adrellisesti viritettyd vektoriavaruutta kutsutaan
aarellisulotteiseksi. Vektoriavaruutta, jonka dimensio on n, kutsutaan n-ulotteiseksi.
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Esimerkki 8.2.3. Avaruuden R™ ! dimensio onn, koska standardikannassa (e1, . . ., ey)
on n alkiota. Vastaavasti myds avaruuden R™ dimensio on n, koska sen standardikan-
nassa (e1,...,e,) on myds n alkiota, missi e; = (014,...,0pni) jokaisella i € {1,...,n}.
Tiéssi 05; on sama Kroneckerin delta kuin luvussa @

Esimerkki 8.2.4. Suora
L={tveR":teR}

missd v # 0, on 1-ulotteinen. Kannaksi voidaan valita mikd tahansa vektori tv, missd

t#0.
Esimerkki 8.2.5. Taso

P={tv+sweR":t,s R}

missd vektorit v ja w ovat lineaarisesti ritppumattomia, on 2-ulotteinen. Kannaksi voi-
daan valita esimerkiksi (v, w).

Lauseiden ja tulokset voidaan nyt ilmaista dimension avulla. Kirjataan
namé esimerkeiksi aliavaruuksien dimensioista.

Esimerkki 8.2.6. Olkoon A € R™*™ matriisi. Lauseen perusteella sarakeava-
ruudella Col(A) on kanta, jossa on yhtid monta alkiota kuin matriisin A supistettua
porrasmuotoa B vastaavassa yhtdiloryhmdssd [B ‘ 0] on stdottuja muuttujia. Ndin ollen
dim Col(A) on yhtiléryhmdn [B ‘ O] sidottujen muuttujien lukumddrd.

Esimerkki 8.2.7. Olkoon A € R™*™ matriisi. Lauseenperusteella nolla-avaruudella
Null(A) on kanta, jossa on yhtd monta alkiota kuin matriisin A supistettua porrasmuo-
toa B vastaavassa yhtdloryhmdssa [B ‘ 0] on vapaita muuttugia. Nédin ollen dim Null(A)
on yhtdaloryhmdn [B ‘ O] vapaiden muuttujien lukumddrd.

8.2.1 Aliavaruuden dimensio on korkeintaan koko avaruuden dimensio

Tarkasteltaessa darellisulotteisen vektoriavaruuden aliavaruuksia, on intuitiivisesti selvia,
ettd myos aliavaruudet ovat dérellisulotteisia ja ettéd niiden dimensio on korkeintaan koko
avaruuden dimensio. Todistetaan tdmé intuitiivinen havainto nyt tarkasti.

Lause 8.2.8. Olkoon V ddrellisulotteinen vektoriavaruus. Tdlldin jokainen aliavaruus
W C V on ddrellisulotteinen jo dim W < dim V. Lisdksi jokainen aliavaruuden W kanta
(v1,...,v;) voidaan laajentaa avarvuden V kannaksi (vi, ..., Uk, Uk+1,---,Um)-

Todistus. Osoitetaan ensin, ettd W on dérellisesti viritetty.

Osoitetaan ensin, etté jokaisessa avaruuden W vapaassa jonossa (wi, ...wy) on kor-
keintaan dim V' jésentd. Tehddén vastaoletus, ettd k > dim V. Talléin (wy, ..., wy) on
avaruuden V vapaa jono, joka on pidempi kuin jokin virittdva jono. Td4mé on ristiriita.
Néin ollen £ < dim V.

Koska W on &érellisesti viritetty, niin se on d&rellisulotteinen. Tadm& p&adttdd en-
simméisen véitteen todistuksen.
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Olkoon nyt (vy,...,v;) avaruuden W kanta. Jos W = V niin (v1,...,v;) on ava-
ruuden V' kanta. Oletetaan nyt, ettd W #£ V.

Olkoon nyt m € {k,...,n} suurin sellainen luku, ettd on olemassa avaruuden V
vapaa jono (Ui, ..., Uk, Vk+1,---,Uny). Kiinnitetddn nyt sellaiset vektorit vgiq,...,vm €
V, ettd jono (v1,...,v,) on vapaa. Talloin (vi,...,v,) on avaruuden Sp(vi,...,Un)
kanta.

Osoitetaan, ettd Sp(vi,...,vn) = V. Jos Sp(vi,...,vn) # V, niin on olemassa sel-
lainen vektori v,+1 € V' \ Sp(vi,...,vy). Téllin joukon Sp(vy,...,v,) méidritelméin
perusteella, v,,4+1 ei ole vektoreiden wvy,..., v, lineaarikombinaatio. Né&in ollen jono
(v1,...,Um+1) on vapaa. TAmé on ristiriita luvun m valinnan perusteella. Néin ollen
Sp(vi,...,vm) =V. O

Lauseella[8.2.8/on mielenkiintoinen korollaari, joka sanoo, ettd mikéli darellisulotteisen
vektoriavaruuden aliavaruudella on sama dimensio kuin koko avaruudella, niin se on jo
itsessédn koko avaruus.

Korollaari 8.2.9. Olkoon V ddrellistulotteinen vektoriavaruus ja W C V' sellainen
aliavaruus, ettd dimW =dim V. Tdlloin W = V.

Todistus. Olkoon (w, ..., wy) aliavaruuden W kanta. Télloin (wy, ..., wy) voidaan laa-
jentaa avaruuden V kannaksi (wy, ..., Wk, Wgt1, ..., Wn). Koskam =dimV = dim W =
k, niin (w1, ..., wy) on avaruuden V kanta, eli W = Sp(wy,...,wg) = V. O

Huomautus 8.2.10. FEdellisen todistuksen voi kirjoittaa momnin eri tavoin kdyttden
tamdn ja edellisten lukujen tuloksia.

8.3 Aliavaruuksien summa ja suora summa

Aliavaruuksien summa ja suora summa ovat késitteitd, jotka tulevat toistumaan kurssin
aikana useasti. Téassé luvussa suoraa summaa tarvitaan aliavaruuksien dimensiolauseen
todistamiseen. My6hemmissé luvuissa aliavaruuksien suoraa summaa kéytetdin ortogo-
naaliprojektioiden ja lineaarikuvausten ominaisarvojen yhteydessé.

Maidritelma 8.3.1. Vektoriavaruuden V' aliavaruuksien U ja W summa on aliavaruus
U4+W={u+weV:uel, weW}

Masritelmé 8.3.2. Vektoriavaruuden V' alicvaruuksien U ja W summa on suora, jos
UnW ={0}. Tdalloin merkitiin U W =U + W.

Summan ja suoran summan eroa on havainnollistettu kuvassa 8.1

Néiden kahden kisitteen tulkita on seuraava. Aliavaruuksien U ja W summa U +
W on se aliavaruus, jonka alkiot voidaan kirjoittaa aliavaruuksien U ja W alkioiden
summana. Aliavaruuksien summa on suora, jos avaruuden U + W alkiot voidaan kir-
joittaa yksikésitteisesti aliavaruuksien U ja W alkioiden summana. Perustellaan tdmé
jalkimmaé&inen véite tarkasti.
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Kuva 8.1: Vasemmalla: Aliavaruudet U ja W, joiden summa ei ole suora. Oikealla:
Aliavaruudet U ja W, joiden summa on suora

Lause 8.3.3. Olkoon V wektoriavaruus ja olkoot U ja W sen aliavaruuksia. Tdlloin
U+W =U®&®W, jos ja vain jos jokaisella v € U + W on olemassa yksikisitteiset
sellaiset vektorit u € U jaw € W, ettd v =u + w.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd summa U + W on suora, eli ettd U N W = {0}. Olkoon
v € U+ W ja oletetaan, ettd u,u’ € U ja w,w’ € W ovat sellaisia, etti v = u + w ja
v=u +uw.

Osoitetaan, ettd u = v’ ja v =v'. Koska u +w =v =4 + v, niin u — v/ = v’ — w.
Koska U ja W ovat aliavaruuksia, niin u—u" € U jaw’'—w € W. Néin ollen u—u' € UNW
jaw —weUNW. Koska UNW = {0}, niin u — v’ =0 jaw —w =0, eli u =1 ja
w=w.

Oletetaan nyt, etté jokaisella v € U+ W on olemassa yksikésitteiset sellaiset vektorit
u€eUjaweW,ettd v =u+ w. Osoitetaan, ettd U N W = {0}.

Olkoon v € UNW. Valitaan u =v € U ja w =0 € W. Télloin v = u + w. Toisaalta
voidaan valita v/ =0 € U jaw =v € W, jolloin v = v/ + w'. Koska u = v’ ja w = v/,
ninv=u=u =0. O

Muutama kommentti on paikallaan.

Huomautus 8.3.4. Aliavaruuksien U ja W summa U + W todellakin on aliavaruus.
Timd havaitaan seuraavasti. Olkoot v,v' € U + W. Tilldin v =u+ w ja v’ = v + '
joillain u,u’ € U ja w,w’ € W. Niin ollen jokaisella a € R pdtee

av+ v =a(u+w)+u' +w' = (au+ ') + (aw + '),
missi au +u' € U ja aw +w' € W. Niin ollen av+v" € U+ W.

Huomautus 8.3.5. Aliavaruuksien U ja W leikkaus UNW on myds aliavaruus. Tdmd
havaitaan seuraavasti. Olkoot v,v' € UNW ja a € R. Tdlloin v,v" € U. Koska U on
aliavaruus, niin av + v € U. Vastaavasti av + v’ € W. Ndiin ollen av +v' € UNW.
Osajoukko U NW on siis aliavaruus.
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Huomautus 8.3.6. Vaikka summaa U + W kutsutaan suoraksi summaksi tapauksessa
UNW = {0}, niin tilld ei ole mitidin tekemistd kohtisuoruuden kanssa, miki on omalla
tavallaan valitettavaa.

Huomautus 8.3.7. Huomautettakoon, ettd suoran summan tekijdt eivdt ole yksikdsitteisid

eli yhtiloista V=U @ W ja V =U@® W' ei seuraa, etti W = W' Katso kuva|8.3.

Kuva 8.2: Taso U ja sellaiset suorat W # W' avaruudessa R3, joille pitee R? = U @ W
jaRZ=Ua W'

Lauseen [8.3.3] avulla lause [R.2.8 voidaan tulkita seuraavasti.

Korollaari 8.3.8. Olkoon V ddirellisulotteinen vektoriavaruus ja W C 'V aliavaruus.
Tdlloin on olemassa sellainen aliavaruus U C V, ettd V =W @ U.

Todistus. Olkoon (vi,...,vy) aliavaruuden W kanta. Lauseen perusteella kan-
ta jono (vi,...,v;) voidaan jatkaa avaruuden V kannaksi (vi,...,vm). Olkoon U =
Sp(Vkit, .-, Up). Talloin

W +U =Sp(vi,...,k) +Sp(Vks+1,---,Um) = Sp(vi,...,0m) = V.

Osoitetaan nyt, ettd W NU = {0}. Olkoon v € W NU. Télléin on olemassa sellaiset

luvut aq,...,a;m € R, ettd v = ajv1 + -+ + axVk ja U = Qg 1Vk+1 + - -+ + QmUm. Koor-
dinaattien yksikésitteisyyden vuoksi ay = -+ = ag = agy1 = -+ = @, = 0. Néin ollen
v=0. ]

8.3.1 Esimerkkeji suorista summista

Tarkastellaan nyt kahta sarakeavaruuksiin perustuvaa esimerkkié, jotka havainnollista-
vat suoraa summaa sarakeavaruuden R**! aliavaruuksien avulla. Seuraavissa esimer-
keissi

<
[\
|
_ o = O
—.
¥
<
w
Il

ovat avaruuden R**! sarakevektoreita ja

V = Sp(vl, 1)2,’1)3) C R4X1
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niiden virittdmé aliavaruus. Vektorit vq, v9, v3 ovat toisiaan vastaan kohtisuorassa, joten
ne ovat lineaarisesti riippumattomia. Néin ollen (v1,v2,v3) on aliavaruuden V kanta.

Esimerkki 8.3.9. Tarkastellaan aliavaruuksia
U = Sp(v1,v2) CV ja W = Sp(uvs).

Tdalloin
V = Sp(v1,v2,v3) = Sp(v1,v2) + Sp(vs) = U + W.

Osoitetaan, ettd tamd summa on itseasiassa suora el
V=UasW.

Olkoon v € V ja olkoot (x1,x2,x3) vektorin v koordinaatit kannassa (vi,vs,vs).
Olkoot u = x1v1 + xovo € U ja w = x3vz € W. Talloin v = u + w. Osoitetaan vield,
ettd tamd on ainoa tapa esittdd vektori v aliavaruuksien U ja W vektoreiden summana.
Olkoot u' € U ja w' € W sellaisia vektoreita, etti v =u' + w'. Tdlldin v’ = y1v1 + y2v2
ja w' = y3vz, missi y1,y2,ys € RP Téllsin

v=u+uw = Y1V1 + Y2v2 + Y3vU3

eli (y1,y2,ys3) ovat vektorin v koordinaatit kannassa (v1,ve,vs). Vektorien koordinaattien
yksikdsitteisyyden nojalla saadaan, ettd y, = x1, y2 = o2 ja y3 = x3. Néin ollen ' = u
jaw' = w.

Koska jokaisella vektorilla on yksikdsitteinen esitys aliavaruuksien U ja W vektorei-
den summana, niin summa U + W on suora eli U @ V.

Tarkastellaan nyt esimerkkié, jossa summa ei ole suora.

Esimerkki 8.3.10. Olkoot
U = Sp(vy,v2) ja W = Sp(ve, v3).

Tdlloin V = U + W, mutta summa ei ole suora. Perustellaan timd kahdella tavalla.
Vektori vy voidaan kirjoittaa sekd muodossa vo = u+w, missiu =v9 € U jaw =0¢€ W,
ja vy =u +w', missi v’ =0 € U jaw = vy € W. Niin ollen summa U + W ei ole
suora lauseen [8.53.3 perusteella.
Toisaalta
UNW = Sp(v2) # {0},

joten summa U + W ei ole suora suoran summan mddritelmdn perusteella.

Huomautus 8.3.11. Myds useamman aliavaruuden suora summa voidaan mddritelld.
Tétd kdsitellidn listteessd[Dl

*Huomaa, ettd (y1,y2) ovat itseasiassa vektorin u’ koordinaatit aliavaruuden U kannassa (v1,v2) ja
(y.3) on vektorin w’ koordinaatti kannassa (vs).
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8.3.2 Projektiot ja suorat summat

Projektiot ovat lineaarikuvauksia, jotka liittyvat ldheisesti suoriin summiin. Aloitetaan
motivoivalla tuloksella ennen varsinaista maaritelméaé.

Lause 8.3.12. Olkoon V wvektoriavaruus ja olkoot U ja W sellaisia aliavaruuksia, ettd
V =U®W. Tdlloin on olemassa yksikdsitteiset sellaiset lineaarikuvaukset myr: V. —V
ja V. — V', joille pitee im7y = U, immy =W ja

v =7y () + T (v) (8.1)
jokaisella v € V.

Todistus. Madaritellddn aluksi kuvaukset 7y ja my. Olkoon v € V. Téll6in on olemassa
yksikésitteiset sellaiset vektorit u € U ja w € W, ettd v = u + w. Asetetaan 7y (v) = u
jamw(v) = w. Koska u € U ja w € W olivat yksikésitteisié, niin kuvaukset mr: V. — V
ja Ty : V. — V ovat hyvin médriteltyja. Lisdksi my(v) + mw (v) = v.

Kuvaukset 7y ja my ovat myos yksikésitteiset sellaiset kuvaukset, ettd my(v) +
mw(v) = v jokaisella v € V. Ta4mé& seuraa siité, ettd V = U & W. Perustellaan tdméa
véite kuitenkin vield tarkasti. Olkoot 7y: V. — V ja m: V. — V sellaiset kuvaukset,
ettéd jokaisella v € V pétee 7y (v) € U, 7w (v) € W ja my(v) + mw (v) = v. Osoitetaan,
ettd Ty = 7y ja ettd Ty = my. Riittdd osoittaa, ettd 7y (v) = my(v) ja Tw (v) = 7w (v)
jokaisella v € V.

Olkoon v € V ja olkoot u € U ja w € W ne yksikésitteiset vektorit, ettd v = u + w.
Vektoreiden u ja w yksikisitteisyydestd seuraa, ettd 7y (v) = u ja my(v) = w. Koska
kuvausten 7y ja my médritelméin mukaan 7y (v) = u ja Ty (v) = w, niin 7y (v) = 7y (v)
ja mw(v) = mw(v). Néin ollen 7y = 7y ja mw = mw. Kuvaukset my ja myy ovat siis
yksikésitteisia.

Osoitetaan nyt, ettd kuvaukset 7y ja mys ovat lineaarisia. Olkoot v,v" € V ja a € R.
Osoitetaan, ettd my(av +v') = any (v) + 7y (V') ja 7w (av + ') = amw (v) + 7w (V).

Koska v = 7y (v) + mw (v) ja v’ = 7y (v') + mw (v'), niin

av+v' = a(ny(v) +mw (v)) + 7 (V) + 7w (V) = (amy(v) + 7y (V) + (arw (v) + T (V).

Toisaalta
av +v' = my(av + ') + T (av + '),

missé 7y (av +v') € U ja my (av +v') € W.
Koska any (v) + 7y (V') € U ja amw (v) + mw (v') € W, niin lauseen nojalla

my(av + ') = any (v) + Ty (V')

ja
mw(av + ') = amy (v) + mw (V).

Kuvaukset 7y ja my ovat siis lineaarisia. ]

Huomautus 8.3.13. Kaava (8.1) voidaan myds kirjoittaa muodossa idy = my + my .
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Kuvauksia np: V. — V ja wy: V. — V kutsutaan suoran summan V = U & W
tekijdprojektz’oiksiﬂ Naita kuvauksia kutsutaan projektioiksi, koska ne ovat projektioita
seuraavan méadritelmén mielessé.

Maédritelma 8.3.14. Lineaarikuvaus w: V. — V on projektio aliavaruudelle W C V,
josmom=m jaimm=W.

Seuraava lemma jatetddan harjoitustehtévéksi.

Lemma 8.3.15. Suoran summan V =U @ W tekijiprojektiot my: V —V jamw: V —
V' ovat projektiota.

Projektioilla on kaksi yleistd ominaisuutta.
Lause 8.3.16. Olkoon w: V — V projektio. Tdlloin

1. Tlimr =1id ja

2. V=kermr®imm.

Todistus. Olkoon v € im . Tilloin on olemassa sellainen v’ € V, ettd m(v') = v. Téllsin
w(v) = w(w(v')) = 7(v') = v. Niin ollen 7|ym, = id. Tdmé todistaa ensimméiisen
véitteen.

Olkoon nyt v € V ja olkoon v = v — w(v) € V. Koska 7(v") = w(v — 7(v))
w(v)—m(r(v)) = w(v) —7(v) = 0, niin v’ € ker 7. Néin ollen v = v/ +7(v) € ker 7 +im 7.
Osoitetaan nyt, ettd summa on suora. Olkoon v € ker w Nim . Koska v € im m, niin on
olemassa sellainen v € V, ettid 7(v') = v. Koska v € ker , niin v = 7 (v') = (7w (v)) =
m(v) = 0. Néin ollen ker 7 + im 7 = ker 7 @ im 7. O

8.4 Aliavaruuksien dimensiolause

Aliavaruuksien dimensiolause sanoo, etté aliavaruuksien U ja V summan U +V dimensio
voidaan laskea aliavaruuksien U, V ja U NV dimensioista.

Lause 8.4.1 (Aliavaruuksien dimensiolause). Olkoot U ja W wvektoriavaruuden V' ddrellisesti
viritettyja aliavaruuksia. Talloin

dim(U + W) 4+ dim(U N W) = dim U + dim W.

Osoitetaan téatd tulosta varten, ettd aliavaruuksien suoran summan dimensio on ali-
avaruuksien dimensioiden summa. Aloitetaan todistamalle lemma virittdmisen ja aliava-
ruuksien summan vilisestd yhteydesta.

Lemma 8.4.2. Olkoot U = Sp(uy,...,ug) ja W = Sp(wi, ..., wy,) vektoriavaruuden V
adrellisesti viritettyji aliovaruuksia. Tdllgin U + W = Sp(u1, ..., ug, W1, -+ , Wpy).

3Tiss# sana “tekiji” tulee englanninkielisests termisté “factor”.

198



Todistus. Olkoon v € U + W. Télloin v = u + w, missd w € U ja w € W. Néiin ollen
v =ajul + -+ apug +brwi + - - - + bpwy, joillain aq, ..., ag, b1, ..., by € R. Néin ollen
U+4+W CSp(ut, ..., Up, Wy, Wy).

Koska U C U+ W ja W C U + W, niin jokaisella ¢ € {1,...,k} pitee u; € U+ W
ja jokaisella j € {1,...,m} pitee w; € U + W. Néin ollen Sp(u1, ..., ug, wi,..., W) C
U+Ww. O

Aliavaruuksien dimensionlause suorille summille seuraa suoraan seuraavasta lausees-
ta, joka karakterisoi summan suoruuden kantojen avulla.

Lause 8.4.3. Olkoon V vektoriavaruus ja olkoot U ja W avaruuden V ddrellisulotteisia

aliavaruuksia. Olkoot lisiksi (uq,...,ur) on aliavaruuden U kanta ja (w1, ..., wy,) ali-
avaruuden W kanta. Tdlloin aliavaruuksien U ja W summa U + W on suora, jos ja
vain jos (U1, ..., Uk, V1, ..., Up) on aicvaruvuden U + W kanta

Todistus. Oletetaan ensin, ettd summa U + W on suora. Riité4 osoittaa, ettd jokaisella
v € U @ W on yksikésitteiset sellaiset luvut x1,...,Zm,y1,...,Ym € R, ettd

U =T1U A+ TRUE Y101 YU

Olkoon v € U 4+ W. Olkoot x1,..., %k, y1,...,ym € Rja i, ..., 2, v],...,y, € R
sellaisia lukuja, etté

v =21uy + s Tpug Y101+ YU
ja
v=alu + -+ Thup +yivr+ o+ Yo Ume

Merkitddn u = ziui+- - -+ zpup € U, w = y1014 - -+ Ymom € W, v/ = 2fur+- - -+l uy
jaw' =yivr+ -+ Y vm.
Talloin v = u +w ja v = v/ + w'. Koska summa U + W on suora, niin lauseen [8.3.3]

mukaan v = v’ jaw = w'. Koska (uy,...,u;) on alivaruuden U kanta ja (w1, ..., wy,) on
aliavaruuden W kanta, niin z; = 7 ja y; = y; kaikillad € {1,...,k} jaj € {1,...,m}.
Oletetaan nyt, ettd (ug,...,ux, wy,...,w,) on aliavaruuden U + W kanta. Osoite-
taan, ettd summa U+ W on suora. Olkoon v € UNW. Télloin on olemassa sellaiset luvut
TlyeesThyYly---,Ym € Ry ettd v = zru1+- - -+xpug jav = yrwi+- - -+ YmwWy,. Niin ollen
vektorilla v on kannassa (u1, ..., ug, w1, ..., wy,) sekid koordinaatit (z1,...,z,0,...,0)
ettd koordinaatit (0,...,0,y1,...,¥ym). Koordinaattien yksikésitteisyyden nojalla x; =
co=x=0jay; =+ =yp =0.Nidinollen v =0ja UNW = {0}. Summa U + W on
siis suora. O

Kuten edella mainittiin lauseesta [8.4.3] seuraa suoraan aliavaruuksien dimensiolause
suorien summien erikoistapauksessa. Kirjataan se korollaariksi.

Korollaari 8.4.4. Olkoon V wvektoriavaruus ja olkoot U ja W avaruuden V sellaisia
adrellisulotteisia alaivaruuksia, joiden summa U + W on suora. Tdlloin

dim(U @ W) = dim U + dim W.
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Todistus. Olkoon (ui,...,ux) aliavaruuden U kanta ja (wq,...,w,,) aliavaruuden W
kanta. T&lloin lauseen perusteella (ug, ..., ug, w1, ..., wy) on aliavaruuden U & W
kanta. N&in ollen

dim(U e W) =k+m =dimU + dim W.

O

Naiden valmistelujen jilkeen ollaan valmiita todistamaan aliavaruuksien dimensio-
lause.

Lauseen todistus. Olkoot U ja W avaruuden V #éirellisulotteisia aliavaruuksia.
T&llsin U N W on aliavaruuksien U ja W yhteinen aliavaruus.

Olkoon (v1,...,v,) aliavaruuden U N W kanta. Tdydennetdén (vy, ..., vy) aliavaruu-
den U kannaksi (v1, ..., v, u1,. .., u) jaaliavaruuden W kannaksi (v, ..., vg, w1, ..., wp).
Merkitéan U’ = Sp(uy, . .., ux) ja W' = Sp(wi, ..., wy,). Téllsin lauseen [8.4.3 perusteel-
la

U=UnWwW)aU

" W=Unw)sWw.
Nain ollen korollaarin perusteella
dim W = dim(U N W) + dim W’.
Tarkastellaan nyt summaa U 4+ W. Koska U N W C U, niin
U+W=U+((UnW)+W)=U+UnNW)+W =U+W,

Osoitetaan, ettd summa U + W' on suora. Riittdd osoittaa, ettd U N W' = {0}. Olkoon
veUNW'. Koska W C W, niin tillin v € UNW. Koska W = (UNW) & W', niin
(UnNW)n W' = {0}. Néin ollen v = 0 ja U N W' = {0}. Summa U + W' on siis suora
ja korollaarin [8.4.4] perusteella

dim(U & W') = dim U + dim W',
Yhdistamalld saadut yhtalot saadaan
dim(U + W) =dim(U & W') = dimU + dim W’ = dimU + dim W — dim(U N W).
Tama paattasd todistuksen. ]

Huomautus 8.4.5. Lauseen|[8.4.1] voi todistaa myds osoittamalla, etti aliavaruuksien U
ja W kannoista saatava jono (v1,...,0e,Ul, ..., Uk, W1, ..., Wy) on alicvaruvuden U +W
kanta.
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Luku 9

Lineaarikuvausten teoria

Téssa luvussa késitellddn lineaarikuvausten yleisté teoriaa. Téssé teoriassa ei oikeastaan
ole kuin yksi lause eli lineaarikuvausten kantalause. Lause sanoo, ettd lineaarikuvaus
mdadraytyy tdysin kuvauksen arvoista kanta-alkioilla. Sen seuraukset ovat moninaiset.

Ensimméinen seuraus on, ettéa kaikki ddarellisulotteiset vektoriavaruudet, joilla on sa-
ma dimensio, ovat keskenddn samanlaista. Erityisesti n-ulotteinen vektoriavaruus voi-
daan samastaa sarakeavaruuden R™ ! kanssa. Jos haluaa kuulostaa pompoosilté, voi
sanoa, ettéd dimensto on ddrellisulotteisen vektoriavaruuden ainoa invariantti.

Kuten voi arvata, termeillle samanlainen ja samaistaa tulee antaa tarkka mate-
maattinen siséiltd. Vektoriavaruuksien samastus perustuu isomorfian késitteelle ja sité
késitelldsin tarkemmin luvussa

Toinen lineaarikuvausten kantalauseen seuraus on, etta darellisulotteisten vektoriava-
ruuksien viliset lineaarikuvaukset vastaavat matriiseja. Itseasiassa tdmé analogia tehdaan
todella tarkaksi:

Jos lineaarikuvauksen f: V — W 1dht6- ja maaliavaruudet samastataan iso-
morfismeilla sarakeavaruuksien R"*! ja R™*! kanssa, niin samat isomorfimit
samastavat itse lineaarikuvauksen f lineaarikuvauksen f4: R™*! — Rm*1
kanssa.

Matriisia A tullaan kutsumaan kuvauksen f esitysmatriisiksi. Esitysmatriiseja kisitelldin
luvussa [0.5

9.1 Lineaarikuvaukset, vapaus, virittiminen ja kannat

Lineaarikuvausten teorian yksi rakennuspalikka on havainto, etté bijektiiviset lineaariku-
vaukset kuvaavat kannan kannaksi. Tadmé jakautuu kahteen osaan: injektiiviset lineaari-
kuvaukset kuvaavat vapaat jonot vapaiksi jonoiksi ja surjektiiviset lineaarikuvaukset ku-
vaavat virittavat jonot virittdviksi jonoiksi. Naméa havainnot ovat mielenkiintoisia, kos-
ka ne yhdistévat vektoriavaruuksiin liittyvit késitteet kuvauksiin liittyviin késitteisiin.
Itseasiassa ominaisuus, etté lineaarikuvaus kuvaa kannan kannaksi karakterisoi bijektii-
viset lineaarikuvaukset. Kirjataan nyt ndmé havainnot tarkoiksi tuloksiksi.
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Lause 9.1.1. Olkoon f: V — W lineaarikuvaus vektoriavaruudesta V vektoriavaruu-
teen W ja olkoon (vi,...,vy,) avaruuden V vapaa jono. Jos kuvaus f on injektio, niin
(f(v1),..., f(vn)) on avaruuden W vapaa jono.

Todistus. Oletetaan, ettd f: V — W on injektio, ja osoitetaan, etté jono (f(v1),. .., f(v,))
on vapaa.
Olkoot a1,...,a, € R sellaisia, etti

alf(vl) + et anf(vn) =0.
TAlloin
f(a1v1 + o+ anvn) = alf('Ul) +-+ anf(vn) =0.
Koska f on injektio, niin
aivi + - + apv, = 0.

Koska jono (vi,...,vy,) on vapaa, niin a; = -+ - = a,, = 0. Néin ollen jono (f(v1,..., f(v,))
on vapaa. ]

Lause 9.1.2. Olkoon f: V — W lineaarikuvaus vektoriavaruudesta V vektoriavaruu-
teen W ja olkoon (vi,...,vy) jono, joka virittii avaruuden V. Jos f on surjektio, niin
jono (f(v1),..., f(vy)) virittid avarvuden W.

Todistus. Olkoon, ettéa f: V — W on surjektio, ja osoitetaan, ettd W = Sp(f(v1),..., f(vpn)).
Olkoon w € W. Koska f on surjektio, niin on olemassa sellainen v € V| ettid f(v) =
w. Koska V' = Sp(vy,...,v,), niin on olemassa sellaiset luvut ay,...,a, € R, ettd

v =a1v1] + - + a,vy,. TAllin
arf(v1) + -+ anf(vn) = flarvr + -+ -+ apvy) = f(v) = w.

Néin ollen W C Sp(f(v1),---, f(vyn)) eli jono (f(v1),..., f(vy)) virittdéd avaruuden W.
0

Korollaari 9.1.3. Olkoon f: V — W lineaarikuvaus vektoriavaruudesta V' vektoriava-
ruuteen W ja olkoon (v, ..., v,) avaruuden V kanta. Jos f on bijektio, niin (f(v1), ..., f(vn))
on avaruuden W kanta.

Todistus. Oletetaan, ettd f on bijektio. Télloin f on seké injektio ettéd surjektio. Koska

jono (v1,...,v,) on kanta, niin se on sekd vapaa jono ettd virittdvd jono. Niin ollen
lauseiden ja perusteella, jono (f(v1),..., f(vy)) on seki vapaa etté virittavé.
O

Tédmén luvun péadtulos on, ettd korollaari [9.1.3] patee myds toiseen suuntaan, eli
ettéd lineaarikuvaus, joka kuvaa kannan kannaksi, on bijektio. Yhdistetdin tdmé tulos
korollaarin [0.1.3] kanssa seuraavaksi lauseeksi.

Lause 9.1.4. Olkoon f: V — W lineaarikuvaus vektoriavaruudesta V vektoriavaruu-

teen W ja olkoon (v1,...,vy,) avaruuden V kanta. Tdlldin f on bijektio, jos ja vain jos
(f(v1),..., f(vn)) on avaruuden W kanta.
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Todistus. Korollaarissa on osoitettu, ettd jos f on bijektio, niin (f(v1),..., f(vn))
on avaruuden W kanta. Niin ollen riittdé siis osoittaa, ettd jos (f(v1),..., f(vy,)) on
avaruuden W kanta, niin f on bijektio.

Osoitetaan ensin, ettd f on injektio. Riittdd osoittaa, ettd ker f = {0}. Olkoon
v € ker f eli olkoon v € V sellainen vektori, ettd f(v) = 0. Olkoot (ay,...,a,) vektorin
v koordinaatit kannassa (v, ..., v,). Talloin

f('l}) = f(alvl +-- 4+ anvn) = alf(vl) +eee anf(’un)'

Néin ollen (ay, ..., a,) ovat vektorin f(v) koordinaatit kannassa (f(v1),..., f(v,)). Kos-
ka f(v) =0, niin a3 = ... = a, = 0. Néin ollen v = 0. Kuvaus f on siis injektio.

Osoitetaan nyt, ettd f on surjektio. Olkoon w € W. Koska (f(v1),..., f(v,)) on ava-
ruuden W kanta, niin vektorilla w on koordinaatit (ay, .. ., a,) kannassa (f(v1), ..., f(vs)).
Olkoon v = ajvy + - - - + a,v, € V. Talloin

f(v) - f(alvl) +oot f(an'Un> = alf(vl) +oee +anf<vn) =w.
Kuvaus f on siis surjektio. Tamé péa#ttiad todistuksen. O

Huomautus 9.1.5. Ndissd todistuksissa kdytetiin ainoastaan lineaarikuvausten ominai-
suutta, ettd ne kuvaavat lineaarikombinaatiot lineaarikombinaatioiksi. Tdmd ominaisuus
yhdistettiin suoraan vapauden ja virittGmisen mddritelmiin.

Naiden tulosten lisdksi on mahdollista muotoilla muitakin vastaavia tuloksia. Kirja-
taan ylos vield yksi yleinen lemma, jonka todistus jétetdédn harjoitustehtéviksi.

Lemma 9.1.6. Olkoon f: V — W lineaarikuvaus vektoriavaruudesta V vektoriavaruu-
teen W. Avaruuden V' jono (vi,...,vy) on vapaa, jos jono (f(v1),..., f(vn)) on vapaa.

Téssé vaiheessa on hyva muistaa, ettd vapaan jonon kuvajonon ei tarvitse olla va-
paa ja ettd virittdvan jonon kuvajonon ei tarvitse olla virittdva kuten seuraava yleinen
esimerkki osoittaa.

Esimerkki 9.1.7. Olkoon A € R™*" ja fs: R™1 — R™*1  Olkoon myds (e1,...,en)

avaruuden R™1 standarikanta. Jos m < n, niin tdlléin jono (f(e1),..., f(en))) eli
jono (Aeq, ..., Aey) ei ole vapaa. Jos taas m > n, niin tdlloin (f(e1),..., f(en)) ei ole
virittdud.

Palautetaan vield mieleen, ettd lineaarikuvauksen ei tarvitse olla injektio eiké sur-
jektio.
Esimerkki 9.1.8. Olkoon
10
A _ R2X2
o il

ja fa: R2*XD 5 R2XL g Az, Talloin fa ei ole injektio eiki surjekio.
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9.2 Lineaarikuvausten dimensiolause

Lineaarikuvausten dimensiolauseeksi sanotaan tulosta, etté lineaarikuvauksen ytimen ja
kuvan dimensioiden summa on lihtoavaruuden dimensioE

Lause 9.2.1 (Lineaarikuvausten dimensiolause). Olkoon V' ddrellisulotteinen vektoria-
varuus ja f: V. — W lineaarikuvaus vektoriavaruuteen W . Tdlloin

dimV = dimker(f) 4+ dimim(f).

Todistuksen idea on esittaid avaruus V kahden aliavaruuden ker f ja U suorana sum-
mana, missi aliavaruudella U on sellaiset ominaisuudet, ettd f(U) = im f ja dimU =
dimim f. T&lléin ominaisuudesta V' = ker f ® U seuraa suoran summan dimensiolauseen
(Korollaari perusteella, ettd dimV = dimker f + dimU = dimker f + dimim f.
Heuristisesti voidaan ajatella, ettd aliavaruus U C V vastaa aliavaruuden im f C W ko-
piota avaruudessa V. Tehddén tdmé vastaavus nyt tarkasti ja todistetaan tdmén jélkeen

lause [0.2.11

Lemma 9.2.2. Olkoon V ddrellisulotteinen vektoriavaruus ja f: V. — W lineaarikuvaus
vektoriavaruuteen W . Talldin aliavaruus im f C W on ddrellisulotteinen ja on olemassa
sellainen alicvaruus U C 'V, etti f(U) = im f jo dimU = dimim f. Lisdksi kuvauksen
f rajoittuma fly: U — f(U) on bijektio.

Todistus. Osoitetaan ensin, ettd im f on dérellisulotteinen. Koska V' on dérellisulotteinen,
niin sillé on kanta. Olkoon (v, ..., vy,) avaruuden V kanta. T&éll6in im f = Sp(f(v1),. .., f(va)).
Néin ollen im f on #érelllisesti viritetty. Néin ollen se on aérellisulotteinen.

Olkoon nyt (w1, ...,wy,) aliavaruuden im f kanta. Valitaan jokaisella i € {1,...,m}
sellainen vektori u; € V, ettd f(u;) = w;. Olkoon U = Sp(uq,...,uy). Koska jono
(uq,...,un) on vapaa, niin se on aliavaruuden U kanta lemman nojalla. Néin ollen
dimU = m = dimim f.

Osoitetaan vield, ettd f(U) = im f. Olkoon w € im f ja olkoot (ay,...,as) vektorin
w koordinaatit kannassa (w1, ..., wy,). Talldin u = aju; + -+ - + apum € U ja

f(u):f(alul+"'+amum):alf(u1)+"'+amf(um):a1w1+"'+anwn:w-

Néin ollen im f C f(U). Koska dim f(U) = dimim f, niin f(U) = im f.

Osoitetaan nyt viimeinen véite, ettd f|y on bijektio. Aliavaruus U on itsessééin vek-
toriavaruus ja (uq, ..., uy) on tdmén avaruuden kanta. Koska f(U) = im f, niin rajoit-
tumakuvaus f|y: U — f(U) kuvaa avaruuden U kannan (uq,...,u,,) avaruuden f(U)
kannaksi (wi, ..., wy,). Nédin ollen f|y: U — f(U) on lauseen perusteella bijek-
tio. O

Lauseen [9.2.1) todistus. Olkoon aliavaruus U C V kuten lemmassa [9.2.2] Osoitetaan,
etta
V=kerfaU.

IT4t4 lausetta kutsutaan myos lineaarikuvausten peruslauseeksi.
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Osoitetaan ensin, etté
V=kerf+U.

Riittd4 siis osoittaa, ettd jokainen v € V voidaan esittdi muodossa v = v’ + u, missé
v/ €ker f jau € U. Olkoon v € V. Koska f(U) =im f ja f(v) € im f, niin on olemassa
sellainen u € U, ettd f(u) = f(v). Olkoon nyt v/ = v — . Selvisti v = v/ + u. Toisaalta
f) = flv—u)= f(v)— f(u) =0eli v € ker f. Néin ollen V =ker f + U.

Osoitetaan nyt, ettd ker f N U = {0}. Olkoon v € ker f N U. Koska v € ker f, niin
f(v) = 0. Néin ollen (f|)(v) = f(v) = 0. Koska kuvaus f|7 on injektio, niin néin ollen
v =0.

Korollaarin nojalla

dimV = dim(ker f ® U) = dimker f + dim U = dimker f + dimim f.

Tama paattasd todistuksen. ]

9.2.1 Lineaarikuvauksen bijektiivisyyslause

Lineaarikuvausten yleisessd teoriassa tdmé tulos késitelldin yleensé isomorfismien yh-
teydessid. Kirjataan tdmé lineaarikuvausten bijektiivisyys lause kuitenkin itsenéisesti,
koska se on luvussa |3| esitetyn neliomatriisien kiddntyvyyslauseen (lause suora
vastine lineaarikuvausten teoriassa.

Palautetaan mieleen, etté neliomatriisien kdantyvyyslauseen todistus perustui yhtalo-
ryhmén supistettuun porrasmuotoon. Lineaarikuvausten tapauksessa tulos seuraa (lihes)
suoraan lineaarikuvausten dimensiolauseesta (lause Téssé tapauksessa on luonnol-
lisinta kirjata ensin tulos, ettd saman ulotteisten vektoriavaruuksien vilinen lineaariku-
vaus on injektiivinen, jos ja vain jos se on surjektiivinen.

Lause 9.2.3. Olkoot V ja W n-ulotteisia vektoriavaruuksia ja olkoon f:V — W line-
aarikuvaus. Tdlloin f on injektio, jos ja vain jos f on surjektio.

Todistus. Oletetaan, ettéi f on injektio. Tdlloin ker f = {0}, joten dimker f = 0. Niin
ollen
dimim f =dimV =n =dim W.

Néin ollen korollaarin [8.2.9] perusteella im f = W. Néin ollen f on surjektio.
Oletetaan nyt, ettd f on surjektio. Télloin im f = W, joten

dimker f =dimV —dimim f = dim V — dim W = 0.
Niin ollen ker f = {0} ja f on injektio. O

Seuraava korollaari on haluttu nelidmatriisien kidédntyvyyslauseen (lause [3.10.1)) vas-
tine lineaarikuvauksille.

Korollaari 9.2.4. Olkoot V' ja W n-ulotteisia vektoriavaruuksia ja olkoon f: V — W
lineaarikuvaus. Tdlloin seuraavat ehdot ovat yhtdpitdvid:

205



1. f on bijektio,
2. f on injektio ja

3. f on surjektio.

9.3 Isomorfismit

Edellisen luvun lopuksi tarkasteltiin bijektiivisié lineaarikuvauksia. Niitad kutsutaan vek-
toriavaruuksien teoriassa isomorfismeiksi.

Maésritelma 9.3.1. Lineaarikuvaus f: V — W vektoriavaruudelta V vektoriavaruudel-
le W on isomorfismi, jos se on bijektiivinen. Vektoriavaruudet V' ja W ovat isomorfisia,
jos on olemassa isomorfismi f: V. — W.

Aloitetaan muutamalla huomiolla.

Huomautus 9.3.2. Termi isomorfisuus viittaa samanlaisuuteen. Samoin kuin bijek-
tion voidaan ajatella samastavan joukot, tissd teoriassa isomorfismit samastavat vekto-
riavarvudet. Tdtd ei pidd kuitenkaan ajatella niin, ettd isomorfiset avaruudet ovat sama
avaruus. Analogia joukkoihin tdssd yhteydessi on, ettd kaikki ddrelliset joukot, joissa
on sama mddrd alkioita ovat bijektiivisid keskenddn, mutta eivdt sama joukkoﬂ Samal-
la tavalla kohta havaitaan, ettd ddrellisulotteisten avaruuksien dimensio mddrdd ndiden
avaruuksien isomorfisuuden.

Huomautus 9.3.3. Koska isomorfismilla tarkoitetaan lineaarista bijektiota, niin sa-
mastaminen voidaan nyt tulkita seuraavasti: Avaruudet V' ja W ovat isomorfisia, jos
ne voidaan samastaa joukkoina sellaisella bijektiolla f: V. — W, ettd f samastaa myods
avaruuksien V' ja W laskutoimitukset eli kolmikot (V,+, ) ja (W, +,-). Formaalisti tilld
tarkoitetaan sitd, ettd esimerkiksi yhteenlasku +: W xW — W wvoidaan kirjoittaa yheen-
laskun +:V —V — V ja bijektion f avulla muodossa

ww' = f(f7Hw) + ).

Huomautus 9.3.4. Kirjallisuudessa avaruuksien isomorfisuutta merkitidn esimerkiksi

~

symbolilla = eli merkitdin V = W, jos avaruudet V ja W owvat isomorfisia. Ndissd
luentomuistiinpanoissa tdtd merkintid ei kdytetd kuin tdssd luvussa.

Kirjataan nyt ylos havainto, ettd isomorfismin kédénteiskuvaus on isomorfismi ja iso-
morfismien yhdiste on isomorfismi.

Lause 9.3.5. Olkoot f: V — W ja g: W — U isomorfismeja. Tdlloin
1. 7L W =V ja
2. gof:V-oU

2Esimerkiksi maatilalla voi olla kolme eldinté ja kerrostalossa kolme rappukiytiavis.
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ovat isomorfismeja. Lisiksi identtinen kuvaus idy : V — V' on isomorfisma.

Todistus. Koska f ja g ovat bijektioita, niin my6s f~! ja go f ovat bijektioita. Koska f ja

g ovat lineaarisia, niin my6s f~! ja go f ovat lineaarisia lauseiden [7.2.19|ja7.2.18| nojalla.
Koska identtinen kuvaus idy on selvésti lineaarinen bijektio, on se isomorfismi. O

Huomautus 9.3.6. Lauseen[9.3.3 tulkinta on seuraava. Jos on annettu vektoriavaruuk-
sien joukko V', miin isomorfisuus mddrittelee ekvivalenssirelaation joukkoon ¥V, koska
kaikille V,W,U € ¥ pitee

1. V=V,
20.W =V, jos V=W, ja
3. V=2U,josV=E2WjaW=2U.

Timd ominaisuus suoraa lauseen havainnoista. Yksityiskohdat jdtetiin harjoitus-
tehtiviksa.

Ensimméinen #érellisulotteisten vektoriavaruuksien isomorfisuutta koskeva havainto
on, ettd jokainen a#rellisulotteinen avaruus on isomorfinen samanulotteisen sarakeava-
ruuden kanssa. Tarvittava isomorfismi loydetéan helposti kannan avulla. Kirjataan tdmé
térked havainto lauseeksi. Palautetaan mieleen, etté lineaarikuvaus f(,, . .,): R &V
on médritelty kaavalla

I
= 11 + -+ Tpty
Tn
Lause 9.3.7. Olkoon V ddrellisulotteinen vektoriavaruus ja (vi,...,v,) avaruuden V

kanta. Tdlloin lineaarikuvaus @y, 0.y = o1, om) R™ — V' on isomorfismi. Erityi-
sesti avaruudet R ja V' ovat isomorfisia.

Todistus. Osoitetaan, ettd lineaarikuvaus ®(,, .y on bijektio osoittamalla, ettd se on
injektio ja surjektio.

Olkoon
€1
x=|:| €ker®.
In
Talloin
0=>®(x) =x1v1 4+ - + TpUp.
Koska (v1,...,v,) on kanta, niin 1 = --- =z, = 0 eli z = 0. Néin ollen ® on injektio.
Olkoon nyt v € V ja olkoot (y1, . . ., yn) vektorin v koordinaatit kannassa (vy,. .., vy).
Olkoon
n
y=|:|eR™.
Yn
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TAalloin
(I)(m,...,vn)(y) =YL+ -+ YpUp = V.

Niin ollen @, .y on surjektio. O

Huomautus 9.3.8. Koska dimV = dimR"*!, niin korollaarin nojalla riittdd
osoittaa, etti Py, . v,) on injektio tai surjektio. Todistuksessa korostuu nyt kuitenkin
enemmdn isomorfismin ®(,, ..\ ominaisuus, ettd se kuvaa sarakevektorin x sille vek-
torille v, jonka koordinaatit kannassa (v1, ..., v,) ovat verktorin x kertoimet. Erityisesti
se kuvaa standardikannan (e1, ..., e,) kannaksi (v1,...,vp).

Kirjataan lauseessa kéytetty merkintd yleiseksi merkinnéksi. Huomaa, etté
tdmé merkintd laajentaa merkintdé [7.2.9]

Merkint& 9.3.9. Olkoon V ddrellisulotteinen vektoriavaruus ja (v1,...,v,) avaruuden
V' kanta. Isomorfismi @y, . o,): R™1 5V on kuvaus DPvy,om) = Swr,evon)-

Koska vektoriavaruuksien isomorfisuus on ekvivalenssirelaatio, niin lauseesta [9.3.
seuraa, ettd ddrellisulotteiset vektoriavaruudet ovat isomorfisia kesken&én, jos ja vain
jos niilld on sama dimensio.

Lause 9.3.10. Adrellisulotteiset vektoriavaruudet V ja W ovat isomorfisia, jos ja vain
jos dimV = dim W.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd n = dimV = dim W. Télloin lauseen [9.3.7] perusteella
on olemassa isomorfismi @, .,.): R™! — V ja isomorfismi Py, wn) R — W,
missé (vy,...,v,) on avaruuden V kanta ja (wi,...,w,) on avaruuden W kanta. Nyt
lauseen perusteella yhdistetty kuvaus @, . ,)© (I)(Zfll,...,vn): V — W on isomor-
fismi. Avaruudet V ja W ovat siis isomorfisia.

Oletetaan nyt, ettd avaruudet V ja W ovat isomorfisia ja osoitetaan, ettd dimV =
dim W. Olkoon f: V — W isomorfismi. Talléin dim W = dimim f. Koska f on injektio,
niin dimker f = 0. Néin ollen lineaarikuvausten dimensiolauseen (lause nojalla

dim V = dimker f + dimim f = dimim f = dim W.
Tama paattasd todistuksen. ]

Lauseen [9.3.10| todistus osoittaa, ettd lauseen viite ei ole optimaalinen vaan, etté iso-
morfisten vektoriavaruuksien vélisisté isomorfismeista voidaan sanoa paljon enemménkin.
Huomataan nimittéin, ettd isomorfismien ® ja® médritelmissd valittiin

) V1,0 Un) (W1, ywn)

avaruudelle V kanta (v1,...,v,) ja avaruudelle W kanta (w1, ..., wy,). Suora lasku osoit-
taa, ettd isomorfismi @, ..) © (I)(ivi,---,vn): V — W vie kannan (vy,...,v,) kannalle
(wi,...,wy). Kirjataan tdmé havainto kannan siirrymisestd lemmaksi. Tdhén havain-

toon palataan luvussa [0.6] jossa kisitelldéin kannanvaihtomatriiseja.
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Lemma 9.3.11. Olkoot V' ja W n-ulotteisia vektoriavaruuksia ja olkoot (vi,...,vp)

avaruuden V kanta seki (w1, ..., wy) avaruuden W kanta. Télloin isomorfismille ¥ =
D) © Py oyt Vo W opiitee

U(z1v1 + -+ 4+ Tpvp) = T1w1 + -+ - + Tpwy,
kaikilla x1, ..., x, € R. Erityisesti ¥(v;) = w; jokaiselle i € {1,...,n}.

Todistus. Olkoot z1,...,z, € R ja

T
r=|: | e R,
Tn
Talloin
U(ziv) 4 -+ zpvy) = “I/((I)(vl,...,vn)(x»
= ((I)(wl ..... wy) © (I)(;ll,“"vn))((l)(yl ..... vn)(x))
= <I>(wl,...,wn)(x) =2x1w1 + -+ TpWy,.
Tamaéa todistaa ensimmaisen viitteen. Toinen viite seuraa valittomaésti. O

Esimerkki 9.3.12. Olkoon
V ={t(1,1,1) + s(1,0,—1) € R®: t,5s € R}

origon kautta kulkeva taso avaruudessa R3. Tarkemmin V = Sp((1,1,1),(1,0,—1)) ja
vektorit (1,1,1) ja (1,0, —1) muodostavat aliavaruuden V kannan. Néin ollen V' on ava-
ruuden R 2-ulotteinen aliavaruus ja siten itsessdidin 2-ulotteinen vektoriavaruus. Osoi-
tetaan, ettid V on isomorfinen avaruuden R? kanssa.

Olkoon (e1, e2) avaruuden R? standardikanta. Kantalauseen nojalla on olemas-
sa yksikasitteinen lineaarikuvaus f: R?2 — V., jolle pitee f(er) = (1,1,1) ja f(es) =
(1,0, —1). Tdlli kuvauksella on itseasiassa kaava

(1‘1,1‘2) = 1'1(1, 17 1) + $2(17 07 _1)

Koska f on lineaarikuvaus, niin riittdd osoittaa, ettd f on bijektio.

Osoitetaan ensin, etti f on surjektio. Olkoon v € V. Tdlloin v = t(1,1,1) +
s(1,0,—1), joillakin t,s € R. Nyt f(t,s) = v. Ndin ollen f on surjektio.

Osoitetaan nyt, ettd f on injektio. Lauseen perusteella rittiad osoittaa, ettd
ker(f) = {0}. Oletetaan, etti x = (z1,22) € R? on sellainen vektori, ettd f(r1,22) =0
eli ettd

x1(1,1,1) + 22(1,0,—-1) = 0.

Koska ((1,1,1),(1,0,—1)) on avaruuden V kanta, niin x1 = x9 = 0. Kuvaus f on siis
injektio.
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9.4 Lineaarikuvausten kantalause

Lineaarikuvausten kantalausee sanoo, etté lineaarikuvaus madrdytyy taysin kuvauksen
arvoista kanta-alkiolla. Lauseessa on kaksi osaa: olemassaolo ja yksikésitteisyys. Ole-
massaoloviite sanoo:

Jos on annettu dérellisulotteinen vektoriavaruus V' ja sen kanta (v1,...,v,) seki
vektoriavaruus W ja vektorit wy, ..., w, € W, niin on olemassa sellainen lineaari-
kuvaus f: V — W, ettd f(v;) = w; jokaisella i € {1,...,n}.

Lauseen yksikésitteisyysvéite puolestaan sanoo:

Tallaisia lineaarikuvauksia f; V — W on tiasmailleen yksi ja otti kuvauksella f on
kaava
f($17)1+"'+xnvn) =ziw1 + -+ Wy

kaikilla x1,...,x, € R.

Olemassaolotuloksen voi todistaa ldhtien annetusta kaavasta. T&ll6in joudutaan kui-
tenkin perustelemaan, ettd kuvaus f on hyvin mééritelty, eli ettd se ei riipu kannan
(v1,...,v,) valinnasta. TAmé tekninen vaihe voidaan sivuuttaa, kun huomataan, etti
kuvaus f saadaan yhdistettyni kuvauksena f(wh---,wn)oq)(_ull,...,vn) : V. — W kuten kuvassa
9.1

% w
vl w21

" - = ~__

w1

—1
q)(vlv'UZ)
Fwy wo)

R2X1

e2

€1

Kuva 9.1: Yhdistetty kuvaus

f = fewr,wn) © @a wyy V' — W havainnollistettuna
esimerkkitapauksessa n = dim V = 2.

Aloitetaan kantalauseen todistus osoittamalla, ettd tdmé yhdistetty kuvaus on ha-
luttu kuvaus f.
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Lemma 9.4.1. . Olkoot V ddrellisulotteinen vektoriavaruus ja (v1,...,v,) avaruuden
V' kanta. Olkoot myds W wvektoriavaruus ja wi, ..., w, € W. Tdlloin yhdistetty kuvaus
= fwr,wn) © (I)(:i,...,vn): V — W on lineaarikuvaus, jolle pitee f(v;) = w;.
Todistus. Koska f on lineaarikuvausten yhdiste, niin se on lineaarikuvaus. Né&in ollen
riittdé osoittaa, ettd f(v;) = w; jokaisella i € {1,...,n}.

Olkoon i € {1,...,n}. Talloin

f('Uz) = (f(wl,...,wn) e} (D(_’Ui,...,vn))(vi) = f(wl’_“’wn) ((I)(_’Ull,,vn)(vz)) = f(’wl,...,wn)(ei) = w;.
Taméa paattad todistuksen. ]

Todistetaan nyt lineaarikuvausten kantalause.

Lause 9.4.2 (Lineaarikuvausten kantalause). Olkoon V n-ulotteinen vektoriavaruus ja
olkoon (v1,...,vy,) avaruuden V kanta. Olkoot myss W vektoriavaruus ja wy,. .., w, €
W. Tdlloin on olemassa tdasmdlleen yksi sellainen lineaarikuvaus f: V- — W, jolle pdtee
f(vi) = w; kaikilla i € {1,...,n}. Kuvaukselle f pitee lisiksi

f(zrvr + -+ zpvpn) = 21Ww1 + -+ + THWY (9.1)
kaikilla z+,...,x, € R.

Todistus. Lemman nojalla lineaarikuvaus f = fiy,,  w,) © ot V- W

(Ulz"~7vn)

toteuttaa ehdon f(v;) = w; jokaisella i € {1,...,n}.
Osoitetaan nyt, ettd kuvaus f toteuttaa yhtdlon Olkoot w1, ..., x, € R. Tilloin

flzivr 4+ -+ zpvn) =21 f(v1) + -+ 2pf(vn) = v1w1 + -+ - + TpWn.

Osoitetaan vield yksikésitteisyys. Olkoon g: V. — W lineaarikuvaus, jolle pitee
g(v;) = w; jokaisella i € {1,...,n}. Osoitetaan, etti g(v) = f(v) jokaisella v € V.
Talloin f = g.

Olkoon v € V' ja (x1,...,x,) vektorin v koordinaatit kannassa (vy,...,v,). Télloin

g(v) = g(x1v1 + -+ + 2pvn) = 219(v1) + -+ Tng(vn) = T1W1 + - + TRWR = f(V).
Tamé paattias todistuksen. O

Osoitetaan kantalauseen sovelluksena, etté esimerkkien ja lineaarikuvaus-
ten lisdksi ei ole muita lineaarikuvauksia sarakeavaruuksista vektoriavaruuksiin.

Korollaari 9.4.3. Olkoon f: R™! — R™*! lineaarikuvaus. Tdlloin f = fa, missi
A= [f(el) f(en)] € Rmxn,

Todistus. Olkoon A = [f(e1) --- f(ey)]. Tdlloin
fa(ei) = Aei = f(ei)
jokaisella ¢ € {1,...,n}. Niin ollen kantalauseen yksikésitteisyys osan nojalla f = f4.

O]
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Korollaari 9.4.4. Olkoon V wektoriavaruus ja f: R™*! — V lineaarikuvaus. Tdlloin
= for,on), missi v; = f(e;) jokaisellai € {1,...,n}.

Todistus. Kuvauksen f,, . .,) médritelmén nojalla

Feor,on) (€3) = vi = flei)
jokaisella i € {1,...,n}. Niin ollen f = Swrseom)- O

Huomautus 9.4.5. Korollaarin voi todistaa kéyttimdttd kantalausetta suoraan
matriisitulosta. Korollaari puolestaan on kantalauseen yksikdsitteisyysvditteen wu-
delleenmuotoilu.

9.5 Lineaarikuvauksen esitysmatriisi

Korollaareista [9.4.3| ja[0.4.4] saattoi herité ajatus, ettd korollaaria ei olisi tarvinnut
kirjata omaksi tuloksekseen, koska se on korollaarin erikoistapaus. Syy korollaa-
rin korostamiseen johtuu siité, ettd kaikki #dérellisulotteisten vektoriavaruuksien
véliset lineaarikuvaukset voidaan palauttaa matriisituloon lineaarikuvauksen esitysmat-
riisin avulla.

Maésritelmé 9.5.1. Matriisi A = [aj] € R™ " on lineaarikuvauksen f: V. — W
esitysmatriisi avaruuksien V' ja W kantojen (v1,...,v,) ja (wi,...,w,) suhteen, jos

f(vg) = arswy + -+ + amiwn,
jokaisella i € {1,...,n}.

Huomautus 9.5.2. Huomaa, ettd esitysmatriisin mddritelman mukaan vektorin f(v;)
kertoimet kannassa (w1, ..., wy) muodostavat matriisin A i:nnen sarakkeen.

Esimerkki 9.5.3. Olkoon f: R? — R3 lineaarikuvaus (z,y) v (y,x + 3y, 2x). Etsitddin
kuvauksen f esitysmatriisi standardikannasta (eq, ea) standardikantaan (e1, ez, e3). Kos-
ka

f(el) = f(l, 0) = (O, 1, 2) = e9 + 2e3 = Oe; + les + 2eg3
ja

fle2) = £(0,1) = (1,3,0) = e1 + 3e2 = leg + 3ez + Oes

nin esitysmatriisi on
0 1
A= |1 3
2 0
Esimerkki 9.5.4. Olkoon f: R? — R3 lineaarikuvaus (z,y) — (y,x+ 3y, 2x). Pidetddn
tunnettuna, etti (vi,ve), missd vi = e + ez ja vy = e1 — ez, on avaruuden R? kanta ja

etta (wl, w2, wg), missd wy = e + e3, wy = eg ja w3 = €1 — e3, on avaruvuden R? kanta.
Etsitddn kuvauksen f esitysmatriisi kannasta (v1,v2) kantaan (wy,wa, ws).
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Ratkaistaan ensin esitysmatriisin A kertoimet ai1, as1, ja agy yhtdlostd
flv) = f(1,1) = (1,4,2) = a11w; + az1ws + azjws.
Koska

anwi + aziws + azyws = aip(e1 + ez) + ag1es + azi(er — es)
= (a11 + as1)e1 + ag1e2 + (a11 — asi)es

= (a11 + as1, a21,a11 — asi),

niin saadaan yhtdlot

aip +azr =1
a9 =4
ayp —azr =2
Ratkaisemalla yhtaloryhmd esimerkiksi matritsimuodossa, saadaan yhtdloryhmdan ainoak-
st ratkaisuksi a1y = 3/2, a1 = 4, ja azy = —1/2. Ndiin ollen matriisin A ensimmdinen
sarake on
3/2
4
~1/2

Matriisin A toinen sarake saadaan kertoimista ai2, ase ja ase, jotka toteuttavat
yhtdilon
flv2) = f(1,-1) = (=1, -2,2) = a1pw; + azws + azws.

Ratkaisemalla yhtdloryhmd kuten edelld saadaan, ettd matriisin A toinen sarake on

1/2
—2
~3/2

Kuvauksen f esitysmatriisi kannasta (v1,v2) kantaan (w1, ws,ws3) on siis

3/2  1/2
A=| 4 =2
~1/2 —3/2

Yleensé ollaan kiinnostuneita lineaarikuvauksen esitysmatriisista. Toisaalta annetun
matriiisin avulla voidaan méiritelld lineaarikuvauksia, joilla on halutut ominaisuudet.
Tarkastellaan tdstd tilanteesta kahta esimerkkié.

Esimerkki 9.5.5. Olkoon A = [a;] € R™ " matriisi. Tillgin fa: R™ — R™*
x — Az, on lineaarikuvaus, jonka esitysmatriisi standardikannasta (eq, ..., e,) standar-
dikantaan (e1,...,em) on A, koska matriisitulon mddritelmdn nojalla

falei) = Ae; = aier + - - + amiem

jokaisella i € {1,...,n}.
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Esimerkki 9.5.6. Olkoon
10
A= [aji] =10 1| € R3*2,
2 3

Pidetidn jilleen tunnettuna, etti (vi,ve), missi v1 = e1 + ey ja vo9 = €1 — ez, on
avaruuden R? kanta ja ettd (wi,we,ws), missd w1 = €1 + ez, we = ey ja w3 = e — €3,
on avaruuden R? kanta.

Koska (vi,v2) on avaruuden R? kanta, niin kantalauseen nojalla on olemassa yk-
sikdsitteinen sellainen lineaarikuvaus f: R? — R3, ettd

f(v1) = anpwr + az1wz + az1ws = 1wy + Owg + 2ws = (3,0, —1)
ja
f(v2) = ag1w1 + azws + azgws = 0wy + 1wz + 3ws = (3,1, -3).
Tdllgin A on lineaarikuvauksen f esitysmatriisi kannasta (v1,vs) kantaan (wi,wa,ws).
Lasketaan lineaarikuvaukselle f vield konkreettinen kaava. Koska eqx = (1/2)(v1+v3)
ja ez = (1/2)(vy — v2), main
1 1 1
Fler) = (1/2F (1) + (1/2)f(12) = 5(3.0.~1) + 13,1, -3)0 = L(6.1,-4) = (3.1/2.3
ja
1 1 1 1
f(62) = §f(vl) - (1/2)f(1)2) = 5(37 07 71) - 5(37 1a 73) = 5(03 71, 2) = (07 71/2) 1)
Ndin ollen
f(x,y) ==zf(er) +yfle2) = x(3,1/2,3) +y(0,-1/2,1) = Bz, (z —y)/2,3z +y)
kaikilla (x,y) € R2.

Huomautus 9.5.7. Koska vektorin koordinaatit kannassa ovat yksikdsitteiset ja line-
aarikuvaus f: V. — W mddrdytyy kanta-alkioiden kuvista, on lineaarikuvauksen f esi-

tysmatriisi A avaruuksien V- ja W kantojen (v1,...,v,) ja (wy,...,wy) suhteen yk-
sikdsitteinen. Tarkemmin sanottuna esitysmatriisin A sarakevektorin Ae; kertoimet saa-
daan vektorin f(v;) koordinaateista (ayj, ..., am;i) kannassa (w1, ..., wy).

Huomautus 9.5.8. Kuten esimerkit osoittavat, kantojen muuttuessa myds kuvavekto-
reiden koordinaatit muuttuvat. Ndin ollen lineaarikuvauksen f: V. — W esitysmatriisi
A riippuu kantojen (vi,...,vy) ja (wi,...,wy) valinnasta. Tdamd tarkoittaa sitd, ettd
matriisi muuttuu, jos jompikumpi kannoista vaihdetaan johonkin toiseen kantaan.

Huomautus 9.5.9. Useissa lineaarialgebran esityksissd tehdddn merkinndllinen ero li-
neaarikuvausten esitysmatriisien ja yhtdloryhmien teoriasta tuttujen matriisien vdlille.
Tdlloin kdaytetian jotain symbolia kertomaan, mihin kantothin saatu esitysmatriise livt-
tyy. Tassd esityksessd ndin ei kuitenkaan tehdd, koska lyhennysmerkinndt saattavat
hamdartid kannan valintaan listtyvien esitysmatriisien jo tuttujen sarakeavaruuksiin lii-
tyvien matriisien suhdetta. Ndin saattaa erityisesti kdydd, kun tarkastellaan sarakeava-
ruuksien vdlisten lineaarikuvausten esitysmatriiseja. Lyhennys merkinndn sijaan teks-
tissd korostetaan aina esitysmatriisin yhteydessd, mihin kantoihin se listtyy.

214



9.5.1 Lineaarikuvauksen suhde esitysmatriisin antamaan lineaariku-
vaukseen

Térkein lineaarikuvausten esitysmatriiseihin liittyvd huomio on seuraava:

Lineaarikuvauksen esitysmatriisi muuttaa lineaarikuvauksiin liittyvat kon-
kreettiset laskut tutuiksi matriisioperaatioksi.

Talla huomatuksella tarkoitetaan sitéd, ettd kunhan pidetédén kirjaa, minkéd kantojen
suhteen esitysmatriisi A on laskettu, lineaarikuvausta f: V — W koskevat kysymykset
muuttuvat kuvausta f4 koskeviksi kysymyksiksi. On kuitenkin huomattava, ettd ava-
ruudet V' ja W eivit ole yleensd ole sarakeavaruuksia, joten lineaarikuvaus f: V —
W ei yleisesti voi edes olla sama kuvaus kuin matriisin A méérittelema kuvaus f4.
Tamé on kuitenkin ldhes totta, silld riittdd samastaa avaruudet V' ja W isomorfismien
Dyy,vn) R =V ja D wy,om) R™*1 — W avulla sarakeavaruuksien kanssa, jonka
jilkeen kuvausten f ja f4 vilille saadaan tarkka yhteys.
Kuvaillaan tdmé yhteys ensin sanallisesti:

Jos sarakevektori z kuvataan avaruuteen V' isomorfismilla ®(,, ) ja saatu vek-
tori v = @, ,.)(7) kuvataan edelleen kuvauksella f, niin tdmé on sama asia
kuin kertoa kuvata sarakevektori x esitysmatriisia A vastaavalla kuvauksella f4 ja
tdmén jélkeen kuvata saatu vektori Az avaruuteen W isomorfismilla @y, w,)-
Katso kuva 0.2

f
va \/V/ f 2 1
—_—
f(v1)
P(vy,v9) P(wy,..., W)
R2X1
& o fa(e2)
el >
fa(e1)

Kuva 9.2: Kuvauksen f: V — W ja sen esitysmatriisim A € R™*"™ kuvauksen
fa: RL 5 R™*1 yilinen suhde esitettynd vektoreiden e; ja es avulla tapauksessa
n=m=2.

Kirjataan tdmé tulos nyt tarkasti.
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Lause 9.5.10. Olkoot V' ja W adrellisulotteisia vektoriavaruuksia. Olkoot lisdksi jono

(v1,...,0y) avaruuden V kanta ja jono (wi,...,wy) avaruuden W kanta. Tdilldin li-
neaarikuvauksen f:V — W esitysmatriisille A kannoissa (vi,...,vy) ja (wi,...,wy)
pdtee

f [©] ¢(’U1,.~~,7Jn) - (I)(wl,...,wk) © fA

Tarkastellaan lauseen véitettd vield kuvallisesti ennen formaalia todistusta. Kuvauk-
set f:V — W ja fa: R™! — R™*! yhdessi isomorfismien Dyy,vn) R — V ja
P wy,.wn) | R™*! 5 W kanssa voidaan koota yhteen symboliseen kuvaan kuten kuvassa
9.2

Huomautus 9.5.11. Kuva herdttid kysymyksen eiké tdatd symbolista kuvaa voisi
kirjoittaa jotenkin yksinkertaisemmin ja formaalimmin. Yksi vastaus tdhdn on ns. ku-
vauskaavio. Kuvan[9.3 tapauksessa kuvauskaavio on

f

V w

fa

Rnxl Rmxl

Kuvauskaavio ei sisdlli informaatiota yksittdisistd vektoreista, mutta sisdltid kaik-
ki tarkasteltavat kuvaukset. Kuvauskaaviossa nuolien seuraaminen tarkoittaa kuvausten
yhdistimista. Lisdksi, ellei toisin mainita, kuvauskaavio oletetaan aina kommutoivan
eli ettd kaaviosta muodostettavat kahden avaruuden viliset erilaiset yhdistetyt kuvaukset
ovat aina itseasiassa sama kuvaus. Tdmdn kaavion tapauksessa tamd tarkoittaa, ettd

f © q)(vlv"-vyn) = q)(wlv"'vw'n) ° fA’
mikd on lauseen vdite.

Lauseen [9.5.10 todistus. Olkoon i € {1,...,n}. T&llsin

(P(wy,..wm) © Fa)(€i) = (Play,....wm) (fale)
=d (Ae;)
= (I)(wl,...,wm)(aliel + -+ amiem)
= a1;W1 + - F AW
= f(vi)
= f(Puy,...0n)(€0)
= (fo P, w))(€)

Néin ollen @y, . 1) © fa = f 0o Py, 0,) lineaarikuvausten kantalauseen nojalla. [

W1 5oy Win,)

Huomautus 9.5.12. Lause|9.5.1(] voidaan kirjoittaa myds muodossa
fa= @{Jl,.,.,wk) 0 fo®u, . )
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ta
-1
f= q)(wl,...,wk) °fao (I)(vl,“.,vn)'

Niistd ensimmdinen voidaan kirjoittaa myds muodossa

((b(:l}l,...,wk) o f o Q(Ul,...,vn)> (33) = Az
kaikilla © € R™¥1,

Y1l4 korostettiin, ettéd yksi lauseen [9.5.10| merkityksistd on se, ettd kuvausten esitys-
matriiseilla voi laskea kuin tavallisilla matriiseilla. Osoitetaan tésté esimerkkiné, etté
vhdistetyn kuvauksen esitysmatriisi on esitysmatriisien tulo, kun kannat on valittu oi-
kein.

Esimerkki 9.5.13. Olkoot V., W ja U ddrellisulotteisia vektoriavaruuksia, (vi,...,vp)
averuuden V' kanta, (w1, ..., wy,) avaruuden W kanta ja (uq, ..., u) avarvuden U kan-
ta. Olkoot nyt f:V — W ja g: W — U lineaarikuvauksia. Tdlloin go f:'V — U on
lineaarikuvaus.

Olkoot nyt A € R™*™ on kuvauksen f esitysmatriisi kannasta (v1,...,v,) kantaan
(w1, ..., wn) ja B € RE*™ on kuvauksen g esitysmatriisi kannasta (w1, . .., wy,) kantaan
(u1,...,u;). Osoitetaan, etti BA € RF*™ on kuvauksen g o f esitysmatriisi kannasta
(v1,...,0n) kantaan (uy, ..., ug).

Koska

-1
f = é(wl,...,wk) © fA © <I>(v1,...,vn)'
ja
-1
9= CD(Ulv---yuk) © fB © <I>(w1,...,wm)’
nimn

gof= (CP(ul,...,uk) o fgo @&jlwwmﬂ o ((I)(w1,...,wk) o faod ! )

(v1,.-,0n)

= Py, ) © fEOfa0 L

-1
= (I)(ul,...,uk) © fBA © (I)(vl,...,vn)'

Ndiin ollen BA on haluttu esitysmatriisi. Tdtd voidaan myds havainnollistaa kaaviona:

f g
14 w U
q)(vl ..... vn)T @71 \LTq)(wl ..... wm,) ch(ul ..... “‘k)
Rnx1 fa RmMX1 /B REx1

missi kuvaus @1 W — R™¥ on lyhennysmerkinti kuvauksen Dy, Kddnteis-
kuvaukselle eli @1 = & !

(W15 W)
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9.5.2 Lineaarikuvauksen esitysmatriisin 16ytidminen kaytinnossi

Tarkastellaan nyt esimerkkien avulla, kuinka lineaarikuvaukselle 16ydetéan esitysmatrii-
si. Ennen esitysmatriisin etsimistd tulee varmistua kahdesta seikasta:

(-1) Pit#& varmistaa, ettd annettu kuvaus f: V' — W on lineaarikuvaus.

(0) Avaruuksilla V' ja W pitdd olla kannat (vi,...,v,) ja (wi,...,wn), joiden suh-
teen esitysmatriisi méaritetdén. Jos kantoja ei ole annettuja, niin ne tulee valita.
Avaruuksien R” ja R™*! kohdalla valinta on usein standardikanta.

Naiden ennakkovalmistelujen jédlkeen prosessi on kaksivaiheinen:

(1) Selvitetddn vektoreiden f(v;) koordinaatit (@i, ..., am;) kannassa (wi,...,wy).
Usein tdmé johtaa yhtéloryhmén ratkaisemiseen.

(2) Muodostetaan saaduista koordinaateista sarakevektori a; € R™*! ja sarakevekto-
reista matriisi A = [al e an].

Tarkastellaan ensin sellaisia esimerkkejéd, joissa esitysmatriisin voi lukea suoraan
kanta-alkioden kuvavektoreista. Ensimméinen on esimerkisté tuttu lineaarikuvaus
ja seuraavat kaksi liittyvéat derivaattakuvaukseen.

Esimerkki 9.5.14. Olkoon f: R? — R® kuvaus (x,y) — (4a + 2y,y — =,z + y) ku-
ten esimerkissd m Etsitdin kuvauksen f esitysmatriisi standardikantojen (e1,e2) ja
(e1,e2,€3) suhteen.

Koska

f(el) = f(l,O) = (47 —1, 1) =4de1 — ey +e3
ja
f(eQ) = f<07 1) - (2,1,1) = 2e1 + ez + €3,

niin kuvauksen f esitysmatriisi A € R3*? standardikannoissa on

4
A=|-1
1

— =N

Esimerkki 9.5.15. Olkoon &35 C #(R,R) korkeintaan astetta 3 olevian polynomien
avaruus ja olkoon D: P53 — Py derivointi. Polynomit p: R — R, & — ¥, missd
k € {0,...,3} muodostavat avaruuden &, kannan, eli dim P3 = 4.

Jokaisella k € {1,...,3} funktion x — 2 derivaattafunktio on x + kz*~1. Ndin
ollen Dp, = kpp_1. Koska vakiofunktion x +— 1 derivaattafunktio on x — 0, niin
Dp1 =0.

Olkoon nyt p: R — R polynomi, joka on mddritelty kaavalla p(z) = ao+a1x+asz? +
azx3. Tdlléin p = agpo + a1p1 + aspas + asps ja

Dp = D(agpo+aipr1+aspe+asps) = aoDpo+ai Dpi1+azDpa+azDps = 0+a1+2a2p1+3asps.
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Lineaarikuvauksen D: 2, — P, esitysmatriisi A € R¥* kannasta (po, . . ., pn) kantaan
(Poy---,Pn) on siis

o O O
o O O
O O N O
o w o o

0

Esimerkki 9.5.16. Olkoon jokaisella k € Z si: [0,27] — R funktio x — sin(kx) ja
ck: [0,27] — R funktio x — cos(kx). Oletetaan tunnetuksi, ettd funktiot (ci,s1,c2, S2)
ovat lineaarisesti m’ippumattomiaﬂ Olkoon

V = Sp(ci, 51, ¢2,52) € C*([0,2n)).

Tilloin dimV =4 ja (¢, 81, ¢2, 82) on avaruuden V kanta.
Koska Dsy, = ke, ja Dcy, = —ksy, jokaisella k € Z, niin saadaan, ettd lineaariku-
vauksen D: 'V — V esitysmatriisi A kannassa (c1, s1,c2, S2) on

0 1 0 0
-1 0 0 O
A= 0 0 0 2
0 0 -2 0

Edellisissé esimerkeissé kanta-alkioiden kuvien koordinaatit maaliavaruuden kannas-
sa oli helppo lukea suoraan kuvauksen kaavasta eikéd koordinaattien etsimistd varten
tarvinnut ratkaista yhtéaloryhmaé. Yleisesti esitysmatriisin etsiminen johtaa kuitenkin
yhtéloryhmén ratkaisemiseen. Tarkastellaan yhté tyypillistd esimerkkié.

Esimerkki 9.5.17. Olkoon M € R™*™ matriisi ja far: R™1 — R™*1. Olkoon nyt
V C R aliavaruus, olkoon W C R™*L sellainen aliavaruus, etti f(V) C W, ja olkoon
f kuwvauksen fur rajoittuma aliavaruudelta V' aliavaruudelle W eli f = (far)lv: V. — W,

x +— Mz. Olkoon (v1,...,vx) aliavaruuden V kanta ja olkoon (w1, ..., wy) avaruuden
W kanta.
Esitysmatriisin mddritelmdn mukaan kuvauksen f esitysmatriisin A = [al e ak] €
R sarakkeet
a4
a; =
Ami

toteuttavat yhtdilon
f(vi) = ajiwr + -+ + agwy.

Koska
f(vi) = fu(vi) = Mu;

3Tamé on helpointa osoittaa kiyttien kohtisuoruutta eli luvun [10| tietoja.
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ja

ai;
awy + -0+ agwe = [w1 wz] s
Qg
niin sarakevektori a; € R toteuttaa siis yhtdilon
Ba; = M,
missi B = [wl wg]. Ndin ollen matriisin A sarakeet voidaan lukea yhtiloryhmdan

[B| Muvy -+ Muy]

supistetusta porrasmuodosta.

9.5.3 Sarakeavaruuksien vilisen lineaarikuvauksen f,,: R™! — R™*!
esitysmatriisi annettujen kantojen suhteen

Kéaytannon laskuissa usein esiintyy tapaus, jossa haluataan etsid lineaarkuvaukselle
far: R 5 R™XL 0 s Mo esitysmatriisi A annettujen kantojen suhteen. Tét# kutsu-
taan usein lyhyesti matriisin esittdmisekst annetuissa kannotissa. Tadmé terminologia on
periaatteessa vaarin. Kysymys ei ole matriisin esittdmisesté annetuissa kannoissa vaan
matriisiin liittyvan lineaarikuvauksen esittdmisestd annetuissa kannoissa. Tarkalleen ot-
taen kysymys on siis seuraavasta lauseesta.

Lause 9.5.18. Olkoot (v1,...,v,) sarakevaruuden R™ ' kanta, (w1, ..., wy) sarakea-
varuuden R™ Y kanta ja M € R™ "™ matriisi. Tdlloin lineaarikuvauksen fpr: R —
R™¥L esitysmatriisi A € R™ ™ kantojen (vi,...,v,) ja (w1, ..., wy) suhteen on matriisi

A=Q 'MP
missid P = [1)1 vn} ja Q = [wl wm].
Todistus. Téssi tilanteessa isomorfismi @, ) on kuvaus fp jaisomorphismi @y, w,.)
on kuvaus fg. Néin ollen esitysmatriisin A mééritelmén perusteella
fa= fQ_l ofmo fp=fo-1mp-
Niin ollen A = Q~'MP. O

9.6 Kannanvaihtomatriisi

Kuten edelld on todettu, lineaarikuvauksen f: V — W esitysmatriisi riippuu avaruuk-
sille V' ja W valituista kannoista. Eri kantoihin liittyvien esitysmatriisien vélinen suhde
on samankaltainen kuin lauseessa lineaarikuvauksen fj;: R™1 — R™*! eri esi-
tysmatriisien suhde matriisiin A € R™*™,

Aloitetaan kannanvaihtomatriisin yleiselld méaéritelmélla, perusominaisuudella ja sii-
hen liittyvalla esimerkilla.
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Midritelma 9.6.1. Matriisi P € R™ "™ on kannanvaihtomatriisi vektoriavaruuden V/
kannasta (v1,...,v,) kantaan (v],...,v)), jos
_ a1
fP = (I)(v’l,...,vg) © (I)(vl,...,vn)-

Huomautus 9.6.2. Kdyttien edellisen luvun terminologiaa, huomataan, ettd kannan-

vaihtomatriisi P on identtisen kuvauksen idy esitysmatriisi kannasta (vy,...,vy,) kan-
taan (v, ...,v}), silli
-1 . _ -1 _
P g O 1O Plor o) = P ) © Pwrswn) = FP-

Termi kannanvaihtomatriisi on hieman hamé&ava, koska matriisi P ei vei kantavek-

toreita v, ..., v, kantavektoreiksi v{,...,v},. TAmi jo siitd yksinkertaisesta syysté, etté

y Ume
vektorit kuuluvat vektoriavaruuteen V', jonka ei edes tarvitse olla sarakeavaruus. Termi
kannanvaihtomatriisi liittyy pikemminkin koordinaatteihin. Kannanvaihtomatriisi P vie
vektorin v € V koordinaatit kannassa (v}, ..., v!,) koordinaateille kannassa (vy, ..., v,).

Kirjataan tdmé lauseeksi.

Lause 9.6.3. Olkoon v € V ja olkoot (x1,...,x,) vektorin v koordinaatit kannassa
(V1,...,0p) jJa (2, ..., 2,) koordinaatit kannassa (v,...,v)). Olkoon P € R™ " kan-
nanvaihtomatriisi avaruuden V- kannasta (v1,...,vy,) kantaan (vy,...,v}). Tdlldin

Todistus. Koska

(I)(vl,...,vn) =v Ja (I)(vi,...7 ) : =0,
Tn, xl,
niin
, _ .
il L1
A I | —1
= ) ) = 2y | Prsen)
/
x,, EX
1 [21]
_ -1 _ .
- (q) vll, s ’) o Q(Ulv---vv'rz)) - P
T, L,

O]

Huomautus 9.6.4. Jos mddritelmdssd|9.6. 1| tarkasteltaisiin isomorfismin ® = CI)(:} v)°
127 Yn

DQvy,vm) R — R sijaan isomorfismia ® = Dyt © <I>(_vl1 ) V =V, niin
talloin @' (v;) = v jokaisella i € {1,...,n}. Tamd isomorfismi vie avaruuden V kannan
(v1,...,0p) kannalle (vi,...,v)), mutta sithen ei liity luonnollista matriisia P toisin

kuin isomorfismiin .

221



Ensimméisiin kannanvaihtomatriiseihin tutustuttiin itseasiassa jo luvussa[2} jokainen
kédntyva matriisi on kannanvaihtomatriisi.

Esimerkki 9.6.5. Olkoon (v1,...,v,) sarakeavaruuden R™ ! kanta. Télléin Dloyvn) =
fp, missd P = [vl e vn] . Ndin ollen kannanvaihtomatriisi standardikannasta (eq, . . .
kantaan (vi,...,v,) on P~Y. Jos (v},...,v)) on jokin toinen sarakeavaruuden R™*!
kanta, niin tilloin kannanvaihtomatriisi kannasta (v1,...,v,) kantaan (vy,...,v)) on
Q= (PP, missi P' = [v| --- v}].

n

9.6.1 Kannanvaihtomatriisi ja lineaarikuvausten esitysmatriisit

Tassé luvussa todistetaan lauseen [9.5.18 yleinen versio kaikille lineaarikuvauksille. Aloi-
tetaan merkinnoista.

Olkoon f:V — W lineaarikuvaus airellisulotteisten vektoriavaruuksien V ja W
vélilla. Olkoot (v1,...,vy,) ja (v],...,v),) avaruuden V kantoja ja olkoot (w1, ..., wy,) ja
(wh,...,wl,) avaruuden V kantoja. Olkoot vield A € R™*™ kuvauksen [ esitysmatriisi
kannasta (v1,...,v,) kantaan (wi,...,wy) ja A* € R™*™ kuvauksen f esitysmatriisi
kannasta (v{,..., n) kantaan (wy,...,w,,). Olkoot myds P € R™" kannanvaihtomat-
riisi avaruuden V' kannasta (v1,...,v,) kantaan (v,...,v)) seki @ € R™*™ avaruuden
W kannasta (w1, ..., w,) kantaan (w},...,w),).

Palautetaan mieleen, etti esitysmatriisien A ja A’ kuvaukset fq: Rt — R™*1 ja
far: R 5 R™X Jiittyvit siis kuvaukseen f: V — W diagrammien

v ow ja v . w
(I)(Ul ----- Un)T Ttp(wl ,,,,, wn) q)(v/1 ,,,,, vl )T T‘b(w’l aaaaa U’%)
Rnrx1 fa Rmx1 Rrx1 far Rmx1
mukaisesti. Koska
fAl (b_ 1o W n) © f © (D(Uh - n)
ja
f = (b(wl,... ) © fA © q)(vh Un)?
niin
f Q(_ reens W ”) <©(w1’. O fA © @ 7)17 U n)) © é(viv'"vv;z)
_ -1 _
- (q)(w’l,...,w%) © (I>(w17 - Wn) ) ofao (q)(vl,...,vn) © (b(vllz'“vv;m))
-1
_ -1 1
o (é(wllvvww/q,) © Q(wl’ W ) fA © (¢ Ull, ,’U/) © (p(vlvnv'un))
= fQ ofao fp
eli

faro fp= fgo fa.
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Kuvaukset fa ja far liittyvét siis toisiinsa kaavion

Rnxl Jar Rmxl (92)

o Ik

R7X1 fa Rmx1

mukaisesti. Kootaan nyt havainnot lauseeksi.

Lause 9.6.6 (Kannanvaihtomatriisi). Olkoot (vi,...,v,) ja (vi,...,v),) avaruuden V
kantoja sekd olkoot (w1, ..., wy) ja (W), ..., w,) avaruuden W kantoja. Tdlldin lineaa-
rikuvauksen f: V. — W esitysmatriisia A € R™*™ kantojen (v1,...,vy,) ja (w1, .., W)
suhteen ja esitysmatriisia A" € R™*™ kantojen (vi,...,v}) ja (wy,...,w.,) yhdistdd
yhtilo
A= QAP !,

missi @ € R™™ on kannanvaithtomatriisi kannasta (w1, . .., w,) kantaan (w,...,w.)
ja P € R™" kannanvaihtomatriisi kannasta (v, ..., v,) kantaan (v§,...,v)).

Todistus. Koska fp =@} oDy, o) fo = <I>(_1, /0 D (wy,...wp)> DN

(Ulv"ﬂv{n) wlv'--7 n

-1 -1
far= ((I)(w’l,...,w;l) © q)(wl,...,wn)> °fao <(I)(v1,...,vn) © (I)(vll,...,vél))
= fqofao(fp)™!
=fgofao fp—1 = fogap-1.
Nain ollen
A =QAP .

9.6.2 Kommentti

Téamén luvun tuloksista on helppo arvata, etté esitys- ja kannanvaintomatriiseihin liit-
tyvisséd kaavoissa on helppo tehda virheitd. Tdmén vuoksi kaavoja ei kannata opetella
ulkoa vaan aina kannattaa piirtdéd kaavio ja muistaa seuraavat ohjeet:

e Ainoastaan sarakeavaruuksien véliset kuvaukset on mééritelty suoraan matriisitu-
lona.

e Yleisessd tilanteessa lineaarikuvauksen f: V — W esitysmatriisi saadaan yh-
distdmélld kuvaukseen f isomorfismit @, ) R™ — V ja DPwy,wm) R™XL

w.

o Avaruuksien V = R™! ja W = R"™*! tapausekssa isomorfismit Divy,vn) Rx1
Vija @) R™*1 5 W vastaavat matriiseilla [1)1 vn} e R™™ ja
[wl wm] € R™X™ kertomista.
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Tarkastelemalla luvun asioita téstd ndkokulmasta havaitaan, ettéd kaikki esitysmat-
riiseihin liittyvét ominaisuudet voidaan piitelld seuraamalla seuraavan kaavion nuolia
ja ottamalla yhdisteitéd vastavista kuvauksista:

Rrx1_ _ _ _ _ ff’7777>Rm><1
oy Py
f
Ip V—W fe
AN
Rnxl 7777777777 >]Rmxl
fa

Kaaviossa on kéytetty lyhyennysmerkint6ja @y = & P, = Dty Pw =
@(wl,...,wm) ja (I)/I/V = (I)(w’l,...,w;n)'

Esimerkiksi esitysmatriisi A saadaan yhdistystd kuvauksesta fa4 = (I);[,l o fody ja
esitysmatriisien A’ ja A viilinen yhteys yhdistetystd kuvauksesta f4 = fo Yo farofp=
fo-1ap, joka siis vastaa matriisien kertolaskua.

Jos téssé kaaviossa avaruudet V' ja W ovat sarakeavaruuksia ja kuvaus f on kuvaus

f = fm, missd M € R™*™ niin tilloin kaavio saa muodon

V1,0, Un )

Rnxl 7777777777777 >Rm><1
oy it
fp Rnx1 fum RmX1 fo
Rnxl 7777777 it > Rmxl
A

Téassd tapauksessa siis kaikki kaavion kuvaukset vastaavat matriisilla kertomista. Huo-
maa my0s, etté jos tatd kaavioita kiytetdin tilanteessa, jossa sarakeavaruuksiin valitaan
toiset kannat, niin kaaviosta tarvitaan vain kuvaukseen f4 liittyvia osaa.
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Luku 10

Sisatuloavaruudet

Luvussa 4] kiisiteltiin sarakeavaruuden R™*! geometrian ja lineaarialgebran vilistd yh-
teyttéd pistetulon késitteen kautta. Téssd luvussa annetaan yleiselle vektoriavaruudelle
geometria pistetuloa vastaavan sisdtulon késitteen avulla. Sisdtulon avulla méaritelladn
vektoreiden kohtisuoruus ja vektorin pituus. Télld on modernin matematiikan kannal-
ta suuri merkitys. Esimerkiksi funktioavaruuksien sisdtulojen avulla voidaan mééritelld
ns. Hilbertin avaruudet, jotka ovat térkeéssé roolissa seké sovelluksissa (kuten fysiikassa
tai lineaaristen osittaisdifferentiaaliyhtéloiden teoriassa) etti teoreettisesti. Esimerkiksi
Fourier-sarjojen teoria perustuu Hilbertin avaruuksien teoriaan.

Tamén luvun tavoitteena on tutustua dérellisulotteisten sisdtuloavaruuksien teori-
aan. Teoreettisesti tdrkein huomio on, ettd edellisissd luvuissa 16ydetty yhteys sarakea-
varuuksiin R™*! voidaan laajentaa pistetuloa ja yleisté sisdtuloa koskevaksi:

Siin& missé ddrellisulotteisen vektoriavaruuden V' kannan (vi,...,v,) valinta sa-
mastaa avaruuden V sarakeavaruuden R™*! kanssa, niin ortonormaalin kannan
valinta samastaa dérellisulotteisen sisdtuloavaruuden (V, (-, -)) pistetuloavaruuden
(R™*1 ) kanssa.

Téamé tulos muotoillaan tarkasti isometrioiden avulla.

Tésséd luvussa médritellddn sisdtulon lisdksi kohtisuoruus ja ortonormaalit kannat
sisdtuloavaruuksissa seké todistetaan Cauchyn—Schwarzin epdyhtilo. Liséksi laajenne-
taan kohtisuoruuden késittelyé ja tarkastellaan aliavaruuksien kohtisuoria aliavaruuksia.
Lopuksi tarkastellaan sisétuloavaruuksia yleisempid normiavaruuksia.

10.1 MaAaritelmia

Kuten pistetulo, vektoriavaruuden sisétulo on symmetrinen bilineaarikuvaus avaruudelta
reaaliluvuille, joka toteuttaa ehdon, ettéd nollasta poikkeavan vektorin sisdtulon itsensé
kanssa on positiivinen. Kirjotetaan tdmé nyt tarkasti.

Maiaritelmi 10.1.1. Olkoon V' vektoriavaruus. Funktio (-,-): VXV — R on avaruuden
V sisdtulo, jos kaikilla v,v',w € V ja a € R pitee
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1. {av + v, w) = alv,w) + (v, w),
2. (v,w) = (w,v),

3. (v,v) >0 ja

4. (v,v) =0, jos ja vain jos v = 0.

Esimerkki 10.1.2. Sarakeavaruuden R™ ! pistetulo -: R™*1 x R™1 — R on esimerkki
sisdtulosta. Yleisemmmin matriisiavaruuden R™*™ pistetulo -: R™*" x R™*™ — R, joka
on mdadritelty kaavalla

kaikilla A = [aj;) € R™*" ja B = [bj;]) € R™*", on sisdtulo. Awan kuten sarakevektorei-
den kohdalla, tamd pistetulo voidaan kirjoittaa toisinkin seuraavasti

A-B= Zzaﬁbﬁ = Z Z(At)iiji = Z(AtB)ii-
j=11i=1 i=1 j=1 i=1

Diagonaalialkioiden summaa kutsutaan matriisin jaljeksi. Tdhdn palataan mydéhemmin.

Yksi erittdin helppo mutta tidrked huomio sisdtuloon liittyen on, etti sisétulon ra-
joittuma aliavaruuteen on sisédtulo. Tdméan huomion seurauksena saadaan huomattavasti
(abstrakteja) esimerkkejé sisdtuloavaruuksista. Kirjataan tdm# havainto lemmaksi.

Lemma 10.1.3. Olkoon (V,(-,-)) sisdtuloavaruus ja W C V aliavaruus. Talloin funktio
(,Yw: W x W — R, joka on mddritelty kaavalla

<U}, U},>W = <U}, U}/>
on sisdtulo aliavaruudessa W, eli (W, (-, -)w) on sisdtuloavaruus.

Todistus. Olkoot v,v',;w € W ja a € R. Koska W C V, niin v, w,w’ € V. Koska (-,-) on
sisdtulo, niin

{av + 0", wyw = {av + v, w) = a{v,w) + V', w) = alv,w)w + ¥, WHw.
Muut kohdat todistetaan vastaavasti. O

Esimerkki 10.1.4. Tyypillinen sovellus edelliselle lemmalle on sarakeavaruuden R™*1
pistetulon - rajoittuma aliavaruuteen V C R™¥1,

Vektoreiden kohtisuoruus ja pituus mééritelldéin sisdtuloavaruudessa (V/ (-, -)) kuten
vastaavat késitteet sarakeavaruuden pistetulolle.

Maaritelma 10.1.5. Sisdtuloavaruuden (V, (-, -)) vektorit v ja w ovat toisiaan vastaan
kohtisuorassa, jos
(v,w) = 0.
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Maéritelm& 10.1.6. Vektorin v € V pituus eli normi ||v|| sisdtuloavaruudessa (V, (-, -))
on luku
[0l = v/ (v, v).

Kuten pistetulonkin tapauksessa, myos sisidtuloavaruuksien tilanteessa keskenéén toi-
siaan vastaan kohtisuorat vektorit ovat lineaarisesti riippumattomia.

Lause 10.1.7. Olkoon (V,(-,-)) sisdtuloavaruus ja olkoot vi,...,v, € V toisiaan vas-
taan kohtisuorassa olevia vektoreita, joista yksikddn et ole nollavektori. Tédlloin jono
(v1,...,v,) on vapaa.

Todistus. Olkoot aq,...,a, € R sellaisia lukuja, etté
aivi + - + apv, = 0.
Télloin jokaisella j € {1,...,n} pétee
0= (a1v1 + -+ + ann,v;) = a1{v1,v5) + -+ + anvp, vj) = a;(vj,vj) = aj\|vj\|2.

Koska ||lvj]| > 0 jokaisella j € {1,...,n}, niina; =--- =a, =0. O

10.2 Extra: Esimerkki funktioavaruuksien sisidtulosta

Tulevissa luvuissa tullaan osoittamaan, etti darellisulotteiset vektoriavaruudet voidaan
samastaa pistetuloavaruuksien (R™*!,.) kanssa. Tisté tuloksesta voi saada vaikutel-
man, ettéd sisdtuloavaruuden késite téssd yleisyydesséd on tarpeeton. Sisédtulolla on kui-
tenkin térked rooli ddretonulotteisten funktioavaruuksien teoriassa. Tarkastellaan nyt
yvhté téirkeds esimerkkié.

Olkoon [a, b] C R vili ja C([a, b]) jatkuvien funktioiden f: [a,b] — R vektoriavaruus.
Madritellaén (-, -)r2: C([a,b]) x C([a,b]) — R kaavalla

<f9L2_

kaikilla f, g € C([a,b]).

Selvésti funktio (-, )72 on symmetrinen eli ettd (f, g)r2 = (g, f) 2. Lisdksi (-, )2
on lineaarinen molempien argumenttien suhteen, silld integraalin perusominaisuuksien
nojalla kaikilla fi, fo, g € C([a,b]) ja A € R piitee

b
Y / (@) + fola))g(x) da

—A/ fi(x dx+/ fola

= Mf1,9) 12 + (f2, 9) 12
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Koska f(x)? > 0 kaikilla « € [a, b], niin lisiksi saadaan

1
b—a

b

(Ffe =y [ Fapdszo

a
kaikilla f € C([a,b]). Huomaa, ettéd tdhdn mennessé ei ole vield kéytetty funktioden jat-
kuvuutta muutoin kuin takaamaan, ettd integraali on olemassa. Jatkuvuutta tarvitaan
kuitenkin osoittamaan, ettd (f, f) = 0, jos ja vain jos f on nollafunktio = — 0. Koska to-
distuksessa tarvitaan jatkuvuuden médritelméd ja tulos késitellddn integraalilaskennan
kursseilla, sivuutetaan tamé todistus téssd yhteydessé.

Niin saatu ns. L2-sisdtulo (-,-)z2: C([a,b]) x C([a,b]) — R antaa siis mahdolli-
suuden puhua kohtisuorista funktioista ja funktioiden pituudesta. Yksi tdmén havain-
non konkreettisimpia sovelluksia on Fourier-teoria, jota kiytetddn esimerkiksi signaa-
link&sittelyssé.

Yksi tapa esitelld Fourier-teoria on sanoa, ettd siind tarkastellaan 27r—periodisteIE|
jatkuvien funktioiden f: R — R sarjakehitelmié trigonometristen funktioiden suhteen
eli halutaan esittdi funktio f sarjana

f(z) = Z ay, cos(kx) + by sin(kx),

k=—o0

missé ag, b € R.
Fourier-teorian peruslause sanoo, etté jatkuvalle 2w-periodiselle funktiolle f: R — R

patee
[e.e]

F@) =" ler Frack + (sk, f)r2sk,

k=—o00

missé ¢,: R — R on funktio z — /2 cos(kz) ja sp: R — R on funktio  — /2sin(kz).
Huomaa, etté kaavan sisitulot (ck, f) 2 ja (sk, f) 2 ovat siis avaruuden C([0, 27]) siséituloja

2m
(cky 2 = o /) cos(kz) f(z)dx
ja
1 2m )
(50 f)iz = 5 [ sinfho)f(a) da.

T&amé& Fourier-teorian peruslause on hyvin syvillinen ja itseasiassa paljon yleisempi
kuin t#sséd esitetty. Sitd késitellidn tarkemmin Fourier-teorian kurssilla syventévissé
opinnoissa. Teoria perustuu havaintoon, ettéd funktiot ¢ ja s, ovat kaikilla k € Z ja £ €
Z \ {0} kesken#éin kohtisuorassa toisiaan vastaan olevia yksikkovektoreita avaruudessa

(C([0,27]), (-, ) 12)-
'Funktio f: R — R on f-periodinen periodilla 6 € R, jos f(z + ) = f(x) kaikilla = € R.
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10.3 Ortonormaali kanta

Kohtisuoruuden ja pituuden avulla voidaan mééaritelld ortonormaalikanta.

Madritelma 10.3.1. Sisdtuloavaruuden (V,(-,-)) kanta (v1,...,v,) on ortonormaali,
jos

1. (vj,v;) =0 kaikilla j # i ja
2. |lvj|| =1 kaikilla j € {1,...,n}.

Huomautus 10.3.2. Palautetaan mieleen, ettd itseasiassa pituuden mddritelmdd e
tarvita ortonormaalin kannan mddritelmdssd, silla kanta (v1,...,v,) on ortonormaali,
jos ja vain jos (vj,v;) = 65 kaikilla j,i € {1,...,n}.

Kirjataan vield ortonormaaliin kantaan liittyvéa yleisempi ortonormaalin jonon mééritelmaé.

Maéritelma 10.3.3. Sisdtuloavaruuden (V,(-,-)) vektoreiden jono (vi,...,vx) on or-
tonormaali, jos ehdot ja ovat voimassa.

Luvussa [8.1] osoitettiin, ettd jokaisella #Harellisesti viritetylld vektoriavaruudella on
kanta. Sisdtuloavaruuksien teoriassa vastaava lause on, etté jokaisella déarellisesti virite-
tylla sisdtuloavaruudella on ortonormaalikanta. Tamé tulos ei ole varsinaisesti uusi, vaan
versio sarakeavaruuksista tutun Gram—Schmidt ortonormeerausprosessista. Tuloksen voi
todistaa muokaamalla lauseen todistusta. Téassi tulos kuitenkin todistetaan toisel-
la todistuksella, joka antaa suoran todistuksen télle hieman heikommalle olemassaolo
véitteelle.

Lause 10.3.4 (Gram-Schmidt yleisille sisdtuloavaruuksille). Jokaisella ddrellisesti vi-
ritetylli sisatuloavaruudella (V,(-,-)) on ortonormaali kanta.

Todistus. Todistetaan véite induktiolla dimension suhteen. Jos (V, (-, -)) on nollaulottei-
nen sisétuloavaruus, niin tyhji kanta () on myos ortonormaali kanta. Olkoon (V, (,-))
yksiulotteinen sisédtuloavaruus, eli dimV = 1. Téll6in on olemassa sellainen v € V, etté
v # 0. Valitaan nyt w = (1/||v||)v € V. Talléin (w) on avaruuden V ortonormaali kanta,
silla ] = (1/][o])llel] = 1.

Tehdéin induktio-oletus, ettd n € N on sellainen luku, ettéd jokaisella n-ulotteisella
sisdtuloavaruudella on ortonormaali kanta.

Olkoon (V, (-,-)) (n+1)-ulotteinen sisdtuloavaruus ja (v1, . .., vy41) sen kanta. Olkoon
W = Sp(v1,...,v,) avaruuden V aliavaruus. Koska (v1,...,v,) on avaruuden W kanta
ja sisdtulon (-,-) rajoittuma (-,-)|w aliavaruuteen W on sisétulo, niin (W, (-,-)|w) on
n-ulotteinen sisdtuloavaruus. Néin ollen silld on induktio-oletuksen nojalla ortonormaali

kanta (wi,...,w,). Huomaa, ettd wi,...,w, € V ja ettd (w;,w;) = (w;,w;)|w = d;i
kaikilla j,i € {1,...,n}.
Olkoon nyt

u = (Upt1, w)wi + -+ + (Vpt1, Wy )wy, € W.
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Osoitetaan, ettéd vektori v,41 —u on kohtisuorassa jokaista vektoria wi, ..., w, vastaan.
Olkoon j € {1,...,n}. Tallsin

(Vg1 — u, w5) = (Vpy1, wy) — (u, wy)

= <Un+1a wj> - <<Un+1’ w1>w1 +-+ <Un+1wna wn>wna wj>
n

= (1, w5) = > (U1, wi)wi, w;)
=1

7
= (Vn+1,w5) — (Vng1,w5) = 0.

Vektorit v,41 —u ja w; ovat siis kohtisuorassa toisiaan vastaan jokaisella j € {1,...,n}.
Koska vp41 € Sp(vi,...,vn) ja u € Sp(vi,...,vp), niin v,41 — u # 0 ja erityisesti
|vn+1 — ul| > 0. Olkoon
Un+1 — U
Wy = ——.
[on41 — ul|
Osoitetaan nyt, ettd (wi,...,wnp4+1) on avaruuden V ortonormaali kanta. Koska
Unt1 = ||[Un+1 — wl|wn41 + u, niin v, 41 € Sp(ws, ..., wy4+1). Néin ollen

V =Sp(v1,...,Unt1) = Sp(wi, ..., Wnt1)-

Koska (wq,...,ws+1) on avaruuden V' minimaalinen virittdjajono, niin se on kanta.

Osoitetaan vield, ettd kanta (wi, ..., w,+1) on ortonormaali. Koska (w1, ...,w,) on
avaruuden (W, (-,-)|w) ortonormaali kanta, niin (w;,w;) = 0j; kaikilla j,7 € {1,...,n}.
Koska ||lwp+1]] =1 ja

1
Wpatl, W) = ———————(Upa1 — U, w;) =0
< n+ ]> an+1 _u||< n+ J>
kaikilla j € {1,...,n}, niin (wy,...,w,+1) on ortonormaali kanta. Tadm4 padttéad induk-
tioaskeleen todistuksen. O

Kuten edelld todettiin kiyttdmilld luvusta [3] tutun lauseen todistusta, saa-
daan hieman vahvempi ortonormeeraustulos. Seuraavan véitteen todistus jéatetdéin kiin-
nostuneelle lukijalle harjoitustehtéivéksiﬂ Huomaa, ettéd lausen muotoilussa on kaytetty
lauseen tietoa, ettd ortonormaali jono on vapaa.

Lause 10.3.5. Olkoon (V,(-,-)) ddrellisulotteinen sisdituloavaruus ja (vi,...,v,) sel-
lainen avaruuden V' kanta, ettd osajono (vi,...,vg) on ortonormaali. Tdlldin on ole-
massa sellainen avaruuden V ortonormaalikanta (w1, ..., wy), etti w; = v; jokaisella
ie{l,...,k} ja ettd Sp(wr, ..., wj) = Sp(vy,...,v;) jokaisella j € {1,...,n}.

Téamén lauseen voi my6s kirjata konseptuaalisemmin.

Korollaari 10.3.6. Olkoon (V,(-,---)) ddrellisulotteinen sisituloavaruus. Tdlloin jo-
kainen ortonormaali jono voidaan laajentaa avaruuden V ortonormaalikst kannakst.

2Riittd4 vaihtaa lauseen todistuksen merkinnét.
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Kirjataan vield ylos luvusta [ pistetuloa koskeva tuttu tulos, joka omalta osal-
taan perustelee ortonormaalin kannan hyddyllisyyden. Liséd& syitd ortonormaalin kan-
nan késitteelle saadaan isometrioiden yhteydessé. Seuraavan lauseen voi todistaa aivan
kuten lauseen Annetaan kuitenkin hieman lyhyempi vaihtoehtoinen todistus.

Lause 10.3.7. Olkoon (v1,...,v,) sisituloavaruuden (V, (-, -)) ortonormaali kanta. Tdlléin
jokaisella v € V' pitee
v = (v, v)v1 + -+ + (Up, V)V,

Todistus. Olkoon v = xqvy + -+ - + zpv, € V. Koska kanta (v, ...,v,) on ortonormaali,
niin jokaisella i € {1,...,n} pitee

(vi,v) = (i, T1VL + - - F+ TpUn) = T1(V;, V1) + -+ Tp(Vs, Un) = Ti(V;, V) = T4
Viite seuraa. ]

Toinen saman tyyppinen vektorin koordinaatteja koskeva tuttu tulos on, ettéd vekto-
rin pituuden voi laskea sen koordinaateista ortonormaalissa kannassa. Kirjataan tdmékin
lauseeksi.

Lause 10.3.8. Olkoon (v1,...,v,) sisituloavaruuden (V, (-, -)) ortonormaali kanta. Tdlléin
jokaisella v = x1v1 + -+ + v, € V pdtee

loll = /ot + -+ af.

Todistus. Koska

n n n
HUH2 = (z1v1 + -+ TV, TIVL F - F TpUp) = Z ij$i<vjavi> = Zﬂﬁf,
j=1i=1 j=1

niin véite seuraa. UJ

10.4 Cauchyn—Schwarzin epayhtalo

Seuraava epayhtild on yksi modernin matematiikan térkeimmisté epayhtaloista.

Lause 10.4.1 (CauchnychwarzED. Olkoon (V,(-,-)) sisdtuloavaruus. Tdlloin kaikilla
v,w €V pdtee
[ {0, w)| < Jlvlf|w]-

Epdyhtdldssd patee yhtiasuuruus, jos ja vain jos vektorit v ja w ovat lineaarisesti riippu-
via

3Tunnetaan myds nimilld Schwarzin epéyhtils, Schwarzin lemma ja  Cauchyn—Schwarzin—
Bunjakovskin epdyhtdlo.

4Joskus sanotaan, ettdi yhtisuuruus pétee, jos vektorit v ja w ovat saman suuntaiset. Viitteessd
kaytetty muotoilu korostaa mahdollisuutta, ettd toinen vektoreista on nollavektori.
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Huomautus 10.4.2. Cauchyn ja Schwarzin epdyhtilon merkitys perustuu ns. Hilbert
avaruuksien eli tdydellisten sisdtuloavaruuksien hyodyllisyyteen matematitkassa ja sen
sovellusaloilla. Tyypillisesti tarvittavat Hilbert avaruudet ovat ddretonulotteisia funk-
tioavaruuksia kuten Fourier-teoriassa esiintyvd nelidintegroituvien funktioiden avaruus
L%(]0,27)) tai osittaisdifferentiaaliyhtildiden teoriassa esiintyvi Sobolev avaruus H(R™).
Nelidintegroituvien funktioiden avaruuden L*([0,27]) tapauksessa Cauchyn—Schwarzin
epdyhtdlo saa muodon

7 fa)gle) dr < ( 0% o) - (/ gy s )

missi f,g € L*([0,27]).

Niissd luentomuistiinpanoissa Cauchyn—Schwarzin epdyhtdldd kdytetddn osoittamaan,
ettd pituusfunktio ||-]|: V — [0, 00[, v — \/(v,v), totettaa normin ehdot. Tdhdn palataan
luvussa [10.7.

1/2

0

Lauseen todistus. Voidaan olettaa, ettd v # 0 ja w # 0. Tarkastellaan suoraa
(={v+tweV:teR}

avaruudessa V ja etsitddn vektori u = v + tgw € ¢, joka on kohtisuorassa suoran /¢
suuntavektoria w vastaan, eli ratkaistaan yhtalo

(v + tow,w) = 0.

Koska
(v + tow, w) = (v, w) + to{w,w) = (v, w) + tollwl|?,

niin saadaan

,__ow)
0= — .
[[w]|?
Haluttu vektori on siis
(v, w)
U =10 — 5 W € £.
[Jwl|

Huomaa, ettéd |w|| > 0, koska w # 0.
Tarkastellaan nyt pisteen u = v+tgw € £ etdisyytta origosta. Seuraava lasku siséltaé
tdmén todistuksen oleellisimman havainnoin. Koska

0<lw —i—towH2 = (v +tow,v + tow) = ||qu2 + 2to (v, w) —i—t%HwHZ
= [[oll* + to (2{v,w) + to||w||?) = [[v]|* + to (2(v, w) — (v, w))

2
= ol + tofw, w) = [l — 222 (0, 0) = Jo? - <<U’w>> ,

[[w]|? ]l

niin < >
v, w
\ < ol
[|w]|
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Niin ollen
(v, w)| < olll[w]].

Tarkastellaan nyt milloin epayhtélo toteutuu yhtdsuuruutena. Oletetaan aluksi, ettéd
vektorit v ja w ovat lineaarisesti riippuvia ja osoitetaan, etté téssa tapauksessa Cauchyn—
Schwarzin epéyhtiloé toteuttuu yhtélond. Koska Havaitaan aluksi, ettd mikédli v = 0
tai w = 0, niin selvésti (v,w) = 0 ja ||v||||w|| = 0. N&in ollen epdyhtilo toteutuu
téssé tilanteessa yhtdlonéd. Voidaan siis olettaa, ettd molemmat vektorit ovat nollasta
poikkeavia. Koska v ja w ovat lineaarisesti riippuvia, niin v = tw, jollain ¢ € R. Néin

R R 7] _ o _ 5
ollen tg o2 t”w”2 tjau=wv+tow =v—tw = 0. Néin ollen edelld tehdyn

<v7w>
flewll
toteutuu siis téssé tilanteessa yhtaloné.

Osoitetaan nyt, ettd mikéli Cauchyn-Schwarzin epdyhtdlo totetuu yhtdloni, niin
talloin vektorit v ja w ovat lineaarisesti riippuvia. Oletetaan siis, ettd vektoreille v ja
w pétee [(v,w)| = ||v||||w]]. Jos w = 0, niin t&lldin vektorit ovat lineaarisesti riippuvia.
Voidaan siis olettaa, ettd w # 0. Koska Cauchyn—Scwarzin epédyhtilo toteutuu yhtaloné,
niin edelld tehdyn laskun nojalla u = U—%w, missé on nollavektori. Néin ollen v = tqw

2
laskun nojalla 0 = ||v]|? — ( ) eli [(v,w)| = ||v]|||w|. Cauchyn-Schwarzin epiyhtilo

ja vektorit v ja w ovat lineaarisesti riippuvia. O

Huomautus 10.4.3. Todistus osoittaa, ettd Schwarzin lemman taustalla on geomet-
rinen havainto, etti affiinin suoran (todistuksessa suora £) etdisyys origosta saadaan
etsimdlli se suoran piste (tdssi v + tow), jonka suuntavektori on kohtisuorassa affiinin
suoran suuntavektoria (tdssi w) vastaan. Suoran € etdisyyttd origosta ei tarvittu todis-
tuksessa, mutta tamd havainto seuraa vertaamalla pisteen u = v + tov ja yleisen pisteen
v+ tw € £ etdisyyttd origosta. Tdmd vertailu on voidaan tehdd nelidksi tdydentimdlld,
silld

v+ tw|? = (v + tw,v + tw) = ||v||* + 2t (v, w) + *||lw]|
(v, w)

[[o]]

o= () + (G o)

2 (an> 2 2
> [|v]|* = = v + tow]|*.

[[]]

= |vl* + 2t]|wl] + (tl|wl]])?

Ndin ollen piste v + tow € £ antaa suoran £ etdisyyden origosta.

Huomautus 10.4.4. Mikdli seki v ettd w ovat nollasta poikkeavia vektoreita, Schwarzin
epdyhtdlo voidaan kirjoittaa muodossa

'<HZHH1wUH>‘§1

missi v/||v|| ja w/||w| ovat yksikkovektoreita. Erityisesti Schwarzin lemma siis sanoo,
ettd yksikkovektoreiden sisdtulo on itseisarvoltaan korkeintaan yksi.
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Lisdiksi vektoreiden v ja w vdlinen kulma Z(v,w) € [0, 27| voidaan mddritelli kaa-

valla
voow
cos Z(v,w) = <,>
[[oll ™ flwll

Schwarzin lemma siis osoittaa, ettd sisdtulo on pistetulon luonnollinnen yleistys.

10.5 Aliavaruuksien kohtisuoruus

Koska sisdtulo on lineaarinen molempien argumenttiensa suhteen, niin voidaan tehd&
seuraava havainto: jos vektori v € V' on kohtisuorassa seké vektoria w € V ettd vektoria
w’ € V vastaan, niin v on kohtisuorassa kaikkia vektoreiden w ja w’ lineaarikombinaa-
tioita vastaan, silld kaikilla a,b € R pétee

(v, aw + bw') = a{v,w) + blv,w’) = 0.

Tamé osoittaa, ettd kaikki vektoria v vastaan kohtisuorat vektorit muodostavat ali-
avaruuden. Tédmé& havainto johtaa itseasiassa aliavaruuden kohtisuoran komplementin
késitteeseen. Médritelldédn tatd varten ensin kohtisuorat aliavaruudet.

Maidritelma 10.5.1. Sisituloavaruuden (V, (-,-)) aliavaruudet W ja W' ovat toisiaan
vastaan kohtisuorassa, jos kaikilla w € W ja w' € W' pitee (w,w’) = 0.

Esimerkki 10.5.2. Sarakeavaruuden (R**1,.) suorat L = Sp(e1+ez) ja L' = Sp(e;—e3)
ovat toisiaan vastaan kohtisuorassa. Tdamd havaitaan seuraavasti. Havaitaan ensin, ettd

(61—1—62)'(61—62)261'61—61'62+€2'€1—€2~€2:1—0+0—1:O.

Olkoot nyt w € L jaw' € L'. Tilloin w = t(e1 + e2) ja w' = t'(e1 — e2) joillain t,t' € R.
Niin ollen

w-w' =tle; +e3) - t'(er —ex) =tt'(e1 +e2) - (e1 —ez) =0.

10.5.1 Kohtisuoruuden tarkistaminen virittdjista

Esimerkissi[10.5.2 kiytettiin strategiaa, ett# ensin tarkasteltiin suorien L ja L' virittijien
kohtisuoruutta ja tdmén jilkeen tdmén avulla osoitettiin kohtisuoruus kaikille suorien
L ja L' vektoreiden vililli. Tamé strategia toimii yleisesti kaikille virittdjijoukoille ja
erityisesti kannoille.

Lause 10.5.3. Olkoon (V,(-,-)) sisdtuloavaruus. Tdlloon avaruuden V aliavaruudet
W = Sp(wy,...,wg) ja W' = Sp(w),...,w),) ovat toisiaan vastaan kohtisuorassa, jos
ja vain jos (wj,w;) = 0 kaikilla j € {1,...,k} jaie{1,...,m}.

Todistus. Oletetaan, ettd W ja W' ovat toisiaan vastaan kohtisuoria aliavaruuksia. Ol-
koot j € {1,...,k} jai € {1,...,m}. Koska w; € W ja w, € W', niin kohtisuorien
aliavaruuksien mééritelmén mukaisesti (w;, w}) = 0.
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Oletetaan nyt, ettd (w;, w;) = 0 kaikilla j € {1,...,k} jai € {1,...,m}. Osoitetaan,
ettd W ja W’ ovat toisiaan vastaan kohtisuorassa. Olkoot w € W ja w’ € W'. T&lloin
on olemassa sellaiset luvut aq,...,ap € Rjaby,..., b, € R, ettd w = ajwy + - - - + apwy
jaw' =biw] + -+ 4 bpwl,. Téllsin

<w, w’) = <a1w1 + -+ apwg, blwi +---+ bmw,’n)

m

D0 ajwy, baw)

j=1 1

—_

<
Il

ajbj (wj, wi> =0.

I
M?r
NE

11

<.
Il
Il

—

Niin ollen W ja W' ovat toisiaan vastaan kohtisuorassa. O

10.5.2 Aliavaruuden kohtisuora komplementti

Aliavaruuden kohtisuoralla komplementilla tarkoitetaan aliavaruutta, joka sisaltda kaik-
ki annetun aliavaruuden vektoreita vastaan kohtisuorat vektorit. Mééritelldén ensin
tdmé joukko tarkasti ja osoitetaan tdmén jdlkeen, ettd kyseinen joukko on todellakin
aliavaruus.

Madritelma 10.5.4. Sisdtuloavaruuden (V,(-,-)) aliavaruuden W C V kohtisuora-
komplementti W+ C V' on osajoukko

Wt={weV: (v,w)=0, we W}

Lause 10.5.5. Sisdtuloavaruuden (V, (-,-)) aliavuuden W C V' kohtisuorakomplementti
W on avaruuden V aliavaruus.

Todistus. Riittii osoittaa, ettd W' toteuttaa aliavaruusehdon. Olkoot v,v' € W ja
a € R. T&lloin jokaisella w € W pétee

{av + V', w) = alv,w) + (', w) = 0.
Néin ollen W+ on aliavaruus. ]

Esimerkki 10.5.6. Esimerkin [10.5.2 suora L' on itseasiassa suoran L kohtisuora-
komplementti L' eli L' = L*. Tdmdn voi pddtelld seuraavasti.

Esimerkissi[10.5.9 osoitettiin, ettd kaikki aliavaruuden L' vektorit ovat kohtisuorassa
aliavaruuden L vektoreita vastaan. Ndiin ollen L' C L*.

Inkluusion L+ C L' osoittaminen voidaan tehdd seuraavasti. Havaitaan ensin, etti
vektorit v1 = e1 + ey ja vo = e; — ey muodostavat avaruuden R2%Y Lannan. Olkoon nyt
v = avy + bvy € L*. Télloin ehdosta (v,v1) = 0 seuraa, etti

0 = (avy + bvg, v1) = a(vy,v1) + blva, v1) = alvy, v1),

eli a =0, koska vi # 0. Ndin ollen v € L.
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Koska ainoastaan nollavektori on kohtisuorassa itsedén vastaan, niin aliavaruudella
W ja sen komplementilla W ei ole muita yhteisii vektoreita, kuin nollavektori. Niin
ollen kunhan osoitetaan, ettd kaikki avaruuden V vektorit voidaan kirjoittaa aliava-
ruuksien W ja W vektoreiden summina, niin saadaan etti itseasiassa V =W @ W,
Osoitetaan tdmé nyt tarkasti.

Lause 10.5.7. Olkoon (V, (-,-)) ddrellisulotteinen sisdtuloavaruus. Tdlloin jokaisella ali-

avaruudella W C V' pdtee
V=wewh

Todistus. Koska V' on &érellisulotteinen vektoriavaruus, niin n#in ollen myos sen ali-
avaruus W on #érellisulotteinen. Néin ollen silld on ortonormaalikanta sisétulon (-, -)

suhteenﬂ Olkoon (wq,...,wy) aliavaruuden W ortonormaalikanta. Laajennetaan nyt
jono (wiy, ..., wy) avaruuden V' kannaksi (wy, ..., wg, Vg41, ..., 0,). Nyt Gram—Schmidt
ortonormeerausprosessin (lause [10.3.5) perusteella on olemassa sellainen avaruuden V'
ortonormaali kanta (wy, ..., Wk, Wki1,...,Wwy), ettd

Sp(wi, ..., w;) = Sp(wi, ..., Wk, Vg1, - -, 0j)

kaikilla j € {k +1,...,n}. Olkoon nyt W’ = Sp(wiy1,...,wy,). Koska (wi,...,wy,) on
avaruuden V kanta, niin V=W + W' ja WNW' = {0}. Ndin ollen V. =W & W'.

Riittdd siis osoittaa, ettd W’ = W+, Koska kanta (w1, ..., w,) on ortonormaali, niin
W ja W' ovat toisiaan vastaan kohtisuorassa. Niin ollen W/ C W. Osoitetaan nyt,
ettd W+ c W’. Olkoon w € W+. Koska (w,...,w,) on kanta, niin

w=a1wi + -+ apwy

joillain ay,...,a, € R. Koska w € W+, niin (w,w;) = 0 kaikilla i € {1,...,k}. Niin
ollen
0 = (w,w;) = (a1w1 + -+ + apwn, w;) = a;(w;, w;) = a;

jokaisella i € {1,...,k} ja siten
W= Q1 Wht1 + - + apwy, € W'
TAmé osoittaa, ettd W C W/, miké padttiad todistuksen. ]

Kirjataan vield ylos lauseen [10.5.7| tdrked seuraus: aliavaruuden kohtisuoran komple-
mentin kohtisuora komplementti on alkuperéinen aliavaruus.

Lause 10.5.8. Olkoon (V, (-,-)) ddrellisulotteinen sisdtuloavaruus ja W C V' aliavaruus.
Tdlloin
WAy = w.

®Oikeammin tietysti sisitulon pitdisi ensin rajoittaa aliavaruuteen W, mutta tété eroa ei tehds.
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Todistus. Osoitetaan ensin, ettd W C (W)L, Olkoon w € W. Tallsin jokaisella w’ €
W pitee
(w,w') = 0.

eli w € (W)L, Niin ollen W C (W)+.

Osoitetaan nyt, ettd (W)L C W. Olkoon v € (W)L, Lauseen nojalla V' =
W @ W+ eli on olemassa sellaiset vektorit w € W ja w” € W, ettd v = w + w”. Koska
ve (WHE jaw” € W, niin

0 — <U)”,U> — (’U)//,U) _|_ w//> — <w//7w> + <w//’w//> — <w//7w//>.

Niin ollen w” = 0 ja v = w € W. Tamé padttid inkluusion (W)t € W todistuksen.
O

10.6 Isometriat

10.6.1 Motivointi

Téamén luvun ensimmaéinen motivaatio on seuraava ortogonaalimatriisien geometrinen
ominaisuus. Jos m > n ja U € R™*™ on ortogonaalimatriisi, niin t&lloin siithen liittyvi
lineaarikuvaus frr: R™! — R™*1 2+ Uz, on pituuden siilyttivi kuvaus, eli isomet-
ria. Erityisesti fyy on injektio. Jos lisiksi m = n, niin téllin fy on isomorfismi. Jos
puolestaan m < n, niin t#lléin kuvaus fiy voidaan tulkita projektioksi avaruuden R*!
aliavaruudelle R™*1,

Téssd luvussa kéasitellddan tapaukset m > n ja m = n. Néista tapaus m = n, eli orto-
gonaalisten neliomatriisien tapaus on lopulta kaikkein mielenkiintoisin, koska se liittyy
kannanvaihtoon ortogonaalisilla matriiseilla ja téitd kautta matriisien normaalimuotojen
teoriaan. Projektiot, eli tapaus m < n, on kiinnostava muista syistd ja se késitelladn
erikseen luvussa [R.3.21

10.6.2 Maiiaritelmia

Téssé luvussa isometrialla tarkoitetaan sisdtuloavaruuksien vélista sisdtulon séilyttéavas
séilyttavaa lineaarikuvausta.

Maéritelma 10.6.1. Olkoot (V, (-,-)v) ja (W, (-, )w) sisdtuloavaruuksia. Lineaariku-
vaus f: V — W on isometria, jos

(f(), f(W"))w = (v,0")y
kaikilla v,v' € V.

Masritelmésta voi suoraan pédtelld, ettd isometriat séilyttavit vektoreiden kohtisuo-
ruuden ja pituuden. Isometria kuvaa ortonormaalin kannan aina jonoksi ortonormaaleja
vektoreita. Koska tdmé ehto karaketerisoi isometriat, niin kirjataan se lauseeksi seuraa-
vasti.
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Lause 10.6.2. Olkoot (V,(-,-)v) ja (W, (-, )w) sisdtuloavarvuksia ja (vi,...,v,) ava-
ruuden V' ortonormaali kanta. Tdlldin lineaarikuvaus f: V. — W on isometria, jos ja
vain jos kuvajono (f(vi),..., f(vy)) on ortonormaali.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd f on isometria. Olkoon 7,5 € {1,...,n}. Koska f on
isometria, niin

(f(vj), f(vi))w = (vj,vi)v = dji.

Oletetaan nyt, ettd kuvajono (f(v1),..., f(v,)) on ortonormaali. Osoitetaan, etti
f on isometria. Olkoot v,v" € V. Olkoot (z1,...,x,) vektorin v koordinaatit kannassa
(v1,...,v,) jaolkoot (z],...,2)) vektorin v’ koordinaatit kannassa (v1, ..., v, ). Téllsin

(f(), f(W')) = (f(@1v1 + - - + zpvn), f(@ho1 + - + 200))

=S wa(f ) f)) = S0 agaln = S wjal = (0,0).
j=1

j=11i=1 j=1i=1
Kuvaus f on siis isometria. O

Huomautus 10.6.3. Koska isometrian f: V — W ei tarvitse olla surjektio, niin

kuvajonon (f(v1),..., f(vn)) ei tarvitse olla avaruuden W ortonormaalikanta, vaikka
(v1,...,0,) olisi avaruuden V' ortonormaalikanta. Jos kuitenkin dim'V = dim W, niin
talloin (f(vi),..., f(vn)) on avaruuden W ortonormaali kanta, silli jono (f(vi),..., f(vn))

on vapaa lauseen perusteella.

Taméa maaritelma voitaisiin antaa usealla eri tavalla kuten seuraava lemma osoittaa.

Lemma 10.6.4. Olkoot (V,(-,-)v) ja (W, (-, )w) sisdtuloavaruuksia seki || - ||yv:V —
[0,00[ ja || - ||w: W — [0, 00 nditd sisituloja vastaavat normit. Olkoon myds f: V. — W
lineaarikuvaus. Tdlloin seuraavat ehdot ovat yhtdpitdvid:

1. f on isometria,
2. [[f()llw = ||vllv kaikilla v €V ja
3. f(w) = f)lw = |lv = |lw kaikilla v,v" € V.

Huomautus 10.6.5. Kommentti lemman tulkinnasta on paikallaan. Ensimmdinen ehto
, eli isometrian mdadritelmd sanoo, ettd isometria sdilyttdada sisdtulon. Toinen ehto ([2))
sanoo, ettd isometria sdilyttid pituudet. Kolmas ehto sanoo, ettd isometria sdilyttad
etdaisyydet. Mielenkiintoista on, ettd pituuden sdilyttaminen on yhtdpitdvdd sisdtulon, eli
heuristisesti kulmien, sdilymisen kanssa.

Lemman todistus. Osoitetaan ensin, ettd ehdot ja ovat yhtéapitavid. Tamén
jalkeen osoitetaan, ettd ehdot ja ovat yhtapitavii.
Oletetaan, ettd || f(v)|lw = ||v||v kaikilla v € V. Olkoot v,v" € V. Tillsin

1) = fF)llw = £ (v =) lw = [l = ]lv.
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Oletetaan nyt, etté || f(v) — f(v")|[lw = [Jv — /||y kaikilla v,v" € V. Téllsin

1 ()llw = 11£(v) = f(O)llw = llv = Ollv = [|v]lv

kaikilla v € V. Tamaé osoittaa ehtojen ja yhtapitavyyden.
Osoitetaan nyt kaksi ensimmaisté ehtoa yhtépitaviksi. Oletetaan, ettd f on isometria
ja olkoon v € V. T4lloin

1f )llw = V{F @), Fhw = Vv, v)v = ollv.

Oletetaan nyt, ettéd || f(v)|lw = ||v||v kaikilla v € V. Olkoot v,v" € V. T&llsin

1 () = F@) iy = (f(0) = F (), F(0) = F@)w = [F @) —2(f (), f@)w + ] F ()l

Vastaavasti

lv = V'[I% = [lvllf = 2(v,0")v + [[V'[[}-
Koska [ f(v)[lw = [[ollv, [If (") lw = [lv'[lv ja [[f (v=2")[lw = [[v—v"||w, niin saadaan
(f(), f))w = (v, )y
Kuvaus f on siis isometria. Témé osoittaa ehtojen ja yvhtéapitavyyden. O

Lauseella [10.6.4) kaksi suoraa seurausta. Ensimmiéinen seuraus on, ettd isometriat
ovat injektioita.

Korollaari 10.6.6. Olkoon f: V — W isometria sisituloavaruudesta (V,(-,-)v) sisdi-
tuloavaruuteen (W, (-, yw). Tdlloin f on injektio.

Todistus. Olkoon v € ker f. Télloin ||v||y = || f(v)|lw = 0. Néin ollen v = 0 ja ker f =
{0}. Kuvauksen f injektiivisyys seuraa nyt lauseesta m O

Toinen lauseen suora seuraus on, ettd isometrioiden yhdisteet ovat isometrioita
ja bijektiivisten isometrioiden, eli isomorfisten isometrioiden, kadnteiskuvaukset ovat
isometrioita. Tdmén korollaarin todistus jatetdén harjoitustehtaviksi.

Korollaari 10.6.7. Olkoot f:V — W ja g: W — U isometrioita sisdtuloavaruuksien
(V,(,9v), W (-, dw) ja (U, (-, -)u) vdlilli. Tdalloin yhdistetty kuvaus go f: V — U on
isometria. Jos lisiksi f: V — W on isomorfismi, niin f~1: W — V on isometria.

10.6.3 Isometriset isomorfismit

Kuten luvussa havaittiin kannan valita samastaa &didrellisulotteisen vektoriavaruu-
den sarakeavaruuden kanssa. Téssé luvussa osoitetaan, ettd ortonormaalin kannan va-
lita samastaa #irellisulotteisen sisituloavaruuden (V, (-,-)) pistetuloavaruuden (R™*!,".)
kanssa.

Kuten on helppo arvata, halutun isomorfismin antaa jélleen kuvaus @y, . ) R™™ L
V. Osoitetaan ensin, ettd tdmé isomorfismi on isometria ortonormaalin kannan tapauk-
sessa. Tulos seuraa suoraan lauseesta mutta annetaan silti suora todistus.
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Lemma 10.6.8. Olkoon (V,(-,-)) sisituloavaruus ja (ui,...,u,) ortonormaalikanta.
Téllgin isomorfismi @y, . u,): R™ ! 5V on isometria.

Todistus. Olkoot

I n
r=|:| eR™jay=|:| eR™,
T Yn
Koska (u1, ..., u,) on ortonormaalikanta, niin u; - u; = 6;; kaikilla ¢,j € {1,...,n}.

Néin ollen
(Puy, e un) @)y Pl (V) = (T1UL + -+ -+ TpUn, Yrur + -+ - + Yntn)
=11+ -+ TuYn =T - Y.
Kuvaus @y, . 4,) on siis isometria. [
Lauseesta saadaan myos seuraava isometristen isomorfismien karakterisointi.

Lause 10.6.9. Olkoot (V,(-,-)v) ja (W, (-, )w) sisdtuloavaruuksia. Tdlldin isomorfismi
®: V. — W on isometria, jos ja vain jos ® kuvaa avaruuden V ortonormaalin kannan

(v1,...,vy) avaruuden W ortonormaaliksi kannaksi (®(v1),..., ®(vy,)).
Todistus. Oletetaan, ettd ® on isometrinen isomorfismi ja olkoon (v1, ..., v,) avaruuden
V ortonormaali kanta. Koska ® on isomorfismi, niin (®(v1), ..., ®(vy,)) on avaruuden W

kanta. Lauseen [10.6.2| nojalla (®(vy),...,®(v,)) on myds avaruuden W ortonormaali
jono. Néin ollen se on ortonormaali kanta.

Oletetaan nyt, ettd ® avaruuden V' ortonormaalin kannan (v1,...,v,) avaruuden W
ortonormaaliksi kannaksi (®(vy),...,®(v,)). Koska ® kuvaa kannan kannaksi, niin se
on isomorfismi. Liséksi lauseen [10.6.2] nojalla ® on isometria. O

10.6.4 Ortogonaalimatriisit ja isometriat

On yleinen tulos, ettd isometriat ja ortogonaalimatriisit vastaavat toisiaan. Kirjataan
téstd tuloksesta ensin sarakeavaruuksien versio.

Lause 10.6.10. Olkoon A € R™ "™ matriisi. Talloin kuvaus fa: R™P — R™*1 on
isometria avaruudesta (R™' ) avaruuteen (R™*1,.), jos ja vain jos A on ortogonaali-
matriist.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd fa on isometria. Olkoon A = [vl Un]. TAlloin
V5 -V = (AEj) : (Aez) = fA(ej) . fA(ei) =€5 €
kaikilla j,i € {1,...,n}. Néin ollen vektorit v,...,v, ovat toisiaan vastaan kohtisuo-

rassa olevia yksikkovektoreita. Néin ollen A’A = I eli A on ortogonaalimatriisi.
Oletetaan nyt, ettd A € R™*™ on ortogonaalimatriisi. Olkoot z,y € R™*!. T#llsin

fa(@) - faly) = Az - Ay = (Az) Ay = ' A'Ay = o' Iy = 2’y =z - y.

Kuvaus fa on siis isometria. O
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Yleisesti lineaarikuvaus #érellisulotteisten sisétuloavaruuksien vélilla on isometria,
jos ja vain jos sen esitysmatriisi ortonormaaleissa kannoissa on ortogonaalimatriisi. Seu-
raava lause jitetddn harjoitustehtivaksi.

Lause 10.6.11. Olkoot (V,(-,-)v) ja (W, (-, -)w) ddirellisulotteisia sisdtuloavaruuksia.
Talloin lineaarikuvaus f: 'V — W on isometria, jos ja vain jos sen esitysmatriisi A €
R™*™ qvaruuden V' ortonormaalista kannasta (vi, ..., v,) avaruuden W ortonormaaliin
kantaan (w1, ..., ws,) on ortogonaalimatriiisi.

10.7 Normiavaruudet

Sisdtulon (-,-): V x V — R mé#édrddmid pituusfunktiota || - [[: V' — [0,00] kutsu-
taan sisdtulon induksoimaksi (tai mddrddmdksi) normiksi. TAmé on erikoistapaus ylei-
semméstd normin késitteesta.

Maiéritelma 10.7.1. Olkoon V vektoriavaruus. Funktio ||-||: V — [0, 00[ on avaruuden
V normi, jos

1. kaikilla v,w € V pitee |Jv +w|| < [jv]| + [|w]|,
2. kaikilla v € V ja a € R pitee |lav]| = |al ||v]| ja
3. ||v]| =0, jos ja vain jos v = 0.
Paria (V,||-]]), missa V' on vektoriavaruus ja ||-|| on normi, kutsutaan normiavaruudeksi.

Huomautus 10.7.2. Ehtoa kutsutaan kolmioepayhtiloksi, koska ehdosta seuraa,
ettd kolmen vektorin u,v,w € V. maddradmdn kolmion sivut toteuttavat ehdon, ettd jo-
kainen sivu on pituudeltaan korkeintaan kahden muun sivun pituuksien summa.

Sisdtulon mdadrdadmda normi on yleisen normin erikoistapaus siind mielessd, ettd kol-
mioepdyhtdlon lisikst normi toteuttaa Pythagoraan lauseen: jos vektorit v,w € V ovat
kohtisuorassa toisiaan vastaan, niin

[v+wl? = (v +w, v+ w) = (v,0) +2(v,w) + (w, w) = [Jo[|* + [|Jw]]*.
Tdhdn palataan seuraavassa luvussa.

Osoitetaan, ettd sisdtulon (-,-): V x V — R méa#radami funktio || - ||: V' — [0, 00[
todella on normi.

Lause 10.7.3. Olkoon (V,(-,-)) sisituloavaruus. Tdilldin funktio ||-|: V — [0, 00, v
V(v,v), on avaruuden V. normi.

Lauseen todistuksen vaativin kohta on kolmioepéyhtélon todistus, joka perustuu
Cauchyn—Schwarzin epéayhtiloon.
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Lauseen todistus. Osoitetaan ensin kolmioepayhtéld. Olkoot v, w € V. Tallin
o+ wl? = (v +w,v+w) = |v]|* + 2(v, w) + [Jw]|?
< vl? + 2/, w)| + [|w]]?
< ol + 2[fv || wl]] + [[wl]f?
2
= ([loll + [lwl])”-

Niin ollen
v+ w[l < v + [Jw]].

Kolmioepéyhtéld on néin osoitettu.
Normin ehto seuraa ldhes valittomésti. Olkoot v € V' ja a € R. Télloin

lav]| = /{av, av) = v/a*(v,v) = |a]|o]].
Osoitetaan vield normin ehto (3)). Olkoon v € V'\ {0}. Koska (v,v) > 0, niin

[oll = v/{v,v) > 0.

Toisaalta [|0]| = /(0,0) = 0. Néin ollen ||v|| = 0, jos ja vain jos v = 0. O

10.7.1 Yleiset normit; suunnikassidanto

Vektoriavaruuksilla on my0s sellaisia normeja, jotka eivit liity sisédtuloon. Télldisten

normien avulla voidaan puhua vektoreiden pituudesta tilanteissa, joissa etéisyys ei liity

Pythagoraan lauseeseen eli etéisyyteen ei liity luonnollista kohtisuoruuden késitetta.
Esimerkkeji normeista ovat seuraavat tason R? ns. /;- ja £oo-normit.

Esimerkki 10.7.4. Funktio || - ||1: R? — R, joka on middritelty kaavalla

I
(1, z2) 1 = | [m } 1 = [1] + [22]
2
kaikilla (x1,z2) € R?, on avaruuden R? normi.

Esimerkki 10.7.5. Funktio || - ||oo: R? = R, joka on madritelty kaavalla

I
lor.22)lle = 1| 2] oo = ] o]

kaikilla (1, z2) € R?, on avaruuden R? normi.

Siin&d missé normit ¢1 ja £, voidaan osoittaa normeiksi suorilla laskuilla, yleisempie
¢,-normien kohdalla tarvitaan hiukan konkaavien funktioiden teoriaa. Funktioiden || -
l1 ja || - || Osoittaminen normeiksi jatetdén harjoitustehtdviksi. Seuraavan esimerkin
funktiot || - ||, osoitetaan normeiksi reaalianalyysin kurssilla syventévissé opinnoissa.
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Esimerkki 10.7.6. Olkoon 1 < p < oo. Tilldin funktio || - ||,: R? — R, joka on
mddritelty kaavalla
(@1, 22)[lp = (|21 [P + aaf?) /P

kaikilla (w1, 22) € R%, on avaruuden R? normi.

Yksikdan néistd normeista ei liity sisédtuloon, koska ne eivét toteuta ns. suunni-
kassddantdd. Kirjataan tdmé séadnto lauseeksi. Todistus on suora lasku ja se jatetdian
harjoitustehtéaviksi.

Lause 10.7.7. Olkoon (V,(-,-)) sisdtulo avaruus ja || - ||: V — [0,00] sisdtuloon (-,-)
listtyvd normi, eli funktio, jolle pdtee ||v|| = \/(v,v) kaikilla v € V. Tdlloin kaikilla
v,w €V pdtee

Il +wl® + [lv = wl® = 2[jv]|* + 2]|w]]*.
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Luku 11

Lineaariset operaattorit

Lineaarikuvausta f: V' — V vektoriavaruudesta V itseensd kutsutaan lineaariseksi
operaattoriksi tal lyhyesti operaattoriksi. Lineaarisilla operaattoreilla on téssi teorias-
sa sama rooli kuin neliomatriiseilla matriisien teoriassa, silld niistd voidaan kysyé& ne-
limatriiseista tuttuja kysymyksia:

1. Mitka ovat operaattorin f: V — V ominaisarvot, ominaisvektorit ja ominaisava-
ruudet?

2. Jos avaruus V' on dérellisulotteinen, miké on operaattorin f: V' — V determinant-
ti.

Kysymys ominaisarvoista kisitelldéin téssi luvussa niin, ettd aluksi annetaan yleiset
madritelmét kayttden vektoriavaruuksien teoriaa ja tdmén jélkeen ominaisarvojen ja
-vektoreiden 16ytédminen palautetaan matriisien teoriaan.

Lineaarikuvauksen determinantin késittelylle on kaksi mahdollista tapaa. Naisté
selvisti suositumpi ja suoraviivaisempi on seuraava. Valitaan avaruudelle V' kanta ja las-
ketaan lineaarikuvauksen f: V — V esitysmatriisin determinantti. Tdssd méadritelméssa
tulee ensin varmistaa, etté esitysmatriisin determinantin arvo ei riipu valitusta kannas-
ta. Tata varten on luonnollista tarkastella esitysmatriiseja, jotka méaraytyvit yhdesta
avaruuden kannasta.

Toinen — ja ei niin suosittu tapa — on havaita, ettd samoin kuin sarakeavaruudella
R™*1 avaruudella V on tilavauusmuoto voly, jonka avulla lineaarikuvauksen determi-
nantti voidaan maéaritella. Etuna tassé ldhestymistavassa on, ettd talloin saadaan myos
tulkinta ristitulolle.

Huomautus 11.0.1. Yleisend huomiona sanottakoon, ettd lineaaristen operaattorien
ja neliomatriisen teorian vdlilli on myds pienid eroavaisuuksia, josta kannattaa olla
tietoinen ja joihin palataan jatkossa. Tarkasteltaessa lineaarikuvausta f: V. — W saman
dimensioisten vektoriavaruuksien V' ja W wvdlilld, tamdn lineaarikuvauksen esitysmatriisi
A on neliomatriisi. Ndin ollen on mahdollista tarkastella matriisin A ominaisarvoja
ja ominaisvektoreita, vaikka mddritelmallisesti kuvauksella f ei ole ominaisarvoja tai
ominaisvektoreita. Kuvauksen f deteriminantin tarina on hieman erilainen. Selvdisti
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matriisille A voidaan laskea determinantti. Koska avaruus V' ja W owvat eri avaruuksia
ja matriisin A mddrittelyyn tarvitaan kaksi eri kantaa, tulee matriisin A determinantti
tulkita oikein. Helpointa tdmd on tehdd kdyttien tilavuusmuotoja voly ja volyy .

11.1 Lineaarioperaattorin esitysmatriisi; similaarit matrii-
sit

Kuten edellisesté kommenteista voi péételld lineaarisen operaattorien esitysmatriisit
madritelladn kédyttden vain yhtd kantaa eli kuvauksen 1dht6- ja maaliavaruudessa on
sama kanta. Tadmé eroaa yleisten lineaarikuvausten tilateesta, jossa lahto- ja maaliava-
ruussa voi olla, ja usein taytyykin olla, eri kanta.

Syy tahén kdytintoon selvida tarkemmin seuraavissa luvuissa. Otetaan kuitenkin jo
tassd vaiheessa kayttoon tarvittava terminologia.

Maéritelm& 11.1.1. Olkoon V' n-ulotteinen vektoriavaruus ja (vi,...,v,) avaruuden
V kanta. Matriisi A € R™™ on lineaarikuvauksen f: V' — V esitysmatriisiksi kannassa
(V1,...,0,), jos A on kuvauksen f esitysmatriisi kantojen (vi,...,v,) ja (v1,...,0y)
suhteen, eli

JoPwy,m) = Plur,.on) © fA-

Esimerkki 11.1.2. Jos V on n-ulotteinen vektoriavaruus, niin identtisen kuvauksen
id: V =V esitysmatriisi kannasta (v1,...,v,) rippumatta on aina identtinen matriisi
I € R™", Samoin nollakuvauksen 0: V — V, v — 0, esitysmatriisi on aina nollamat-
riisi 0 € R™*",

Seuraava yleinen havainto seuraa suoraan lauseesta Annetaan sille kuitenkin
suora todistus.

Lause 11.1.3. Olkoon V ddrellisulotteinen vektoriavaruus sekd olkoot (vi,...,vy) ja
(i, ...,v)) avaruuden V kantoja. Télloin lineaarikuvauksen f: V — V esitysmatriisille

A kannan suhteen (vi,...,v,) ja esitysmatriisille A" kannan suhteen (vi,...,v}) pdtee

A= PAP7!,

missi P € R™"™ kannanvaihtomatriisi kannasta (vi,...,vy,) kantaan (v, ..., v)).

Todistus. Matriisi P € R™"™ on maéritelty kaavalla fp = CI)(:}
1

/10 ®(uy....0,)- Lisiiksi

Jeens Ul

far = q>(—} 1y 0 F o ) Ja f =Py, w0 fa0 ‘I’(_vll,...,vn)- Niin ollen

V1seesUn

Far =@y ) © <¢<v1,...7vn> ° fao q)afl,...,vn)) © Piug,..0n)

(V]507)

-1 -1
= ((I)(vi,...,v;l) © (I)(Ulv--w”n)) ofao (q)(vl,...,vn) © (D(vi7"'7v’il))

= fpofao (fP)_l = fpap-1.

Niin ollen A’ = PAP L, O
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Lineaarikuvauksen f: V — V esitysmatriisit yhden kannan suhteen ovat siis simi-
laareja kesken&én.

Madritelmé 11.1.4. Neliématriisit A € R™" ja B € R™™ ™ ovat similaareja, jos on
olemassa sellainen kddntyvd matriisi P € R™", ettd

A=PBP .

11.2 Lineaarioperaattorin ominaisarvot

Lineaarisen operaattorin ominaisarvot, ominaisvektorit ja ominaisavaruudet méaritellasin
kuten neliomatriisin tapauksessa.

Masritelma 11.2.1. Olkoon V wvektoriavaruus. Luku A € R on lineaarikuvauksen
f:V — V ominaisarvo, jos on olemassa sellainen nollasta poikkeava vektori v € V,
v#0, etti

f(v) = M.

Vektoria v kutsutaan tdlloin kuvauksen f ominaisvektoriksi ominaisarvolla A. Ominai-
sarvoa A € R vastaava ominaisavaruus on osajoukko

ENf)={veV: flv)=M}CV.

Esimerkki 11.2.2. Identtisen kuvauksen id: V — V, v — v, ainoa on ominaisarvo on
A = 1. Kaikki nollasta poikkeavat vektorit v € V', v #£ 0, ovat ominaisvektoreita.

Esimerkki 11.2.3. Olkoon A € R™ " neliomatriisi. Lineaarikuvauksen fa: R™!1 —
R™*1 ominaisarvot ja ominaisvektorit ovat samat kuin matriisin A.

Seuraava tulos isometrioiden ja projektioiden ominaisarvoista jitetddn harjoitus-
tehtéaviksi.

Esimerkki 11.2.4. Isometrian ominaisarvo ovat itseisarvoltaan 1. Projektion ominai-
sarvo on joko 0 tai 1. Huomaa, ettd isometrialla ei tarvitse olla ominaisarvoja, kun taas
projektiolla on aina vihintdd yksi ominaisarvo.

Annetaan vield konkreettinen esimerkki ominaisarvoista.

Esimerkki 11.2.5. Olkoon f: R? — R? lineaarikuvaus (z,y) — (y,x). Tdlloin stan-
dardikannan (e1,e2) alkioille pdtee

f(61+€2) :f((170)+(071)) :f(171) = (171) =e1 + e
ja
fler—e2) = f((1,0) = (0,1)) = f(1,—-1) = (=1,1) = —e1 + €2 = —(e1 — €2).

Ndéin ollen vektori wy = e; + ea € R? on operaattorin f ominaisvektori ominaisarvolla
AM=1jawy=¢e; —eg € R? kuvauksen f ominaisvektori ominaisarvolla Ao = —1.
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Tamé konkreettinen esimerkki herdttda useita kysymyksia: Ovatko téssé kaikki ku-
vauksen f ominaisarvot, entd ominaisvektorit? Onko olemassa suoraviivaista tapaa sel-
vittdd ne kaikki?

Vastaukset ndihin kysymyksiin tdsséd tapauksessa ovat seuraavat: Téssé ovat kaikki
ominaisarvot. Koska ominaisarvoja vastaavat ominaisvektorit muodostavat aliavaruu-
den, on olemassa muitakin ominaisvektoreita. Lisdksi ominaisarvot ja ominaisvektorit
voidaan selvittaé esitysmatriisin avulla.

Seuraavassa vastataan naihin kysymyksiin yleisesti kdinnetyssé jarjestyksessi. Aloi-
tetaan ominaisarvojen ja ominaisvektoreiden 16ytamiselld esitysmatriisin avulla.

Lause 11.2.6. Olkoon V ddrellisulotteinen vektoriavaruus, (vi,...,v,) avaruvuden V
kanta, f: V — V lineaarikuvaus ja A kuvauksen f esitysmatriisi kannassa (v1,...,0y).
Talloin kuvauksella f ja sen esitysmatriisilla A on samat ominaisarvot. Lisdiksi vektori
x € R™! on matriisin A ominaisvektori, jos ja vain jos v = Q(UIW,Un)(x) eV on
lineaaarikuvauksen f: V — V ominaisvektori.

Todistus. Olkoon A € R matriisin A ominaisarvo ja € R™*! sit# vastaava ominaisvek-
tori. Talloin fa(r) = Az = Az. Olkoon nyt v = @, ,.)(z) € V. Koska z # 0, niin
v # 0. Koska

f(U) = (I)(vl,...,vn)(fA(x)) = (I)(m,...,vn)()‘x) = )‘(I)(Ul,...,vn)(l') = v,

niin v on kuvauksen f ominaisvektori. Luku A on siis kuvauksen f ominaisarvo.
Vastaavasti osoitetaan, ettd kuvauksen f ominaisarvot ovat kuvauksen f4 ominai-

sarvoja ja ettd vektori z = (I)(_vi,...,vn)(v) on matriisin A ominaisvektori, jos v € V' on

kuvauksen f ominaisvektori. O

Kaksi kommenttia on paikallaan.

Huomautus 11.2.7. Lause olisi voitu kirjoittaa myds muotoon, etti kuvauksilla f ja
fa on samat ominaisarvot.

Huomautus 11.2.8. On selvdd, ettd lineaarikuvauksella f: 'V — V ja sen esitysmat-
riisilla A kannassa (v1,...,v,) €i voi olla samoja ominaisvektoreita, joska lineaariku-
vauksen ominaisvektorit ovat avaruuden V vektoreita ja matriisin ominaisvektorit sara-
keavaruuden R™1 vektoreita.

Néitd huomiota téarkedmpi on kuitenkin huomio, ettd lauseen kannalta on oleellista,
ettd esitysmatriisi riippuu vain yhdestd kannasta. Annetaan tdhén liittyen laskennalli-
sesti helppo, mutta ilmiotd kuvaava esimerkki, kolmesssa vaiheessa. Ensimmaéinen vaihe
havainnollistaa samalla, ettd lauseen [11.2.6] avulla 16ydetdén kaikki operaattorin omi-
naisarvot.

Esimerkki 11.2.9. Olkoon f: R? — R? esimerkin kuvaus (x,y) — (y,x). Koska
fler) = ez ja f(e2) = e1, niin kuvauksen f esitysmatriisi standardikannassa (e1,ez) on

A_[(l) (1)]
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Lasketaan nyt matriisin A ominaisarvot luvusta [0 tutulla menetelmilli. Koska

-2 1

0 = det(A — A\I) = det [ L

}:(—)\)2—1:/\2—1

nin matriisin A ominaisarvot ovat Ay = 1 ja Ay = —1. Lauseen perusteella namd
luvut ovat esimerkin operaattorin f ainoat ominaisarvot.
Todetaan vield, ettd matriisin A ominaisavaruudet ovat

s []
s -s([1])

Etsitdan nyt tamdn avulla kuvauksen f ominaisvektorit.
Operaattorin f ominaisarvoa 1 vastaava ominaisvektori v € R? \ {0} on lauseen
mukaan sellainen vektori, ettd v = @, c,)(x), missi x € E(1, A) on ominaisvek-

tori el
1
r=1 [1]
jollain t € R\ {0}. Ndiin ollen

o=t (1[]) = ([}
s ([1]) #1200 ([[])

= tey + teg = t(e1 + e3) = twy

ja

eli
kuten esimerkki vihjasi. Vastaavasti padtellddan, ettd
E(—1, f) = Sp(w2).

Esimerkki 11.2.10. Tarkastellaan nyt esimerkin kuvausta f: R? — R?, (x,y) —
(y, ), kannassa (w1, ws), missiwy = e1+eg jaws = e1—ea. Esimerkmperusteella
tiedetddn, ettd vektorit wy ja we kuvauksen f ominaisvektoreita ominaisarvoille 1 ja —1
eli f(w1) = wy ja f(we) = —wsy. Ndiin ollen operaattorin f esitysmatriisi kannassa

(w1, ws) on
1 0
A= [0 —1} '

Lasketaan nyt tamdn matriisin A ominaisarvot

0 = det(A — AI) = det [1 o A _10_ A] =(1=A)(=1=X) =—(1=N(1+\).
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Niin ollen matriisin A ominaisarvot ovat jilleen Ay = 1 ja Ao = —1. Tdssd tapausessa

ominaisavaruudet ovat
E(1, 4) = Sp (BD

s -s([])

Lasketaan nyt uudelleen operaattorin f ominaisavaruudet tistd esitysmatriisista. Ol-
koon v € E(L, f). Talloin v = @y, ) (7), missi x € E(1, A) on ominaisvektori eli

1
r=t [0]
jollain t € R\ {0}. Ndiin ollen

1 1
S )

E(1, f) = Sp(w1)

kuten jo edellisessd esimerkissd havaittiin. Vastaavasti osoitetaan, ettd

E(=1,f) = Sp(wz).

ja

eli

Lause [11.2.6] sanoo, ettid ylla tehdyt esimerkit eivét ole sattumia, vaan ylld lasketut
esimerkin [11.2.5|operaattorin f: R? — R? ominaisarvot tai ominaisavaruudet eivit riipu
kiytetysta esitysmatriisista eli kannan (vq, ve) valinnasta. Laskut osoittavat, etté esitys-
matriisin ominaisavaruudet kuitenkin riippuvat esitysmatriisista ja siten avaruudelle V'
valitusta kannasta (v1, v2).

Lasketaan nyt téssé konkreettisessa tilanteessa kaksi esimerkkié, jotka osoittavat,
ettd kuvauksen f ldhto- ja maaliavaruuteen todellakin on valittava sama kanta, jotta
tdma ilmioé on voimassa.

Esimerkki 11.2.11. Tarkastellaan nyt esimerkin|11.2.5 kuvausta f: R? — R?, (z,y) —
(y,x), kannasta (vi,ve) standardikantaan (e1,ez), missi vy = e1 + ez ja vy = €] — €2
kuten edellisessd esimerkissd. Koska

f(n)=v1=e1+e
ja
f(v2) = —vy = —e1 + €2,

niin kuvauksen f esitysmatriisi kannasta (vi,v2) kantaan (e1,ez) on



Talloin yhtdlostd

-1

1-A
O—det(A—)\I)—det[ 1 1-1

}—(1—>\)2—(—1)—(1—)\)2+1.

havaitaan, ettd tdlld matriisilla A ei edes ole ominaisarvoja!

Esimerkki 11.2.12. Tarkastellaan nyt esimerkin|11.2.5 kuvausta f: R? — R?, (z,y)
(y,x), standardikannasta (e1,e2) kantaan (2e1,3es2). Koska

fler) = e2 = (1/3)(3e2)
ja
f(e2) = e1 = (1/2)(2e1)

niin kuvauksen f esitysmatriisi standardikannasta (e1,e2) kantaan (2e1,3e2) on

{0 1/2
A=l )
Tdlloin yhtdlosta

—X 1/2

0 =det(A— \I) = det [1/3 i\

} =(=A\)2-1/6=X2-1/6

havaitaan, ettd esitysmatriisin A ominaisarvot ovat A\ = 1/\/6 ja Ao = —1/\/6. Nailla
luvuilla ei ole mitidn tekemistd lineaarikuvauksen f ominaisarvojen kanssa.

11.3 Ominaisavaruudet

Edelléd kasiteltiin ominaisarvojen laskemista. Siirrtytddn nyt késittelemééin ominaisar-
vojen ja ominaisvektoreiden geometrista merkitysté.

Aloitetaan havainnosta, ettd operaattorin ominaisavaruus on aliavaruus, aivan ku-
ten neliomatriisien tapauksessa. Seuraavan lemman voi todistaa dérellisulotteisten ava-
ruuksien vilisille operaattoreille esitysmatriisin avulla. Annetaan kuitenkin lyhyt suora
todistus.

Lemma 11.3.1. Olkoon f: V — V lineaarikuvaus ja A € R sen ominaisarvo. Tdlloin
E(\, f) on vektoriavaruuden V aliavaruus.

Todistus. Olkoot v,v" € E(\, f) ja a € R. Téllsin
flav+ ") = flav) + f(V') = af(v) + f(V') = adv + M = Aav + ).
Néin ollen av +v' € E(), f). Osajoukko E(), f) on siis aliavaruus. O

Lauseen [11.2.6] tulos voidaan nyt tulkita seuraavasti.
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Korollaari 11.3.2. Olkoon V ddrellisulotteinen vektoriavaruus ja (v, ..., vy,) sen kan-
ta. Olkoon f:V — V lineaarikuvaus ja A sen esitysmatriisi kannassa (vi,...,vy).
Tdlloin jokaisella lineaarikuvauksen f ominaisarvolla X € R pdtee

E()‘7 f) = ¢(U1,...,’l}n)(E()\7 A))

Todistus. Olkoon A € R lineaarikuvauksen f ominaisarvo. Lauseen [11.2.6] perusteella
v € E(A, f), jos ja vain jos v = @, ., (x) jollain x € E(A, A). O

Ominaisavaruuden todellinen merkitys on seuraava.

Lause 11.3.3. Olkoon f: V — V lineaarioperaattori ja A € R sen ominaisarvo. Talloin
F(E(X f)) C E(\, f) eli rajoittumakuvaus fpx g2 E(N, f) — E(A, f) on hyvin mddritelty.
Lisdksi rajoittumakuvauksella flpy g2 E(N, f) — E(X, f) on kaava v — v,

Todistus. Olkoon v € E(A, f). Talloin f(v) = Av. Koska E(A, f) on aliavaruus, niin \v €
E(X, f)eli f(v) € E(A, f). Néinollen f(E(X, f)) C E(, f) jakavaus f|gn g0 E(A, f) —
E(\, f) on hyvin méaritelty. Lisiksi havaittiin, ettd jokaisella v € E(A, f) pétee

fleoup(w) = f(v) = v
eli kuvauksen f| E(\.f) kaava on v — Av. O

Lause siis sanoo, ettd ominaisavaruuteen rajoitettuna, operaattori kiyttaytyy
kuin helpoin mahdollinen lineaarikuvaus eli skaalaus. Se myos sanoo, etté jos operaattori
rajoitetaan ominaisavaruuteen, niin siitd ei tule mielivaltaista lineearikuvausta, vaan
rajoittamalla samalla my6s maaliavaruutta, saadaan operaattori.

Huomautus 11.3.4. Lauseen todistusta voi analysoida hieman pidemmydlle: ra-
joittuma flgo gy E(A, f) — E(X, f) on isomorfismi, jos ja vain jos X # 0. Tdmd
havainto jdtetidn harjoitustehtiviksi.

11.3.1 Ominaisvektoreiden lineaarinen riippumattomuus

Lineaaristen operaattorien ominaisavaruuksien tarkein ominaisuus on, ettid eri ominai-
sarvoja vastaavat ominaisvektorit ovat toisistaan lineaarisesti riippumattomia. Tamé
tulos voidaan muotoilla suoran summan késitettd kédyttden muodossa, ettd ominaisa-
varuuksien summa on suora. Aloitetetaan kuitenkin muotoilusta, jossa ominaisvektorit
muodostavat vapaan jonon.

Lause 11.3.5. Olkoon f: V — V operaattori, olkoot A\1 < Ao < --- < A\ operaattorin

| ominaisarvoja seki olkoot v; € E(N;, f) ominaisvektoreita jokaisella i € {1,...,k}.
Tdllgin jono (vi,...,v) on vapaa.
Huomaa, ettd viitteen muotoilussa on olennaista, ettd vektorit vy, ..., v, kuuluvat

eri ominaisavaruuksiin ja ovat nollasta poikkeavia.
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Lauseen todistus. Tehdiin vastaoletus, ettd jono (vq,...,vy) ei ole vapaa. T#lloin

on olemassa pienin sellainen luku 1 < m < k, etté jono (vi,...,vy,) €i ole vapaa. Koska
télldin jono (vy,...,v,—1) on vapaa, niin on olemassa sellaiset luvut by, ..., by,—1 € R,
etta

U = b1y + -+ + by 1Um—1.
Koska v; € E(\;, f) jokaisella i € {1,...,m}, niin

AmVm = f(vm) = f(bivg + - + byp—1Um—1)
=bi1f(v1) + -+ bm—1f(Vm-1)
=biMor+ -+ b1 Am—1Um—1.
Osoitetaan nyt, ettd A, # 0. Tehddin vastaoletus, ettd A\, = 0. Talloin Ay < -+ <
Am—1 <0 ja
bidivr + - b1 Am_1vm—_1 = 0.
Koska jono (v1,...,vn,—1) on vapaa, niin by = --- = b,,,—1 = 0. Néin ollen v, = 0, miké

on ristiriita, koska v,, on ominaisvektori. Néin ollen \,, # 0.
Koska A, # 0, niin

A1 Am—1
Um = blﬂvl + b )\mm Um—1-
Koska jono (vi,...,v;,—1) on vapaa ja v, € Sp(vi,...,Umn—1), niin vektorilla v,, on
yksikisitteiset koordinaatit aliavaruuden Sp(vy, ..., vm,—1) kannassa (v1, . .., Up—1). Niin
ollen N
O
jokaisella i € {1,...,m—1}. Koska \; # A\, jokaisellai € {1,...,m—1},niinb; = --- =
bm—1 = 0. Talléin v,, = 0, miké on jilleen ristiriita. Tamé& paattasd todistuksen. ]

Eris tdmén lauseen seuraus on, etté dédrellisulotteisen vektoriavaruuden V' operaat-
torin f: V — V ominaisarvojen mééra on korkeintaan avaruuden V' dimensio.

Korollaari 11.3.6. Olkoon V' ddrellisulotteinen vektoriavaruus ja f: V. — V lineaari-
nen operaattori. Talloin operaattorilla f on korkeintaan dim V' erisuurta ominaisarvoa.

Todistus. Olkoon
A(f) = {X € R: X on operaattorin f ominaisarvo}

operaattorin f kaikkien ominaisarvojen joukko. Osoitetaan, ettd tésséd joukossa on kor-
keintaan dim V' alkiota.

Tehdéén vastaoletus, ettd joukossa A(f) on k& > dimV erisuurta alkiota. Tlloin
joukon A(f) mééritelméin nojalla operaattorilla f: V' — V on k erisuurta ominaisarvoa
A1 < -+ < A. Olkoon v; € E()\;, f) ominaisvektori jokaisella ¢ € {1,...,k}. Télloin
jono (v1,...,vE) on vapaa. TAmé on ristiriita, koska lauseen nojalla jokaisessa
avaruuden V' vapaassa jonossa on korkeintaan dim V' alkiota.

Niin ollen joukosta A(f) voidaan valita korkeintaan dim V' erisuurta alkiota. N&in
ollen joukossa A(f) on korkeintaan dim V' alkiota. O
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Lauseen [11.3.5] voi tulkita suorien summien avulla seuraavasti. Lauseen todistus ja
tarvittavat méiritelmit on annettu liitteessi [Dl

Lause 11.3.7 (Ominaisavaruuksien summa on suora). Olkoon f:V — V lineaarinen
operaattori ja olkoot A1 < --- < A sen ominaisarvoja. Tdlloin ominaisavaruuksien
summa E(M\, f)+ -+ E(Mg, f) on suora, eli

EA, f)+- -+ E, ) =EA, f) @ @ E(Ag, f).

11.4 Lineaarioperaattorin determinantti

Lauseen [11.1.3]| perusteella lineaarioperaattorin esitysmatriisit eri kantojen suhteen ovat

similaareja eli tarkemmin: Jos (v1,...,vy) ja (vf,...,v),) ovat avaruuden V kantoja ja

rrn
matriisit A € R™*" ja A’ € R™*" lineaarioperaattorin f: V — V vastaavat esitysmat-
riisit, niin t&lléin
A = PAPTY
missd P on kannanvaihtomatriisi kannasta (v1, ..., v,) kantaan (v],...,v,). Koska
det A’ = det(PAP™') = (det P)(det A)(det P)~! = det A,

niin esitysmatriisin determinantti ei riipu valitusta kannasta.
Néin ollen #érellisulotteisen vektoriavaruuden V' lineaarisen operaattorin f: V — V
determinantti voidaan mééritelli sen esitysmatriisin A € R"*™ determinanttina.

Midritelmi 11.4.1. Adrellisulotteisen vektoriavaruuden V lineaarisen operaattorin
f:V =V determinantti det f on sen esitysmatriisin A determinantti det A.

Huomaa, etté jélleen sekd médritelméssa, ettd sitd edeltdvissé laskussa esitysmatriisi
lasketaan yhden kannan suhteen.

Esimerkki 11.4.2. Identtisen kuvauksen idy: V — V determinantti on 1 ja nollaku-
vauksen 0: V — V' determinantti on 0.

Esimerkki 11.4.3. Jos lineaarikuvauksen f: V — V esitysmatriisi on diagonalisoituva
eli on olemassa sellainen avaruuden V' kanta (v1,...,v,), ettd tissi kannassa kuvauksen
f esitysmatriisi A on diagonaalimatriisin, niin tdlloin det f on matriisin A diagonaa-
lialkioiden tulo.

Kuten tulomatriisin determinantti on determinanttien tulo, lineaarioperaattorien yh-
disteen determinantti on determinanttien tulo. Ta4méi seuraa suoraan havainnosta, etté
operaattoreiden yhdisteen esitysmatriisi on esitysmatriisien tulo. Todistus jatetdan har-
joitustehtaviksi. Kirjataan tdmé tulos kuitenkin lauseeksi.

Lause 11.4.4. Olkoot f: V =V ja g: V — V lineearioperaattoreita ddrellisulotteiselta
vektoriavaruudelta V itselleen. Tdlloin det(f o g) = (det f)(det g).
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Vastaavasti saadaan karakterisointi operaattorin kidntyvyydelle determinantin avul-
la. My6s tdmé tulos seuraa suoraan matriisien vastaavasta lauseesta ja jétetdédn harjoi-
tustehtéaviksi.

Lause 11.4.5. Lineaarioperaattori f: V — V darellisulotteiselta vektoriavaruudelta V
itselleen on kddntyvd, jos ja vain jos det f # 0. Tdllgin det f~1 = (det f)~ 1.

11.5 Lineaarioperaattorin jalki

Vaikka operaattorin determinantti on mééritelty esitysmatriisin avulla, determinantti
liittda operaattoriin f: V' — V luvun det f, joka riippuu ainoastaan kuvauksesta it-
sestddn eikd yksittdisestd esitysmatriisista. Toinen télldinen karaketeristinen luku on
operaattorin jalki. Aloitetaan méaritelmésta matriiseille.

Madritelma 11.5.1. Neliomatriisin A = [aj;] € R™*™ jalki (engl. trace) on matriisin
A diagonaalialkioiden summa, eli

tr(A) = a1+ + ann.

Kuten determinantille my&s matriisin jiljelle pétee tulokaava: tulomatriisin jéalki ei
riipu tulontekijoiden jarjestyksesté.

Lause 11.5.2. Olkoot A, B € R™*". Tqlloin tr(AB) = tr(BA).
Todistus. Koska

n n n n n n
tr(AB) = E(AB)M' = Z AixBri = 2 ZBkiAik = Z(BA)kk = tr(BA),
=1 =1 k=1 k=1 i=1 k=1
niin véite pétee. O

Korollaari 11.5.3. Olkoot A € R™ " ja A" € R™ " similaareja matriiseja. Tdlloin
trA =trA’.

Todistus. Koska A ja A’ ovat similaareja, niin on olemassa sellainen kdintyvi matriisi
P e R™" ettd A’ = PAP~!. Niin ollen

trA’ = tr(PAP™!) = tr((PA)P™1) = tr(P~}(PA)) = trA.
O

Matriisin jalki antaa siis valttdméattomén, mutta ei riittdvén, ehdon matriisin simi-
laariudelle.

Esimerkki 11.5.4. Matriisit
A= [—1 1} jo &= [3 3}
ewdt ole similaareja, koska trA =3 # 2 = trA’.
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Esimerkki 11.5.5. Matriisit

Cfrool . 2 0
A_[o o] ]“A_[o —1]

ewdt ole similaareja, vaikka trA = 1 = trA’, silli A’ on kddntyvd, mutta matriisi A ei
ole.

Koska lineaarioperaattorin esitysmatriiseilla on sama jélki, voidaan operaattorin jélki
maééritelld esitysmatriisin jalkené.

Msaritelmé 11.5.6. Lineaarioperaattorin f: 'V — V jalki trf on sen (jonkin) esitys-
matriisin A jilki trA.

Kirjataan nyt muutama matriisin jélkeen liittyva perustulos lauseeksi. Toisin kuin
determinantin tapauksessa ndmé tulokset ovat hyvin suoraviivaisia todistaa ja ne jitetdan
harjoitustehtéviksi.

Lause 11.5.7. Kuvaus tr: R™*"™ — R, A — trA, on lineaarikuvaus eli kaikilla A, B €
R™ ™ ja a € R pitee
tr(A + aB) = tr(A) + atr(B).

Lisdiiksi tr(AY) = tr(A).

Lineaarikuvauksen jédlkeen palataan matriisin karakteristisen polynomin yhteydessé
kurssilla Lineaarialgebra ja matriisilaskenta II1. Annetaan sille kuitenkin téssé vaiheessa
yksi mielenkiintoinen sovellus, joka sanoo, ettd projektion w: V' — V kuvan dimension
voi laskea sen esitysmatriisien jiljista.

Lause 11.5.8. Olkoon w: V' — V projektio ddrellisulotteiselta vektoriavaruudelta itsel-
leen. Tdllgin
trm = dimim 7.

Todistus. Olkoon (vy,...,v,) sellainen avaruuden V kanta, ettd (vq,...,vr) on aliava-
ruuden im 7 kanta ja ettd (vgi1, .. ., v,) on aliavaruuden ker 7 kanta. Projektion 7 esitys-
matriisi kannassa (v1, ..., v,) on diagonaalimatriisi A = [e; ---ep 0 --- 0] € R™*™.
Niin ollen

trm = trA = k = dimim .

11.6 Extra: Determinantti tilavuuden muutoksena

Kuvauksen f: V' — V determinantin mééritelmé ei a priori liity tilavuuden muutokseen.
Annetaan nyt determinantille tiamé tulkinta tilavuusmuodon avulla. Tulkintaa varten
tarvitaan jélleen alternoivan multilineearikuvauksen késite.

Masritelma 11.6.1. Funktio w: V x --- x V — R on n-ulotteisen avaruuden V alter-
noiva multilineaarikuvaus, jos kaikilla w,w’,wq,...,w, € V ja a € R pdtee
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1. w(wy,...;aw 4w, ... wy) = aw(wy, ..., w,. .., wy) +w(wy,...,w, ..., wy,) ja

2. w(wy, .., Wy W, wy) = 0.

Helpoin tapa muodostaa avaruuden V tilavuusmuoto on valita avaruudelle V' kanta

(v1,...,vpn) ja madritelld funktio volg, .y V X -+ XV — R kaavalla
VOl(vl,...,vn)(wlv Ce W) = VOIR"((I)(_Ui ..... vn)(wl), . ,<I)(_Ui .... vn)(wn))
kaikilla w1, ..., w, € V. Funktio vol,, . ,,) on alternoiva multilineaarikuvaus, jolle
patee
VOl(vl,‘..,vn)(vlv e ,Un) =1.

Namaé todistukset jatetddn harjoitustehtaviksi.

Maééritelmé 11.6.2. Funktio voly,,  ,.): V X - XV = R on avaruuden V tilavuus-
muoto kannan (v1,...,v,) suhteen.

Tilavuusmuodon vol,, . ,,) avulla lineaarikuvauksen f: V' — V determinantti voi-
daan tulkita vektoreiden wq,...,w, € V virittdmén suunnikkaan tilavuuden muutokse-
na kuvauksessa f.

Lause 11.6.3. Olkoon V' wvektoriavaruus, (v1,...,v,) avaruuden V kanta ja f: V =V
lineaarikuvaus. Talldin

VOl(vl,...,vn) (f(wl)a sy f(wn)) = (det f)VOI(vl,...,vn) (U)l, cee uwn)
kaikilla wq, ..., w, € V.

Todistus. Olkoon A € R™ ™ kuvauksen f esitysmatriisi kannassa (v1,...,v,). Tdlloin
P! of =fao0® ! :
('Ul,...,’l}n) (’Ul:"'ﬂ)’n)

Olkoot wy,...,w, €V jay; = <1>(*1

wn)(wi) jokaisella i € {1,...,n}. Talloin

wy,...,
VOl(vl,...,Un)(wla e ,’UJn) = VOanxl ((I)(_w1,...,wn) (wl), cey (I)(_ui,...,wn) (wn))
= volgax1(y1,...,yn) =det [y1 -+ yn].

Nyt tulomatriisin determinantin kaavan (lause [5.6.1)) nojalla

VOliy, ) (F(w1), ., fwn)) = Volgnxa (D1 (F(wn)),-. s (R, (f(wn)))
Lfal@y ()

= VOIRnXl fA(yl)) e 7fA(yn))
= VOanxl Ayla e 7Ay’ﬂ)

= det (A [yl e yn])
= (det A) (det [y1 -+ yn])
= (det f)voly, .. v, (W1, ..., wn).

(

= vOlpnx1 (fA((I)@huyvn)(wl)) ..
(
(
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Huomautus 11.6.4. Lauseen todistus paljastaa, ettd molempien todistusten taus-
talla on itseasiassa lauseen todistus. Lause pdtee tdsmdlleen samalla todis-

tuksella myds avaruuden V' alternoiville multilineaarikuvauksille.

Yleisesti ottaen avaruuden V eri kannat méarittelevat eri tilavuusmuodot. Olennai-
sesti sama todistus kuin lauseelle [[1.6.3] antaa kannanvaihdon aiheuttaman tilavuusmuo-
don muutoksen.

Lause 11.6.5. Olkoon V wvektoriavaruus ja olkoot (vi,...,vy) ja (vi,...,v)) sen kan-

toja. Talloin
vol(vzlw%)(wl, .o wy) = (det P)voly, (w1, .., wy)

kaikilla wy, . .., w, € V, missd P on kannanvaihtomatriisi kannasta (v1, .. .,v,) kantaan

(V... 0)).

Todistus. Olkoot wy,...,w, € V. Tilloin
VOI(U/U“’,U;L) (wl, c. ,wn) = VOanXI(CI)(:ia---,UZ)(wl)’ ey (Q(_’U}lr--yv'ln,)(wl))
= volgnx1 (fp(@, ., (w1)s-on fR(R (W)
= (det P)volgnx1 (Cba,-.-,vn)(wl)’ ce <I>(:)117m7vn)(w1))
= (det P)voley, . v (W1, ... wy).
O

Kannanvaihtomatriisin determantin merkin avulla méaritelldan ovatko avaruuden
kannat samoin suunnistettuja.

Madritelma 11.6.6. Avaruuden V' kannat (vi,...,v,) ja (vi,...,v)) ovat samoin
suunnistetut, jos kannasta (vi,...,vy,) kantaan (vi,...,v),) mdidritellyn kannanvaihto-

matriisin P determinantin det P merkki on posititvinen. Jos determinantin merkki on
negatiivinen, niin sanotaan, ettd kannat ovat vastakkaisesti suunnistetut.

Lauseen |11.6.5 mukaan samoin suunnistetut ortonormaalit kannat méaaraavat saman
tilavuusmuodon.

Korollaari 11.6.7. Olkoon (V, (-,-)) sisituloavaruus ja olkoot (u1, ..., uy) ja (ul, ..., ul)
sen samoin suunnistettuja ortonormaaleja kantoja. Talloin

VOI(UI,---7un)(w17 ey wn) = VOl(u’l,...,uQL)(wla N ,wn)
kaikilla wq,...,w, € V.

Todistus. Kannanvaihtomatriisi P on ortogonaalimatriisi, jonka determinantti on posi-
viinen, eli det P = 1. ]
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Huomautus 11.6.8. Mddritelmdi [11.6.6 antaa tulkinnan, esimerkiksi fysiikasta tutul-
le, vasemman ja oikean kiiden koordiaatistolle: Avaruuden R3 kantaan (vq,vq,v3) liit-
tyvi koordinaatisto on vasemman kéden koordinaatisto, jos kanta (v1,va,v3) on samoin
suunnistettu standardikannan (e1,es, e3) kanssa. Vastaavasti koordinaatisto on oikean
kidden koordinaatisto, jos kanta (v1,ve,vs) on vastakkaisesti suunnistettu standarikan-
nan kanssa.

Huomautus 11.6.9. Lause motivoi saman ulotteisten vektoriavaruuksien line-
aarikuvausten determinantin mddritelmdn.

Olkoot V' ja W n-ulotteisia vektoriavaruuksia ja olkoot (v1,...,v,) avaruuden V
kanta ja (wi,...,wy,) avaruuden W kanta. Olkoon nyt f:V — W lineaarikuvaus ja
A sen esitysmatriisi kannasta (vi,...,v,) kantaan (wi,...,w,). Olennaisesti samalla

todistuksella kuin lauseessa voitdaan osoittaa, etti

VO](wh...,wn)(f(U/l)v oo 7f(U;L>) = (det A)VOI(m,‘..,vn)(Ulla ) 1);1)

kaikilla v}, ..., v}, € V. Erityisesti

det A = VOl(wl,...,wn) (f(vl)a R f(vn))

FEsitysmatriisin A determinantti kertoo siis vektoreiden vy, ..., vl virittimdn suun-
nikkaan tilavauuden muutoksen kuvauksessa f, kun tilavuutta mitataan tilavuusmuo-
doilla vol(y, . v,y Ja VOl(y, . w,)- Determinantti det A riippuu tilavuusmuodoista eli va-
lituista kannoista. Ndin ollen sanotaan, ettd det A on kuvauksen f determinantti det f
avaruudesta (V,vol,, . ,.)) avaruuteen (W, vol(y, . w,)-

11.7 Sovellus: Ristitulo

Kolmiulotteisessa sisituloavaruudessa (R3*!,.) kaksiulotteisen aliavaruuden (eli origon
kautta kulkevan tason) W C R3*! kohtisuorakomplementti W= on yksiulotteinen ali-
avaruus (eli origon kautta kulkeva suora). Taméi tarkoittaa sité, ettid kaikki tasoa W
vastaan kohtisuorat vektorit ovat toistensa skaalauksia.

Koska tason W virittdjit w; ja ws yhdessi suoralle W= valitun virittdjsin v €
W+ kanssa muodostavat avaruuden V kannan, niin suoralle W+ voidaan valita sel-
lainen virittdja v € W, ettd kanta (w1, wy,v) on ns. positiivisesti suunnistettu eli ettd
det [wl Wy v] > 0.

Tissé kuvaillussa menetelmissi suoran W virittdjén 1oytimiselle tulee ensin rat-
kaista yhtiloryhmi aliavaruuden W+ 16ytamiseksi ja téimén jilkeen tehdi valinta suo-
ran W+ virittdjain v € W+ suhteen. Avaruuden R3*! ristitulo antaa suoran mene-
telmén geometrisesti mielekkdidn tavan valita virittdja kiyttden ainoastaan tason W
virittdjavektoreita wy ja wo.
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Maisritelmi 11.7.1. Funktiota x : R¥*1 x R3*1 — R3¥1 | joka on mddritelty kaavalla

det ? zf
3 Y3
X1 Y1 =$ y 7
za |, [y2 — | —det x; yzla ,
3 Y3 =:E y 3
det |71 71
L | T2 Y2 ]

kutsutaan avaruuden R3*! ristituloksi (engl. cross product).

Léhdetdén nyt osoittamaan, etté ristitulolla on halutut ominaisuudet. Vektorin wy X
wo kohtisuoruus vektoreita wy ja we vastaan seuraa seuraavasta havainnosta.

Lause 11.7.2. Olkoot wy, ws, w3 € R3*1. Talloin
(w1 X wy) - w3 = det [wl wWo wg] .

Todistus. Olkoot

al bl C1
wy = |az|, wy = |b2| jaws= |c2
as b3 C3
Talloin
det az by
as b3
(a1 by “
(w1 X wa) - w3 = |—det t co
az b3
(a1 by =
det |1 1
L laz  b2] |
b b b
= cp det @2 2 — cg det “ ! + c3 det “ !
az b3 az b3 as bo
c1 a1 by ar b1 a
=det |cy ao by| =det |ay by co| = det [wl W9 wg].
c3 asz bz a3 by «c3

O]

Korollaari 11.7.3. Olkoot wy,wy € R3*Y. Tallgin vektori wi x we on kohtisuorassa
vektoreita wy ja wo vastaan eli wy X wo € Sp(wl,wg)J‘

Todistus. Vaite seuraa suoraan lauseesta [11.7.2] silla

(wy X wy) -wy = det [wl Wo wl] =0
ja

(w1 X wa) - wg = det [wl Wy wg] = 0.

259



Jéljells on osoittaa, ettd wi x wy virittdid yksiulotteisen aliavaruuden Sp(wy,ws)*,
jos vektorit w; ja wg ovat lineaarisesti riippumattomia. Koska riittdd osoittaa, etté
|w1 X wg| > 0, niin on luonnollisinta osoittaa, ettd vektorin w; x we pituudella on
geometrinen tulinta:

Vektorin wy X we pituus on vektoreiden wy ja wse virittdmaéan 2-ulotteisen suunnik-
kaan S(w1,ws) = {tw; + swe € R3*1: ¢ s € [0,1]} pinta-ala.

Vaikka tétd tulkintaa on helppo havainnollistaa symbolisella kuvalla (kuten kuva|11.1)),
niin téssd tulkinnassa on selvi heikkous: Mitd tarkoittaa 3-ulotteisen avaruuden R3*!
2-ulotteisen suunnikkaan pinta-ala?

Kuva 11.1: Vektoreiden w; ja wy ristitulo wy X we ja suunnikas S(wg, s2).

Viltetéddn jélleen pinta-alan késitteen tarkkaa méarittelemisté ja annetaan sen sijaan
ristitulolle kaava 2-ulotteisessa aliavaruudessa W ortonormaalin kannan avulla. Palataan
tdmén jilkeen tdmén lauseen pinta-alatulkintaan.

Lause 11.7.4. Olkoon W C R3*! 2-ulottinen aliavaruus, (ui,u2) aliavaruuden W orto-
normaali kanta ja us € W sellainen yksikkovektori, ettd det [ul U U3] > 0. Talloin
katkilla w1 = auy + bug € W ja wo = cuy + dug pdtee

wy X wg = (ad — be)us.

Huomautus 11.7.5. Koska kanta (ui,uz,us) on ortonormaali, niin matriisi U =
[ul U U3] on ortogonaalinen. Koska ortogonaalimatriisin determinantti on joko 1
tai —1, niin oletuksesta seuraa, ettd detU = 1.

Osoitetaan lauseen todistusta varten, ettd ristitulo x : R3*1 xR3*! — R3*! on
alternoiva bilineaarikuvaus. Kirjataan tdmé tulos lyhyesti seuraavaan muotoon. Koska
viite seuraa suoraan 2 x 2-matriisien determinantin vastaavista ominaisuuksista, todistus
jatetddn harjoitustehtéivaksi.

Lemma 11.7.6. Olkoot w,w',w"” € R¥*! ja a € R. Tdlljin
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1. (aw+w') x W =a(w x w") +w xw" ja
2. wxw=0.
Erityisesti
w xw=—wxw.
Niiden valmistelujen jilkeen voidaan siirtyi lauseen todistukseen.

Lauseen todistus. Olkoot wy = auj+bus € W ja wg = cuy +dusg. Tilloin lemman
perusteella
wy X wy = (auy + bug) X (cuy + dug) = aug x (cuy + dug) + bug X (cuy + dus)
= ac(uy X uy) + ad(uy X ug) + be(ug X uy) + bd(ug X ug)
= ad(u1 X ug) + be(ug x up) = (

Niin ollen riittd4 osoittaa, ettd uq x us = ugz. Korollaarin rusteella UL XU €
11.7.2

Sp(uy,uz)t = Sp(us) eli uy x ug = ((ug X uz) - uz) us. Lauseen perusteella

ad — be)(uy X ug).

(u1 X ug) - uz = det [ul U9 ug] =1.
Néin ollen uq X ug = ug. Tadma paidttad todistuksen. ]

Lauseen [1.7.4] voi tulkita kahdella eri tavalla. Annetaan ensin tulkinta kuvauksen
determinanttina.

Huomautus 11.7.7. Olkoot wy = aui +bug, ws = cui +dus € W ja olkoon f: W — W
lineaarioperaattori, jolle pitee sekd f(u1) = wy ettd f(uz) = we. Tdlldin operaattorin f
esitysmatriisi kannassa (u1,us) on
a c
A= )
b

Niin ollen det f = det A = ad — be, el
w1 X Wy = f(ul) X f(’LLQ) = (det f)U3
Tulkitaan nyt lause avaruuden W tilavuusmuodon vol,, .,y avulla.

Huomautus 11.7.8. Koska vol(y, 4,) on alternoiva ja bilineaarinen, niin sama lasku
kuin lauseen todistuksessa antaa

VOl ug) (W1, w2) = VOl yy)(aur + bug, cuy + duz)
= acvol(y, uy) (U1, u1) + advol(y, ) (u1, uz)
+ bevol(yy ug) (U2, u1) + bdvolyy, ) (U2, uz)
= (ad — be)vol(y, ) (u1,u2).
Koska vol(y, v, (u1,uz2) = 1, niin
VOl(y, aup) (w1, w2) = ad — be.

Ndin ollen ad — be on suunnikkaan S(wi,ws) pinta-ala tasossa W (luonnollisen) tila-
vuusMUodon vol(y, .,y suhteen.
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Luku 12

Ortogonaaliprojektioista
adjungaatteihin

Téssé luvussa késitellddn ortogonaaliprojektioita, niiden sovelluksia ja yhteytté lineaari-
kuvausten adjungaatteihin. Ortogonaaliprojektion tarkeimmét konkreettiset sovellukset
liittyvat geometriaan: pisteen etdisyyden méarittdminen aliavaruudesta ja siihen liit-
tyva pienimmén neliGsumman ongelma. Namé ongelmat esiintyvit tyypillisesti sarakea-
varuuden aliavaruuksien tapauksessa eli ovat matriisien sarakeavaruuksien kysymyksi.
Tamén vuoksi on luonnollista myo6s ratkaista ndmi ongelmat tésséd kontekstissa. Rat-
kaisut herédttavit kuitenkin kysymyksié yleisistd geometrisista periaatteista ratkaisujen
takana. Tamé johtaa adjungaattien yleiseen teoriaan.

12.1 Ortogonaaliprojektiot

Palautetaan mieleen luvusta [8.3.2] etté lineaarikuvaus 7: V' — V on projektio aliava-
ruudelle W C V', jos mom = 7 ja im7m = W. Jos vektoriavaruuden V sijaan tarkastel-
laan sisdtuloavaruutta (V,(-,-)), voidaan ehdon m o 7 = 7 sijaan vaatia kohtisuoruutta
aliavaruutta W vastaan kuten kuvassa [12.11

Kuva 12.1: Vektorin v € V kuva w(v) € W ortogonaaliprojektiossa 7: V' — V aliava-
ruudelle W.
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Niin saavutaan seuraavaan ortogonaaliprojektion méaritelmésn.

Miaritelma 12.1.1. Sisdtuloavaruuden (V,(-,-)) lineaarikuvaus 7: V. — V on orto-
gonaaliprojektio, jos jokaisella v € V erotusvektori v — w(v) on kohtisuorassa kuva-
avaruutta im 7 vastaan, eli kaikilla v € V' ja w € im7 pdtee (v — 7(v),w) = 0. Lisdksi
sanotaan, ettd ™ on ortogonaaliprojektio aliavaruudelle W C V, jos imnm = W.

Varmistetaan vield, etté ortogonaaliprojektio todellakin on projektio.

Lemma 12.1.2. Olkoon (V,(-,-)) sisituloavaruus ja w: V — V ortogonaaliprojektio.
Tdlloin ™ on projektio eli ettd womw = 7.

Todistus. Olkoon W = imm7. Olkoot v € V ja w = mw(v) € V. Riittdéd osoittaa, ettd
I (w) — wl| = 0.
Koska w € W ja m(w) € W, niin

I (w) — w||* = (7(w) — w, 7(w) — w) = (7(w) - w,7(w)) - (T(w) - w,w) =0.

Niin ollen 7(w) = w eli w(mw(v)) = 7(v). Kuvaus 7 on siis projektio. O

12.1.1 Ortogonaaliprojektion olemassaolo ja yksikisitteisyys

Seuraava lause sanoo, etté sisdtuloavaruuden jokaiselle dérellisulotteiselle aliavaruudelle
on yksikésitteinen ortogonaaliprojektio ja ettéd haluttu ortogonaaliprojektio 7y voidaan
maéritelld aliavaruuden W ortonormaalin kannan avulla.

Lause 12.1.3. Olkoon (V, (-,-)) sisdtuloavaruus ja W C V ddrellisulotteinen aliavaruus.
Tdlloin on olemassa tdsmdlleen yksi ortogonaaliprojektio my : V- — V' aliavaruudelle W.
Lisikst, jos (w1, ..., wn) on alicvaruvuden W ortonormaali kanta, niin

mw (V) = (w1, vV)wy + -+ + (Wi, V) Wiy
kaikilla v e V.

Todistus. Olkoon (wq,...,wy,) aliavaruuden W ortonormaali kanta. Madritelladn ku-
vaus Ty : V. — V kaavalla

mw (v) = (w1, v)wi + - - + (W, V) Wiy

Selvésti my on lineaarinen ja immy, = W. Osoitetaan, ettd tdmé kuvaus on haluttu
ortogonaaliprojektio aliavaruudelle V.

Jatketaan ensin vapaa jono (wi,...,wy,) avaruuden V ortonormaaliksi kannaksi
(w1, ...,wy). Olkoon v € V. Téllsin

V= (<w17v>wl +o <wmvv>wm) + (<wm+lvv>wm+l +F <wnav>wn)

= 7w (V) + (W1, V)Wimt1 + - -+ + (Wp, V)W) .

Nain ollen
v — Ty (V) = (W1, V)Wmt1 + -+ + (Wy, V)wy.
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eli v — mw(v) € Sp(wmt1,---,wy). Koska (wi,...,w,) on ortonormaali kanta, niin
vektori v—7y (v) on kohtisuorassa jokaista vektoria w € Sp(wy, ..., wy,) = im 7 vastaan.
Kuvaus 7y on siis ortogonaaliprojektio aliavaruudelle W.

Osoitetaan vield ortogonaaliprojektion yksikésitteisyys. Olkoon 7: V. — V ortogo-
naaliprojektio aliavaruudelle W. Osoitetaan, ettéd ||7(v) — mw (v)|| = 0 jokaisella v € V.
Olkoon v € V. Koska m(v) — my (v) € W, niin

Im(v) = 7w (V)|* = (7(v) = mw (v), 7(v) = 7W (V)
= ((7(v) = v) = (mw (v) = v),7(v) = 7w (v))

= (r(v) —v,7(v) — 7w (v)) — (7w (v) — v, 7(v) — T (v)) = 0.
]

Ortogonaaliprojektion yksikésitteisyyden voi osoittaa myos ainakin kahdella vaih-
toehtoisella tavalla. Ortogonaaliprojektio 7: V' — V aliavaruudelle W kuvaa pisteen
yksikésitteiselle lihimmaélle pisteelle aliavaruuteen W. Tamé tulos todistetaan lauseessa
2. 1.6l

Toisaalta voidaan myos muokata edelld annettua todistusta ja osoittaa, ettd vekto-
rit v — 7(v) ja v — T (v) eivét voi olla samanaikaisesti kohtisuorassa aliavaruutta W
vastaan, jos m(v) # my (v). Tama todistus motivoi seuraavan huomion, joka karakterisoi
ortogonaaliprojektiot kaikkien projektioiden joukossa.

Lemma 12.1.4. Olkoon (V,(-,-)) sisdtuloavaruus ja w: V — V projektio. Télloin m on
ortogonaaliprojektio, jos ja vain jos ydin ker w on kohtisuorassa kuvaa im 7 vastaan.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd m on ortogonaaliprojektio. Olkoon v € ker . Tillin
v — m(v) = v, joten kaikilla w € im 7 pétee (v, w) = (v — w(v),w) = 0. Néin ollen ydin
ker m on kohtisuorassa kuvaa im 7 vastaan.

Oletetaan nyt, ettd ydin ker m on kohtisuorassa kuvaa vastaan. Osoitetaan, ettd m on
ortogonaaliprojektio. Olkoot v € V' ja w € imw. Koska 7 on projektio, niin (7w (v)) =
m(v). Néin ollen (v — w(v)) = w(v) — w(7w(v)) = w(v) — w(v) = 0 eli v — 7(v) € kerm.
Néin ollen v — 7(v) on oletuksen nojalla kohtisuorassa vektoria w vastaan. Kuvaus 7 on
siis ortogonaaliprojektio. O

Huomautus 12.1.5. Lauseen todistus on siitd mielenkiintoinen, ettd projektio
mw on yksikdsitteinen, mutta sen kaava annetaan ortonormaaliin kannan avulla, jo-
ka et ole yksikdsitteinen. Tdamd ndenndinen ristiriita tulee kuitenkin ymmdrretykst, kun
havaitaan, ettd ortonormaalin kannan rooli todistuksessa on antaa avaruuden W orto-
komplementti W= ja timdn jilkeen osoittaa, etti v — n(v) € W jokaisella v € V.
Tdhdn palataan vield.

12.1.2 Pisteen etdisyys aliavaruudesta

Ortogonaaliprojektion madritelmé annetaan kohtisuoruuden avulla, mutta silld on sy-
vempi merkitys:
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Jos my: V' — V on ortogonaaliprojektio aliavaruudelle W, niin kuvavektori 7y (v)
on se aliavaruuden W vektori, joka on ldhimpéné vektoria v; katso kuva [12.2]

Kuva 12.2: Vektoreiden v € V' ja w € W etéisyys ||v — w|| on véhintdén yhtdsuuri kuin
vektoreiden v ja my (v) etiisyys [|[v — mwi(v)]|.

Kirjataan tdmaé tulos lauseeksi sen térkeyden vuoksi.

Lause 12.1.6. Olkoon (V,(-,-)) sisdtuloavaruus ja myw:V — V ortogonaaliprojektio
aliavaruudelle W. Tdlloin kaikilla v € V ja w € W\ {m(v)} pdtee
[[o = mw (V)] < lo—w].
Erityisesti kaikilla v € V' pdtee
|lv — 7w (v)]| = min{|jv — w||: w € W}.
Todistus. Olkoon v € V ja w € W. Merkitédén u = my (v) — w. Koska my on ortogonaa-
liprojektio aliavaruudelle W ja u € W, niin (v — 7y (v), u) = 0. Néin ollen
lo —w]? = Jlv = W (v) + 7w (v) — w]?
= [l — 7w (v) + ul|?
= (v — 1w (v) +u,v —mw(v) +u)
= llo = mw (0)|I* + 2(v — 7w (v), w) + [Jul|?
= |lv = mw (0)I* + [[ull*.
Jos w # mw (v), niin u # 0. Télléin
lv = w]]* = [lv = 7w ()I* + [[ull® > [lo = mw ().

Tama todistaa vaitteen. O

Lauseiden [12.1.6] ja |[12.1.3| perusteella voidaan maéritella pisteen etdisyys aliavaruu-
desta.

Maéritelma 12.1.7. Olkoon (V, (-,-)) sisdtuloavaruus. Pisteen v € V' etdisyys ddrellis-
ulotteisesta aliavaruudesta W C 'V on ||jv — mw (v)||, missid Ty : V — V' on ortgonaali-
projektio aliavaruudelle W.
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12.2 Ortogonaaliprojektio matriisin sarakeavaruudelle I

Térkein erikoistapaus ortogonaaliprojektioista on ortogonaaliprojektio mgoy(4) : R™xL
R™*! matriisin A € R™*" sarakeavaruudelle Col(4) C R™*!. Huomaa, etti sisitulo
tissd tapauksessa on avaruuden R™*! pistetulo.

Téssé erikoistapauksessa ortogonaaliprojektiolle ¢y 4) voidaan antaa konkreettinen
kaava matriisin A avulla. Huomaa, ettd A ei kuitenkaan ole projektion mcg)(4) matriisi.

Lause 12.2.1. Olkoon A € R™*™ matriisi, jonka sarakkeet ovat lineaarisesti riippumat-
tomia. Tdlloin ortogonaaliprojektio mooy(a): R™*L 5 R™XL matriisin A sarakeavaruu-
delle Col(A) on kuvaus

y > A(ATA)TH Aty (12.1)

Lause on erittidin mielenkiintoinen. Sen voi todistaa ndennéisesti kolmella eri tavalla.
Ensimméinen tapa on kiyttds yleistd teoriaa. Tiedetdén, ettd projektio on ortogonaa-
liprojektio, jos ydin ker 7w on kohtisuorassa kuvaa im 7w vastaan, ja ettd ortogonaalipro-
jektio aliavaruudelle on yksikésitteinen. Niin ollen riittii osoittaa, ettd matriisi A*A on
kisntyvi, jolloin kuvaus 7: R™*1 — R™>1 ¢y A(A'A)~L Ay, on méiritelty, ja tar-
kistaa, ettd m on sellainen projektio aliavaruudelle Col(A), jonka ydin on kohtisuorassa
kuvaa vastaan. Tamé todistus ei anna lainkaan intuitiota siitd, miten kaava on
16ydetty tai mihin se liittyy.

Toinen tapa on johtaa kaava yhtéloisté, jotka seuraavat kohtisuoruudesta. Tadmé geo-
metrinen todistus johtaa ns. normaaliyht&loon ja yhdistéd ortogonaaliset projektiot geo-
metriseen ongelmaan pisteen etéisyyteen aliavaruudesta. Tamé tapa selittdé transpoosit
kaavassa , mutta ei anna konseptuaalista yhteyttd kuvauksen f4: R?*! — Rmx1
Ja projektion mcg)a) vélille.

Viimeinen tapa on tarkastella matriiseja A ja A! lineaarikuvauksina fy: R™*! —
R™*L ja fue: R™ — R™X1 ja liittéd ortogonaaliprojektio TCol(4) héiden kuvausten
ominaisuuksiin. Témé& puolestaan johtaa adjungaatin késitteeseen ja on muita tapoja
teoreettisempi.

Kirjataan ennen ensimmaéisen todistuksen aloittamista yleiseksi lemmaksi tulos, etté
matriisi A*A on kiifintyvé, jos matriisin A sarakkeet ovat lineaarisesti riippumattomia..

Lemma 12.2.2. Olkoon A € R™*™ matriisi, jonka sarakkeet ovat lineaarisesti riippu-
mattomia. Télloin A'A € R™™ on kidntyvi.

Todistus. Olkoon x € Null(A'A). T&llsin
0=a'A'Ar = (Ax)" - (Ax)

eli Ar = 0. Koska matriisin A sarakkeet ovat lineaarisesti riippumattomia, niin = 0.
Niin ollen Null(A*A) = {0} eli matriisi A'A on kiiintyvi. O

Lauseen ensimmdinen todistus. Lemman|12.2.2|perusteella matriisi A*A on kisntyva
ja niin ollen kuvaus 7: R™*1 — R™*1 41— A(A'A)~! Aly, on hyvin médritelty.
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Osoitetaan ensin, ettd 7 on projektio. Olkoon y € R™*!. T#llin
m(m(y)) = A(AA) AT (A(APA) 1 Aly))
= A(ATA)TH(ATA)(ATA) T ALy = A(ATA) LAy = w(y).

Kuvaus 7 on siis projektio.

Osoitetaan nyt, ettd ydin 7 on kohtisuorassa kuvaa im 7w vastaan. Olkoot v € ker 7
ja w € im 7. Olkoon lisiksi v' € V sellainen vektori, ettd 7(v') = w. Nyt tulomatriisin
transpoosin kaavan perusteella

vow=v- 1) =v-AAA) A =" (A(ATA)TTAY)
— ((A(A*A) 1A ) o = ((A(ATA) " AY) o = 7(v) -/ = 0.

Néin ollen lemman [12.1.4] perusteella 7 on ortogonaaliprojektio aliavaruudelle Col(A).

Lauseen nojalla mcoi(a) = 7. O

12.2.1 Lauseen [12.2.1| geometrinen todistus

Olkoon A = [vl e vn] matriisi, jonka sarakkeet ovat lineaarisesti riippumaattomia.
Aloitetaan lauseen [12.2.1] todistaminen tarkastelemalla kuvaa [12.3

v — TGo1(A) (V)

Kuva 12.3: Vektorin v € V' kuva gy A)(v) € W ortogonaaliprojektiossa mooa): V —
V, missd A = [1)1 Ug].

Koska vektorit vy, ..., v, ovat lineaarisesti riippumattomia, niin jono (v1,...,v,) on
aliavaruuden Col(A) kanta. Koska vektori v — moi(4)(v) on kohtisuorassa aliavaruutta
Col(A) vastaan, niin erityisesti

(v = Toora)(v)) - vi =0

jokaisella 7 € {1,...,n}. Merkitdéin w = mcoy(4)(v)-
Nyt sarakeavaruuden méiritelmén nojalla w = Az jollain z € R™ !, Koska lisiksi
v; = Ae; jokaisella i € {1,...,}, niin jokaisella i € {1,...,n} saadaan yhtilo

(v—Az)- Ae; = 0.
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Koska
(v — Az) - Ae; = (v — Az)' Ae; = (A'(v — Ax))le; = (Al(v — Ax)) - ¢
niin havaitaan, etti vektori A'(v — Az) € R™*! on nollavektori, silld
Al(v — Az) = (A'(v — Az) - e1)er + -+ + (A'(v — Az) - ep)e, = 0.
Néin ollen
Aly = A Ax. (12.2)
Koska lemman perusteella matriisi A*A on kiifintyvé, niin saadaan
= (ATA)"1Aly.
Néin ollen
m(v) =w = Ax = A(ATA)~LAly.

Taméa paattad lauseen [12.2.1| toisen todistuksen.
Muutama huomio on paikallaan.

Huomautus 12.2.3. Tdtd todistusta kutsutaan tdassd yhteydessd geometriseksi todistuk-
seksi, koska se perustuu kuvan havaintoon, etti vektori v — mooiay(v) on kohtisuo-
rassa kantavektoreita vy, . .., v, vastaan. Tdmd johtaa yhtdléon (12.2)), joka ratkaistaan
kayttien matriisin A'A kdantyvyytti. Tassi yhteydessi yhtilo (12.2) ja lemma
eivit kuitenkaan saa geometrista tulkintaa. Nditi asioita kdsitellidin lauseen [12.2.1] kol-
mannessa todistuksessa.

12.3 Sovellus: Pienimmén neliGsumman ongelma

Ennen lauseen|12.2.1]kolmatta todistusta, sovelletaan ortogonaaliprojektioita pienimmén
neliGsumman ratkaisun olemassaoloon. Esitellddn ensin ratkaistavana oleva kysymys.
Klassisesti lineaarisen yhtdloryhmén ratkaiseminen vastaa seuraavaa kysymysta.

Ongelma. Olkoon y € R™*! ja A € R™ ", Ratkaise yhtdilo
Az =y. (12.3)

Jos vektori ei kuulu sarakeavaruuteen Col(A), niin yhtalolld ei ole ratkaisua.
Yleisesti siis yhtalolla Ax = y ei voi olettaa olevan ratkaisuja.

Jos Col(A) # R™! niin onkin luonnollista kysy#, miki vektori z € R™ ! antaa
parhaimman approksimatiivisen ratkaisun, eli milli vektorilla & € R™ ! vektoreiden y
ja AZ etdisyys on mahdollisimman pieni. Uusi ongelma on siis seuraava:

Ongelma. (Pienimmdn neliosumman ongelma) Olkoon y € R™*! ja A € R™*", Etsi
vektori & € R™ 1, jolle pitee

ly — Az|| = min{[ly — Az|: 2 € R}
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Koska etéisyyden ||y — Az|| minimi saadaan samalla vektorilla kuin etdisyyden ne-
lién ||y — Az||?, niin titd approksimatiivista ratkaisua kutsutaan myos pienimmdn ne-
liosumman mtk:az'suk:szﬂ

Koska Az € Col(A) kaikilla # € R™! niin pienin mahdollinen etiiisyys on lauseen
12.1.6| perusteella ||y — mcoi(4)(y)[|- Néin ollen haettu approksimatiivinen ratkaisu on siis
vektori # € R™*!, joka ratkaisee yht#lon

AZ = Tcola)(Y)-

Jos matriisin A sarakkeet ovat lineaarisesti riippumattomia, tdmé& yhtdlo osataan
ratkaista yksikésitteisesti projektion mcg4) matriisiesityksen avulla. Kirjataan tdmé
tulos seuraavassa muodossa.

Lause 12.3.1. Olkoon A € R™*™ matriisi, jonka sarakkeet ovat lineaarisesti riippumat-
tomia ja y € R™ L. Tdllgin vektorille & € R™ 1! pitee

ly — Az|| = min{|ly — Az||: x € R™'}
7J0s ja vain jos
AtAz = Aly.

Huomautus 12.3.2. Koska matriisi A'A on kidntyvd, niin jokaisella y € R™ ! pie-
nimmdn neliésumman ratkaisu yhtdilolle Ax =y on siis & = (A'A)~1Aly.

Huomautus 12.3.3. Pienimmdn neliosumman ratkaisu & on siis yhtdpitivdsti lauseen
12.2.1| geometrisessa todistuksessa esiintyneen yhtdlon

AtAx = Aly

ratkaisu. Kirjallisuudessa tdtd yhtilod kutsutaan yhtdlon Ar = y normaaliyhtaloksi.
Lauseen [12.2.1] geometrinen todistus selittdd tamdn alkuperdn.

Lauseen [12.3.1 todistus. Olkoon TCol(A) * R™*! — R™*! ortogonaalinen projektio aliava-
ruudelle Col(A). Lauseen [12.1.6{nojalla mcq)4)(y) on yksikésitteinen vektori, jolle pétee

1y — Teol(a)(y)|| = min{[ly — Az|: x € R™'}.

Koska mcoia(y) € Col(A) ja matriisin A sarakkeet ovat lineaarisesti riippumattomia,
niin on olemasssa yksikisitteinen sellainen vektori & € R™*!, ettd Ad = TCol(A) (y).
Lauseen [12.2.1| perusteella

Az = meoay(y) = A(ATA) T A"y
Nain ollen vektorin & yksikésitteisyyden nojalla,
&= (A'A)" Al

Viite on néin todistettu. ]

Kirjoita etdisyys ||y — Az||? koordinaatien avulla termin “nelissumma” selittéimiseksi.
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12.4 Ortogonaaliprojektio matriisin sarakeavaruudelle 11

Tarkastellaan nyt ortogonaaliprojektiota mgoy(4): R™*1 5 R™*1 yleisen matriisin A €
R™*™ tapauksessa.

Havaitaan ensin, ettd koska matriisin A sarakkeita ei ole oletettu lineaarisesti riip-
pumattomiksi, niin lemman tulos ei ole voimassa, eli ettd matriisi A*A ei ole
k&antyva.

Esimerkki 12.4.1. Olkoon

|10 2%2
A_[O O]ER .

e[y 3 8-[6

Néin ollen ortogonaaliprojektiota mcoy(4) ei voi médritelld kaavalla (12.1). Projek-
tiolle 16ydetdan kuitenkin kaava valitsemalla matriisin A sarakkeista kanta ja siirtymalld
tarkastelemaan kantavektoreiden méirittelemisd matriisia. Tehdéd&n tdmé& nyt tarkasti.

Talloin

et ole kddantyvd.

Olkoon A = [v; -+ wv,] € R™*" ja k = dim Col(A). Tallsin lauseen nojalla
on olemassa indeksit 1 < 43 < --- < 4 < n, ettd (vi;,...,v; ) on sarakeavaruuden
Col(A) kanta. Olkoon P = [v;, -+ wv;] € R™* Tallsin Col(4) = Col(P), joten

TCol(A) = Tcol(p) Ortogonaaliprojektion yksikésitteisyyden nojalla. Koska matriisin P
sarakkeet ovat lineaarisesti riippumattomia, niin

Tcol(4)(y) = Tcol(p)(y) = P(P'P)~' Py

jokaisella y € R™*1,
Avaruuden Col(A) ortonormaalin kannan avulla saadaan kuitenkin viel& parempi
tulos.

Lause 12.4.2. Olkoot A € R™*"™ matriisi, (u1,...,u) avaruuden Col(A) ortonormaa-
likanta ja Q = [ul uk] e R™*k . Tillgin

Tool(a)(y) = QQ"y.

Todistus. Koska Tcoi(4) = Teol(), matriisin () sarakkeet lineaarisesti riippumattomia
ja Q'Q = I, niin

Tool(4) () = Teo@)(¥) = QQ'Q) ' Q'y = QQ'y
jokaisella y € R™*1, O

Huomautus 12.4.3. Matriisi Q voidaan lukea myds matriisin A QR-hajotelmasta
A = QR, jos ortogonaalimatriisille Q pitee Col(A) = Col(Q). Tdlldinen QR-hajotelma
syntyy esimerkiksi Gram—Schmidt ortonormeeraus prosessin tuloksena.
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12.4.1 Normaaliyhtilo yleisessi tapauksessa

Tarkastellaan vield normaaliyhtdlon muotoa tilanneessa, jossa matriisin A € R™*" ga-
rakkeet eivét ole lineaarisesti riippumattomia.

Koska matriisi A*A ei ole kddntyvé, niin voidaan pitid hieman yllittivans sitd seik-
kaa, ettd normaaliyhtalolla

Al Az = Aly (12.4)

on ratkaisu x € R™! jokaisella y € R™*!, Tami ratkaisu ei kuitenkaan ole tissd ta-
pauksessa yksikésitteinen, kuten kohta huomataan.

T#améi tulos on luonnollista kirjata seuraavassa muodossa, etti matriiseilla A*A ja
A! on sama sarakeavaruus.

Lause 12.4.4. Olkoon A € R™*™. Tlloin
Col(A'A) = Col(AY).

Todistus. Osoitetaan ensin, ettd Col(A*A) C Col(A?). Olkoon v € Col(A'A). Tillsin
on olemassa sellainen z € R™! ettd v = A’Ax. Olkoon y = Az € R™*!. Niin ollen
v = Aly eli v € Col(A?).

Osoitetaan nyt, ettd Col(AY) C Col(A*A). Olkoon v € Col(A?). Olkoon y € R™*1

sellainen vektori, etti A'y = v ja olkoon x € R™ ! sellainen vektori, etti Az =
Tool(A)(v) € Col(A). Olkoot myés vektorit vy, ..., v, € R™ 1 matriisin sarakkeet eli
A= [?}1 cee ’Un] .

Koska vektori y — mco(4)(y) on kohtisuorassa aliavaruutta Col(A) vastaan, niin se
on kohtisuorassa matriisin A sarakkeita vastaan. Néin ollen
(Y — mcol(a)(y)) - vi = 0.
Koska v; = Ae;, niin
Ay — Teoia)(y)) - ei =0
jokaisella 7 € {1,...,n}. Néin ollen A*(y — mgoya)(y)) = 0 ja
v=Ay = Ay — Tcoa)(y)) + A'mcor(a)y(y) = A'mcoiay(y) = A'Ax.

Tamé paattias todistuksen. O

Kaksi kommenttia tésta todistuksesta on paikallaan.

Huomautus 12.4.5. Ensinndkin todistus on oleellisesti sama kuin lauseen [12.2.1] geo-
metrinen todistus. Ainoa ero on ndkékulmassa: Lauseen todistuksessa haetaan
projektiolle kaavaa ja tdssi todistuksessa halutaan osoittaa, etti vektori v — Tcol(A) (v)
on matriisin At nolla-avaruudessa.

Kirjataan nyt normaaliyhtélod koskeva tulos seurauksena.

Korollaari 12.4.6. Olkoon A € R™ ™. Tilloin jokaisella vektorilla y € R™1 on ole-
massa sellainen vektori x € R etti

AlAx = Aly.

Todistus. Koska Aly € Col(A?) ja Col(A'A) = Col(A?), niin on olemassa sellainen x €
R™¥1 ettd Aly = A'Ax. O
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12.4.2 Pienimmain nelisumman ongelma yleisessi tapauksessa

Tarkastellaan vield pienimmén neliosumman ongelmaa kolmesta eri nikokulmasta ylei-
sen matriisin tapauksessa. Olkoon A € R™*™ matriisi. Olkoon nyt (ui,...,u;) aliava-
ruuden Col(A) ortonormaali kanta. Koska matriisin A sarakkeita ei oletettu lineaarisesti
riippumattomiksi, niin k£ < n.

Olkoon @ = [ul uk] € R™F, Tillsin Col(A) = Col(Q) ja TCol(A) = TCol(Q)-

Niin ollen vektori & € R™*! on pienimmsén neliGsumman ongelman
ly — Az|| = min{|ly — Az: z € R}
ratkaisu, jos ja vain jos

At = Teoi(a)(y) = Teo@) (1) = QQ'.

Jos matriisin A sarakkeet eivit ole lineaarisesti riippumattomia, niin t&lla yhtalolla on
ddrettomaisti ratkaisuja. Tarkemmin sanottuna, jos & on yksi yhtélon ratkaisu, niin kaikki
joukon

&+ Null(A) = {Z +v € R™!: v € Null(4)}

ovat yhtdlon ratkaisuja.
Pienimmén nelibsumman ongelma voidaan aina ratkaista normaaliyhtédlon avulla.
Huomaa, ettd normaaliyhtélslli on aina ratkaisu lauseen perusteella.

Lause 12.4.7. Olkoon A € R™" ja y € R™XL. Tllin vektori & € R™ ! toteuttaa
normaaliyhtdlon
At Az = Aly,
jos ja vain jos & on pienimmdn nelibsumman ongelman
ly — Az|| = min{|ly — Az|: z € R™"}
ratkaisu.

Todistus. Oletetaan, ensin A* A% = Aly. Osoitetaan, etti & on pienimmén nelidsumman
ongelman ratkaisu. Riittd4 osoittaa, ettd erotusvektori y — AZ on kohtisuorassa aliava-
ruutta Col(A) vastaan. Koska matriisin A = [vy -+ wv,| sarakkeet siséltévit aliava-
ruuden Col(A) kannan, niin riittd4 osoittaa, ettad v;- (y— Az) = 0 jokaisella i € {1,...,n}
eli ettd Al(y — AZ) = 0. Koska A'Az = Aly, niin

Al(y — Az) = Aly — A'Az = Ay — Aly = 0.

Nain ollen £ on pienimmaén nelisumman ongelman ratkaisu.

Oletetaan nyt, ettd # € R™*! on pienimmin nelidsumman ongelman ratkaisu. Osoi-
tetaan, etti A'Ax = Aly. Koska y — A% on kohtisuorassa aliavaruutta Col(A) vastaan,
niin A’(y — A%) = 0. Néin ollen A*Az = Aly. O

272



Esimerkki 12.4.8. Olkoot

11 a
A=10 0| eR¥*>*? jay= |b| e R®*L
0 0 c

Tillgin A= [e1 e1] ja Col(A) = Sp(ey). Niin ollen wooy4)(y) = aey. Koska
11 a
t._ (100 v {100 _la
AA_[lOO 0 0r=1y ) e AY=11 0 of |°] T a
0 0
niin normaaliyhtilon A'Ax = Aly ratkaisut ovat
-1 a
=)
1
Null(A)zSp({_J).

Kayttden matriisin A QR-hajotelmaa voidaan pienimmén nelidsumman ongelma rat-
kaista seuraavassa muodossa.

missd t € R. Huomaa, ettd

Lause 12.4.9. Olkoon A € R™*"™ matriisi ja olkoon A = QR matriisin A QR-hajotelma,
jossa Q € R™F on sellainen ortogonaalimatriisi, ettd Col(A) = Col(Q), ja R € RF*"
on ylikolmiomatriisi. Olkoon y € R™ 1. Tillvin vektorille & € R™ ! pitee

ly — A#l| = min{ly — Az||: » € R}, (12.5)

7J0s ja vain jos
R& = Q'y.

Todistus. Oletetaan, ettd & € R™*! on pienimméin nelissumman ongelman ((12.5)). T#llsin
A% = moeia)- Koska Col(A) = Col(Q), niin meei(4) = Teoi(g)- Néin ollen Az = QQ'y.
Koska A = QR, niin
Ri = Q'QRz = Q'A% = Q'(QQ"y) = (Q'Q)Q"y = Q'y.
Toisaalta, jos RZ = Q'y, niin

Ad = QRE = QQ'y = mooia) (¥)-

Nain ollen Z on pienimmén neliGsumman ongelman ratkaisu. O
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12.5 Lineaarikuvauksen adjungaatti

Lause on syvillisempi kuin ensi nikemélté uskoisi. Siind kiteytyy ortogonaali-
projektion mcgy(4): R™*L 5 R™*1 guhde matriisin A ja A! m#irdamiin kuvauksiin
fA: Rnxl N Rmxl ja fAt: Rmxl N Rnxl_

Lineaarikuvausten f4 ja fu¢ avulla kirjoitettuna yht#ls Col(A*A) = Col(A?) voi-
daan tulkita muodossa im(f4¢ o fa) = im fu¢. Tédstd voidaan pédtelld, ettd ker fu e N
im f4 = {0}. Aliavaruudet ker f4: ja im f4 ovat itseasiassa toisiaan vastaan kohtisuo-
rassa, silld lauseen todistuksesta voidaan puolestaan pienelld lisétyollla padtella,
ettd ker f4¢ = ker TCol(A)-

Némé kaikki havainnot kuvauksista fa ja f4¢ liittyvét yleiseen teoriaan, ettd fye
on kuvauksen f4 adjungaatti. Ortogonaaliprojektiot puolestaan ovat itseadjungoituja
lineaarikuvauksia.

12.5.1 Lineaarikuvauksen adjungaatti ja matriisin transpoosi

Madgritelma 12.5.1. Olkoot (V. (-,-)v) ja (W, (-, )w) sisdtuloavaruuksia. Lineaariku-
vaus f*: W — V on lineaarikuvauksen f:V — W adjungaatti, jos kaikilla v € V ja
w € W pdtee

(f(w),wyw = (v, [*(w))v.

Esimerkki 12.5.2. Lineaarikuvauksen fa: R™1 — R™X1 qdjungaatti on lineaariku-
vaus fae: R™ — R™1 kun avaruuksissa R™ ' ja R™*! sisitulona on pistetulo, silli
kaikilla x € R™ ja y € R™*! pitee

fa(@) -y = (Az) -y = (Azx)ty = 2" Aly = 2*(A'y) =z - (A'y) =z - far(y).

Adjungaatin f*: W — V perusominaisuus on, ettd sen ydin ker f* on kohtisuorassa
alkuperiisen kuvauksen f: V — W kuvaa im f vastaan.

Lemma 12.5.3. Olkoot (V, (-, -}v) ja (W, (-, Yw) sisituloavaruuksia sekd olkoon f:V —
W lineaarikuvaus ja f*: W — V sen adjungaatti. Talloin

ker f* = (im f)*.
Todistus. Olkoon w € ker f*. T&lloin jokaisella v € V pétee
(w, f(v)) = {f*(w),v) = 0.

Niin ollen w on kohtisuorassa aliavaruutta im f vastaan eli ker f* C (im f*)*.
Oletetaan nyt, ettd w € (im f)+. Tallsin

Niin ollen f*(w) =0 eli w € ker f*. O
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Asrellisulotteisten siséituloavaruuksien vilisen lineaarikuvauksen adjungaatti saa-
daan esitysmatriisin transpoosista, kunhan esitysmatriisi on muodostettu ortnormaa-
leja kantoja kayttden. Tamé osoittaa samalla, ettd lineaarikuvauksen adjungaatti on
vksikésitteinen.

Lause 12.5.4. Olkoot (V,{-,-)v) ja (W, {-,-Yw) ddrellisulotteisia sisituloavaruuksia.
Talldin jokaisella lineaarikuvauksella f: V- — W on yksikdsitteinen adjungaatti f*: W —

V. Lisiksi, jos A on kuvauksen f esitysmatriisi ortonormaalista kannasta (vi,...,vy)
ortonormaaliin kantaan (w1, ..., wy), niin matriisi At on kuvauksen f* esitysmatriisi
ortonormaalista kannasta (w1, . ..,wy) ortonormaaliin kantaan (v1,...,vy).

Lauseen viéiteen toinen osa voidaan kiteyttda kaavioiden avulla seuraavasti

f*

jos v W niin |4 W
é(vl ,,,,, vn)T T(b(wl ,,,,, wn,) <I’('Ul ..... vn)T ch(wl ,,,,, wn)
Rnx1 fa RmMX1 Rx1 JA° Fat Rm*1
kun kannat (v1,...,v,) ja (wi,...,wy,) ovat ortonormaaleja. Koska kuvaus f* voidaan

madritelld kaavion avulla, niin riittd4 osoittaa, ettd néin saatu lineaarikuvaus on ku-
vauksen f yksikésitteinen adjungaatti.

Lauseen todistus. Asetetaan kuvaus f*: W — V kaavalla

f*:q)(vl,.., OfAto(I)

(w11 W m)
ja osoitetaan, ettd
(f(v),w) = (v, f*(w))

kaikillav € V jaw € W.
Olkoon v € V jaw € W. Olkoot myé6s x = (I)(_vi,...,vn)( v) € R jay = <I>(u}17 ’wm)(w) €
R™*1. T&llsin

(v, fr(w))v = (0, (P(oy,....00) © far © ‘I’(_wll,,,,,wm))(w»v
=(Puy,..00) (@), Py o) (far (W) v = 2 - fae(y).
Koska
DR wr,wm) 0 A= TPy vn)s

niin

<f( ) >W = < ( (v1,.- ,vn)(x))v (I)(w1,...,wm)(y)>W
<( vl, ,vn))(x)) (I)(wl,...,wm)(y)>W
<((I) (W1 sy W) © fA)( ))7 (I)(wl,...,wm)(y»w

fa(@) -y = far(y) = (v, [*(w))v.
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Osoitetaan nyt, ettd f* on kuvauksen f: V' — W ainoa adjungaatti. Olkoon g: W —
V sellainen lineaarikuvaus, etté

(f(v), w)w = (v, g(w))v

kaikilla v € V' ja w € W. Télloin jokaisella j € {1,...,m} jai € {1,...,n} pétee

(i, g(w;))v = (f(vi), wi)w = (i, f*(w;))v.

Niéin ollen jokaisella j € {1,...,m} vektoreilla g(w;) ja f*(w;) on samat koordinaatit
kannassa (vi,...,v,), joten g(w;) = f*(w;) jokaisella j € {1,...,m}. Kantalauseen
nojalla g = f*. O

12.5.2 Itseadjungoidut lineaarikuvaukset ja symmetriset matriisit
Lineearikuvausta sanotaan itseadjungoiduksi, jos se on oma adjungaattinsa.

Maaritelm& 12.5.5. Lineaarikuvaus f: V — V sisdtuloavaruudesta (V, (-, -)) itseensd
on itseadjungoitu, jos f* = f.

Itsedjungoituja kuvauksia on runsaasti, silld lineaarikuvauksen ja sen adjungaatin
yhdistetty kuvaus on itseadjungoitu.

Lemma 12.5.6. Olkoot (V, \-,-)v) ja (W, (-, )w) sisdtuloavaruuksia sekd olkoot f: V —
W lineaarikuvaus ja f*: W — V sen adjungaatti. Tdlldin f*o f: V. — V on itseadjun-
goitu.

Todistus. Olkoot v,v" € V. T&llsin
((frof)(w),v")v = (f*(f(v)),v")v = (f(v), F())w = (v, F(fFW)v = (v, (fof)W)v.
Néin ollen (f*o f)* = f*o f. O

Korollaari 12.5.7. Olkoon A € R™ ™. Tilljin kuvaus faeq: R — R™¥1 on itsead-
Jungoitu.

Todistus. Viite seuraa suoraan havainnoista (fa)* = far ja fata = fat o fa. O

Edellisen korollaarin pohjalta voi tulla johtopédatokseen, etté itseadjungoidut lineaa-
rikuvaukset vastaavat symmetrisid matriiseja.

Masritelma 12.5.8. Matriisi A € R™ "™ on symmetrinen, jos Al = A.

Taméi tulos on muotoiltu tarkasti seuraavassa lauseessa. Koska tulos seuraa ldhes
suoraan lauseesta [12.5.4] se jatetddn harjoitustehtavéksi.

Lause 12.5.9. Olkoon (V,(-,-)) sisituloavaruus. Lineaarikuvaus f: V — V on itsead-
Jungoitu, jos ja vain jos jokaisella avaruuden V ortonormaalilla kannalla (vi,...,vy)
kuvauksen f esitysmatriisi A kannasta (v1,...,v,) kantaan (vy,...,v,) on symmetri-
nen matriisi.
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Lemmasta [12.5.3| seuraa suoraan, etté itseadjungoidun operaattorin kuva on kohti-
suorassa ydintéd vastaan. Kirjataan tdmé térked tulos lauseeksi ja sen muotoilu matrii-
seille korollaariksi.

Lause 12.5.10. Olkoon (V,(-,-)) sisdtuloavaruus ja f: V — V itseadjungoitu lineaari-
kuvaus. Télloin ker f = (im f)*.

Todistus. Koska f* = f, niin lemman |12.5.3| nojalla
ker f = ker f* = (im f)*.
O

Korollaari 12.5.11. Olkoon A € R™ "™ symmetrinen matriisi. Tdlloin Null(A) =
(Col(A))*. Erityisesti
R™ 1 = Col(A) @ Null(A).

12.5.3 Ortogonaaliprojektiot ja itseadjungoidut kuvaukset

Lauseen [12.5.10] avulla havaitaan, ettéd itseadjungoidut projektiot vastaavat tdsmélleen
ortogonaaliprojektioita.

Lause 12.5.12. Olkoon (V, (-, -)) sisituloavaruus ja kuvaus w: V. — V projektio. Tdlloin
seuraavat ehdot ovat yhtdapitivia:

1. 7w on ortogonaaliprojektio,

2. ® on itseadjungoitu ja

3. kerm = (im7)*.

Todistus. Oletetaan, etti m on ortogonaaliprojektio. Olkoot v,v" € V. T#lloin

(m(v),0) = (m(v),0" = (V")) + (7(v), 7(V)) = (w(v), 7 ().

Vastaavasti (v, 7(v")) = (w(v), 7(v")). Néin ollen

(m(v),v) = (v, m(v))

kaikilla v,v" € V| eli 7 = 7. Tamé todistaa ensimmiisen implikaation (1)) = (2).

Jos 7 on itseadjungoitu, niin talloin lauseen nojalla ker 7 = (im7)+. Tama
todistaa seuraavan implikaation = .

Oletetaan nyt, ettd kerm = (im )" ja osoitetaan, ettd 7 on ortogonaaliprojektio.
Olkoon v € V ja merkitédén w = v—m(v). Koska 7 on projektio, niin 7(w) = w(v—m(v)) =
7(v) — n(r(v)) = 7(v) — 7(v) = 0 eli w € kern. Koska kerm = (im7)+ oletuksen
nojalla, niin (v — 7(v), 7(v)) = 0. Kuvaus 7 on siis ortogonaaliprojektio. Tam& paattaa
todistuksen. O
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Yhdistamalld adjungaatin f*: W — V perusominaisuuden, ettd sen ydin on kohti-
suorassa kuvauksen f: V — W kuvaa vasten, ja ortogonaaliprojektion ytimen kohtisuo-
ruuden omaa kuvaansa vasten saadaan seuraava mielenkiintoinen korollaari.

Korollaari 12.5.13. Olkoot (V, (-, -)v) ja (W, (-, )w) ddrellisulotteisia sisituloavaruuksia
ja f: V. — W lineaarikuvaus. Tdlldin

ker f* = ker iy f.
Todistus. Viite seuraa suoraan lauseesta |12.5.12 ja lemmasta [12.5.3] silla

ker Ty f = (im 7y )+ = (im f) = ker f*.

12.5.4 Yleisen teorian seuraukset

Lemman [12.5.3] suorana seurauksena saadaan tulos, ettéd lineaarikuvauksen f: V. — W
ja sen adjungaatin f*: W — V kuvien dimensio on sama, jos W on #irellisulotteinen.

Lause 12.5.14. Olkoon f: V — W lineaarikuvaus sisituloavaruudesta (V, (-, )y ) ddrellis-
ulotteiseen sisituloavaruuteen (W, (-,-yw). Tdlloin

dimim f* = dimim f.
Todistus.

dimim f* = dim W — dimker f* = dim W — dim(im f)* = dimim f.

Talla abstraktilla lauseella on konkreettinen korollaari.

Korollaari 12.5.15. Olkoon A € R™*"™ matriisi. Tdlloin
dim Col(A") = dim Col(A).

Erityisesti
dim Row(A) = dim Col(A).

Huomautus 12.5.16. Tdmdn korollaarin todistusta on pantattu aina luvustald asti. Jos
matriisin A riviavaruus Row(A) olisi médritelty luvussa [3, niin témd tulos olisi voitu
todistaa myds havainnosta, etti sidottuja muuttujia vastaavat rivit antavat riviavaruu-
den Row(A) kannan. On kuitenkin mielenkiintoista havaita, etti nyt tamd algebrallinen
tulos voitiin todistaa geometrisin keinoin.

Lause seuraa my0s seuraavasta yleisemmaésté tuloksesta, joka perustuu ko-
rollaariin Tamaé tulos on lauseen [12.4.4] vastine lineaarikuvauksille. Huomaa,
ettd seuraavassa tuloksessa kuvauksen f:V — W ldhtoavaruuden V ei tarvitse olla
adrellisulotteinen eli kuvauksella f ei tarvitse olla esitysmatriisia.
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Lause 12.5.17. Olkoon f: V — W lineaarikuvaus sisituloavaruudesta (V, (-, )y ) ddrellis-
ulotteiseen sisituloavaruuteen (W, (-, -yw). Tdlloin

im(f* o f) = im f*.

Todistus. Selvésti im(f* o f) C im f*. Osoitetaan, ettd im f* C im(f* o f).

Olkoot v € im f* ja w € W sellainen, ettd f*(w) = v. Koska 7im f(w — mim f(w)) =
Tim £ (W) = Tim £ (Tim (W) = Tim (W) = Tim f(w) = 0, niin w — iy, f(w) € ker Ty ¢. Koska
korollaarin [12.5.13| perusteella ker f* = ker mj, ¢, niin f*(w — 7im (w)) = 0. Néin ollen

v=f(w) = 1w = mm () + [ (Tim  (w)) = [ (Tim p(w))-

Koska 7im, f(w) € im f*, niin v € im(f* o f). O

12.5.5 Ortogonaaliprojektion kaava adjungaateilla
Annetaan nyt kolmas todistus lauseelle Aloitetaan lemman [12.2.2] vastineella.

Lemma 12.5.18. Olkoot (V,(-,-)v) ja (W, (-, )w) sisituloavaruuksia sekd f: V — W
lineaarikuvaus ja f*: W — V sen adjungaatti. Tdlldin ker(f* o f) = ker f. Erityisesti
ffof:V =V onisomorfismi, jos f on injektio ja V on ddrellisulotteinen.

Todistus. Selvésti ker f C ker(f* o f). Olkoon nyt v € ker(f* o f). Télloin

0= {(f" o N(w), 0}y = {F(0), FW))w-

Néin ollen f(v) =0 eli v € ker f.

Jos V on éddrellisulotteinen ja f on injektio, niin téalléin my6s f* o f on injektio
avaruudesta V itseensd. Niin ollen se on my06s surjektio kuvausten dimensiolauseen
nojalla ja siten isomorfismi. O

Lause 12.5.19. Olkoot (V,(-,-)v) ja (W, (-,-yw) ddrellisulotteisia sisdtuloavarvuksia
sekd f: V. — W injektivinen lineaarikuvaus. Tdlloin ortogonaaliprojektio my p: W —
W aliavaruudelle im f on yhdistetty kuvaus

Timg = fo(f*of) " of*
Todistus. Olkoon m: W — W kuvaus m = fo (f*o f)~! o f*. Riittds osoittaa, ettd m on

projektio ja ett#d kerm = (imm)*.
Koska

niin 7 on projektio.
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Osoitetaan nyt, ettd m on itseadjungoitu. Olkoot w,w’ € W. Téllsin

=((fo(ffo )7 of) (w)whw ={((f o f) o f) (w),f(w)w
= (f*(w), (f* o ) o f)w)w = (w,(fo (f o f) o f)(w))w

(w, m(w))w

(m(w), w')w

Nain ollen 7 on itseadjungoitu.
Lauseen [12.5.12| nojalla operaattori 7: W — W on on siis ortogonaaliprojektio ali-
avaruudelle im f ja siten m = 7y ortogonaaliprojektion yksikésitteisyyden nojalla. [
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Luku 13

Kompleksiset vektoriavaruudet

Aiemmissa luvuissa kaikki vektoriavaruudet ovat olleet ns. reaalisia vektoriavaruuskia
eli avaruuden V' skalaarikertolasku on ollut -: R x V' — V. Tésséd luvussa maéritelladn
kompleksiset vektoriavaruudet. Ainoa muutos on, etté kompleksiselle vektoriavaruudelle
V' skalaarikertolasku on muotoa -: C x V' — V. Vaikka kompleksiset vektoriavaruudet
eivét liity suoraan moniin lineaarialgebran sovelluksiin, on niilld térkeé rooli lineaario-
peraattoreiden teoriassa, kuten kohta tullaan huomaamaan.

Luku alkaa palauttamalla mieleen kompleksiluvut, mutta sitd ennen késitelldén esi-
merkkid, joka osoittaa, ettd kompleksilukuja ei voida valttasd, vaikka tarkasteltaisiin
ainostaan reaalisia matriiseja.

Huomautus 13.0.1. Tdssd luvussa keskitytidn pddosin esittelemddn aiemmista luvuis-
ta tuttuja mdadritelmid jao tuloksia kompleksisten vektoriavaruuksien tapauksessa. Tulos-
ten todistukset ovat analogisia aiemmin todistetuille tuloksille ja todistukset tdmdan vuoksi
stwuutetaan. Joidenkin tulosten kohdalla tuloksesta annetaan hieman yleisempt versio.
Tdlloin todistus jatetdidn kiinnostuneelle lukijalle harjoitustehtdviksi.

13.1 Motivointi: kompleksiset ominaisarvot

Tarkastellaan kiertomatriisia

cosf) —sind
A_[sinﬁ cos 6 ]’

missd 6 € R\ 7Z, eli 0 # kr kaikilla k € Z.

Matriisia A vastaava lineaarikuvaus f4: R?*! — R2X! 2 +s Az, on perusesimerkki
lineaarikuvauksesta, jolla ei ole ominaisvektoreita. Tamé&n voi jopa havaita konkreet-
tisesti havaitsemalla, etti lineaarikuvaus f4 kiertii tasoa R2X! eiki niin ollen pidé
yhtéin suoraa paikallaan. Tarkempi perustelu télle faktalle on, ettéd jos kuvauksella f4
olisi ominaisvektori x € R?*!, niin silld olisi my&s ominaisarvo A € R. Palautetaan ensin
mieleen, miksi ominaisarvoa ei ole.
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Merkintéjen helpottamiseksi, merkitédéan a = cos 8 ja b = sin 0. Tarkasteltava matriisi
on siis
a —b
A p—
e

miss# a? 4+ b? = 1. Lisiiksi b # 0, koska 6 # k.

Jos mnollasta poikkeava vektori z € R?*! on lineaarikuvauksen f ominaisvektori
ominaisarvolla A € R, niin f4(x) = Az, eli Az = A\x.

Nollasta poikkeava vektori x toteuttaa siis yhtdlon

(A=X)z=0
eli matriisi A — Al ei ole kdantyva. Tamé tarkoittaa, ettd
det (A— ) =0.
Koska
a—X b

@MA—AD:da[ }:@—Af_(w%zwa—m2+ﬁ,

b a— A

niin saadaan yht&lo
(a—N)?=—b?

ominaisarvolle A € R.
Koska b # 0, niin 4% > 0. Niin ollen

(a—M)?* <0,
joka on ristiriita, koska A oletettiin reaaliluvuksi. (Harjoitustehtéva: Millaista matriisia
tarkastellaan, jos b = 07 Enté jos a = 07)
13.1.1 Kiertomatriisin kompleksiset ominaisarvot

Tarkastellaan nyt yhtaloa
(a—\)?=—b? (13.1)

ilman tulkintaa, ettd yhtalolla on yhteys ominaisarvoihin. Jos b = 0, niin yht&lon ratkaisu
on A = a. Oletetaan nyt, ettd b # 0.

Kiytetdin nyt tietoa, ettd kompleksilukujen joukossa yht#lolla 22 = —b? on kaksi
ratkaisua
z=1b
ja
z = —1ib.

Nain ollen jos sallitaan, ettd luku A on kompleksinen, saadaan yht#lot
a—A=1b ja a— A= —ib

eli
A=a—1ib ja A=a+1ib.
Niin saadaan, ettd alkuperdiselld yhtélolla (13.1)) on kaksi kompleksista ratkaisua.
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Huomautus 13.1.1. Huomaa, ettd ratkaisut a—1ib ja a+ib ovat toistensa kompleksikon-
Jugaatteja. Tdmd ei ole sattumaa. Jatkossa osoitetaan, ettd reaalikertoimisen matriisin
aidosti kompleksiset ominaisarvot esiintyvdt pareittain.

13.1.2 Kiertomatriisin ominaisvektorit?

Edellisen luvun havaintojen perusteella on selvid, etté tapauksessa b £ 0 luvut A = a+ib
ja A = a — b ratkaisevat yht&lon det(A — A\I) = 0, mutta eivit kuteinkaan ole matriisin
A ominaisarvoja, koska ne eivit ole reaalilukuja. Liséksi syy tdhén on se, ettd matriisilla
A ei ole niitéd lukuja vastaavia ominaisvektoreita sarakeavaruudessa R2*1.

Samastetaan nyt sarakeavaruus R2*! avaruuden R? kanssa ja tarkastellaan kuvausta
fa: R?*1 5 R2X! lineaarikuvauksena tasosta R? itseensi eli tarkastellaan kuvausta
f: R? = R? kuvausta (x,y) — (az — by, bz + ay).

Vaihdetaan nyt avaruuden R? tilalle avaruus C? laskutoimituksilla

(z1,w1) + (22, w2) = (21 + 22, w1 + wo)
ja
a(z,w) = (az,aw)

kaikilla (21,w1), (22, w2), (z,w) € C? ja a € C, varustettuna ja tarkastellaan kuvauksen
f sijasta kuvausta

©: C? = C?,  (z,w) — (az — bw, bz + aw).
Kiinnitetdan nyt
A=a+1b

ja tarkastellaan onko yht&lolla
va((z,w)) = Az, w) (13.2)

eli yhtalslls
(az — bw, bz + aw) = (Az, \w).

ratkaisuja (z,w) joukossa C2.
Koska avaruuden C? alkiot (z1,w) ja (22, ws) ovat sama alkio, jos ja vain jos 21 = 23

ja wi = wo, niin saadaan yhtéldpari

az —bw =Mz

bz +aw = Aw
eli yhtdlopari

(a— Nz —bw =0
bz +(a—MNw =0.

Koska A = a + b, niin oikeasti olemme tarkastelemassa kahta yhtaloparia

—ibz —bw =0
bz —ibw =0.
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Koska b # 0, niin tdmé& yhtélopari on ekvivalentti yhtéloparin

{iz +w =0

z —tw =0
kanssa. Koska 72 = —1, niin yht#loparin ensimméinen rivi antaa
w W
Z2=——=—— =W
i 12 ’

joka on sama ehto kuin mink& yhtéloparin toinen rivi antaa. Néin ollen yhtalon (|13.2))
ratkaisujoukko on
{(iw,w) € C*: w € C}.

Tarkastellaan tété ratkaisujoukkoa vield lihemmin. Avaruuden C? laskutoimitusten
avulla saadaan, etté

V = {(iw,w) € C*: w € C} = {w(i,1) € C*: w € C}.
Koska
o((z,w)) = Mz, w)

kaikilla (z,w) € V, niin annettujen laskutoimitusten avulla on helppo havaita, ettd
kaikilla o € C ja (21, w1), (22, w2) € V pétee a(z1,w1) + (22, w2) € V.

Niin ollen, voidaan tulkita, ettid V on itseasiassa avaruuden C? (kompleksisesti) 1-
ulotteinen aliavaruus ja kuvauksen ¢ ominaisarvoa A vastaava ominaisavaruus. Tamé
on se tulkinta, joka seuraavaksi formalisoidaan.

13.2 Kompleksiluvut

Joissain esityksissé kompleksiluvut esitellddn sanomalla, ettd kompleksiluvut ovat lukuja
z = x+1iy, missd x € R jay € R ja sanomalla, ettd kompleksiluvuille pétee reaalilukujen
tavalliset yhteen- ja kertolasku silli erotuksella, ettd i2 = —1. Tama tarkoittaa sité, etté
jos z = x + iy ja w = 2’ + 1y ovat kompleksilukuja, niin voidaan laskea

zHw=(z+iy)+ (@ +i))=z+iy+2'+iy =@ +2)+ily+y)
ja
2w = (z +iy) (2’ +1y) = z2’ +izy’ + iy’ + (iy)(iy)
= x2’ +i(zy +yx') +i2(yy) = 22’ — gy +i(zy +ya').

Kompleksiluku z = z-+iy mésriytyy siis tiysin lukuparista (z, y) € R?. Ero komplek-
silukujen ja tason R? vektoreiden vililli on siis ainoastaan kertolaskussa. Madritellisin
nyt kompleksiluvut tarkasti.
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Miiritelmi 13.2.1. Kompleksiluvut C ovat kolmikko (R?,+,-), missi +: R x R —
R? on tavallinen vektoreiden yhteenlasku ja -: R? x R? — R? on laskutoimitus

(2, 9) (@' y) = (z2’ —yy, 2z +2'y)
kaikilla (z,y), (2',y') € R2.

Jatkossa merkinnilli C tarkoitetaan seki joukkoa R? ettd kolmikkoa (R2, +, ). Jou-
kon C alkioita kutsutaan kompleksiluvuiksi. Kompleksilukua ¢ = es kutsutaan ima-
ginddriyksikiksi Lisdksi otetaan kiyttoon merkintd x(1,0) = x kaikilla z € R, jonka
avulla kompleksiluku z = (z,y) € C voidaan kirjoittaa sen klassisessa esitysmuodossa

z=(z,y) =2(1,0) +y(0,1) =z +yi =z +1y.
Kéayttamalla naitd merkintdjé saadaan tuttu kaava
i2 = eges = (0,1)(0,1) = (0—1,04+0) = (—1,0) = —e; = —1.

Olkoon z = z + iy € C. Lukua x kutsutaan kompleksluvun z reaaliosaksi Rz ja
lukua y luvun z imaginddriosaksi Sz eli z = Rz + iSz. Huomaa, ettd kompleksiluvun
imagin&ériosa on tyypillistd kirjoittaa muodossa iy, vaikka ¢ on vektori ja y on reaaliluku.

Huomautus 13.2.2. FEdelld esitellylld merkinndlld on syvdllinen tulkinta. Jokainen re-
aoliluku x € R voidaan tulkita kompleksilukuna x = x +i0 € C. Kdytinndssd tamd tar-
koittaa, ettd reaaliluvut tulkitaan kompleksilukujen osajoukoksi eli R C C. Ndin tehtdessd
reaaliluvut R itseasiassa samastetaan tason R? x-akselin eli suoran {(x,0) € R?: x € R}
kanssa. Koska tdssd tulkinnassa reaalilukujen laskutoimitukset sopivat yhteeen komplek-
stlukujen laskutoimitusten kanssa, nitn algebran kieltd kdyttien sanotaan, ettd reaalilu-
vut ovat kompleksilukujen (erds) alikunta. Alikuntia kdisitellidn tarkemmin syventivissd
opINNoIsSsa.

Nain méariteltynd kompleksiluvut C ovat algebrallisessa mielessé kunta, eli niille
pétee reaaliluvuilta tutut ominaisuudet

1. (z4+w)+u=z+(w+u)ja (zw)u = z(wu) kaikilla z, w,u € C,
2. z+w=w+ z ja zw = wz kaikilla z,w € C,
3. luvuille 0 = (0,0) ja 1 = (1,0) pétee z + 0 = z ja 1z = z kaikilla z € C,

4. jokaisella z € C on olemassa yksikésitteinen w € C, jolle patee z +w = 0 ja jota
merkitddn w = —z,

5. jokaisella z € C\ {0} on olemassa yksikisitteinen w € C, jolle pitee zw = 1, ja
jota merkitdin w = 1/z, seké

6. z(w+u) = zw + zu kaikilla z, w,u € C.
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Néiistd ominaisuuksista haastavin on k#énteisluvun 1/z olemassaolo, eli kohta .
Huomaa, ettd merkintd kéénteisluvun merkinté 1/z on perusteltu vasta, kun ké#nteisluku
on osoitettu yksikésitteiseksi. Selkeyden vuoksi merkinté on jo esitelty kunta-aksioomien
yhteydessa ylld. Tatd kompleksilukujen ominaisuutta késitelldsin tarkemmin alla. Muut
kompleksilukujen ominaisuudet oletetaan jatkossa tunnetuiksi. Kéénteisluvun olemas-
saolo ja yksikésitteisyys (eli ominaisuus ) osoitetaan kayttden kompleksikonjugaatin
ja normin késiteitd. Seuraavasssa todistuksessa oletetaan, ettd ehdot [I ja [3] piteviit.

Maisritelma 13.2.3. Kompleksiluvun z = x + iy € C kompleksikonjugaatti Z € C on
luku z = x — 1y.

Madritelma 13.2.4. Kompleksiluvun z € C itseisarvo |z| € R on luku |z| = V2Z.

Huomautus 13.2.5. Huomaa, ettd kompleksiluvun z = x + iy itseisarvo on itseasiassa
vektorin (z,y) € R? euklidinen pituus (eli normi), silld

2|2 = 22 = (z+iy) (z + iy) = (z+iy)(z—iy) = 2 —ziy+iyz—i*y* = 22 +y° = |(z,y)*.

Lisiksi kompleksiluvuille z = Rz € C, joiden imaginddriosa on nolla, itseisarvo |z| on
reaaliluvun Rz itseisarvo.

Huomattakoon vield, ettd erityisesti kompleksiluku z on nollasta poikkeava eli z # 0,
jos ja vain jos |z| > 0.

Lemma 13.2.6. Olkoon z € C nollasta poikkeava kompleksiluku. Tdlloin luvulle w =
z/|2|? pitee zw =1 eli
1 Z

A

Lisdksi w on yksikdsitteinen sellainen kompleksiluku, jolle pdtee zw = 1.

Todistus. Koska
2w = zi = z = ﬁ =1
N e
viitteen ensimméinen osa péitee.
Oletetaan nyt, ettd w’ € C olisi sellainen kompleksiluku, jolle pitee zw’ = 1. Télloin

w=wl=w(w) = (w)w =w

ehtojen [1] ja [3] perusteella. O

Huomautus 13.2.7. Kompleksikonjugaatti on tirked kompleksiluvuille karakteristinen
kiisite, jonka perusominaisuudet Zw = ZW ja Z = z on hyvd tuntea. Lineaarialgebralli-
sesti kompleksikonjugaatti 7: C — C, z — Z, on lineaarikuvaus 7: R? — R2, jolle pitee
el > e1 ja eg — —es.

Huomautus 13.2.8. Useissa kompleksilukujen perusesityksissd kdsitellddan mdadritelmdn
yhteydessd kompleksiluvun argumenttia ja polaariesitystd sekd nithin liittyvid de Moivrén
kaavaa ja eksponenttifunkiota. Tdssd esityksessd nditd asioita ei kisitelld, koska ne eivit
ole keskeisessd roolissa jatkossa.
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13.3 Kompleksiset vektoriavaruudet

Kompleksiset vektoriavaruudet eli kompleksikertoimiset vektoriavaruudet ovat itseasias-
sa todella helppo asia:

Vaihda kaikissa lineaarialgebran tutuissa késitteissad reaaliluvut kompleksi-
lukuihin. Tutut tulokset ja menetelmét patevét.

Kirjataan nyt hieman formaalimmin ja tarkemmin tuon yleisperiaatteen seuraukset.
Kompleksinen vektoriavaruus mééritelldin aivan kuten reaalinen vektoriavaruus.

Maiésritelma 13.3.1. Joukko V' laskutoimituksilla +: V XV =V ja-: CxV =V on
kompleksinen vektoriavaruus, jos

1. kaikilla v,w,u € V pitee v+w =w+v ja (v+w)+u=v+ (w+ u),
2. on olemassa nollavektori 0 € V', jolle péitee v+ 0 = v kaikilla v € V,
jokaisella vektorilla v € V' on vastavektori —v € V, jolle pitee v + (—v) = 0,

kaikilla vektoreilla v,w € V ja a € C pitee a(v +w) = av + aw,

AN

jokaisella v € V' ja kaikilla a,b € C pitee (a 4+ b)v = av + bv ja a(bv) = (ab)v ja
6. lv = v jokaisellav € V.

Esimerkki 13.3.2. Ensimmdinen esimerkki kompleksisesta vektoriavaruudesta on ava-

ruutta R™ vastaava avaruus C" eli kompleksilukujonojen (z1, .. ., zn) joukko varustettuna
laskutoimituksilla
(21, oy 2n) + (w1, . ywp) = (21 +wr, . ooy 2n + wy)
ja
a(z1,...,2n) = (az1,...,azy)

kaikilla (z1,...,2n), (w1,...,w,) € C" ja a € C.
Avaruudet C™! ja yleisemmin C™*" kaikilla m,n € N mddritellddn kuin reaalisessa
tapauksessa avaruudet R™*1 jg R™*",

Esimerkki 13.3.3. Olkoon X joukko ja olkoon Fc(X) kaikkien kompleksiarvoisten
funktioiden f: X — C joukko. Tdlloin Fc(X) on vektoriavaruus (Fc(X), 4+, ), missd
laskutoimitukset +: Fc(X) x Fe(X) — Fc(X), (f,9) — f+g, ja-: Cx Fc(X) —
Fc(X), (a, f) = af on madritelty kaikilla f,g € Zc(X) ja a € C kaavoilla

(f+9)(@) = f(z) + g(z)
ja
(af)(z) = af(x)
kaikilla v € X.

Vastaavalla tavalla mddritellddn kompleksisesti derivoituvien funktioiden (eli komplek-
sianalyyttisten funktioiden) avaruus ja jatkuvien funktioiden avaruudet.
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Esimerkki 13.3.4. Funktio p: C — C on (kompleksinen) polynomi, jos on olemas-
sa sellaiset vakiot ag,...,a, € C, etti p(z) = anz" + -+ + a1z + ap kaikilla z € C.
Kompleksisten polynomien joukko &2 = {p: C — C | p on polynomi} on vektoriavaruus,
kun yhteenlaskuksi ja skalaarikertolaskuksi valitaan funktioden yhteen- ja skalaarikerto-
lasku.

Kuten reaalisten vektoriavaruuksien tapauksessa, aliavaruudet antavat lisdé esimerk-
kejé kompleksisista vektoriavaruuksista.

Maiaritelma 13.3.5. Kompleksisen vektoriavaruuden V' osajoukko W C V' on aliva-
ruus, jos

1. 0e W,
2. w+w' €W kaikilla w,w' € W ja
3. aw € W kaikilla w € W ja a € C.

Esimerkki 13.3.6. Olkoon &2, kaikkien korkeintaan astetta n olevien kompleksisten
polynomien joukko, eli p € P, jos p: C — C on funktio p(z) = apz™ + -+ 4+ a1z + ag.
Tdlloin £, on avaruuden &2 aliavaruus.

Esimerkki 13.3.7. Olkoon q: C — C polynomi. Polynomi p € & on jaollinen polyno-
milla q, jos on olemassa sellainen polynomi f € P, etti p = qf. Olkoon P(q) kaikkien
sellainen polynomien joukko, jotka ovat jaollisia polynomilla q eli Z(q) = {qf € &P: f €
P}. Merkitiin myés Pn(q) = P(q) N Py. Tillsin P(q) on avaruuden P aliavaruus
ja Pn(q) on sekdi avaruuden Z(q) ettd avaruuden Py, alicvaruus.

13.3.1 Lineaarikombinaatiot, virittiAminen ja vapaus

Vektoriavaruuksien peruskésitteet kuten lineaarikombinaatio, virittdminen ja vapaus
madritelladn kompleksisten vektoriavaruuksien tapauksessa aivan kuten reaalisten vek-
toriavaruuksien tapauksessa. Ainoa ero on, ettd reaalilukujen sijaan kaytetddn komplek-
silukuja.

Masritelma 13.3.8. Kompleksisen vektoriavaruuden V' vektori v € V' on vektoreiden
V1,...,0, € V lineaarikombinaatio, jos on olemassa sellaiset luvut ay,...,a, € C, ettd

V=a1v1 + -+ apvy.

Madritelma 13.3.9. Olkoon V' kompleksikertoiminen vektoriavaruus. Jonon (vi,...,vy)
virittdmé aliavaruus Sp(vi, ..., v,) on

Sp(vi,...,vp) ={a1v1 + -+ apv, € V:iay,...,a, € C}.

Msaritelma 13.3.10. Jono (vy,...,v,) kompleksisen vektoriavaruuden V' wvektoreita
virittdd avaruuden V, jos jokainen vektori v € V' on vektoreiden vy, ..., v, lineaarikom-
binaatio eli V= Sp(v1,...,vy,). Lisiksi tdllin sanotaan, etti avaruus V on ddrellisesti
viritetty.
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Maéritelma 13.3.11. Jono (vi,...,v,) kompleksisen vektoriavaruuden V vektoreita
on vapaa, jos yhtdlon
aivy + -+ apv, =0,

missd ai,...,a, € C, ainoa ratkaisu on a1 = as = --- = a, = 0.

13.3.2 Kanta ja dimensio

Kompleksisen vektoriavaruuden kanta mééritelladn kuten reaalisessa tapauksessa.

Miaritelma 13.3.12. Jono (vy,...,v,) kompleksisen vektoriavaruuden V' wvektoreita
on avaruuden V kanta, jos jono (vi,...,v,) on vapaa ja virittid avaruuden V.
Esimerkki 13.3.13. Avaruuden C" standardikanta on (e1,...,e,), missi jokainen e;
on vektori e; = (€1, ..., eni), missd ej; = ;i kaikilla j € {1,...,n}. Jono (e1,...,ep)
on kanta, koska jokaisella v = (z1,...,2,) € C" pdtee
v=(21,...,2n) = Z1€1 + - + Znep

ja luvut z1, ..., 2z, ovat selvisti yksikdsitteisid.

Avaruuden C™*! standardikanta (e1, ..., e,) mddritellidn analogisesti.

Esimerkki 13.3.14. Mddritellddin jokaisella k € N polynomi py: C — C kaavalla z —

2F. Vastaavasti kuin reaalisessa tapauksessa pitee, etti jokaisellan € N jono (Pos - - Pn)

on polynomiavaruuden &, kanta. Erityisesti saadaan, etti jokaisella p € & kaavan
p(z) =ap+arz+ -+ apz"

kertoimet aq, . . ., a, € C ovat yksikdsitteiset. Tdstd saadaan seurauksena, ettd polynomin
p € P aste degp € N eli korkeimman nollasta poikkeavan kertoimen indeksi, on hyvin
mddritelty.

Luvusta |8 tutut tulokset patevat myos dérellisesti viritetyille kompleksisille vekto-
riavaruuksille.

Lause 13.3.15. Jokaisella ddrellisesti viritetylld kompleksisella vektoriavaruudella on
kanta.

Lause 13.3.16. Adrellisesti viritetyn kompleksisen vektoriavaruuden jokaisessa kannas-
sa on yhtd monta alkiota.

Niin ollen jokainen dérellisesti viritetty vektoriavaruus on &irellisulotteinen.

Misritelmi 13.3.17. Adrellisesti viritetyn kompleksisen vektoriavaruuden V (komplek-
sinen) dimensio dim V' on kannan (v1,...,vy,) alkioiden lukumddrd n.

Esimerkki 13.3.18. Avaruuden C" dimensio dim C" kompleksisena vektoriavaruutena
on n. Samoin dim C"*! = n. Polynomien &2, avaruuden dimensio on dim &, =n + 1.

Myo6s kompleksisten vektoriavaruuksien tapauksessa kanta méérittelee koordinaatit.

Lemma 13.3.19. Olkoon V' kompleksinen vektoriavaruus. Tdlloin jono (v1,...,v,) on
avaruuden V' kanta, jos ja vain jos jokaisella v € V' on yksikdsitteiset sellaiset luvut
ai,...,an € C, joille pdtee

V=a1v1 + -+ apUp.
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13.3.3 Aliavaruuksien summa ja suora summa

Kuten reaalisten vektoriavaruuksien tapauksessa, aliavaruuksien leikkaus ja summa ovat
aliavaruuksia.

Maéritelma 13.3.20. Kompleksisen vektoriavaruuden V aliovaruuksien U ja W sum-
ma U + W on aliavaruus

U4+W={u+weV:iuel, weW}

Summa U + W on suora, jos UNW = {0}. Aliavaruuksin U ja W suoraa summaa
merkitddin U & W.

Kuten reaalisssa tapauksessa &dérelisulotteisten aliavaruuksien U ja W summa on
suora, jos niiden kannat voidaan yhdistédé aliavaruuden U + W kannaksi.

Lause 13.3.21. Olkoon V' kompleksinen vektoriavaruus sekd olkoot (uy, ..., u,) aliava-
ruuden U kanta ja (w1, ..., wy) alicvaruuden W kanta. Tdlldin summa U+W on suora,
Jjos ja vain jos (Ui, ..., Up, W1, ..., Wy) on aicvarvuden U + W kanta.

Korollaari 13.3.22. Olkoon V kompleksinen vektoriavaruus ja olkoot U ja W sellaisia
ddrellisulotteisia aliavaruuksia, joiden summa on suora. Tdlloin

dim(U @ W) = dim U + dim W.

Aliavaruuksien dimensiolause patee kompleksisille avaruuksille samalla todistuksella
kuin reaalisessa tapauksessa.

Lause 13.3.23 (Aliavaruuksien dimensiolause kompleksisille avaruuksille). Olkoon V
kompleksinen vektoriavaruus ja olkoot U ja W sen ddarellisulotteisia alivaruuksia. Talloin
U+ W on ddrellisulotteinen ja

dim(U + W) + dim(U N W) = dim U + dim W.

Useamman aliavaruuden suora summa

Useamman aliavaruuden suora summa maaritelldan induktiivisesti.

Maisritelmé 13.3.24. Avaruuden V aliavaruuksien Wy, ..., W,, summa on suora, jos
Wy +- -+ Wi_) N W, = {0}
kaikilla k € {2,...,m}. Talloin merkitiin Wi @ -+ @ Wy, = Wi + -+ + W,

Lause 13.3.25. Olkoon V kompleksinen vektoriavaruus ja olkoot Wy, ..., Wy, sellaisia
ddrellisulotteisia aliavaruuksia, joiden summa on suora. Tdlloin

dim(W1 @ - @ W,,) =dim Wy + -+ 4+ dim W,,.
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Todistus. Mééritelmésti|13.3.24)seuraa, ettd W1 @---@W,, = (W1 @« - @W—1) B Wiy,
Néin ollen korollaarin [13.3.22] perusteella

dm(Wy @ --- @& Wp,) =dim(W1 @ - - - & Wy—1) + dim W,.
Viite seuraa nyt induktiolla lukumééréan m suhteen. O

Lauseen [8.3.3| vastine useamman aliavaruuden suoran summan tapauksessa on seu-
raava.

Lause 13.3.26. Olkoon V' kompleksinen vektoriavaruus ja olkoot W1y, ..., Wy, avaruu-
den V' ddrellisulotteisia aliavaruuksia. Tdllogin summa Wy + --- 4+ W,,, on suora, jos ja
vain jos jokaisellav € V' on olemassa yksikdsitteiset sellaiset vektoritwy, € Wi, ..., wy, €
Wi, ettd v = w1+ -+ 4+ Wy,.

Seuraava lause on todistettu liitteessé [D] (lause [D.1.5)).

Lause 13.3.27. Olkoon V ddrellisulotteinen kompleksinen vektoriavaruus. Olkoot lisiksi

Wi, ..., Wy, avaruuden V aliavaruuksia ja olkoon (wij, . . . ,wdjj) aliavaruuden W; kanta
jokaisella j € {1,...,m}. Tdlloin summa Wi+ - -+ W, on suora, jos ja vain jos jono
(Wit, -+, Way1, W12, - -+, W4, m) on aliavaruuden Wi + - - - + Wy, kanta.

13.3.4 Suoraan summaan liittyvit projektiot

Luvun [8:3:2) tulos, ettd avaruuden suoraan summaan V = U@ W liittyy luonnolliset pro-
jektiot m7: V. — U ja my: V. — W, pétee myOs useamman summattavan tapauksessa.
Palautetaan tata varten mieleen projektion méaritelma.

Maiésritelmé 13.3.28. Operaattori w: V. — V' on projektio avaruuden V' aliavaruudelle
WcV,josimmn=W jawmomw=m.

Suoraan summaan V = Vi @ --- @ Vp, liittyvit luonnolliset projektiot my,: V. — V
maéairitelladn seuraavasti. Lauseen todistus on ldhes identtinen lauseen |8.3.12| kanssa.

Lause 13.3.29. Olkoon V wvektoriavaruus ja V =V @ - & V,,. Tdlloin jokaisella j €
{1,...,m} on olemassa yksikdisitteinen sellainen projektio ;2 Vo=V oaliavaruudelle
Vj, etti

v=my(v)+ -+ 7y, (V)

jokaisella v € V.

Huomautus 13.3.30. Kuten lauseen todistus osoittaa, projektiot my,, ..., Ty,
ovat yksikdsitteisid, koska jokaisella v € V on yksikdsitteinen esitys aliavaruuksien
Vi,..., Vin vektoreiden summana. Tarkemmin sanottuna lauseen nojalla jokai-
selle projektiolle wy, pitee my,(v) = vj, missd vektorit vi € Vi,..., v € Vi ovat me
yksikdsitteiset vektorit, joille pdtee v = v + - - - + Uy
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13.4 Kompleksiset lineaarikuvaukset

Maisritelma 13.4.1. Kuvaus f: V. — W kompleksisten vektoriavaruuksien V' ja W
valilld on (kompleksi)lineaarinen, jos kaikilla v,w € V ja a € C pitee

flav +w) = af(v) + f(w).

Kuten reaalisessa tapauksessa lineaarikuvaus masrdytyy yksikésitteisesti kanta-alkioiden
kuvista.

Lause 13.4.2. Olkoot V' ja W kompleksisia vektoriavaruuksia ja (vi, .. .,v,) avaruuden
V' kanta. Olkoot myds wi,...,w, € W. Tdlloin on olemassa tismdlleen yksi sellainen
lineaarikuvaus f: V. — W, jolle pdtee f(vi) = w; kaikilla i € {1,...,n}.

Kirjataan vield lineaarikuvausten peruslause kompleksisessa tapauksessa. Jélleen to-
distus on sama kuin reaalisessa tapauksessa.

Lause 13.4.3. Olkoot V ja W kompleksisia vektoriavaruuksia ja olkoon f:V — W
lineaarikuvaus. Jos V' on ddrellisulotteinen, niin im f on avaruuden W ddrellisulotteinen
aliavaruus ja

dimV = dimker f 4+ dimim f.

13.4.1 Kompleksiset isomorfismit ja kompleksisten avaruuksien samas-
taminen

Maiésritelma 13.4.4. Kompleksinen lineaarikuvaus f: V. — W on isomorfismi, jos f
on bijektio.

Lause 13.4.5. Olkoon V direllisulotteinen kompleksinen vektoriavaruus ja (vy,. .., vy)
avaruuden V' kanta. Tdlloin kuvaus

<1

W . C L, o= ozivr e+ 2p0n,

Vl,eesUn)

on isomorfismi.

Korollaari 13.4.6. Jokainen ddrellisulotteinen kompleksikertoiminen wvektoriavaruus
on isomorfinen jonkin avaruuden C"' kanssa, eli tarkemmin: Jos V on n-ulotteinen
kompleksinen vektoriavaruus, niin on olemassa lineaarinen isomorfismi W: C™1 — V.

13.5 Kompleksiset matriisit

Kompleksikertoimiset matriisit mééritelliin kuten reaaliset matriisit eli matriisi A €
C™*™ on taulukko
a1l - Qip

A:

Am1 *** Qmn



missé aj; € C kaikilla j € {1,...,m} jaie {1,...,n}.

Kompleksikertoimisten matriisien osat kuten rivit ja sarakkeet seké laskutoimitukset
kuten yhtenlasku ja matriisitulo mééritelldadn kuten reaalisessa tapauksessa. Erityisesti
siis kd#dnteismatriisi on maéaéaritelty kuten aiemmin, kuten my6s transpoosi. Huomaa,
ettd identiteettimatiriisi 7 € C™*™ on matriisi [ = [61 en], missé (e1,...,e,) on
avaruuden C™*! standardikanta.

Kompleksikojugaatin késite on hyodyllistéd laajentaa matriiseille ja sarekevektoreril-
le. Matriisin

ail - Qlp
A= : : c gmxn
aml - Omn
kompleksikonjugaatti on matriisi
air - Qin aip - Qlp
A= : : = : : c gmxn
aml - QAmn am1l - Gmn

Sarakevektorin z € C™*! kompleksikonjugaatti Z € C"*! on témén mésritelmin erikois-
tapaus.

Kompleksikertoiminen matriisi A € C™*" mésrittelee lineaarikuvauksen o 4 : C**! —
C™*! kaavalla z — Az, jossa Az on matriisin A ja sarakevektorin

21
z= : e ct

matriisitulo.
Luvussa[0.5]kisitelty lineaarikuvausten esitysmatriisilause yleistyy suoraan komplek-
sisille lineaarikuvauksille.

Lause 13.5.1 (Kompleksisen lineaarikuvauksen esitysmatriisi). Olkoon ¢: V — W
adrellisulotteisten kompleksisten vektoriavaruuksien V. ja W wvilinen lineaarikuvaus sekd
olkoon (vi,...,v,) avaruuden V kanta ja olkoon (wi,...,ws) avaruuden W kanta.
Tdlloin on olemassa yksikdsitteinen sellainen matriisi A € C™*", ettd

\Il(wlwwwm) °cpA=wo \I](Ulv--wvn)'

13.5.1 Kompleksisen neliomatriisin kidntyvyys ja determinantti

Kompleksisille neliomatriiseille pétee samat tulokset kuin reaalisille neliomatriiseille.
Naisté olennaisimmat on koottu seuraavaan lauseeseen.

Lause 13.5.2. Olkoon A € C™*" neliomatriisi. Tdlldin seuraavat ehdot ovat yhtdpitdvia:

1. matriisi A on kddntyvd,

294



matriisin A sarakkeet virittdvit avarvuden C™*1,
matriisin A sarakkeet ovat lineaarisesti riippumattomia,

lineaarikuvaus p: C"*1 — C™ 1 on isomorfismi ja

SR

det A # 0.

Kommentoidaan lyhyesti ehtojen yhtapitdvyyttd. Ehtojen yhtapitdvyys seuraa
samoista piittelyistd kuin lauseessa Ehtojen [I] ja [ seuraa lineaarikuvausten
kantalauseesta ja jatetdédn harjoitustehtévéksi.

Tarkastellaan nyt tarkemmin ehtojen [I] ja [§] yhtépitdvyytti. Tatd varten tulee ensin
maéidritelld kompleksisen neliomatriisin determinantti. Kuten arvata saattaa, se méaaritellaan
tasmaélleen samalla kaavalla kuin reaalisessa tapauksessa.

Masritelma 13.5.3. Neliomatriisin A = [aj;] € C"*™ determinantti on kompleksiluku

det A = Z Sign(0)ag(1)100(2)2 " Ao (n)n- (13.3)
c€Sym(n)

Kompleksisessa tapauksessa determinantin kiisite voidaan johtaa avaruuden C™*!
tilavuusmuodosta tdsmélleen samoin perusteluin kuin reaalisessa tapauksessa. Kunnan
vaihtuminen reaalisesta kompleksiseen ei myoskééin vaikuta muihin luvussa [ argument-
teihin. Témé&n vuoksi kompleksisen neliomatriisin determinantilla on tédsmaélleen samat
ominaisuudet kuin reaalisen neliomatriisin determinantilla.

Lause 13.5.4 (Sarakelineaarisuus). Olkoon A = [Ul vn] € C™" neliomatriisi ja
v,w € C™1. Tilloin jokaisella 1 < k < n pitee

det [vl U Vg1 VW Vgyr v vn}
= det [vl U Vg—1 U Uggl e vn]
+ det [vl SV Vg—1 W Vgl - vn] .
Lause 13.5.5 (Alternoivuus). Olkoon A = [v; -+ wv,]| € C"*" sellainen neliématriisi,

etti v; = vj jollakin j # i. Télloin det A = 0.

Lause 13.5.6 (Determinantin transpoosi-invarianssi). Olkoon A € C"*" neliomatriisi.
Télléin det A® = det A.

Lause 13.5.7 (Tulomatriisin determinantti). Olkoot A € C"*" ja B € C" " ne-
liomatriiseja. Tdlloin det(AB) = (det A)(det B).

Huomautus 13.5.8. FErityisesti kdaytannon laskuissa kompleksisen neliomatriisin de-
terminantti voidaan laskea kehityskaavalla rivin tai sarakkeen suhteen, vaikka tdtd ei
edelld kirjattu uvudeksi tulokseksi.

Neliomatriisin kddntyvyyden ja determinantin véalinen yhteys seuraa néisté perustu-
loksista kuten reaalisessa tuloksessa. Perustelu on seuraava. Determinantin sarakeline-
aarisuudesta ja alternoivuudesta saadaan seuraava korollaari.
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Korollaari 13.5.9. Olkoon A = [vl vn] € C™" neliomatriisi, jonka sarakkeet
ovat lineaarisesti riippuvia. Tdlldin det A = 0.

Toisaalta determinantin tulokaavasta ja tiedosta det I = 1 saadaan seuraava korol-
laari.

Korollaari 13.5.10. Olkoon A € C™ ™ kddntyvi matriisi. Télloin det A~1 = (det A)~L.
Erityisesti det A # 0.

Lauseen [13.5.2] ehtojen [1| ja 5] yhtdpitavyys seuraa nyt néistd havainnoista. Tarkem-
mat yksityiskohdat jatetddn harjoitustehtéavéksi.

13.5.2 Reaalisista matriiseista kompleksisiin

Reaalikertoimiset matriisit R™*™ voidaan tulkita luonnollisella tavalla kompleksikertoi-
misina matriiseina, silla jokainen z € R on my6s kompleksiluku z +i-0 € C, eli R C C.

Koska R C C, niin reaalikertoiminen matriisi A € R™*" on samalla myos komplek-
sikertoiminen matriisi A € C"™*" eli R™*" C C™*". Kuten jatkossa huomataan, tata
havaintoa tarvitaan, kun tarkastellaan matriisin ominaisarvoja.

Huomautus 13.5.11. Huomaa, etti matriisin A € R™*" tulkitseminen kompleksiker-
toimisena tarkoittaa, ettd ajattelemme sitd sekd R-lineaarikuvauksen fa: R™1 — Rm*1
etti C-lineaarikuvauksen @ 4: C™*1 — C™¥1 esitysmatriisina.

13.5.3 Kompleksinen vektoriavaruus reaalisena avaruutena

Koska kompleksiluvut ovat avaruuden R? vektoreita, niin
C"=Cx--xC=R*x ... x RZ=R*»"

eli jokainen avaruuden C" vektori (zi,...,z,), missd z; = x; + iy; jokaisella j €
{1,...,n}, voidaan tulkita vektorina (z1,y1,...,Zn,yn). Formaalisti tdmé& tulkinta tar-
koittaa bijektiota

p: (Cn — RQk, («'171 +Zy17 y T +Zyn) — (xlaylv’ . 'an7yn)‘

Tamaé bijektio puolestaan on lineaarinen isomorfismi, jos avaruus C" tulkitaan reaalisena
vektoriavaruuteena, jonka laskutoimitukset ovat +: C" x C"* — C" ja -: R x C* — C"
eli skalaarikertolasku rajoitetaan vain reaaliluvuille. Nain saadaan, ettd kompleksinen
vektoriavaruus C", joka on kompleksista dimensiota n, on samalla myG6s reaalinen vek-
toriavaruus, jonka (reaalinen) dimensio on 2n.

Vastaava paéttely voidaan tehda kaikille kompleksisille vektoriavaruuksille: Komplek-
sinen vektoriavaruus V on samalla my0s reaalinen vektoriavaruus. Lisdksi, jos V on
darellisulotteinen, niin sen dimensio reaalisena vektoriavaruutena on kaksi kertaa sen
dimensio kompleksisena avaruutena.

Myo6s kompleksiset lineaarikuvaukset f: V' — W kompleksisten vektoriavaruuksien
vililld voidaan tulkita vastaavalla tavalla (reaalisina) lineaarikuvauksina (reaalisten)
vektoriavaruuksien vilill4.
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13.6 Kompleksiset sisdtuloavaruudet

Sisétulo yleistyy kompleksikertoimiseen avaruuteen lihes sellaisenaan. Ainoa poikkeus
on, ettéd kompleksisissa avaruuksissa sisdtulo on kompleksiarvoinen ja konjugaattisym-
metrinen.

Miaritelmi 13.6.1. Olkoon V' kompleksinen vektoriavaruus. Funktio (-,-): VxV — C
on avaruuden V sisdtulo, jos kaikilla u,v,w € V ja A € C pdtee

~

. (positiivisuus) (v,v) € R ja (v,v) >0,
2. (definiittisyys) (v,v) =0, jos ja vain jos v =0,
3. (additiwvisuus) (u + v,w) = (u,w) + (v, w),
4. (homogeenisuus) (\v,w) = A\(v,w) ja
5. (konjugaattisymmetrisyys) (w,v) = (v, w).
Paria (V,(-,-)) kutsutaan kompleksiseksi sisétuloavaruudeksi.

Esimerkki 13.6.2. Funktio -: C" x C" — C,
(Z17"'7Zn> : (U}l,...,wn) = zjw1 + "'+an7n,

on avaruuden C" sisdtulo. Kuten reaalisessa tapauksessa kutsutaan pistetuloksi. Sara-
keavaruuden C™*! pistetulo mdadritellddin vastaavasti.

Kuten reaalisessa tapauksessa, funktio || - [|: V' — R, v — +/(v,v), on normi. N&in
ollen my&s kompleksisissa avaruuksissa voidaan mééritelld ortonormaali kanta.
Miaritelmi 13.6.3. Kompleksisen sisituloavaruuden (V,(-,-)) kanta (v1,...,v,) on
ortonormaali, jos (v;,v;) = ;; katkilla j,i € {1,...,n}.

Gram—Schmidtin lauseen todistus toimii sellaisenaan myos kompleksisille sisdtuloavaruuksille,
joten jokaisella &érellisulotteisella kompleksisella sisdtuloavaruudella on ortonormaali
kanta.

Lause 13.6.4 (Gram—Schmidt). Olkoon V ddrellisulotteinen kompleksinen sisdituloavaruus.
Talloin on olemassa avaruuden V' ortonormaali kanta.

Aliavaruuden kohtisuorakomplementti méaritelldin kuten reaalisessakin tilanteessa.
Kohtisuorakomplementti osoitetaan aliavaruudeksi kuten reaalisessa tapauksessa.

Misaritelmi 13.6.5. Kompleksisen sisituloavaruuden (V,{(-,-)) (kompleksisen) aliava-
ruuden W C V kohtisuorakomplementti on aliavaruus

Wt ={veV: (v,w) =0 kaikilla w € W}.

297



Kuten reaalisten aliavaruuksien tilanteessa, aliavaruuden W C V kohti suorakomple-
mentti W+ voidaan selvittdi aliavaruuden W virittdjien avulla. Kirjoitetaan témé ha-
vainto esimerkin muotoon.

Esimerkki 13.6.6. Olkoon W = Sp(wy, ..., wy) C C! aliavaruus. Tdlloin sisitulon
lineaariisuuden nojalla v € V' on kohtisuorassa aliavaruutta W vastaan, jos ja vain jos
w; - v =0 jokaisella i € {1,...,k}. Koska

w; -V = wf@ = w;v
jokaisella i € {1,...,k}, niin saadaan, etti v € W, jos ja vain jos Ay = 0, missd
A= [wl wk].
13.7 Unitaariset ja hermiittiset matriisit

Edellinen esimerkki nostaa esiin matriisin konjugaattitranspoosin roolin kompleksisessa
teoriassa. Sen avulla voidaan mééritelld symmetrisen matriisin ja ortogonaalisen mat-
riisin vastineet.

Maiédritelmé 13.7.1. Matriisin A € C™*" konjugaattitranspoosi on matriisi A* €
C™*™  joka on mddritelty kaavalla

eli kaavalla

kaikilla j € {1,...,n} jai € {1,...,n}.

Palautetaan mieleen, etti reaalisen matriisin A € R™*™ tapauksessa transpoosille
patee
(Av) -w = v - (A'w)

kaikilla v € R"*! ja w € R™*!. Témi ominaisuus selittéié konjugaatin konjugaattitrans-
poosin kisitteessd. Seuraavan lemman todistus jétetdan harjoitustehtaviksi.

Lemma 13.7.2. Olkoon A € C™*™. Tilloin kaikilla v € C™*! ja w € C™X1 pitee
(Av) -w =0 - (A*w).

Konjugaattitranspoosin avulla voidaan maéaéritelld symmetristen ja ortgonaalisten
matriisien kompleksiset vastineet. Symmetrisen matriisien kompleksinen vastine on her-
miittinen matriisi.

Maédritelms 13.7.3. Matriisi U € C"*™ on hermiittinen, jos U* = U.

Ortogonaalisen matriisin kompleksinen vastine on puolestaan unitaarinen matriisi.
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Maaritelmé 13.7.4. Matriisi U € C™*™ on unitaarinen, jos U*U = I.

Kuten reaalisessa tapauksessa unitaarimatriisin U € C™*" sarakkeet ovat lineaari-
sesti riippumattomia. Erityisesti unitaarisen neliomatriisin U € C"*™ sarekkeet muodos-
tavat avaruuden C™*! ortonormaalin kannan. Kirjataan témsé lauseeksi, jonka todistus
jatetddn harjoitustehtivaksi.

Lause 13.7.5. Olkoon U = [u1 un] € C™™ matriisi. Tdlloin U on unitaarinen,
Jjos ja vain jos (uy, ..., uy) on avaruuden (C"*", -) ortonormaalikanta. Lisiksi talloin U
on kddntyvi jo U~ = U*.

Unitaarimatriiseilla on sama rooli kompleksisten isometrioiden teoriassa kuin mik&
ortogonaalimatriiseilla on reaalisten isometrioiden teoriassa.

Maésritelma 13.7.6. Lineaarikuvaus f: V. — W kompleksisisesta sisdtuloavaruudesta
(V, (-, )v) kompleksiseen sisituloavaruuteen (W, (-,-)w) on isometria, jos

(f(), f(W")w = (v,0')y
kaikilla v,v' € V.

Lause 13.7.7. Olkoon (vi,...,vy) kompleksisen sisituloavaruuden (V,(-,-)yv) kanta ja
(w1, ..., wy) kompleksisen sisituloavaruuden (W, (-, -yw) kanta. Tdlloin lineaarikuvaus
f: V. — W onisometria, jos ja vain jos sen esitysmatriisi U € C"™*™ kannasta (v1, .. .,vy)
kantaan (w1, ..., wy) on unitaarimatriisi.

13.8 Kompleksiset operaattorit

Kuten reaalisten vektoriavaruuksien tapauksessa, kompleksista lineaarikuvausta avaruu-
desta itseensd kutsutaan operaattoriksi. Kompleksisen operaattorin ominaisarvot, omi-
naisvektorit ja ominaisavaruudet méaéritelliin kuten reaalisessa tapauksessa.

Maiéritelma 13.8.1. Kompleksista lineaarikuvausta ¢: V. — V' kompleksisesta vekto-
riavaruudesta itseseensd kutsutaan (kompleksiseksi) operaattoriksi.

Maéaritelma 13.8.2. Nollasta poikkeava vektori v € V' on kompleksisen operaattorin
¢: V' — V ominaisvektori ominaisarvolla A € C, jos ¢(v) = Av.

Masritelméa 13.8.3. Kompleksisen operaattorin ¢: V. — V ominaisarvoa A € C vas-
taava ominaisavaruus on

E\p)={veV:p) =}

Kompleksisen operaattorin ominaisarvot ja ominaisvektorit 10ydetdédn kuten reaa-
lisessa tapauksessa. Kirjataan tdtd varten vield formaalisti nelidmatriisin A € C™*"
ominaisarvon ja ominaisvektorin masritelma.

Maisritelmi 13.8.4. Nollasta poikkeava vektori z € C™1 on matriisin A € C™*"
ominaisvektori ominaisarvolla A € C, jos Az = Az.
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Kompleksisen neliématriisin ominaisarvot voidaan selvittdd determinanttiyhtalosté
kuten reaalisessa tapauksessa. Kirjataan tdmé& lemmaksi. Todistus jatetddn lukijalle ha-
joitustehtaviksi.

Lemma 13.8.5. Luku A € C on matriisin A € C"*™ ominaisarvo, jos ja vain jos
det(A —AI) =0.

Samalla argumentilla kuin luvussa havaitaan, ettd kompleksisen operaattorin
ominaisarvot ovat samat kuin sen esitysmatriisin ominaisarvot, kunhan operaattori esi-
tetddn kiyttden yhtd kantaa.

Lause 13.8.6. Olkoon (v1,...,v,) avaruuden V kanta, ¢: V — V operaattori ja A
operaattorin ¢ esitysmatriisi kannassa (v1,...,vy). Tdlldin luku X\ € C on operaattorin
© ominaisarvo, jos ja vain jos se on esitysmatriisin A ominaisarvo.

13.9 Ositetut matriisit

Ositettuja matriiseja sivuttiin luvussa [2] kun matriisi kirjoitettiin joko sarakkeiden tai
rivien avulla.

Esimerkki 13.9.1. Olkoon

11 2 2
A=11 1 2 2
3 4 4

Tdlloin matriisin A sarakkeet ovat

—

(4

3

Il

— =

<

s

|

[Nl )
[\V]
[\)

V3 = 2 ,jav4: 2

w
w
.
W
N

Talloin
1 1 2 2 1 1 2 2
A=11 1 2 2| ={[1| [1] |2] |2||=[vx v2 vs w4l.
3 3 4 4 3 3 4 4
Vastaavasti matriisin A rivit ovat

ja
wz=[3 3 4 4].
Talloin
11 2 2 w1
A=11 1 2 2| = |w
3 3 4 4] w3



Yleisemmin matriisi voidaan osittaa alimatriiseihin.

Esimerkki 13.9.2. Edellisen esimerkin matriisi voidaan osittaa esimerkiksi seuraavasti

112 2 11 2 2
A=11 1 2 2| =||1 1| |2 2||=[A B
3 3 4 4] [[3 3 4 4
1 1 2 2] 1 1 2 2
A:1122:1J [22—[@2?}
3 3 4 4] [[3 3] [4 4] 2 2
11 2 2] [[1 1 2 2
A=111 2 2| =1|]1 1 2 2| | =[4s Bs]
3 3 4 4] |[[3 3 4 4
1 1 2 2] (1 1 2 2 4
A:1122:_1122:[B4].
3 3 4 4] [[3 3 4 4] !
Maiidritelmi 13.9.3. Matriisin A € C™*"™ ositus on sellainen taulukko
Ay - Ay
A= | Sl (13.4)
Arl Arp
matriiseja Aj;, etti on olemassa sellaiset luvut Dq,...,D, € N ja dy,...,d, € N, ettd

Aji € CPixdi| Taulukkoa (13.4) kutsutaan ositetuksi matriisiksi ja ja matriiseja Aj;
lohkoiksi.

Yksi perustelu télle méaritelmélle on seuraava algebrallinen matriisien kertolaskuun
liittyva syy. Toinen perustelu télle mé&ritelmélle annetaan suorien summien ja kuvauk-
sien avulla luvun lopussa. Koska tulos seuraa suoraan matriisitulon mééaritelmésté, se
jatetddn harjoitustehtéavaksi.

Lause 13.9.4. Olkoot

Ay - Ay Byp -+ By
A= : | jaB=|: f
A o Ay Bpi -+ By
ositettuja matriiseja. Jos jokaisella j € {1,...,r} jai € {1,...,q} tulomatriisi Aj;By;
on mddritelty jokaisella k € {1,...,p}. Tdlloin tulomatriisi AB on ositettu matriisi
Oy - Oy
AB = )
Crp - Chy
missd

Cji = Aleh‘ + A]QBQZ‘ + -+ Ajpoi.
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Esimerkki 13.9.5. Olkoon

achaaaloli] B
33 4 4 3 3] [4 4]
Talloin
I A I | I R
so a2 L s gl |2 s oan]en a7

Ositettujen matriisien yhteenlasku tapahtuu aivan kuten voisi olettaa.

Lemma 13.9.6. Olkoot

Ay e Ay Byy -+ By
A= : | eC”™ ja B=| : D | eCc™
A - A By -+ By
osoitettuja matriiseja. Jos matriisiyhteenlaskut Aj; + Bj; ovat hyvin mddriteltyjd, niin
aAi1+ Bi1 -+ @Ay, + By
aA+B = : :
@A +Br - adpy+ By

kaikilla a € C.

Huomautus 13.9.7. Huomaa, ettd on helppo osittaa matriisit A ja B sellaisilla tavoil-
la, ettd yhteenlaskua ei voi suorittaa lohkojen avulla.

13.9.1 Ositetun matriisin kidntyvyys

Koska ositettu matriisi on matriisi myo6s tavallisessa mielessé, niin sen kéidntyvyytta
koskevat samat lauseet kuin tavallisia matriiseja. Niistd esimerkkeiné lauseet ja

B.10.1

Ositetun matriisin

A C
B D

kédanteismatriisille ei ole yleisté kaavaa, joka perustuisi matriiseihin A, B, C' ja D. Tahéin
on monia syitéd. Yksi sellainen on, ettd yhdenkééin alimatriisin ei tarvitse olla ka&ntyva
vaikka M olisi kddntyva. Télldinen tapaus on matriisi

M:[ ]ER"X”

A C
B D

Ositetun matriisin kdéntyvyys voidaan kuitenkin joissain tapauksissa lukea suoraan
lohkoista. Aloitetaan tarkastelu ositetuista diagonaalimatriiseista.
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Maaritelma 13.9.8. Ositettu matriisi

Ay - A
M= : :
A - Ay

on ositettu diagonaalimatriisi, jos jokainen matriiseista Aj; on neliomatriisi ja Aj; = 0
kaikilla j # 1.
Esimerkki 13.9.9. Olkoot Ay ja As neliomatriiseja. Tdlldin matriisi

Ay 0}

M:[o Ay

on ositettu diagonaalimatriisi.
Seuraava lemma seuraa suoraan esimerkiksi lauseesta [2.5.11

Lemma 13.9.10. Olkoon
v [Al 0}

0 A

on ositettu diagonaalimatriisi. Tdllgin M on kddntyvd, jos ja vain jos matriisit A1 ja
Ao ovat kddntyvid. Mikdli M on kddantyvd, niin

ATt 0}

M‘lz[ -
0 Ayt

Todistus. Oletetaan, ettd M € C™™ on kddntyvi ja osoitetaan, ettd matriisit A; €
CM ™M ja Ay € C"2*™2 gvat kadntyvia.
Olkoot vy € C™*1 ja vy € C™2*!. Tilléin

v = [vl} e C™1,

U2
Koska M on kddntyvé, niin Mv = 0 jos ja vain jos v = 0. Koska

A1U1:|

Muv = [AQ’UQ

niin néin ollen saadaan sekd Ajv; = 0, jos ja vain jos v; = 0, ettd Asve = 0, jos ja vain
jos vg = 0. Nain ollen sekd A ettd Ay ovat kadntyvid.

Oletetaan nyt, ettd A; ja As ovat kdantyvid. Talloin vastaavalla argumentilla havai-
taan, ettd M on kaantyva.

Molemmissa tapauksissa kddnteismatriisin M ~! kaava seuraa ositettujen matriisin
tulokaavasta. O

Vastaavalla tavalla voidaan tarkastella ositettujen yldkolmiomatriisien kdantyvyytté.
Koska tata termié ei tarvita tdmén luvun jéalkeen, ei sitd erikseen mééritelld tai kidyteta
seuraavassa lemmassa. Lemman todistus jatetdéan harjoitustehtéavéksi.
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Lemma 13.9.11. Olkoon

A B
M = .
ositettu matriisi, jonka lohkot Ay ja As ovat neliomatriiseja. Tdlloin M on kiddntyvd,

jos ja vain jos Ay ja Ag ovat kddntyvid. Mikdli M on kddantyvd, niin

ATV —ATIBASH
M-l = |: 1 1 =42 :| .
0 Ayt

Huomautus 13.9.12. Vastaava tulos pdtee luonnollisesti myds ositetuille alakolmio-
matriiseille

A O
M = .
5
Annetaan nyt vilttdméaton ja riittdva ehto ositetun matriisin
A C
M =
5 5}

kadntyvyydelle erikoistapauksessa, ettd lohko A on ka#dntyvd. Yleinen tapaus seuraa
tasté erikoistapauksesta kannanvaihdoilla.

Lause 13.9.13. Olkoon
A C

M_[B D

:| c Rnxn

ositettu matriisi, jonka alimatriisi A € R¥*F on kddantyvd neliomatriisi. Télloin matriisi
M on kédntyvd, jos ja vain jos matriisi E = D — BA™'C on kddntyvd. Lisiksi talloin

M-l { (A 4+ A71CE~'BA™Y) (~AT'CE™Y)

(_EleAfl) Efl (135)

Lauseen ytimesséd on ositetun matriisin hajoittaminen tuloksi, joka tehd&dn ensin.
Lemman todistus on suora lasku, joten se jatetdin lukijalle.

Lemma 13.9.14. Olkoon
A C

M:[B D

:| c Rnxn

ositettumatriisi, jonka alimatriisi A € RF*F on kddntyvi neliomatriisi. Télloin

=[5 5] [t oogae] 3 S0 0]

Huomautus 13.9.15. Puuttuvan matriisin loytid myds kertomalla matriisia M ensin

matriisilla
A7t 0
0 I

o 7]
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Lauseen todistus. Olkoon

, I 0
M_[BA—l D—BA_IC]'

Lemman [13.9.14| nojalla

- I 0 I clrfaol ., [1 Ccl[A o0
M=1 pa D—BA—ICHO IHO I]_M[O IHO I]’
missé madtriisit
I C L [A0
o 11| "? 0 I
ovat kddntyvia.

Oletetaan ensin, ettd matriisi D — BA™1C on kéfintyvi. Huomautuksen pe-
rusteella matriisi M’ on télloin kiddntyvi. Niin ollen matriisi M on kidntyvien matriisien
tulona kadntyva.

Oletetaan nyt, ettd matriisi M on kédntyvd. Koska matriisit

I C o A0

or1] "’ 0 I
ovat k##intyvid, niin matriisi M’ on kiddntyvi. Koska matriisi M’ on kéintyvi, niin
lemman [13.9.11] perusteella matriisi D — BA~'C on kintyvi.

Osoitetaan vield, ettd kddnteismatriisilla M ! on haluttu kaava (13.5). Koska mat-
riisi M on kisntyvi, niin myés £ = D — BA~!C on késintyvi. Niin ollen

[P I B I I S e I e R 0 -
| B D 1o I 0 I BA-! D-BA lC
At o][I -C I o]
- 0 I 0 I BA™l E ’

missé

305



Nain ollen pitee

yl_[AT 0] —C I o]
L0 I]|lo I BA™! E

(4t o][I -C I 0
L0 I]|lo0 I ~E~'BA7! B!

[ At -4t I 0
L0 I —E'BA™! ET!
[ (At +AICETIBATY) —ATICET?
- —E'BA™! E-1

O

Huomautus 13.9.16. Edellisestd todistuksesta sanottakoon, ettd mikdli olettaa matrii-
sin B kddantyvyyden, niin matrisitn M kddntyvyyden voi helposti todistaa suoralla ker-
tolaskulla. Tdama ei kuitenkaan juurikaan selitd, miksi vdite on totta ja miksi matriisin
FE kddntyvyys on vdlttamdaton ehto matriisin M kddntyvyydelle.

Huomautus 13.9.17. Kuten ennen lauseen|13.9.15 vditettd mainittiin, mikdli ositetun
matriisin

A C

=155

jokin lohkoista B, C' tai D on kddntyvd, voidaan kysymys matriisin M kddntyvyydestd
palauttaa lauseen|13.9.15 tilanteeseen sopivalla kannanvathdolla. Tdlloin tietysti lausees-
sa estintyvd matriisi E muuntuu kannanvaihtoa vastaavalla tavalla. (Harjoitustehtivi)

13.9.2 Ositetun matriisin lohkojen yhteys lineaarikuvauksiin

Aloitetaan tarkastelu konkreettisesta esimerkisté.

Esimerkki 13.9.18. Olkoon f: R* — R* lineaarikuvaus (z,y, z,w) — (2x+3y,y,w, 2).
Tdlloin kuvauksen f esitysmatriisi standardikannassa on

S O O
SO = W
— o O O
o= O O

Kuvauksen f esitysmatriisi on siis ositettu matriisi

4 0
=10

missd



Toisin kuin matriisi A matriisit Ay ja As ovat kaksiulotteisten vektoriavaruuksien vilisten
lineaarikuvausten f1: R? — R2, (11, 22) = (221 + 32, 22) ja fo: R?2 — R2, (21, 19) —
(z2,71) esitysmatriiseja. Huomaa, ettd tdssi tarkoituksella muutettiin koordinaattien
symboleita.

Edellinen esimerkki herittéisi kysymyksen kuinka lineaarikuvaukset f: R? — R?
ja fo: R? — R? liittyvat lineaarikuvaukseen f, jonka lihto- ja maaliavaruudet ovat
neliulotteisia. Selvitetddn yhteys kahdessa vaiheessa.

Esimerkki 13.9.19. Olkoot f: R* — R*, f1: R? = R? ja fo: R? — R? lineaarikuvauk-
sta kuten edellisessd esimerkissd.

Olkoon nyt 11: R? — R* lineaarikuvaus (x1,z2) — (21,72,0,0) ja olkoon 13: R —
R* lineaarikuvaus (x1,22) — (0,0, 21, 22).

Koska yhdistetty kuvaus f o 11: R? — R* on kuvaus (1, 12) — (221 + 3z2, 22,0, 0),
niin saadaan, etti kuvauksen f o1y esitysmatriisi standardikannasta standardikantaan

on
2 3
0 1| _[4
00_[0]
0 0

eli kuvauksen f esitysmatriisin kaksi ensimmdistd saraketta. Vastaavasti saadaan, ettd
yhdistetyn kuvauksen foiy: R? — R* eli kuvauksen (z1,z2) — (0,0, z2,21) esitysmatriisi

on
0
0| [o
[ = La
0

eli kuvauksen f esitysmatriisin kaksi viimeistd saraketta.

_ o O O

Edelld on selvitetty kuinka matriisin A sarakkeet voidaan tunnistaa lineaarikuvaus-
ten avulla. Edellisestd esimerkistd voidaan tehdd huomio, ettd lineaarikuvauksen ¢ ku-
va on aliavaruus Vi = {(z1,22,0,0) € R*: 21,29 € R} ja lineaarikuvauksen to kuva on
aliavaruus Vo = {(0,0, 23, 24) € R*: 23,24 € R}, joille pitee R* = Vi @ V4.

Kaytetddn nyt projektioita matriisien A; ja As erottamiseksi sarakkeista.

Esimerkki 13.9.20. Olkoot f: R* — R, f1: R? - R2, fo: R2 - R?, 1;: R? —» R? ja
to: R2 — R?* lineaarikuvauksia kuten edellisessd esimerkissd.

Olkoot p1: R* — R?, (y1,y1,y3,44) = (y1,92) ja p2: R* = R?, (y1,92,53,54) —
(y3,y4), lineaarikuvauksia. Tdlldin

(profour)(x1,x2) = p1(f(x1,22,0,0)) = p1 (2214322, 2,0,0) = (2214322, 22) = f1(21,22)
ja

(p2 o fou)(w1,22) = p2(f(0,0,21,22)) = p2(0,0, 22, 71) = (T2, 71) = fo(w1,T2)

307



kaikilla 1,9 € R. Ndin ollen
fi=piofou
ja
fa=p2o fou.
Matriisit Ay ja Ao ovat siis yhdistettyjen kuvausten p1o foty ja pao fory esitysmatriisit.
Vastaavat laskut osoittavat, ettd kuvaukset pj o f o; ovat nollakuvauksia, jos j # i.

Edellisestéd esimerkistd voi myos huomata, ettd mikéli aliavaruudet V; ja Vo ovat
kuten edelld, niin kerp; = Vs ja kerps = Vj. Liséksi rajoittumat pily,: Vi — R? ja
p2|v, s Va — R? ovat isomorfismeja. TAmé ei ole sattumaa.

Tésta esimerkisté voi pédtelld, ettd myos yleisesti ositetun matriisin lohkot liittyvét
sellaisiin lineaarikuvauksiin, jotka liittyvéit alkuperéisen lineaarikuvauksen 14hto- ja maa-
liavaruuden esityksiin suorina summina. Tarkastellaan téta nyt yleisten ositettujen mat-
riisien tapauksessa.

Yleinen tapaus
Tarkastellaan nyt tédtéd ilmicta yleisesti tarkastelemalla ositettua matriisia
Ay - Ay
A= | : D eCc™m,
A - Ay

missi Aj; € CPi*di kaikilla j € {1,...,7} jadi € {1,...,p}.
Maaritelladan kantalauseen avulla kuvaukset

. mdix1 x1
ti: CH7 = C 7 eg — €(dy+4d;_1)+k>
ja

€ (Dy4-4D;_y)y D1+ +Djo1 <l<Di+---+Dj

2 Cmt o Xt ey .
pi o 0, muutoin.

jokaisella i € {1,...,p} ja j € {1,...,r}. Huomaa, etti jdlleen standardikannan alkiota
merkitdin samoilla symboleilla kaikissa sarekeavaruudessa. Erityisesti siis

(1 YD1+-+Dj_1+1
Pj : = :
Ym YD1+4--+4D;
jokaisella y € [yl ym]t.

Téalloin kaikilla j € {1,...,7} jai € {1,...,p} yhdistetty kuvaus p; o f4 o ¢; kuvaa
sarakeavaruuden C%*! sarakeavaruuteen CPi*1,
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Lemma 13.9.21. Olkoon A € C™*" ja olkoot Aj; € CPi%4 kaikilla j € {1,...,7} ja
ie{l,...,p}. Talloin
Pj O PAO L = pay
j0s ja vain jos
Ay - Ay
A= ¢ Sl (13.6)
Arl to Arp

Todistus. Oletetaan ensin, ettd A on ositettu matriisi (13.6). Huomataan aluksi, etté

(Aji) ok = A(Dy 4t Dy +0)(dy - tdi 1 +F)

kaikilla j € {1,...,r},i e {1,...,p}, ke {1,...,d;} jal e {1,...,D;}.
Olkoot nyt j € {1,...,r},ie{l,...,p}, ke{l,....di} jal e {1,...,D;}. Tallsin

er- (pjopacii)(er) =er-pj(paled +tdi_i+k))

A1(dy+-+d;i—1+k)
=€ pj :

Am(di+-+di—1+k)

A(Dy+++Dj_14+1)(d1+++di—1+k)
A(Dy+-+Dj)(dy4++di_1+k)
= Dyt Dy +0)(dr - tdi k) = (Aji)ek-
Néin ollen

DjOPAOL = PA;-

Oletetaan nyt, ettd pjopaot; = pa,, kaikilla j € {1,...,r} jai € {1,...,p}. Olkoot
nyt ig € {1,...,n} ja jo € {1,...,m}. Talloin on olemassa yksikésitteiset sellaiset j €
{1,...,r}, L e {1,...,Dj}, ie{l,...,ptjake{l,...,d;} ettd jo =Di+---+Dj_1+¢
jaig=dy + -+ d;—1 + k. Nyt vastaava lasku kuin yll& osoittaa, etti

Ajoio = €jo - PA(€ig) = €jo - (Pj o waoti)(er) = er-pa(er) = (Aji)ek-
Néin ollen A on haluttu ositettu matriisi. OJ

Tarkastellaan luvun lopuksi esitysmatriisien ja aliavaruuksien suorien summien vélisté
yhteytti. Aloitetaan kuvauksia ¢;: C%*1 — C™*1 ja p;: CPixt — C™*! vastaavilla ku-
vauksilla.

Olkoot V' ja W é&érellisulotteisia vektoriavaruuksia ja olkoot V.=V @ --- @V, ja
W =W, &---&W, suoria summia. Méiritelldén jokaisella i € {1,...,p} lineaarikuvaus

Vi = Vo=,
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jota kutsutaan aliavaruuden V; inkluusio kuvaukseksi. Méaaritellddn myos kaikilla j €
{1,...,r} yksikésitteiset lineaarikuvaukset py, : W — Wj, joille pétee

w = pw, (W) + -+ - + pw, (w).

kaikilla w € W. Huomaa, ettd py; on oleellisesti suoraan summaan W =W, &--- oW,
liittyvé projektio my,: W — W.

Lause 13.9.22. . Olkoot V' ja W ddrellisulotteisia vektoriavaruuksia sekd olkoot V. =
Vie-- @V, jaW = Wi@- - -@W,. suoria summia. Olkoot lisiksi (v11, . .., V41,21, -+, Vd,p)
ja (wii,...,wWp,1, W21, ..., Wp,r) avaruuksien V jo W sellaisia kantoja, ettd (vis, . .., va,:)
on aliavaruuden V; kanta ja (w1, ..., wp,;) aliavaruuden W kanta jokaisellai € {1,...,p}
ja j € {1,...,r}. Olkoon lisiksi ¢: V — W lineaarikuvaus ja Aj; € CPi*di lineaari-
kuvauksen @ji = pw; o p owy;: Vi — W; esitysmatriisi annetuissa kannoissa. Tidlloin
kuvauksen ¢ esitysmatriisi on ositettu matriisi

Ay - Ay
A= : f
A'rl to A'rp
Todistus. Olkoon (v1,...,v,) annettu avaruuden V kanta ja (wq, ..., w,,) annettu ava-

ruuden W kanta. Merkitéin Wy = W, 00 CP = Vija Uy = U, oy C™X —

W. Merkitééin myds Wy, = i, o, CH = Vija Uy = gy CPIX —
1 J
W; jokaisella i € {1,...,p} jaj € {1,...,r}. Talloin
Wy oy =1y, 0o Py,

ja

pw; o Uy = Wy, op;
jokaisella i € {1,...,p} ja j € {1,...,r}. Néin ollen

PA; = \IJI;}] opw; e @ oLy O‘IIVi

:pjo\Il;Vlogoo\IlVoLi

= pj O @A O L.
Viite seuraa nyt lemmasta[13.9.21 O
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Luku 14

Operaattorin ylikolmioesitys

14.1 Kompleksisella operaattorilla on ominaisarvo

Téarkein syy tarkastella kompleksia vektoriavaruuksia on, ettéd jokaisella kompleksisella
lineaarikuvauksella V' — V' on ominaisarvo.

Lause 14.1.1. Olkoon V ddrellisulotteinen kompleksinen vektoriavaruus, jolle dimV £
0, ja olkoon ¢: V — V lineaarikuvaus. Tdlloin on lineaarikuvauksella f on ominaisarvo

A e C.

Yleinen tulos seuraa suoraan vastaavasta tuloksesta neliomatriiseille, kun sitéd sovel-
letaan kuvauksen ¢ esitysmatriisin. Néin ollen riittda todistaa seuraava lause.

Lause 14.1.2. Jokaisella neliématriisilla A € C**" on ominaisarvo \ € C.

Kuten aiemmin on todettu. Namé ovat erittédin syvéllisid tuloksia ja ne eivit péde
reaalisten vektoriavaruuksien vilisille lineaarikuvauksille tai reaalisille matriiseille. Tu-
lokset perustuvat kompleksilukujen ominaisuuteen, etté jokaisella vdhintddn astetta yk-
si olevalla kompleksikertoimisella polynomilla on juuri. Tatd tulosta kutsutaan algebran
peruslauseeksi.

Lause 14.1.3 (Algebran peruslause). Olkoon p: C — C, z — anz" + -+ 4+ a1z + ao,
kompleksinen polynomi (eli ay,...,a, € C), joka on vihintiin astetta 1 eli degp > 1.

Jos polynomin p aste degp on vihintdidn yksi, niin polynomilla p on juuri, eli jos
n > 1 ja ay, # 0, niin on olemassa sellainen A\ € C ettd p(A) = 0.

Algebran peruslauseesta ja polynomien jakoalgoritmista seuraa, etté polynomi p voi-
daan jakaa ensimmaéisen asteen tekijoihin. Kirjataan tulos nyt kahdessa vaiheessa. En-
simméinen vaihe jatetddn harjoitustehtavéiksi.

Lause 14.1.4. Olkoon p: C — C, z + an2" + --- + a1z + ag, vdhintddn astetta yksi
oleva kompleksinen polynomi eli degp > 1. Tdlldin on olemassa astetta (degp) —1 oleva
polynomi q: C — C, jolle pdtee p(z) = (z — N\)q(z) kaikilla z € C.
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Korollaari 14.1.5. Olkoon p: C — C komplesinen astetta n > 1 oleva polynomi.
Talloin on olemassa a € C ja sellaiset A1, ..., \, € C, ettd

p(z) =alz—X) (2= M) =a]](z— \)).
j=1

Todistus. Olkoon p asteen 1 polynomi. T4ll6in p on funktio z — a1z 4 ag, missd a; # 0
jaag € C. Koska a1z +ap = a1(z— (—ag/a1)) kaikilla z € C, niin viite pétee, kun n = 1.

Oletetaan, etti viite pétee asteen n € N polynomeille ja olkoon p asteen n + 1
polynomi. Lauseen nojalla on olemassa sellainen luku A € C ja sellainen asteen n
polynomi ¢, ettéd p(z) = (z — A)q(z) kaikilla z € C. Véite seuraa soveltamalla induktio-
oletusta voidaan nyt soveltaa polynomiin q. O

Huomautus 14.1.6. Korollaari pitee myds asteen n = 0 polynomeille, kun funktio

0
Z H(z - )
j=1

tulkitaan vakiofunktioksi z — 1.

Huomautus 14.1.7. Algebran peruslause ja kompleksikertoimisten polynomien teoria
otetaan talld kurssilla annettuna. Aihetta on kdsitelty tarkemmin esimerkiksi Axlerin
erinomaisessa kirjassa [1, jota kirjoittaja suosittelee tissikin yhteydessi kaikille.

Todistetaan nyt ominaisarvon olemassaoloa kompleksisessa tapauksessa determi-
nanttien avulla.

Lauseen todistus determinanteilla. Olkoon A € C™*™ neliématriisi. Tarkastellaan
funktiota p: C — C,
A s det(A — AT,

Kuten reaalisessakin tapauksessa, determinantin kehityskaavojen perusteella, funktio p
on asteen n polynomi

A= (=1)"A" + an,l)\n_l + - 4 a1 A+ aop,

misséd a,_1,...,a0 € C ja ag = det A.
Algebran peruslauseen nojalla polynomilla p on juuri A, eli

det(A — AI) = 0.

Niin ollen, kuten reaalisten matriisien tapauksessa, matriisi A — AI ei ole kdantyva ja
yhtalolla
(A=XHv=0

on epétriviaali ratkaisu v € C*"*!. Koska
Av = dv,

niin A on matriisin A ominaisarvo. O
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Todistetaan nyt lause [14.1.1

Lauseen todistus. Olkoon ¢: V — V operaattori ja olkoon (v1, ..., v,) avaruuden
V kanta. Talloin lauseen [14.1.2] operaattorin ¢ esitysmatriisilla A kannassa (v1, ..., vp)
on ominaisarvo A € C. Lauseen [13.8.6| perusteella A on kuvauksen ¢ ominaisarvo. O

Huomautus 14.1.8. Lause votdaan todistaa myds ilman esitysmatriisiin siir-
tymistd ja determinanttia hyddyntden kompleksisten polynomien tekijoihin jakoa. Tdmd
todistus on esitetty liitteessd [E.]]

14.2 Kompleksisen operaattorin ylidkolmioesitys

Edellisen luvun olemassaolotuloksesta seuraa, ettd direllisulotteisen kompleksisen vek-
toriavaruuden V' kompleksisella operaattorilla f: V' — V on esitysmatriisi, joka on
yldkolmiomatriisi. Yhtapitavésti tdmé tarkoittaa, jokainen kompleksinen neliomatriisi
voidaan kannanvaihdolla saattaa yldkolmiomatriisin muotoon. Palautetaan ensin mie-
leen ylakolmiomatriisin késite nelidmatriisien tapauksessa.

Maésritelma 14.2.1. Neliomatriisi A = [aj;] € C™*™ on ylikolmiomatriisi, jos matrii-
sin A diagonaalin alapuoliset kertoimet ovat nollia, eli aj; = 0 katkilla j > i, eli

a1 @12 - Qip ail a2 -+ Qin
a1 a9 a2n 0 a9 a2n
anl Aap2 -+ QAapn 0 0 0 Apn

Neliomatriisi A € C™™ on alakolmiomatriisi, jos At on ylikolmiomatriisi.

Huomautus 14.2.2. Matriisitulon ominaisuuksien perusteella ylikolmiomatriiseilla on
seuraava ominaisuus: Matriisi A € C™*™ on ylikolmiomatriisi, jos ja vain jos Aej €
Sp(e1,...,e;) katkilla j € {1,...,n}. Vastaavasti matriisi A on alakolmiomatriisi, jos
ja vain jos Aej € Sp(ej, ..., ey) jokaisella j € {1,...,n}.

Huomautus 14.2.3. Palautetaan mieleen, ettd ylikolmiomatriisien tulot ja kddnteis-
matritsit ovat yldkolmiomatriiseja. Samoin alakolmiomatriisien tulot ja kddnteismatrii-
sit ovat alakolmiomatriiseja.

Aloitetaan tuloksesta matriiseille, joka sanoo, etté jokainen kompleksinen neliomatriisi
on similaari ylidkolmiomatriisin kanssa.

Lause 14.2.4. Olkoon A € C™*"™ matriisi. Tadlléin on olemassa sellainen kdadantyvd
matriisi P € C™" ja sellainen ylikolmiomatriisi T € C™*", etti A = PTP~!.

Operaattorihin sovellettuna tdmé tulos antaa seuraavan korollaarin.

Korollaari 14.2.5. Olkoon V n-ulotteinen kompleksinen vektoriavaruus ja f:' V — 'V
lineaarioperaattori. Tdilldin on olemassa sellainen avaruuden V' kanta (vi,...,v,), ettd
kuvauksen f esitysmatriisi tdssd kannassa on yldikolmiomatriisi.
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Todistus. Olkoon (w1, ..., w,) avaruuden V kanta ja A operaattorin f esitysmatriisi
kannan (ws,...,w,) suhteen. Lauseen nojalla on olemassa sellainen kaintyvé
matriisi P € C™" ja ylikolmiomatriisi T € C™*", etti A = PTP~!'. Olkoon nyt
Uy, 0n) s € —= V isomorfismi e; — v;. Médritelldsin nyt v; = ¥, ., )(Pe;) jokai-
sellai € {1,...,n}. Tdllin (vy,...,v,) on avaruuden V kanta ja lineaarikuvausten kan-
talauseen nojalla isomorfismi W(,, ) on yhdistetty kuvaus W, ) = Y(w,, . w,)
wp. Néin ollen operaattorin f esitysmatriisi kannassa (vy,...,v,) on 7. O

(¢]

Huomautus 14.2.6. Korollaarille voidaan antaa myds suora todistus, joka pe-
rustuu invariantin aliavaruuden kisitteelle, kayttamdatid lausettal14.2.4). Tdtd on kdsitelty
littteessd [E. 2.

Todistetaan seuraavaksi lause Todistuksen merkintjen helpottamiseksi to-
distuksessd syntyvit apumatriisit on esitetty ositettuina matriiseina. Todistuksen voi

myds kirjoittaa kdyttden invariantteja aliavaruuksia. Tdmé& tapa on kisitelty liitteessé
[E.2

Lauseen todistus. Todistetaan véite induktiolla. Viite selvéisti pétee, kun n = 1.
Oletetaan, ettd n € N on sellainen luku, ettd viite pédtee luvulla n — 1.

Olkoon A € C™*™. Lauseen perusteella matriislla A on ominaisarvo A € C ja
sité vastaava ominaisvektori v € C™*!. Koska yhden nollasta poikkeavan vektorin mit-
tainen jono (’LNJ) on vapaa, voidaan se jatkaa avaruuden C™**! kannaksi (v, w1, ..., w,_1).

Olkoon nyt P = [v wy - wn_1] e C"*". Koska (v,wi,...,w,—1) on kanta, niin
matriisi P on kidntyvil. Lisiksi

P lAPe; = P71 Av = P~ 1(\w) = AP 1o = dey.

Niin ollen P~1AP on ositettu matriisi

. - Y yt
1 = ~
P AP = {0 ],

missié y € C~DX1 on sarakevektori ja A € C~1)*(=1) pelismatriisi. Huomaa, etté
transpoosi tekee sarakevektorista y rivivektorin g

Induktio-oletuksen nojalla on olemassa sellainen kiifintyvé matriisi Q € C(—1*(
ja sellainen ylikolmiomatriisi R € C(=—Dx(n=1) et

n—1)

A= QRO
Madritellaan nyt matriisi P € C™*" kaavalla
~ 11 0
p=P| -l
b ol
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Talloin

1 01 ~,.=~[1 0
S0 Yoo
1o Ql} [0 21] 0 Q}
1 0] Q]

T 0 Q[0 AQ]
_ g“y)i} _[A (Qiy)t]

0 Q'4AQ 0 R

Koska matriisi

on ylédkolmiomatriisi ja

A=PTP,
niin tdmé péaattad induktioaskeleen ja siten todistuksen. O
Esimerkki 14.2.7. Olkoon
A -1 2
=2 3|

Etsitidn matriisille A yldkolmioesitys seuraamalla todistuksen algoritmia. Aloitetaan
laskemalla matriisin A ominaisarvot. Koska

—-1-A 2

Ozdet(A—)\I):det[ IR

] = (—1-M)(3=-X2)—2(=2) = 1-22+X? = (1-))%,

nitn matriisin A ainoa ominaisarvo on A = 1. Koska

-2 2
i

niin (A=A )v = 0, jos ja vain jos v € Sp(e1+e2). Ndin ollen titi ominaisarvoa vastaava

omiNaLsavVaruus on
E(1,4) = Sp (H) .

Olkoon nyt v = e + ea ja tdydennetidin jono (v) avaruuden C**! kannaksi. Kos-
ka jono (v,e1,es) wirittid avaruuden C**1, niin se sisdltid avaruuden C**' kannan.
Asettamalla M = [v e1 eg]. Havaitaan, ettd haluttu kanta loytyy viemdlld matriisi
M supistettuun porrasmuotoon. Tdssi kyseisessd tapauksessa on kuitenkin selvdd, ettd
(v) voidaan tiydentid kannaksi (v,eyq).
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Olkoon nyt
Tdlloin

Ndéin ollen
1 0 1 {-=1 2|1 1y |0 1|1 =1 |1 =2
QAQ_[l—l -2 3|1 0] |1 —1{|1 =2 (0 1]

Koska matriisi QT AQ on ylikolmiomatriisi, niin voidaan lopettaa, silli nyt R = Q1 AQ

ja @ toteuttavat ehdon
QRQ™ =Q(Q™AQQ ™' = A.

Muutama huomio on paikallaan.

Huomautus 14.2.8. Yieisen n x n-matriisin A yldikolmioesitys lasketaan vastaavalla
tavalla. Algoritmia voi nopeuttaa seuraavasti.

Ratkaistaan matriisin A ominaisarvot A1, ..., A\x ja etsitddn nditd ominaisarvoja vas-
taavien ominaisavaruvksien E(N\;, A) kannat. Olkoon (vi,...,v;) sellainen vapaa jono
ominaisvektoreita, ettd ne virittivit aliavaruuden E(A, A)®- - - ®E (A, A). Tdydennetdin
jono (v1,...,v;) avaruuden C™1 kannaksi (vi,..., Uk, Vkit,...,Vn) etsimdllid matrii-
sin [vl A R en} sarakeavaruuden kanta. Olkoon nyt P = [vl vn}.
Téllsin matriisi P~YAP on ositettumatriisi

D FE
0 A
missé D on ominaisarvojen diagonaalimatriisi. Mikdili matriisi A ei ole ylikolmiomatriisi,

niin toistetaan sama prosessi matriisille A, kunnes ylikolmiomuoto on léydetty. Niin
saadaan A = QRQ ™' missd R on ylikolmiomatriisi. Nyt voidaan asettaa

-~ I 0
P=ply gl

ja saadaan

Esimerkki 14.2.9. Olkoon
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Jilleen A = 1 on matriisin A ainoa ominaisarvo ja sen ominaisavaruus on FE(1,A) =
Sp(e1 + e2, e3). Jono (e1 + ez, e3) voidaan tiydentdd kannaksi (e1 + ez, ez, e1). Tdlloin
matriisi

101
Q=110 0
01 0

on kddntyvd. Lisdkst

0 1 0] (-1 2 0] (1 0 1

R=Q'4Q=10 0 1| -2 3 0| |1 0 0

1 -1 0/ |0 0 1]]0 1 O
[0 1 0] [1 0 —1] 1 0 =2
=10 0 1|1 0 —=2(=1]01 O
1 -1 0] |0 1 O] 00 1

on yldkolmiomatriisi. Ndin ollen
A=QRQ!

on matriisin A haluttu ylikolmioesitys.

14.2.1 Ylikolmiomatriiseista invariantteihin aliavaruuksiin

Lause herdttdd kysymyksen, ettd mitd matriisin ylikolmioesitys kertoo operaat-
toreista. Kysymyksen tarkempi pohdinta johdattaa kysymé&&n, mitd yldkolmiomatriisit
oikeasti tarkoittavat. Tdmé& kysymys johtaa invarianttin aliavaruuden késitteeseen, jota
on kisitelty tarkemmin litteessa [F.2

Seuraava konkreettinen esimerkki paljastaa tilanteesta kaiken olennaisen.

Esimerkki 14.2.10. Olkoon

1

0| = [1}1 V2 ’1)3] .
3

Koska fr(e;) = v; jokaisella i € {1,...,3}. Talloin

vr(e1) = 2e; € Sp(er),
QOR(CQ) = —e1+ e € Sp(el,eg) ja
vr(e3) = e1 +e3 € Sp(e, ea,€3).

Esimerkki havainnollistaa, ettd ylidkolmiomatriisin R € C"*™ karakteristinen omi-
naisuus on, ettd Re; € Sp(eq,...,e;) kaikilla ¢ € {1,...,n}. TAm4 tarkoittaa, ettd line-
aarikuvauksella pr: C™! — C"*! on ominaisuus, etti jokaisella i € {1,...,n} pitee

vr(Sp(e1,...,e;)) C Splet,...,ei).
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Tarkastellaan nyt yleisté operaattoria : C**! — C™*1. T#llsin ¢ = @4 jollakin A €
crxm, Lauseennoj alla A = PTP~!, missi P on kiifintyvi ja T on ylikolmiomatriisi.
Niin ollen voidaan sanoa, ettd operaattorin ¢ esitysmatriisi kannassa (Pey, ..., Pe,) on
ylédkolmiomatriisi. Olemme oleellisesti todistaneet seuraavan yleisen tuloksen, joka on
todistettu liitteess [E.2

Lause 14.2.11 (Yldkolmioesityksen operaattoritulkinta). Olkoon ¢: V — V ddrellis-
ulotteisen kompleksisen vektoriavaruuden V' operaattori. Tdlloin on olemassa sellainen
avaruuden V' kanta (v1, ..., vy), jossa operaattorin ¢ esitysmatriisi on ylikolmiomatriisi.

Tamén lauseen varsinainen tulos on kuitenkin seuraava aliavaruuksia koskeva huo-
mio, joka sanoo, ettd kannalla (vq,...,v,) on sellainen erityinen ominaisuus, etti ali-
avaruudet Sp(vq,...,v;) kuvautuvat itsensi sisédén kuvauksessa .

Korollaari 14.2.12. Olkoon ¢: V — V ddrellisulotteisen kompleksisen vektoriavaruu-
den V' operaattori. Tdlloin on olemassa sellainen avaruuden V' kanta (v, ..., v,), ettd

©(Sp(vi,...,v;)) C Sp(vi, ..., v;)
jokaisella i € {1,...,n}.
Tallaisia aliavaruuksia kutsutaan invarianteiksi aliavaruuksiksi.

Maidritelmé 14.2.13. Avaruvuden V' aliavaruus W C V' on operaattorin ¢: V. — V
invariantti aliavaruus, jos (W) C W.

Matriisin yldkolmioesitys antaa siis seuraavan tuloksen.

Korollaari 14.2.14. Jokainen ddrellisulotteinen kompleksinen vektoriavaruus V voi-
daan kirjoittaa kasvavana jonona operaattorin ¢: V — V invarianteista aliavaruuksis-
ta.

Invariantit aliavaruudet ovat olennainen kisite operaattorien teoriassa myos siité
syysté, ettd operaattorin rajoittuma invarianttiin aliavaruuteen on hyvin mééritelty ope-
raattori. Kirjataan tdma ldhes triviaali havainto lauseeksi sen térkeyden vuoksi.

Lause 14.2.15. Olkoon V wvektoriavaruus ja W C V operaattorin ¢: V — V invariantti
aliavaruus. Tdlldin rajoittuma |y : W — W on hyvin mddritelty operaattori.

Todistus. Koska W on operaattorin invariantti aliavaruus, niin ¢(W) C W. Néin ollen
rajoittuman |y : W — V maaliavaruus voidaan rajoittaa avaruuteen W. Niin ollen
olw: W — W on hyvin néiritelty operaattori. O

14.2.2 Reaalisen matriisin ylidkolmioesitys

Lause ei pade reaalisten vektoriavaruuksien tapauksessa. Syy tdhén on se, ettd
ylakolmiomatriisilla T € R™*™ on véihintddn yksi ominaisvektori ja tdmé ominaisuus
sdilyy kannanvaihdossa. Néin ollen esimerkiksi kiertomatriiseille ei ole yldkolmioesitysta.
Yliakolmioesitys kuitenkin on olemassa, mikéli polynomi ¢ — det(A — tI) faktoroituu

moninkerrat huomioiden.
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Lause 14.2.16. Olkoon A € R™ " sellainen matriisi, ettd polynomit — det(A—tI) fak-
toroituu ensimmdisen asteen tekijoihin. Tdlloin on olemassa sellainen kadntyvd matriisi
P € R™" ja ylikolmiomatriisi T € R™", etti A = PTP™!.

olemassa sellaiset luvut Aq,..., A\, € R, etta
det(A—tI)=c(t— A1) - (t = An),

missé ¢ € R. Talloin luvut Aq,..., A, ovat matriisin A ominaisarvoja. Olkoon nyt v; €
R™*! matriisin A sellainen ominaisvektori, jonka ominaisarvo on \p.

Merkitain Ag = A ja olkoon nyt P; € R™ "™ sellainen kddntyvd matriisi, jonka
ensimmaéinen sarake on vy. Talléin P, 1A0P1 on sellainen matriisi, etté

P AgPrer = Pyt Avp = A\ Py o = Aey.

eli matriisin P, 1A0P1 ensimméainen sarake on \iej.
Olkoon nyt A; € R=Dx(=1) matriisi, joka saadaan matriisista P LAgP; poista-
malla ensimmaéinen rivi ja sarake, eli

_ Aob
P11A0P1:|:01 A11:|7

missd by € R1x(—1),
Koska

det(P; ' AgPy—tI) = det(P;  (Ag—tI)Py) = det(P; 1) det(Ag—tI) det(Py) = det(Ag—tI)

ja

det(P; 1 AgPy — tI) = (M — t) det(A;)
niin saadaan, etté luvut Ao, ..., A, ovat polynomin ¢ — det(A; — tI) juuria (monikerrat
huomioiden). Niin ollen viite seuraa induktiolla. O

14.3 Schurin lause

Lause [14:2.] esitetdén yleensd vahvemmassa muodossa, ettd matriisi P voidaan valita
unitaariseksi. Taté tulosta kutsutaan Schurin lauseeksi. Schurin lause seuraa ldhes suo-
raan kompleksisesta Gram—Schmidt menetelmésté (eli kompleksisesta QR-hajotelmasta).
Kirjataan tarvittavat tulokset.

Lemma 14.3.1. Olkoon A € C™™™ kddntyvd matriisi. Talloin on olemassa sellaiset
unitaarimatriisi @ € C™*" ja ylikolmiomatriisi R € C™*" ettd A = QR.

Todistus. Koska matriisin A sarakkeet muodostavat avaruuden C**! kannan, niin Gram-—
Schmidt algoritmi tuottaa sellaisen ortonormaalin kannan (uq,...,u,), etti

Q= [ul un] e cren
on unitaarimatriisi, jolle pitee, ettd matriisi Q7' A on ylikolmiomatriisi. (Harjoitus-

tehtédvi). O
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Lause 14.3.2 (Schurin lause). Olkoon A € C"*™ matriisi. Tdlloin on olemassa sellaiset
unitaarimatriisi U € C™" ja ylikolmiomatriisi T € C"*™, ettd A = UTU*.

Todistus. Korollaarin [14.2.5] perusteella on olemassa sellainen kéantyva matriisi P €
C"*™ ja ylakolmiomatriisi Y € C™*" etti A = PYP~!'. Lemman nojalla on
olemassa sellainen unitaarimatriisi @@ € C™*™ ja ylédkolmiomatriisi R € C"*", ettd P =
QR. Télloin

A= (QRY(QR)™ =QRYR™'Q™' = Q(RYR™)Q".
Koska R ja Y ovat ylikolmiomatriiseja, niin 7= RY R~! on ylikolmiomatriisi. 0

Huomautus 14.3.3. Schurin lauseen todistus paljastaa, ettd mikili matriisille A €
C™™ on ylikolmioesitys jossain kannassa, niin sille on ylikolmioesitys ortonormaalissa
kannassa. Vastaava tulos pdtee myos reaalisille matriiseille.

14.3.1 Schurin lauseen reaalinen vastine

Schurin lauseella on myds reaalinen vastine.

Lause 14.3.4 (Reaalinen Schurin lause). Olkoon A € R"™*" sellainen matriisi, ettd
silli on n reaalista ominaisarvoa (kertaluvun mukaan laskettuna). Tdlloin on olemassa
sellaiset ortogonaalimatriisi O € R™ "™ ja ylikolmiomatriisi T € R™", ettd A = OTO!.

Todistus. Lauseen nojalla on olemassa sellaiset kaantyva matriisi P € R™*" ja
ylakolmiomatriisi Y € R™*", etti A = PYP~!. QR-hajotelman nojalla on olemassa
sellainen ortogonaalimatriisi O € R™*" ja yldkolmiomatriisi R € R"*" ettda P = OR.
Nyt voidaan valita 7= RY R™!. O

320



Luku 15

Operaattorin diagonalisoituvuus

Yksi tdrkeimpid neliomatriiseihin ja siten operaattoreihin liittyvid kysymyksia on, etté
voidaanko annettu matriisi saattaa kannanvaihdolla diagonaalimatriisin muotoon. Re-
aalisille neliomatriiseille tdmé kysymys on siis seuraava:

Olkoon A € R™", Onko olemassa sellaista avaruuden R™*! kantaa (v1, ..., v,),
ettd kuvauksen fq: R™1 — R™ " esitysmatriisi kannassa (vy, . . ., v, ) on dia-
gonaalimatriisi? Toisin sanoen, onko olemassa sellaista kantaa (v1,...,v,) ja
diagonaalimatriisia D € R™ ", ettd A = PDP~! missd P = [1)1 e vn] €
Rnxn?

Kompleksiselle neliomatriisille kysymys on analoginen; riittda vaihtaa matriisiava-
ruus R avaruuteen C™*" ja sarakeavaruus R™*! avaruuteen C™*!.

On térkedd huomata, ettd matriisin diagonalisoituvuus ei ole automaattinen ominai-
suus. Kuten luvussa [6] huomattiin, diagonalisoituvuus on yhteydessi matriisin ominai-
sarvoihin. Néin ollen kaikki matriisit eiviat diagonalisoidu! T#dtd huomiota on tiarkedi
peilata vasten edellisen luvun tuloksia matriisin yldkolmioesityksesta. Edellisessé luvus-
sa osoitetettiin, ettd jos A € C™*™ on kompleksinen nelidmatriisi, niin t&lléin on ole-
massa sellainen avaruuden C™*! kanta (v1,...,v,), ettd A = PTP~!, missi T € C™*"
on yldkolmiomatriisi ja P = [vl vn]. Koska tdmén tuloksen todistus perustui
matriisin A ominaisarvon l6ytamiseen, voi tulla ajatukseen, ettd tamélld perusteella jo-
kainen kompleksinen neliomatriisi pystytéddn diagonalisoimaan, jos vain ollaan riittdvéan
fiksuja. Todistuksen tarkempi analyysi kuitenkin osoittaa, ettd néin ei todellakaan ole.
Edelld mainittu tarked huomio on siis, ettd edes kaikkia kompleksisia matriiseja ei voida
diagonalisoida.

Tamé heréttdsd kysymyksen, ettd mitkd matriisit sitten ovat diagonalisoituvia? En-
simméinen vastaus on saatu jo luvussa @: Matriisi A € C"*"™ woidaan diagonalisoida,
jos ja vain jos sen ominaisvektoreista voidaan muodostaa avaruuden C™* kanta.

Vaikka vastaus on kattava, ei se ole kuitenkaan téysin tyydyttava: diagonalisoitu-
tuuvuuden selvittdmiseksi matriiisi pitdé oleellisesti kokeilla diagonalisoidal

Mielenkiintoinen ja samalla erittdin hyddyllinen vastaus saadaan symmetristen mat-
riisien tapauksessa:
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Symmetrinen neliomatriisi on aina diagonalisoituva.

Taméa tulos on erittdin hyvé. Se ei ole diagonalisoituvuuden karakterisointi, mutta se
antaa selkein ehdon milloin matriisi on diagonalisoituva. Liséksi tarkastettava ehto, eli
symmetrisyys, on sellainen, ettd sen tarkastamiseksi ei tarvitse laskea mitdén.

Kuten viitteen muotoilusta voi huomata, se on mielenkiintoinen siind mielessé, etta
ei ole eritelty ovatko matriisit reaalisia tai kompleksisia. Erityinen hienous on siiné,
ettd tuloksen tarkempi muotoilu sanoo, ettd kompleksiset symmetriset matriisit ovat
kompleksisesti diagonalisoituvia ja reaaliset symmetriset matriisit reaalisesti diagonali-
soituvia. Tuloksen tarkka muotoilu sanoo siis eristyisesti, ettd reaalisella symmetrisell&
neliomatriisilla on aina ominaisarvoja! Namé tulokset todistetaan luvussa [15.4

15.1 Diagonalisoituvuuden karakterisointi ominaisavaruuk-
sien avulla

Palautetaan mieleen, ettd matriisi A = [aj;] € C"*™ on diagonaalimatriisi, jos aj; = 0
kaikilla j # ¢, missd j,i € {1,...,n}.

Esimerkki 15.1.1. Matriisi

9 0
A= | 0 1]
on diagonaalimatriisi. Selvdsti matriisi
o 1
B =
L 0 1 -

on ylakolmiomatriisi, mutta ei diagonaalimatriisi.

Kirjataan nyt diagonalisoituvuus sekd neliomatriisien ettd operaattorien kielelld.
Aloitetaan matriiseista.

Maéaritelma 15.1.2. Neliomatriisi A € C"*™ on (kompleksisesti) diagonalisoituva, jos
on olemassa sellainen kadntyvi matriisi P € C™*", etti A = PDP~', missi D € C™"
on diagonaalimatriisi.

Vastaavasti, neliomatriisi A € R™ ™ on (reaalisesti) diagonalisoituva, jos on ole-
massa sellainen kddntyvd matriisi P € R™" etté A = PDP~', miss¢ D € R™ "™ on
diagonaalimatriis.

Huomautus 15.1.3. Yieensd ei korosteta neliomatriisin diagonalisoituvuuden reaali-
suutta tai kompleksisuutta, koska merkitys on yleensd asiayhteydestd selvd. Mdadritelmdn
tasolla on kuitenkin hyvd huomata, ettd reaalikertomisen matriisin diagonalisoituvuutta
voidaan tarkastella kummaltakin kannalta.

Operaattoreille diagonalisoituvuus voidaan mééritelld seuraavasti.
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Misritelmi 15.1.4. Adrellisulotteisen vektoriavaruuden V operaattori f: V —V on
diagonalisoituva, jos on olemassa sellainen avaruuden V kanta, jossa operaattorin f
esitysmatriisi on diagonaalimatriisi.

Huomautus 15.1.5. Mddritelmd[I5.1.4) olisi voitu antaa nienndisesti heikommassakin
mutta yhtipitivissi muodossa seuraavasti: Adrellisulotteisen vektoriavaruuden V. ope-
raattori f: V. — V on diagonalisoituva, jos on olemassa sellainen avaruuden V' kanta,
jossa operaattorin f esitysmatriisi on diagonalisoituva.

Koska esitysmatriisin diagonalisoituvuus vastaa kannanvaihtoa sarakeavaruudessa
ja siten kanmanvaihtoa avaruudessa V ndmd ehdot ovat yhtdpitivat. Yksityiskohdat
jatetddan harjoitustehtdviksi.

Palautetaan mieleen, ettd diagonalisoinnissa A = PDP~! matriisin P = [vl e vn]
sarakeet ovat matriisin A ominaisvektoreita. Tama seuraa tutusta laskusta

Avi = PDP_IUi = f’.D@Z = P()\Zel) = )\1P€z = )\i'Uiy

misséd v; on matriisin P i:s sarakevektori ja A; diagonaalimatriisin D 4:s diagonaalialkio.
Annetaan nyt tdhin huomioon perustuva esimerkki sellaisesta matriisista, jota ei voi
diagonalisoida.

Esimerkki 15.1.6. Olkoon

_0 0 2X2
A_L O]EC .

Determinanttiyhtdlon det(A— M) = 0 perusteella matriisin A ainoa ominaisarvo on A =
0. Tdtd ominaisarvoa vastaavat ominaisvektorit saadaan siis yhidldstd Ax = 0. Ominai-
savaruus E(0, A) voidaan selvittid ratkaisemalla vastaava yhtdloryhmd tai padttelemdlld
seuraavasti. Koska Ae; = eg ja Aeg = 0, niin dim Col(A) > 1 ja dim Null(A) > 1. Koska
dimensiolauseen nojalla dim Col(A) + dim Null(4) = dim C?>*! = 2, niin dim Col(A) =
dim Null(A) = 1. Ndin ollen Null(A) = Sp(e2).

Matriisilla A ei siis ole kahta lineaarisesti risppumatonta ominaisvektoria. Ominais-
vektoreista ei siis voi muodostaa kantaa. Ndin ollen et ole olemassa sellaista kddntyvdid
matriisia P, etté A= PDP™', missi D on diagonaalimatriisi.

Annataan téssd yhteydessd myos esimerkki diagonalisoituvasta matriisista.

Esimerkki 15.1.7. Esimerkin matriisi B on diagonalisoituva. Tédmé seuraa
stitd, ettd silld on kaksi ominaisarvoa 2 ja 1, joiden ominaisavaruudet ovat E(2,B) =
Sp{ei} ja E(1,B) = Sp{e1 — ea}.

Selvisti (e1,e1—ez) on avaruuden R2*Y (tai avaruuden C**!) kanta. Téssi kannassa
lineaarikuvaus pp: C**1 — C?*!, 2+ Bz, saa matriisin

o1
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15.1.1 Ominaisavaruuksien summa on suora

Tiydennetidn nyt luvussa kisiteltyjd tuloksia.

Palautetaan mieleen, ettd operaattorin f: V' — V eri ominaisarvoihin A # p liit-
tyvét ominaisavaruudet E(A, f) ja E(u, f) eivét leikkaa epétriviaalisti, eli ettd E(A, f)N
E(u, f) = {0}. Téssé tilanteessa tdmé havaitaan seuraavasti. Olkoon v € E(A, f) N
E(u, f). Téalloin Av = f(v) = pv. Koska A # u, niin v = 0. Viite siis seuraa. Yleisemmin
lauseen nojalla tiedetédédn seuraavaa:

Olkoon f:V — V operaattori, olkoot A\; < Ay < --+ < A, operaattorin
f ominaisarvoja seké olkoot v; € F()\;, f) ominaisvektoreita jokaisella i €
{1,...,k}. Téllsin jono (vy,...,vx) on vapaa.

Kuten luvussa huomauttettiin, tastd seuraa, ettd ominaisavaruuksien summa on
suora. Reaalisten vektoriavaruuksien tulos, eli liitteen [D] lause pitee sellaisenaan
myo0s kompleksisille vektoriavaruuksille.

Lause 15.1.8. Olkoot V' kompleksinen vektoriavaruus, f: V — V operaattori ja olkoot
Ay ooy Am € C operaattorin f erisuuria ominaisarvoja. Tdlloin

E()\laf)+“'+E()‘m7f):E(Ahf)@"‘@E()‘maf)'

Koska ominaisavaruuksin summa on suora, niin niiden summan dimensio on dimen-
sioiden summa. Kirjataan téstd huomiosta seuraava korollaariksi.

Korollaari 15.1.9. Olkoot V' ddrellisulotteinen kompleksinen vektoriavaruus ja f: V —
V' operaattori. Jos Ay, ..., \m ovat operaattorin f erisuuria ominaisarvoja, niin

dim E(\, f) + - + dim E(Ap, f) < dim V.

Koska jokainen ominaisavaruus on vihintééan yksi ulotteinen, saadaan toinen todistus
tutulle tulokselle ominaisarvojen méirésta.

Korollaari 15.1.10. Olkoot V' ddrellisulotteinen vektoriavaruus ja f: V. — V' operaat-
tori. Tdlloin operaattorilla f on korkeintaan dim V' erisuurta ominaisarvoa.
15.1.2 Diagonalisoituvuuden yleisid karakterisaatioita

Seuraava lause yhdistdd kaikki aiemmat tulkinnat operaattorin diagonalisoituvuudesta
ominaisarvojen ja ominaisavaruuksien avulla karakterisointiin invarianttien aliavaruuk-
sien avulla.

Lause 15.1.11. Olkoon V ddrellisulotteinen vektoriavaruus ja f: V — V operaattori.
Olkoot A1, ..., Ay operaattorin f kaikki erisuuret ominaisarvot. Tdlldin seuraavat ehdot
ovat yhtapitdvid:

1. operaattori f on diagonalisoituva,
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2. avaruudella V on kanta, joka koostuu operaattorin f ominaisvektoreista,

3. on olemassa sellaiset avaruuden V' 1-ulotteiset aliavaruudet Uy, ..., U,, jotka ovat
invariantteja operaattorin f suhteen ja joille pitee V =U; & --- & U,,

5. dimV =dim E(Ay, f) + - - + dim E(Ap, f).

Todistus. Ehdot ja ovat selvésti yhtépitavid. (Harjoitustehtavi).

Lauseiden [15.1.8 ja [13.3.25] perusteella ehdot ja ovat yhtépitavia. Lisdksi
implikaatio = seuraa lauseesta

Oletetaan, ettd ehto (2)) pétee ja olkoon (vy,...,v,) sellainen avaruuden V kanta,
jonka alkiot ovat kuvauksen f ominaisvektoreita. Osoitetaan, etté ehto on voimassa.

Olkoon U; = Sp{v;} jokaisella j € {1,...,n}. Olkoon j € {1,...,n}. Koska v; on
ominaisvektori, niin f(v;) = \jv; jollakin A\; € C. Néin ollen f(av;) = a\jv € U; kaikilla
a € C, eli fU; C Uj. Néin ollen aliavaruudet Uy, ..., U, ovat invariantteja operaattorin
f suhteen. Koska (v1,...,v,) on avaruuden V kanta, niin

V=Sp{ui}® - @Sp{lon} =U1 @ ®U,.

Nain ollen ehdosta seuraa ehto .
Se, ettd ehdosta seuraa ehto , jatetddn harjoitustehtédviksi. Téméa osoittaa,
ettéd ehdot , ja ovat yhtépitavid. Jéljelld on siis osoittaa implikaatio = .
Oletetaan, etté ehto pétee ja olkoon (v1,...,v,) avaruuden V kanta, joka koostuu
operaattorin f ominaisvektoreista. Koska jokainen avaruuden V vektori on néin ollen
lineaarikombinaatio operaattorin f ominaisvektoreista, niin saadaan

Lauseen [15.1.8 nojalla tdm# summa on suora. Ehto (4)) seuraa. ]

Korollaari 15.1.12. Olkoon V ddrellisulotteinen vektoriavaruus. Jos operaattorilla f: V —
V on dimV ert ominaisarvoa, niin f on diagonalisoituva.

Todistus. Oletuksen nojalla avaruudella V' on operaattorin f ominaisvektoreista koos-
tuva kanta. Operaattori f on siis diagonalisoituva lauseen [15.1.11] nojalla. O

Huomautus 15.1.13. Lukija voi jadda tdssd vaihessa miettimddn, miksi invarianteista
aliavaruuksista puhuttiin tdssd yhteydessd, koska niilli ei ole kovin suurta roolia. Inva-
rianttien aliocvaruuksien merkitys kuitenkin paljastuu, kun palauttaa mieleen matriisin
yldkolmioesitykseen liittyvit tulokset.

Ylikolmiomatriisit voidaan karakterisoida seuraavasti: Matriisi A on ylikolmiomatriisi,
jos ja vain jos jokaisella i € {1,...,n} pitee Ae; € Sp(ei,...,e;). Tamdin ehdon puo-
lestaan wvoi kirjoittaa muodossa, ettd matriisi A on yldikolmiomatriisi, jos ja vain jos
jokaisella i € {1,...,n} alaivaruus Sp(ey,...,e;) on operaatorin fa: R™1 — R™L jn-
variantti aliavaruus.

Ndin ollen invariantit alicvaruudet antavat mielekkdin kdsitteen verrata matriisin
yldkolmioesitysti ja diagonalisoituvuutta. Asiasta inspiroitunut lukija ohjataan jailleen
Agzlerin [1] kirjan pariin.
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15.2 Symmetrisen neliomatriisin ominaisarvot

Téssé luvussa aloitetaan symmetristen matriisien spektraalilauseen todistus:

Matriisi A € R™*™ on symmetrinen, jos ja vain jos on olemassa ortogonaali-
matriisi P, ettd PAP! on diagonaalimatriisi.

Téssé tulos on kirjattu reaalisille matriiseille. Todistus joka seuraavissa luvuissa an-
netaan on mielenkiintoinen siiné suhteessa, etté siind kaytetdin kompleksisten matriisien
teoriaa. Itseasiassa tdmaé todistus on yksi tarked motivaatio komplekisisten matriisien ja
vektoriavaruuksien teorian esittelylle.

Palautetaan mieleen luvuista ja symmetrisen ja hermiittisen matriisin
méadritelmét:

Neliomatriisi A € R™"™ on symmetrinen, jos At = A, ja komplgksinen ne-
liomatriisi A € C™*™ on hermiittinen, jos A* = A, missd A* = A".

Seuraava lause on helposta todistuksestaan huolimatta koko teorian ydin: Vaikka
hermiittiset matriisit ovat kompleksikertoimisia, niin niiden ominaisarvot ovat aina re-
aalisial

Lause 15.2.1. Hermiittisen matriisin ominaisarvot ovat reaalisia.

Todistus. Olkoon A € C™*™ hermiittinen matriisi sekd olkoot A € C sen ominaisavo ja
v € C™*™ sitd vastaava ominaisvektori. Talloin lemman [13.7.2 perusteella

Mol =Aov-v) = (Av) -v=v-(A%) =v- (Av) =v- (W) = X(v-v) = Av|.
Koska v on ominaisvektori, niin |v]? > 0. Niin ollen A = X eli A € R. O

Edellisesté lauseesta saadaan, ettid reaalisella polynomilla x +— det(A — xI) on aina
juuri, jos A* = A. Seuraava lause sanoo, etti t#llsin on myos olemassa téitd juurta
vastaava reaalinen sarakevektori, joka on matriisin A ominaisvektori!

Lause 15.2.2. Olkoon A € R™™ symmetrinen matriisi. Tdlloin matriisilla A on omi-
naisarvo A € R.

Todistus. Tulkitaan A kompleksisena matriisina A € C"*". Kompleksisena matriisina
silld on lauseen [[4.1.2] nojalla ominaisarvo A € C. Koska matriisin A kertoimet ovat
reaalisia ja A on symmetrinen, niin kompleksisena matriisina A on unitaarinen. N&in
ollen A € R. Osoitetaan nyt, ettd A on reaalisen matriisin A ominaisarvo eli ettd on
olemassa sellainen nollasta poikkeava sarakevektori z € R™ ! ettd Az = M.

Koska A € R on matriisin A ominaisarvo, kun A tulkitaan komplekisena matriisina,
niin on olemassa sellainen sarakevektori z € C™1, ettd Az = Az. Olkoot nyt x € R™*!
ja y € R™*! sellaisia sarakevektoreita, ettd z = = + iy. Koska A € R, niin

Az 4+ iAy = A(z +iy) = Az = Xz = Mz +iy) = A\ + i\y.

Niin ollen Az = Az ja Ay = Ay eli vektorit z € R™¥! ja y € R™! ovat reaalisen
matriisin A € R™ "™ ominaisvektoreita ominaisarvolla A € R. O
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Lause 15.2.3. Olkoon (V,(-,-)) reaalinen sisituloavaruus ja f: V — V itseadjungoitu
operaattori. Tdlloin operaattorilla f on ominaisarvo.

Todistus. Olkoon vy, ...,v, avaruuden V kanta ja olkoon A operaattorin f esitysmat-
riisi téssé kannassa. Koska f on itseadjungoitu, niin A on symmetrinen, eli A* = A.
Lauseen perusteella matriisilla A on ominaisarvo. Néin ollen operaattorilla f on
ominaisarvo. O

Huomautus 15.2.4. Lauseen voi todistaa kdyttamdttd kompleksisten vektoriava-
ruuksien teoriaa. Kiinnostunut lukija ohjataan jilleen Azlerin hienon kirjan [1l] pariin.

15.3 Invariantin aliavaruuden kohtisuora komplementti

Spektralilauseen todistuksessa hyodynnetdéan kahta itseadjungoitujen operaattorien pe-
rusominaisuutta: itseadjungoidun operaattorin invariantin aliavaruuden komplementti
on itsessdén invariantti ja operaattorin rajoittuma tédhan aliavaruuteen on operaattori.
Kirjataan ndmé tulokset téssé vaiheessa lauseiksi.

Lause 15.3.1. Olkoon (V, (-,-)) sisituloavaruus, f: V — V itseadjungoitu operaattori ja
W C V operaattorin f invariantti aliavaruus. Télloin W+ on operaattorin f invariantti
aliovaruus eli fW+ c W,

Todistus. Olkoon v € W+. Halutaan osoittaa, ettd f(v) € W, eli ettd (f(v),w) = 0
kaikilla w € W. Olkoon w € W. Koska f on itseadjungoitu ja fW C W, niin

(f(v),w) = (v, f*(w)) = (v, f(w)) = 0.
Niin ollen f(v) € W+. 0

Kirjataan ylos myos havainto, ettd itseadjungoidun operaattorin rajoittuma inva-
rianttiin aliavaruuteen on itseadjungoitu. Huomaa, etta sisdtulon rajoittuma aliavaruu-
teen on sisdtulo siind aliavaruudessa.

Lemma 15.3.2. Olkoon (V,(-,-)) sisituloavaruus, f: V — V itseadjungoitu operaattori
ja W C V operaattorin f invariantti aliavaruus. Talloin flyw: W — W on sisdtulo-
avaruuden (W, (-,-)) itseadjungoitu operaattorsi.

Todistus. Olkoot w,w’ € W. Tallsin

(flw)(w), w') = (f(w), w') = (w, f(w')) = {w, f(w')) = {w, (flw)W)).
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15.4 Spektraalilause

Téassd luvussa todistetaan spektraalihajotelma reaalisille itseadjungoiduille operaatto-
reille ja reaalisille symmetrisille matriiseille. Kompleksinen tapaus on késitelty esimer-
kiksi Axlerin kirjan [I] luvussa 7.B.

Lause 15.4.1 (Reaalinen spektraalilause). Olkoon (V,(-,-)) reaalinen sisituloavaruus
ja f: V=V operaattori. Talléin seuraavat ehdot ovat yhtdpitavid:

1. f on itseadjungoitu,

2. avaruudella V' on operaattorin f ominaisvektoreista koostuva ortonormaalikanta
ja

3. on olemassa avaruuden V ortonormaalikanta, jossa operaattorin [ esitysmatriisi
on diagonaalimatriisi.

Kirjataan spektraalilause my6s matriisien tapauksessa. Ominaisuuksien johtaminen
jatetddn harjoitustehtéavaksi.

Korollaari 15.4.2. Olkoon A € R™*"™ neliomatriisi. Tdlloin seuraavat ehdot ovat yhtdipitdvid:
1. A on symmetrinen,
2. avaruudella R™ ! on matriisin A ominaisvektoreista koostuva ortonormaali kanta,

3. on olemassa sellainen ortogonaalimatriisi P € R™™™ ja sellainen diagonaalimat-
riisi D € R™"™, ettd
A= PDP".

Lisdiksi, tdssd tapauksessa, matriisin D diagonaalielementit ovat matriisin A ominaisar-
10]a.

Huomautus 15.4.3. Palautetaan mieleen, etti mikdli D = [dj;] € R™™ on diagonaa-
lbimatriist ja P = [1}1 ’un] € R™™ on kidntyvd, niin matriisin D diagonaalialkiot
ovat tismdlleen matriisin A = PDP! € R™™ ominaisarvot. Olkoon 1 < i < n. Tdlldin

A’UZ' = PDP_IUZ' = PDGZ = P(d”el) = d“PeZ == d“’UZ

Koska matriisin P sarakkeet ovat matriisin A ominaisvektoreita ja muodostavat avaruu-
den R™1 kannana, niin matriisilla A ei ole muita ominaisarvoja.

Huomautus 15.4.4. Koska matriisin D diagonaalialkiot ovat tdsmdlleen matriisin A
ominaisarvot ja matriisin P sarakkeet ovat matriisin A vastaavat ominaisvektorit, niin
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tarvittaessa uudeelleen jarjestamdlld matriisin P sarakkeet voidaan matriisi D esittdd
ositettuna matriisina

Mlg, 0 -+ 0
Ho | 0 el |
: .0
0 - 0 Mg,

missi A1 > -+ > A, ovat matriisin A ominaisarvot, Iy, € R% %45 on, identiteetti matriisi
ja d; = dim E(\;, A) jokaisella j € {1,..., k}.

Spektraalilause on merkittava tulos: Se antaa téaydellisen karakterisoinnin itseadjun-
goiduille operaattoreille ja symmetrisille matriiseille. Sen seurauksena tiedetédédn, etté re-
aalisella symmetriselld n x n-matriisilla on n lineaarisesti riippumatonta ominaisvektoria
ja etté se on diagonalisoituva. Annetaan téstd ilmiostd nyt konkreettinen esimerkki.

A:ﬁ ;]

Selvdsti A on symmetrinen matriisi. Sen ominaisarvot voidaan selvittid yhtdlostd

Esimerkki 15.4.5. Olkoon

1

2—-)
O—det(A—)\I)—det[ L 2_1

}:@—AV—L

Ndin ollen matriisin A ominaisarvot ovat A\1 = 3 ja Ao = 1. Nditd ominaisarvoja vas-

P b 4

Nyt

on ortgonaalimatriisi, jolle pdtee

=50 A6 VG0 A

Huomaa, ettd ominaisarvojen jarjestys eiwdtkd niitd vastaavat ominaisvektorit ole
yksikdsitteisid. Ndin ollen mydskddan matriisit P tai D eidt ole yksikdsitteisid. Esimer-
kiksi myds matriisille

pdtee



Huomautus 15.4.6. Yleensd sanotaan, ettd itseadjungoidulla operaattorilla f: V — V
(tai ekvivalentisti symmetriselld matriisilla) on dim' V' ominaisarvoa, kun ominaisarvot
lasketaan geometrisen multiplisiteetin mukaan. Tdlld tarkoitetaan sitd, ettd ominaisar-
voille \y > -+ > A\, pdtee

dim E(A\, f) + -+ dim E(\g, f) = dim V.
Dimensiota dim E(\;, f) kutsutaan ominaisarvon \; geometriseksi multiplisiteetiksi.

Huomautus 15.4.7. Symmetrisen matriisin A potenssit voidaan helposti laskea diago-
naaliesityksestd:

A%? = AA = PDP'PDP' = PD(P'P)DP' = PDDP' = P(D*P'.
Vastaavasti kaikilla k € N saadaan
AF = P(D*) P!,

missi matriisi D* on diagonaalimatriisi, jonka diagonaalielementit ovat matriisin D
diagonaalielementtien potensseja. Jos matriisin A ominaisarvot ovat nollasta poikkeavia,

niin lisikst saadaan kaava
A= pDppt

matriisin A kidnteismatriisille, missi D' on diagonaalimatriisi, jonka diagonaaliele-
mentit ovat matriisin D diagonaalielementtien kddnteislukuja.

Spektraalilauseen todistuksessa tarvittavat tdrkeimmét aputulokset ovat ominaisar-
vojen olemassaolo (Lause[15.2.3)) ja invariantin aliavaruuden komplementin invarianttius

(Lause [15.3.1)).
Lauseen |15.4.1| todistus. Osoitetaan implikaatiot: = , = ja = .

Niistd ensimméinen ja viimeinen implikaatio ovat helppoja.

Oletetaan, ettid oletus pétee ja olkoon (v1,...,v,) sellainen avaruuden V' orto-
normaalikanta, ettd f = ®o fpo®~!, missd ®: R**! — V on isomorfismi & = P, om)
eli isomorfismi e; — v;, ja D on diagonaalimatriisi. Koska D! = D, niin f* = £, eli
pétee.

Oletetaan nyt, etti pétee ja olkoon (v1,...,v,) operaattorin f ominaisvektoreista
koostuva ortonormaalikanta ja olkoot Aq,..., A, vastaavat ominaisarvot. Olkoon A €
R™™ kuvauksen f esitysmatriisi tidssd kannassa. Talloin

D(Aei) = D(faler)) = f(P(e:)) = f(vi) = Avi = A ®(e;) = P(Niey).

Niin ollen Ae; = A\;e;. Matriisi A on siis ominaisarvoista Aq, ..., A, koostuva diagonaa-
limatriisi, eli (3)) pétee.

Oletetaan lopuksi, etté on voimassa ja osoitetaan, etté péatee. Todistetaan
véite induktiolla avaruuden V' dimension suhteen. Viite péatee selvisti 1-ulotteisille ava-
ruuksille. Olkoon nyt n € N sellainen, ettd véiite pétee kaikille avaruuksille W, joiden
dimensio on korkeintaan n.
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Olkoon V' (n+1)-ulotteinen avaruus ja olkoon f: V — V itseadjungoitu operaattori.
Lauseen nojalla operaattorilla f on ominaisarvo A € R. Olkoon w € V ominaisar-
voa A vastaava ominaisvektori, jolle pétee ||u|| = 1, ja olkoon U = Sp{u}. Koska fU C U,
niin lauseen nojalla fU+ c U+. Koska dimU > 0, niin dim U+ < dim V. Koska
flye: UL — Ut on itseadjungoitu operaattori sisituloavaruudessa (UL, (-,-)) lemman
nojalla, niin induktio-oletuksesta seuraa, etti on olemassa avaruuden U~ orto-

normaalikanta (ui,...,uy), joka koostuu operaattorin f|;;1 ominaisvektoreista. T&ll6in
(u,u1,...,u,) on avaruuden V ortonormaalikanta, joka koostuu operaattorin f ominais-
vektoreista. O

15.4.1 Spektraalilauseen ominaisavaruustulkinta

Spektraalilauseen mukaan mukaan avaruus V voidaan kirjoittaa suorana summana it-
seadjungoidun operaattorin f: V' — V ominaisavaruuksista. Kirjataan tdmé muotoilu
omaksi tuloksekseen.

Lause 15.4.8 (Spektraalilauseen toinen muotoilu). Olkoon (V,(-,-)) ddrellisulotteinen
sisdtuloavaruus, f: V — V itseadjungoitu operaattori ja \y > --- > A operaattorin f
kaikki ominaisarvot. Tdlloin operaattori f: V. — V on itseadjungoitu, jos ja vain jos
avaruus V. on operaattorin f ominaisavaruuksien suora summa ja ominaisavaruudet
ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan eli

V=EM.,f)& - ®EAf)

missi A1 > -+ > A\ ovat operaattorin f ominaisarvot ja ominaisavaruudet E(\;, f) ja
E();, f) ovat toisiaan vastaan kohtisuorassa kaikilla i # j.

Todistus. Oletetaan, ettd f on itsedjungoitu operaattori ja olkoot Ay > --+ > A; ope-

raattorin f ominaisarvot. Tilloin spektraalilauseen (lause mukaan on olemassa

avaruuden V ortonormaali kanta (v1,...,v,), joka koostuu operaattorin f ominaisvek-

toreista. Jarjestamalld kantavektorit tarvittaessa uudelleen, voidaan olettaa, etta on ole-

massa sellaiset luvut 1 =41 < -+ < i < i1 = n+1, ettd jonon (vy,...,v,) osajonossa

(vi;, ..., vi;—1) on tdsmilleen ominaisarvoa \; vastaavat jonon (vi,...,v,) vektorit.
Koska E()j, f) D Sp(vij, ..., vi;,,-1) jokaisella j € {1,..., k}, niin

E(Alaf)@@E()\kaf) D) Sp(vilv"'avizfl)@"'@Sp(vika"wvn)
=Sp(vi,...,vp) = V.

Oletetaan nyt, ettd V.= E(A\, f) D+ - B E(Ag, f), missd Ay > - -+ > A\, ovat operaat-
torin f ominaisarvot. Valitaan nyt jokaiselle £()\;, f) ortonormaalikanta, (v1j, ..., v4; ;),
misséd d; = dim E()\;, f). Koska ominaisavaruudet E();, f) ovat toisiaan vastaan koh-
tisuorassa, niin (v11,...,v4,1,v12,-..,04k) on avaruuden V ortonormaalikanta, joka
koostuu operaattorin f ominaisvektoreista. Spektraalilauseen nojalla f on itseadjun-
goitu. O
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Korollaari 15.4.9. Olkoon A € R™" neliématriisi ja olkoot \1 > --- > X\, matriisin
A kaikki ominaisarvot. Talldin A on symmetrinen, jos ja vain jos

R = B\, A) @ - © E(\, A)

ja aliavaruudet E(X\;, A) ja E(\, A) ovat toisiaan vastaan kohtisuorassa kaikilla i # j.
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Luku 16

Symmetrisen matriisin
definiittisyys ja semidefiniittisyys

Tamé luku aloitetaan tarkastelemalla positiivisesti semidefiniittejd matriiseja ja niitéd
vastaavia positiivisia operaattoreita. Positiivisesti semidefiniitilli matriisilla on hyvin
madritelty neliéjuuri, jonka avulla todistetaan positiivisesti semidefiniittien operaatto-
rien polaarihajotelma. Teorian sovelluksena kisitellain Choleskyn hajotelmaa.

16.1 Symmetrisen neliomatriisin definiittisyys

Yksi tapa luokitella symmetriset matriiisit on tarkastella niiden definiittisyytta.
Maééritelma 16.1.1. Symmetrinen matriisi A € R™™ on
e positiivisesti semidefiniitti, jos 2' Az > 0 kaikilla vektoreilla x € R™ 1,

e positiivisesti definiitti, jos z'Ax > 0 kaikilla nollasta poikkeavilla vektoreilla x €
Rnxl’

e negatiivisesti semidefiniitti, jos ! Az < 0 kaikilla vektoreilla x € R™*!,

e nagatiivisesti definiitti, jos 2 Az < 0 kaikilla nollasta poikkeavilla vektoreilla x €
Rnxl ja

e indefiniitti, jos A ei ole positiivisesti tai negatiivisesti semidefinitiitti.

Térkein esimerkki semidefiniitistd matriisista on seuraava.

Esimerkki 16.1.2. Olkoon E € R™ " matriisi. Tdlloin matriisi A = E'E € R™" on
positiivisesti semidefiniitti. Tamd seuraa huomiosta, etti kaikilla x € R™1 pitee

' Ar = 2'E'Ex = (Ex)'(Fx) = Ex - Ex > 0.

Huomautus 16.1.3. Jos matriisi A € R™™™ on negatiivisesti (semi)definiitti, niin
tallsin B = —A on on positiviisesti (semi)definiitti. Ndin ollen usein tarkastellaan ai-
noastaan positiivisesti (semi)definiitteji matriiseja.
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Huomautus 16.1.4. Symmetrinen matriisi A on indefiniitti, jos on olemassa sellaiset
x € R™" ja y € R, etti 2t Az > 0 ja y* Ay < 0.

Huomautus 16.1.5. Symmetristen neliomatriisien luokittelussa estintyvdd funktiota
ga: R™t 5 R,
x — o' Az,

kutsutaan matriisin A neliomuodoksi (engl. quadratic form ). Ndin ollen neliémetriisien
luokittelu (semi)definiitteihin ja indefiniitteihin neliomatriiseihin on itseasiassa ndiden
neliomuotojen luokittelu.

Neliomuodoilla on tdrked rooli klassisessa geometriassa, esimerkiksi kartioleikkausten
teoriassa, mutta myds pddakselien teoriassa. Liitteessd [F.3 raapaistaan hieman timdin
atheen pintaa.

16.2 Esimerkkeja: Sarakevaruuksien sisdtulot

Téamén kurssin kannalta tarkeimpié esimerkkeja ovat sarakeavaruuksien sisdtulot. Niité
voidaan konstruoida neliématriisien avulla.

Lause 16.2.1. Olkoon A € R™ "™ positiivisesti definiitti neliomatriisi. Talloin funktio
(-,-): R R 5 R joka on mddritelty kaavalla

(z,y) = o' Ay
kaikilla x,y € R™, on sisdtulo sarakeavaruudessa R™*1.

Huomautus 16.2.2. Koska 2t Ay on vektoreiden x ja Ay pistetulo, niin lauseen|16.2.1
sisdtulo (-,-) voidaan myds kirjoittaa pistetulon avulla muodossa (x,y) = x - Ay kaikilla
r,y € R*L

Lauseen [16.2.1] todistus. Matriisitulon ja transpoosin ominaisuuksien perusteella kaikil-
la z,2',y € R"*! ja a € R pitee

(ax +2',y) = (ax + 2/) Ay = (az’ + (2/)) Ay = ax’ Ay + (2/)' Ay = alz,y) + (', ).
Lisiiksi kaikilla z,y € R™*! piitee
(y,2) = y' Az = y'A'v = (Ay)'z = (2’ Ay)" = 2’ Ay = (z,y).

Huomaa, ettd zt Ay on luku eli 1 x 1-matriisi.

Koska x' Az > 0 kaikilla z # 0 ja 2'Ax = 0 nollavektorille z = 0, niin (z,z) > 0
kaikilla 2 € R™*! ja (z,z) = 0 jos ja vain jos z = 0.

Néin ollen (-, -) on sisétulo. O

Itseasiassa kaikki sarakeavaruuden R™*! sisdtulot voidaan kirjoittaa lauseen [16.2.1
ehdot tayttavin matriisin ja pistetulon avulla.
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Lause 16.2.3. Olkoon (-,-) sarakeavaruuden R™ ! sisitulo. Tdlloin on olemassa sellai-
nen matriisi A € R™", etti
(z,y) = 2" Ay.

Lisdksi matriisille A pitee seki A = A ettd xtAx > 0 kaikilla z € R™¥1.
Todistus. Olkoon A = [aj;] € R™"™ matriisi
aji = (€5, €i),
missd (e1,...,e,) on avaruuden R™*! standardikanta. Osoitetaan, ettd A on haluttu
matriisi.
Olkoot x = z1e1 + - - - + xpe, € R?X1 jay=uyie1+ -+ ypen € R™*1. Tllsin

(@,y) = (wjej,pie) = DY wjuiles, e

=1 i=1 j=1i=1
n n n n n
_ E E ey s — E . E oy — E ) . et
= T5YiGj; = Z Aj3Yi = T (Ay)] =T Ay-
j=11i=1 j=1 i=1 j=1

Matriisin A halutut ominaisuudet seuraavat sisitulon (-, ) ominaisuuksista seuraa-
vasti. Koska kaikilla j,i € {1,...,n} pitee

aij = (ei, e5) = (€5, €i) = aji,
niin A* = A. Vastaavasti kaikilla nollasta poikkeavilla vektoreilla € R™*! pitee
' Ar = (z,z) > 0.
O

Matriisin osoittaminen positiivisesti definiitiksi on helpointa tehdi kéiyttien spekt-
raalilausetta. Téahén palataan myohemmin téssd luvussa. Annetaan kuitenkin téssa vai-
heessa jo esimerkki mielenkiintoisesta positiivisesti definiitistd 2 x 2-matriisista.

2 1
=l
esimerkin matriisi.
Osoitetaan, etti ' Az > 0 kaikilla nollaista poikkeavilla vektoreilla x € R™*1. Olkoon
T = x1€1 + Toey. Tdlldin

the = [21 o] [2 1} [%’1] o1 2] [%1 +m2}

Esimerkki 16.2.4. Olkoon

1 2| |z 1+ 229
= 21221 + x2) + x2(21 + 222)

= 23:% + 21290 + 129 + 2x§.
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Koska

222 + 119 + Ty9 + 223 = 2% + 23 + 2 + 22129 + 23
2, .24 .2 2
> o] + a5 + 21 — 2|z ||ze| + 23

= x% —i—:vg + (1| — |932|)2 > x% +x% >0,

niin xt Az > 0.

16.3 Positiivisesti semidefiniitit matriisit ja positiiviset ope-
raattorit
On luontevaa ajatella, ettd matriisin definiittisyyden tai semidefiniittisyyden voi sel-

vittdd suoraan matriisin kertoimista. Néin saadaankin riittédvd ehto. Koska jokaiselle
matriisille A = [aj;] € R™*" pétee

Qi3 = efAei

kaikilla ¢ € {1,...,n}, niin matriisin definiittisyys tai semidefiniittisyys kertoo diago-
naalialkioiden merkin. Tadm4 tieto ei kuitenkaan ole riittdvé esimerkiksi definiittisyyden
ja semidefiniittisyyden erottamiseksi.

Esimerkki 16.3.1. Matriisi

A 1 -1 10 1 1 (10 1 1| (11
11 0 0 -1 1| |10 -1 1| |11
on positiivisesti semi-definiitti matriisi, jonka diagonaalialkiot ovat positiivisia.

Spektraalilauseen avulla on helppo havaita, ettd operaattori on positiviinen, jos ja
vain jos sen ominaisarvot ovat ei-negatiivisia.

Lause 16.3.2. Olkoon A € R™™™ symmetrinen matriisi. Tdllgin A on positiivisesti se-
midefiniitti, jos ja vain jos matriisin A ominaisarvot ovat ei-negatiivisia. Vastaavasti
matriisi A on posititvisesti definiitti, jos ja vain jos matriisin A ominaisrvot ovat posi-
tiivisia.

Todistus. Oletetaan, ettd A on positiviisesti semidefiniitti. Olkoon A € R matriisin A
ominaisarvo ja x € R™*! vastaava ominaisvektori. T#ll6in

0 < 2'Az = z'(\z) = o'

Koska xtz > 0, niin A > 0.
Oletetaan nyt, ettd A on symmetrinen matriisi, jonka ominaiarvot ovat ei-negatiivisia.
Talloin on olemassa sellainen ortogonaalimatriisi P € R™ " ja sellainen diagonaa-

limatriisi D € R™ "™, jonka diagonaalialkiot Ai,...,\, ovat matriisin A ominaisar-
voja, ettdi A = PDP!. Lisiksi matriisin P sarakkeet (v1,...,v,) muodostavat ava-
ruuden R™! kannan. Olkoon nyt z € R™! ja olkoot a;,...,a, € R sellaisia, ettd
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T = avy + - + a,v,. (Itseasiassa a; = x - v; jokaisella i € {1,...,}.) Olkoon a € R"*!
sarakevektori a = [al an]t. T&lloin x = Pa ja saadaan

2t Az = (Pa)!PDP!(Pa) = a! P! PDP'Pa = a'Da = \ja? 4 - - + \a2 > 0.

Matriisi A on siis positiivisesti semidefiniitti.
Vastaavat paittelyt antavat véitteen toisen osan, ettd matriisi A on positiivisesti
definiitti, jos ja vain jos matriisin A ominaisrvot ovat positiivisia. O

Esimerkki 16.3.3. Esimerkin[15.].5 matriisi
2 1
)
on positiivisesti definiittinen.
Esimerkki 16.3.4. Olkoon
. 2 1
{1 ool
Koska

2—X 1

0:det(A—)\I):det[ L)

]:—)\(2—)\)—1:)\2—2)\—1:()\—1)2—2

niin matriisin A ominaisarvot ovat \; = 1 + /2 ja o =1-— V2. Matriisi A ei siis ole
positiivisesti semidefiniittinen, vaan itseasiassa indefiniittinen.

Edellinen lause yhdessé spektraalilauseen kanssa karakterisoi positiivisesti semidefi-
niitin matriisin kdantyvyyden.

Korollaari 16.3.5. Olkoon A € R™ ™" positiivisesti semidefiniitti matriisi. Tadlldin A
on kddntyvd, jos ja vain jos A on positiivisesti definiitti.
16.3.1 Positiiviset operaattorit

Positiivisesti semidefiniittit matriisit vastaavat (terminologialtaan harhaanjohtavasti)
positiivisia operattoreita.

Miaritelmi 16.3.6. Olkoon (V, (-, -)) sisdtuloavaruus. Lineaarioperaattori f: V. — V
on positiivinen, jos f on itseadjungoitu ja (f(v),v) > 0 kaikilla v € V.

Lause 16.3.7. Olkoon (V,(-,-)) sisituloavaruus. Tdilléin operaattori f: V — V on po-
sititvinen, jos ja vain jos on olemassa avaruuden V kanta, jossa kuvauksen f matriisi
on positiviisesti semidefiniitti.
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Todistus. Olkoon (vi,...,v,) avaruuden V kanta ja @, )" R™*! — V isomorfismi

e; — v;. Talldin f = &, o y0 fao (I)Ei o)’ missd A € R™ "™ on kuvauksen f

esitysmatriisi tdssi kannassa. Koska ®(, ..y on isometria, niin jokaisella z € Rnx1
patee

xtA‘T =x- fA(x) = <(I)(v1,.‘.,’un)(m)7 q)(vl,‘..,vn)(fA(x)» = <@(U1,...,vn)(x)7 f((I)(vl,...,vn) ($))>
Néin ollen f on positiviinen, jos ja vain jos A on positiivisesti semidefiniitti. O

Tyypillisin esimerkki positiivisesta operaattorista saadaan symmetrisoimalla ope-
raattori omalla adjungaatillaan. Tdmé& vastaa matriisin kertomista omalla transpoosil-
laan. Kirjatataan tdmé havainto tarkeytensd vuoksi omaksi lemmakseen.

Lemma 16.3.8. Olkoot (V,(-,-)v) ja (W, (-, )w) sisdtuloavaruvksia ja f:V — W li-
nearikuvaus. Talloin f*f = f*o f: V. — V on posititvinen operaattori.

Todistus. Osoitetaan ensin, ettd f*f on itseadjungoitu. Olkoot v,v’ € V. Téllsin adjun-
gaatin madritelmén nojalla

(f*f), v ) = (f(v), f)w = (v, ff(0)v.
Nain ollen (f*f)* = f*f eli f*f on itseadjungoitu.
Osoitetaan nyt, ettd f*f on positiivinen operaattori. Olkoon v € V. Téll6in
(f*(f)),v)v = (f(0), f)hw = [l f ()]} > 0.
O

Helpoin esimerkki positiivisesta operaattorista saadaan, kun tarkastellaan skaalausta
vakiolla. Huomaa, ettéd seuraava esimerkki ei riipu lainkaan valitusta sisétulosta.

Esimerkki 16.3.9. Operaattori f: V — V, v — Av, on positiivinen kaikilla X > 0.
Tdmd seuraa suoraan havainnosta, ettd

(f(v), w) = (Av,w) = (v, Aw) = (v, f(w))
ja
(f(v),0) = (A, v) = Av[|> > 0
katkillav eV jaw e V.
Tétéa esimerkkia voidaan viedd pidemmélle ja todeta, etté operaattori on positiivi-
nen, jos ja vain jos se on itseadjungoitu ja sen ominaisarvot ovat ei-negatiivisia. Tdmé&n

tuloksen voi todistaa kdyttamaéalld vastaavia semidefiniittien matriisien tuloksia. Todis-
tetaan se kuitenkin suoraan spektraalilausetta (lause [15.4.1]) kdyttéen.

Lause 16.3.10. Olkoon (V,(-,-)) sisdituloavaruus. Tdlloin operaattori f: V. — V on
posititvinen, jos ja vain jos on olemassa avaruuden V ortonormaali kanta (vy,. .., vy),
joka koostuu operaattorin f ominaisvektoreista ja operaattorin f ominaisarvot ovat ei-
negatitvisia.
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Todistus. Oletetaan, etté f on positiviinen operaattori. Koska f on itseadjungoitu, niin
spektraalilauseen nojalla on olemassa avaruuden V' ortonormaali kanta (v1,...,v,), jo-
ka koostuu operaattorin f ominaisvektoreista. Olkoon nyt \; € R ominaisvektoria v;
vastaava ominaisarvo. Koska f on positiiviinen, niin

0 < (f(vi),vi) = (Niwi, vi) = Ail|vill-

Nain ollen \; > 0. Koska operaattorilla ei ole muita ominaisarvoja, operaattorin f
ominaisarvot ovat ei-negatiivisia.

Oleteaan nyt, ettd f on sellainen operaattori, ettd on olemassa avaruuden V kanta
(v1,...,v,), joka koostuu operaattorin f ominaisvektoreista ja ettd ominaisvektoria v;
vastaava ominaisarvo A; on ei-negatiivinen.

Spektraalilauseen mukaan f on itseadjungoitu. Riittda siis osoittaa, ettd (f(v),v) > 0
jokaisella v € V. Olkoon v = ajvy + - - - + anv, € V. Téll6in

f(’U) = alf(Ul) et anf(vn) = a1 A1 + -+ ap AUy,
Koska kanta (vy, ..., v,) on ortonormaali, niin
(f(v),v) = (@1 A1v1 + -+ + AGnAn¥n, a101 + -+ + Anvn) = A1ai + -+ + Anag, > 0.

Tamé paattds todistuksen. O

16.4 Positiivisesti semidefiniitin neliomatriisin neligjuuri

Matriisin neli6juuren méaéritelmé on seuraava.

Maisritelmi 16.4.1. Matriisi B € R™" on matriisin A € R™ ™ nelidjuuri, jos B> = A.
Neliomatriisilla ei tarvitse olla yhtdédn neliGjuurta tai niitd voi olla useita.

Esimerkki 16.4.2. Osoitetaan, ettd matriisilla

100 2%2
A_[l O}GR

et ole nelidjuurta. Olkoon

_|a b 2x2
B = [c d} e R“"~.
Talloin

p2_ |@ bl [a b] _[a*+bc ab+bd] [a*+bec bla+d)
“le d||c d] T |actecd be+d?| T |cla+d) be+ d

Yhtilosti A = B? seuraa vilittomdsti, etti joko b = 0 tai a +d = 0. Jos b = 0, niin
talloin a = 0 jad = 0 eli a +d = 0. Tamd on kuitenkin ristiriidassa vaatimuksen
cla+d) =1 kanssa.
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Esimerkki 16.4.3. Identtisen matriisin

-

R IR B

Positiivisesti semidefiniiteilla matriiseilla on aina neligjuuri ja néiden neliGjuurien
joukossa on yksikésitteinen neliéjuuri, joka on positiivisesti semidefiniittinen. Tdmén
tuloksen olemassaolo osa on helppo seuraus spektraalilauseesta. Yksikésitteisyys on hie-
man haastavampi ja perustellaan seuraavassa luvussa. Aloitetaan olemassaolo tuloksen
todistus tekniselld huomiolla.

nelidjuuria ovat

Lemma 16.4.4. Olkoon P € R™ " ortogonaalimatriisi ja

A
D — .. c Ran
An

diagonaalimatriisi, jonka diagonaalialkiot ovat ei-negatiivisia. Tdlloin matriisille B =
PDP! pitee
B? = PD?*P".

Lisiksi matriisin D diagonaalialkiot ovat matriisin B ominaisarvoja, matriisin D? dia-
gonaalialkiot ovat matriisin B? ominaisarvoja ja matriisin P sarakkeet ovat matriisien
B ja B? ominaisvektoreita.

Todistus. Koska P'P = I, niin
B2 = PDP'PDP! = PDDP! = PD?*P'.

Osoitetaan nyt, ettd matriisin P sarakkeet ovat molempien matriisien ominaisvektoreita.
Olkoon P = [v; - - - vy,]. Tdll6in jokaisella ¢ € {1,...,n} pétee

Bv; = (PDP"v; = PD(P';) = PDe; = P(\ie;) = \iPe; = \iv;

eli matriisin P sarakkeet ovat matriisin B ominaisvektoreita ja matriisin D diagonaa-
lialkiot ovat niitd vastaavat ominaisarvot. Vastavasti

BQUi = BB’UZ' = B()\ﬂ}l) = )\iBUZ‘ = )\ZQUZ

O]

Lause 16.4.5. Olkoon A € R™ ™ positiivisesti semidefiniitti matriisi. Talldin on ole-
massa positiivisesti semidefiniitti matriisi B € R™ ", jolle pitee B> = A.
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Todistus. Spektraalilauseen nojalla matriisilla A on ominaisarvot Aq,..., A, sekd sel-
lainen ortogonaalimatriisi P = [vl vn] € R™" joka koostuu matriisin A omi-
naisvektoreista, ja sellainen diagonaalimatriisi D € R™ ", jonka diagonaalialkiot ovat
matriisin A ominaisarvoja, etti A = PDP?. Merkitiin
A1
D=
An
Lauseen [16.3.2] perusteella ominaisarvot Aq,--- , A, ovat ei-negatiivisia. N&in ollen mat-
riisi
A2
DLz —
1/2
n

on hyvin maéritelty, jolle matriisitulon méaéritelmén nojalla péatee

D'2pY? = p.
Niin ollen matriisi B = PDY2P! on positiivisesti semidefiniitti matriisi, jolle pétee
lemman [16.4.4] perusteella pitee B = A. O

Lauseen todistus antaa itseasiassa metodin positiivisesti semidefiniitin ne-
ligjuuren 16ytéselle. Kirjoitetaan td&mé metodi vield esimerkin muotoon.

Esimerkki 16.4.6. Olkoon

2 1
A=t 3
esimerkin matriisi. Talloin
A=UDU!,
mMissd
1 |1 1
v=750

on ortogonaalimatriisi ja

o[t

Magtriisilla A on siis positiviisesti definiittinen nelidjuuri

eow= (b DI GEE )
Bl
I

:\/§+1 V3-1
V3-1 \/§+1]'

N~ N~ N~
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Tarkistetaan vield saatu tulos

o= (et wa]) GRatt i)

2 vV3-1 V341 2 vV3-1 V3+1

C1VB+1 VB3] (V341 VB-1

T4Vt ¢§+1] [ﬁ—l \/§+1]

1B+ (V31 2(v3" —1%)

A ey (B (VB
1[8 4

T 4|4 8]_A'

Kuten edelld mainittiin, positiivisesti semidefiniitilli matriisilla on tésmélleen yksi
positiivisesti semidefiniitti neliGjuuri. Edellisen esimerkin metodi antaa siis aina tdmin
halutun neli6juuren. Témé& tulos on luonnollista osoittaa kidyttiden ominaisavaruuksia.
Siksi kasittely vaihdetaan operaattorien kielelle.

16.4.1 Positiivisen operaattorin positiivinen neligjuuri

Positiivisesti semidefiniitin matriisin neliGjuurta vastaa positiivisen operaattorin ne-
ligjuuri.

Maéritelma 16.4.7. Olkoon V' wvektoriavaruus. Operaattori g: V- — V' on operaattorin
f:V =V nelisjuuri, jos g> =gog=f.

Lauseen [16.4.5| perusteella positiviisella operaattorilla on siis aina nelidjuuri. Osoi-
tetaan nyt, ettd ndiden neliGjuurien joukossa on tdsmaélleen yksi, joka on positiivinen
operaattori.

Lause 16.4.8. Olkoon (V,{-,-)) sisituloavaruus ja f: V — V positiivinen operaattori.
Tallgin on olemassa yksikdsitteinen positiivinen operaattori g: V. — V, jolle pitee f =
G =gog:V-V.

Aloitetaan aputuloksella, ettd operaattorilla f: V' — V., v — Av, yksikésitteinen
positiivinen nelidjuuri, jos A > 0.

Lemma 16.4.9. Olkoon (V, (-,-)) sisituloavaruus ja A > 0. Tdlloin operaattorin f: V —
V, v v, ainoa positiivinen neliGjuuri on operaattori g: V. — V, v — v/ Av.

2
Todistus. Koska g2(v) = g(g(v)) = g(v/ ) = VAv = Xv = f(v) kaikilla v € V, niin g
on operaattorin f neligjuuri. Selvésti operaattori g on my6s positiivinen.
Olkoon nyt h: V — V sellainen positiivinen operaattori, ettd h? = f. Osoitetaan,

ettd h = g.
Koska h on positiivinen operaattori, niin on olemassa avaruuden V ortonormaa-
likanta (v1,...,v,), joka koostuu operaattorin h ominaisvektoreista. Olkoon jokaisella
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i € {1,...,n} luku p; € R ominaisvektoria v; vastaava ominaisarvo eli g(v;) = p;v;
jokaisella i € {1,...,n}. Koska jokaisella i € {1,...,n} pétee toisaalta

f(vi) = Av;

ja toisaalta
fvi) = W (vi) = pvg,
niin p; = VA jokaisella i € {1,...,n}.
Osoitetaan, etté téstéd seuraa h = g. Olkoon v = ajv1 + - - - 4+ anv, € V. Talloin

h(v) = arh(v) + - 4 anh(vy) = a1V v; + - + apVAv, = Vv = g(v).
Tama paattasd todistuksen. ]

Edellinen todistus vihjaa, ettd lauseen véite seuraa, jos osoitetaan, ettd po-
sitiivisella operaattorilla ja sen positiivisella neliGjuurella on samat ominaisavaruudet.
Kirjataan tdmé tulos lemmaksi. Huomaa, ettéd lemman todistuksen oleellinen vaihe on
huomio, positiivisen operaattorin rajoittuma ominaisavaruuteen on positiivinen operaat-
tori.

Lemma 16.4.10. Olkoon (V, (-,-)) sisdtuloavaruus, f: V — V positiivinen operaattori,
h:V = V operaattorin f posititvinen nelidjuuri ja X > 0 operaattorin f ominaisarvo.
Télléin VX on operaattorin h ominaisarvo ja

E(V)\h) = E(\ f).

Todistus. Koska jokaisella v € E(v/A, h) pitee f(v) = h(h(v)) = h(v/Av) = Av, niin
E(V\,h) C E(), f). Néin ollen on jiljelld osoittaa, ettd v/A on operaattorin h ominai-
sarvo ja sisédltyminen toiseen suuntaan

Koska h on positiivinen operaattori, niin spektraalilauseen nojalla on olemassa sel-
lainen avaruuden V' ortonormaali kanta (v1,...,v,), joka koostuu operaattorin h omi-
naisvektoreista. Olkoon p; ominaisvektoria v; vastaava ominaisarvo. Olkoon nyt v =
a1v1 + - - + apv, € E(A, f). Talloin toisaalta

fw) = v =ai vy + -+ apAvy,

ja toisaalta
fv) = h2(v) = arpfvr + - + anfiy vn.

Niin ollen jokaisella i € {1,...,n} pitee joko a; = 0 tai p; = V/A. Niin ollen v €

E(V,h). O

Kirjataan lauseen todistusta varten vield yksi lemma, joka on versio lauseesta
16.4.5| lineaarikuvauksille. Lemman todistus jatetddn lukijalle harjoitustehtavéksi.
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Lemma 16.4.11. Olkoon (V,(-,-)) ddrellisulotteinen sisituloavaruus, f: V. — V posi-
titvinen operaattori ja olkoot \y < --- < Ay, sen ominaisarvot. Tdlloin kuvaus g: V —V,
joka on mddritelty kaavalla

g(o1 4+ vn) = VArvr + -+ VA,

kaikilla v; € E(\;, f) jai € {1,...,n}, on hyvin mddritelty positiviinen operaattori, joka
on operaattorin [ nelidjuuri.

Lauseen todistus. Olkoon f: V — V positiivinen operaattori ja olkoot A\; < - -+ <
An sen ominaisarvot. Merkitéén V; = E()\;, f) jokaisella ¢ € {1,...,n}. Lemman [16.4.11
perusteella operaattori g: V' — V', joka on mééritelty kaavalla

gL 4+ ) = VAo + -+ V Atn

kaikilla v; € V;, on hyvin mééritelty operaattorin f positiivinen neligjuuri.

Olkoon h: V — V operaattorin f positiivinen neligjuuri. Osoitetaan, ettd h = g.
Olkoon i € {1,...,n}. Lemman nojalla E(v/A;, h) = E()\;, f) = V;. Néin ollen
hly,: Vi — Vi on operaattorin f|y,: V; — V; positiivinen nelijuuri. Lemman
nojalla hly, on kuvaus v — /Ajv; eli h(v) = g(v) jokaisella v € V;. Viite seuraa nyt
kuvausten g ja h lineaarisuudesta. O

Huomautus 16.4.12. Lemmothin tuskastunut lukija voi jaddd miettimddn, ettd voisiko
lauseen todistaa suoraviivaisemminkin. Kylli voi. Lemmoissa [16.4.9 ja[16.4.10
tehdyt laskut voi yhdistii ja osoittaa suoraan, etti jos (vi,...,v,) on avaruuden V
ortonormaali kanta, joka koostuu operaattorin f ominaisvektoreista, niin h(v;) = /A,
missd A; on ominaisvektoria v; vastaava ominaisarvo. Tdamd suora todistus kuitenkin
hamdartad hieman nelidjuurioperaattorin rakennetta.

16.5 Sovellus: Choleskyn hajotelma

Sovelletaan nyt nelidjuurien teoriaa positiivisesti semi-definiittien matriisien esittdmiseen
kolmiomatriisien avulla. Cholesky hajotelmalla tarkoitetaan positiivisesti semi-definitiin
matriisin A € R™*" esittamistd kahden kolmiomatriisin tulona

A=R'R

missd R on yldkolmiomatriisi, jonka diagonaalielementit ovat ei-negatiivisia. Koska Cho-
leskyn hajotelma kirjoitetaan usein yldkolmiomatriisin R sijaan alakolmiomatriisin 7" =
R! avulla muodossa

A=TT!,

niin jatkossa kdytetdin téita esitystapaa Choleskyn hajotelmasta. Choleskyn hajotelman
tarkka mééritelmé on seuraava.

Maidritelmi 16.5.1. Positiivisesti semi-definiitin matriisin A € R™*™ Choleskyn ha-
jotelma on A = TT?, missd T € R™ ™ on alakolmiomatriisi, jolle pdtee tjj = 0 kaikilla
j=1,....n.
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Huomautus 16.5.2. Mdaidritelmdssd oletetaan, ettd matriisi A on positiivisesti semide-
fingitti. Tamd ei ole lisdoletus matriisille A, silld kaikki matriisit, jotka voidaan kirjoit-
taa muodossa TT?, jollakin alakolmiomatriisilla T, ovat positiivisesti semidefiniittej.
Témd seuraa suoraan (tutusta) huomioista, etti kaikilla v € R™ ! pitee

(TT Yz - =T(T'z) - v = (T'z) - (T"z) > 0.

Choleskyn hajotelman hyddyllisyys liittyy yhtédloryhmien numeeriseen ratkaisemi-
seen. Tarkastellaan matriisiyhtalod Ax = y, missd A € R™*™. Oletetaan, ettd tunnetaan
matriisin A Cholesky hajotelma, eli ettd A = TT*, missia T’ € R™*" on alakolmiomatriisi.
T&lloin

T(T'z) = Az =y

eli voidaan aloittaa ratkaisemalla yht#lo
Tz=y

Tamé yhtaloryhméa voidaan ratkaista tehokkaalla eliminointimenetelmélld kuten seu-
raava esimerkki osoittaa. Tamin jilkeen riittdd ratkaista yhtilo 7?2z = z samalla mene-
telmalla.

Esimerkki 16.5.3. Olkoot

2 00 1
T=1]11120 ja y=1| 2
01 2| 3
Tdlloin yhtdlosta
2 00 21 1
110 z | =] 2
01 2 z3 3

seuraa vélittomdsti, etti 21 = 1/2, zp =2 — 21 = 3/2 ja 23 = 3(3 — 20) = 3/4.

Seuraava lause on luvun péétulos. Palautetaan todista varten mieleen, ettd matriisin
A € R"™*™ aste rank(A) on sen sarakeavaruuden dimensio eli rank(A4) = dim Col(A).

Lause 16.5.4. Positiivisesti semidefiniitilld matriisilla A € R™"™ on Choleskyn hajo-
telma.

Todistus. Lauseen nojalla matriisilla A on olemassa yksikésitteinen positiviisesti
semidefiniitti neligjuuri B. Olkoon k = rank(B).

Olkoon nyt ortogonaalimatriisi Q € R™** ja ylikolmiomatriisi R € R¥*™ matriisin
B QR-hajotelma, eli B = QR. Koska B on symmetrinen matriisin, niin

R'R=R'Q'QR = (QR)'QR = B'B = B?> = A.

Valitaan nyt T = R!. O
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Huomautus 16.5.5. Huomaa, ettd matriisin A positiivisesti semidefiniitille neliojuurelle
B pitee rank(A) = rank(B). Huomaa myds, ettd mikili k = rank(B) < n, niin edellisen

lauseen todistus antaa alakolmiomatriisin T, joka ei ole neliomatriisi vaan n X k-matriisi.

Huomaa kuitenkin, ettd lisidmdalld matriisiin Q@ nollasarakkeita ja matriisiin R nolla-

riveji, molemmat matriisit voidaan tiydentdd neliomatriiseiksi Q' ja R', joille pitee,

etti B = Q'R ja (R)'R = A. Télléin T = (R')" on Cholesky hajotelman mukainen

alakolmiomatriisi. (Harjoitustehtdva)

Positiivisesti definiittien matriisien Choleskyn hajotelma on yksikésitteinen ja ala-
kolmiomatriisi on nelidmatriisi. Todistetaan tdmé& seuraavaksi.

Lause 16.5.6. Positiivisesti definiitin matriisin A € R™" Choleskyn hajotelma A =
TT? on yksikdsitteinen.

Todistus. Oletetaan, ettd, T ja L ovat sellaisia alakolmiomatriiseja, etti A = TT! ja
A = LL'. Osoitetaan, ettd T = L.

Koska A on positiviisesti definiitti, niin se on kiéntyvé korollaarin [16.3.5| perusteella.
Nain ollen my6s matriisit 7" ja L ovat kadntyvia. Koska L ja T ovat alakolmiomatriiseja,
niin my6s matriisit L~! ja L~'T ovat alakolmiomatriiseja.

Koska TT?* = A = LL!, niin L='T = LY(T*)~!. Niin ollen transpoosin ominaisuuk-
sien perusteella

LT =ri1H)™ = Y7~ = (T77'L)%.
Koska T~'L on alakolmiomatriisi, niin (7-!L)! on ylikolmiomatriisi. Matriisi L='T
on siis seki alakolmio- ett# ylikolmiomatriisi. Néin ollen L™'T on diagonaalimatriisi.
Merkitésn D = L~'T, jolloin T = LD. Nyt

LL' = A=TT"'= (LD)(LD)' = LDD'L".

Koska matriisi L on kidntyvé, niin DD! = I. Koska D on diagonaalimatriisi, niin D = I.
Nain ollen matriisin D jokainen diagonaalialkio on joko 1 tai —1. Koska matriisien T ja
L diagonaalialkiot ovat positiviisia, niin D =1 ja T = L. O

Positiivisesti semidefiniitin matriisin Choleskyn hajotelman ei tarvitse olla yksiké-
sitteinen, kuten seuraava (helppo) esimerkki osoittaa.

Esimerkki 16.5.7. Osoitetaan, ettd matriisilla
1 00
A=10 0 0
0 01
on useampi Choleskyn hajotelma ratkaisemalla matriisin T kertoimet suoraan suoraan

yhtilosti A =TT,
Olkoon

N
Il
ISR -
o O
-~ O O
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Talloin

1 0 0 a 0 O a b d a? ab ad
0 00 |=1]bc O 0 ¢c e | =] ab b2+4+c2 bd + ce
00 1 d e f 00 f ad bd+ce d?+ e? + f2

Ndin ollen matriisi T on yhtilon A =TT ratkaisu, jos ja vain jos a =1, b=0, c =0,
d =0 ja e? + f? = 1. Ndin ollen yhtilolli A = TT? on useampia ratkaisuja.

Huomautus 16.5.8. Lukijalle voi herdtd onko suoravitvaisempaa tapaa l6ytdd annetun
matriisin Choleskyn hajotelma kuin kayttid nelidjuuren QR-hajotelmaa. Kaksi tdlldistd
tapaa on annettu listteessi[F.4)

347



Luku 17

Lineaarikuvauksen polaari- ja
singulaariarvohajotelmat

17.1 Polaarihajotelma

Polaarihajotelma on positiivisten operaattorien teorian sovellus yleisten lineaarikuvaus-
ten teoriaan. Polaarihajotelmalla tarkoitetaan sisdtuloavaruuksien vélisen lineaariku-
vauksen f: V — W esittdmistd positiivisen operaattorin g: V. — V ja isometrian
s: img — W yhdisteend eli f = s o g. Tuloksen voi siis tulkita sanomalla, ettd jo-
kainen operaattori on isometriaa vailla positiivinen. Matriisien kielelld tdmé tarkoittaa
erityisesti sité, ettd jokaisella A € R™*™ missd m > n, on olemassa sellainen posi-
tiivisesti semidefiniitti matriisi B € R™*"™ ja sellainen ortogonaalimatriisi O € R™*",
etta
A=0B.

Polaarihajotelman positiivinen operaattori g on itseasiassa operaattorin f*f: V — V
yksikésitteinen positiivinen neligjuuri. Otetaan tétd varten kayttoon merkintéd operaat-
torin f* f positiiviselle neliGjuurelle.

Madritelma 17.1.1. Olkoot (V, (-, -)v) ja (W, (-, )w) ddrellisulotteisia sisituloavaruuk-
sia ja f:V — W lineaarikuvaus. Merkitidin /f*f: V. — V sitd yksikdsitteisti operaat-
toria, joka on operaattorin f*o f: V — V posititvinen nelidjuuri, eli positiivista ope-

raattoria, jolle pdtee /f*f o/ f*f = f*o f.
Lineaarikuvausten polaarihajotelma voidaan muotoilla seuraavasti.

Lause 17.1.2 (Polaarihajotelma I). Olkoot (V,(-,-)v) ja (W, {-,-)w) ddrellisulotteisia
sisdtuloavaruuksia ja olkoon f: V. — W lineaarikuvaus. Tdlloin on olemassa sellainen

isometria s: im+/ f*f — W, ettd

f=(som)o/f*f,

missd m: V. — V' on ortogonaaliprojektio operaattorin v/ f* f kuvalle im~/f* f.
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Sovelluksissa on kuitenkin helpompaa jakaa polaarilause tapauksiin dim V' < dim W
jadimV > dim W. Tapauksessa dim V' < dim W ei tarvita projektiota 7: V' — V| vaan
tulos voidaan muotoilla seuraavasti.

Lause 17.1.3 (Polaarihajotelma II). Olkoot (V, (-, -)v) ja (W, (-, Yyw) sellaisia ddrellis-
ulotteisia sisdtuloavaruuksia, ettd dim V' < dim W, ja olkoon f: V — W lineaarikuvaus.
Tdlloin on olemassa sellainen isometria S: V. — W, ettd

f=50\IT.

Té&ta polaarihajotelman toista versiota puoltaa seuraava polaarilauseen muotoilu
matriiseille.

Lause 17.1.4 (Matriisien polaarihajotelma). Olkoon A € R"™*™ matriisi, missi m > n.
Tdlloin on olemassa sellainen ortogonaali matriisi O € R™*™ | etti

A=0(A"A)'2,

Todistus. Sovelletaan lausetta kuvaukseen fa: R — R 2 Ag.

Talloin fq4 = S o \/f}fa, missd S: R™! — R™*! on isometria. Koska S on li-
neaarikuvaus sarakeavaruudelta sarakeavaruudelle, niin on olemassa sellainen matriisi
O € R™ ", ettd S = fo. Koska S on isometria, eli kuvaus fo on isometria, niin matriisi
O on ortogonaalimatriisi. Koska

fa=Sov/fifa=foo fyza= fovata
niin
A=0OVAA.
O

Huomautus 17.1.5. Lauseelle voidaan myds muotoilla versio tapauksessa m <
n kayttien lausetta|17.1.2, Tdlloin matriisi O ei kuitenkaan ole ortgonaalimatriisi vaan
yhdistetyn kuvauksen s o m: R™t — R™¥1 matriisi.

17.1.1 Polaarihajotelman l6ytaminen

Vaikka lauseen [17.1.4] viite ei kerro kerro kuinka matriisi O 16ydetéén, sen voi kuitenkin
ratkaista matriiseista A ja (A'A)'/2 kuten seuraava esimerkki osoittaa. Huomaa, etti
matriisin (A*A)Y/? selvittiminen palautuu spektraalilauseeseen.

Esimerkki 17.1.6. Olkoon
10
A=1]1 1
0 1
Etsitidn matriisin A polaarihajotelma A = OB. Havaitaan ensin, ettd

1 0
L, 1o 21
aa=lo o o)1=
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Esimerkin perusteella tdmédn matriisin positiivisesti definiittinen nelidjuuri on

1[vV3+1 V3-1
:2[\@—1 \/§+J‘

Ortogonaalimatriisi O = [ul UQ] € R3*2 ratkaistaan nyt yhtilosti

B

A=0B.

Tdssd tapauksessa matriisi B on kddntyvd, joten

O =AB™ %
Esimerkki 17.1.7. Olkoon
1 1
A=11 1
00
Talloin
2 2
t g _
Al = [2 2}
Talloin
1 {1 1 4 0 1 {1 1
tag_ L 7
aa=2sh Ao o (0 4)):
Ndin ollen

=2l A6 S Gl ) -0
Nyt yhtlo
A=0B

toteutuu kaikilla ortogonaalimatriiseilla O € R3*2, joilla pdtee
O(e1 +e2) = e1 + eo.
Esimerkiksi voidaan valita Lo
O=10 1
0 0

Huomaa, etti yhtilo A = OB on yhtdpitdvd yhtilon A' = B'O! kanssa. Ndiin ollen
matriisin O' sarakkeet [01 () vg] mddraytyvat yhtilostd

110 11
110:11[”1”2”3]
eli yhtaldista

HE N

I
| —
_ =
—_ =
| I
<
(V)
<.
S
| ——
o O
—
I
| —
_ =
— =
| I
4
w3



17.1.2 Polaarihajotelman todistus

Polaarihajotelman todistuksen ytimessé on kaksi havaintoa. Ensimméinen havainto on,
etti jokainen vektori v € V kuvautuu kuvauksissa f ja +/f*f saman pituisiksi, eli
If ()|l = IV f(v)]]. Tamé on vilttdmiton ehto isometrian S olemassaololle. Toinen
havainto on, ettd on olemassa sellainen avaruuden S isometria S: V — V, jolle pétee
f=So+/f*f. Kirjataan nim# havainnot erillisiksi lemmoiksi.

Lemma 17.1.8. Olkoot (V,(-,-)v) ja (W, (-, )w) sisituloavaruuksia ja f: V — W li-

neaarikuvaus. Tdlloin
1f)llw = [V f*f)lv
kaikilla v e V.

Todistus. Olkoon v € V. Koska f*o f =+/f*fo \/f* , niin

IF@)IF = (F(0), f0)hw = (v, f*(f( = (v, VIV F )y
= (VI J(), V[ (v) V—H\/fT -

O]

Kirjataan nyt yleinen tulos isometrioista, jonka erikoistapausta sovelletaan polaari-
hajotelman todistuksessa.

Lemma 17.1.9. Olkoot (V,(-,}v), (W, (-, Yw) ja (U,{-,)u) ddrellisulotteisia sisitulo-
avaruuksia. Olkoot lisiksi f:V — W ja g: V. — U sellaiset lineaarikuvaukset, ettd
| f)lw = |lg(v) ||z jokaisellav € V. Talléin on olemassa sellainen isometria s: im g —
imf, etti f =sog.
Todistus. Olkoon (vi,...,v,) sellainen avaruuden V kanta, ettd (g(v1),...,g(vg)) on
aliavaruuden im g C U kanta jollain 1 < k£ < n. Lineaarikuvausten kantalauseen nojalla,
on olemassa yksikésitteinen sellainen lineaarikuvaus s: img — im f, ettd s(g(v;)) =
f(v;) jokaisella i € {1,...,k}. Osoitetaan, ettd s on isometria.

Olkoot u = a1g(v1) + - -+ + arg(vg) € img ja v = ayv1 + - - - + agvg. Talloin u = g(v)
ja

s(u) = ars(g(v1)) + - -+ +ars(g(v)) = arf(vr) + -+ + af(vr) = f(v).

Néin ollen oletuksen nojalla

Is()llw = I1f @)llw = llg()llv = llu]lv.

Kuvaus s on siis isometria.

Osoitetaan vield, ettd f = sog. Havaitaan ensin, etté ker g C ker f, sillé jokaisella v €
ker g pétee || f(v)|lw = |lg(v)|[v = 0. Olkoon nyt v € V jau = f(v) = ajui +---+agux €
U. Talléin g(aivy + - - - + agvr) = v = g(v), joten v — (a1v1 + - - - + agvg) € kerg C ker f.
Nain ollen

fv) = flarvr + - +agvp) = a1 f(v1) + - + ar f(vr)
=aih(u1) + -+ agh(ug) = h(u) = h(f(v)).

Taméa paattad todistuksen. ]
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Lauseen eli polaarihajotelman I todistus. Olkoon f: V — W lineaarikuvaus. T#llin
lemman|[17.1.8perusteella || f (v)||w = ||V F*[(v)||v kaikillav € V. Olkoon nyt 7: V — V
ortogonaaliprojektio aliavaruudellle im v/f* f. Koska (mo+/f*f)(v) = /f*f(v) jokaisella
v € V, niin lemmanperusteella on olemassa sellainen isometria s: im+/f*f — W,
ettd f = so (mo/f*f). Tami paittidd todistuksen. O

Lauseen|17.1.3|todistus perustuu seuraavaan lemmaan, joka jatetdén harjoitustehtéavéksi.

Lemma 17.1.10. Olkoot (V,{(-,-)v) ja (W, (-, )w) sellaisia ddrellisulotteisia sisditulo-
avaruuksia, ettd dim'V < dim W, ja olkoon U C V aliavaruus. Tdlloin jokainen isomet-
ria s: U — W wvoidaan jatkaa isometriaksi S: V. — W eli S on sellainen isometria, ettd
Sl = s.

Lauseen [17.1.3 eli polaarihajotelman II todistus. Olkoon f: V — W lineaarikuvaus. T#lloin
lemman [17.1.8) perusteella ||f(v)|lw = [[v/f*f(v)||v kaikilla v € V. Néin ollen lemman
perusteella on olemassa sellainen isometria s: im+/f*f — W, etti f = so+/f*f.
Koska dim V' < dim W, niin lemma [17.1.10] perusteella on olemassa sellainen isometria
S:V — W, ettd S|y, /77 = s- Niin ollen f = So/f*f. Tami pdittia todistuksen. [

17.2 Singulaariarvohajotelma

Téssé luvussa todistetaan lineaarioperaattoreiden singulaariarvohajotelma:

Olkoon A € R™*™ matriisi, missé m > n, ja s1,..., S, sen singulaariarvot.
Talloin on olemassa sellaiset ortogonaaliset matriisit P € R™*" ja ) € R™*"
seké diagonaalimatriisi 3 € R™*", etti

A= PXQt.

Singulaariarvohajotelmaa on luonnollista verrata symmetrisien matriisien spektraa-
lilauseeseen (lause [15.4.1): Olkoon A € R™ ™ symmetrinen matriisi. Tdllin on ole-

massa sellainen ortogonaalimatriisi @ € R™™ ja diagonaalimatriisi D € R™ ™ etti

A=QDQ".

Vaikka néissd vaitteissd on monia samankaltaisuuksia, niin niiden vélilla on valtava
ero. Spektraalilause sanoo, ettéd symmetrisen matriisin A € R™*™ esitysmatriisi ominais-
vektoreiden médradméssa kannassa on diagonaalimatriisi. Kuvauksille tamé tarkoittaa,
etté itseadjungoidun operaattorin esitysmatriisi on diagonaalimatriisi. Kuten hyvin tie-
detdén, diagonaalimatriisin D diagonaalielementit ovat matriisin A ominaisarvoja.

Singulaariarvohajotelman tulkinta on toinen. Koska matriisi A ei ole nelidmatriisi,
ei voi puhua sen ominaisarvoista tai ominaisvektoreista. On kuitenkin huomattavaa,
ettd voidaan puhua diagonaalimatriisin ¥ ominaisarvoista ja ominaisvektoreista. Toi-
saalta huomataan, ettd matriisit P ja ) ovat ortogonaalisia eli kuvauksina tulkittuina ne
médritteleviit isometriat fp: R™! — R™<L ja fo: R™*! — R™*!, Singulaariarvohajo-
telman tulkinta kuvauksina on siis, ettd matriisia A vastaava lineaarikuvaus f4: R"*1 —
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R™*! yoidaan kirjoittaa yhdisteend kolmesta kuvauksesta f4 = fpo fx o fé ! missd ku-

vaukset fp ja fé ! ovat isometrioita eli eiviit muuta pituuksia ja kuvauksen f4 venytykset
on koodattu kuvaukseen fs.

Néin ollen herdé kysymys, kuinka matriisit P, @) ja 3 16ydetédn. Paljastuu, etté sin-
gulaariarvohajotelma seuraa suoraan polaarihajotelmasta ja ettd matriisi ¥ on matriisin
(AtA)l/ 2 ominaisarvojen matriisi. Aloitetaan nyt singulaariarvojen mééritelmalli.

Misritelmi 17.2.1. Olkoon A € R™ ™ matriisi. Matriisin (A*A)Y/? ominaisarvoa
A € R kutsutaan matriisin A singulaariarvoiksi. Singulaariarvon A € R (geometrinen)
kertaluku ) € N on py = dim E(), (A*A4)1/?).

Huomautus 17.2.2. Syy singulaariarvon geometrisen kertaluvun mddritelmdlle on seu-
raava huomio. Olkoon A € R™ ™ ja olkoot \; < ... < )\, matriisin (A'A)Y/2 € R™™
katkki ominaisarvot. Talloin spektraalilauseen nojalla

[, + -+, = dim E(Aq, (APA)Y2) + .-+ dim E(\, (A'A)Y2) =n
eli (m x n)-matriisin A singulaariarvojen geometristen kertalukujen summa on n.

Lause 17.2.3 (Singulaariarvohajotelma (engl. singular value decomposition). Olkoon
A € R™" matriisi, missd m > n. Tdlloin on olemassa sellaiset ortogonaalimatriisit
P € R™*™ ja @ € R™™ sekd matriisin A singulaariarvoista koostuva diagonaalimatriisi
¥ € R etti

A= PXQ'.

Todistus. Matriisien polaarihajotelman (Lause nojalla on olemassa sellainen or-
togonaalimatriisi O € R™*", etti A = O(A!A)1/2. Koska matriisi A4 on symmetrinen,
niin spektraalilauseen (Korollaari nojalla on olemassa matriisin A*A ominaisar-
voista koostuva diagonaalimatriisi D € R™*™ ja ominaisvektoreista koostuva ortogonaa-
limatriiisi Q € R™¥", ettid A'A = QDQ'. Lemman nojalla (A'A)Y/2 = QD'/2Q.
Nain ollen
A=0(ATA)? = 0QD'?Q".

Tallsin P = OQ € R™*" ja ¥ = D'/2 ovat halutut matriisit. O

Huomautus 17.2.4. Singulaariarvohajotelman vditteessd tai todistuksessa et korostet-
tu singulaariarvojen geometrista kertalukua. Koska diagonaalimatriisi X on matriisin
(A*A)Y/2 spektraalihajotelman (A*A)Y? = QDY2Q' matriisi DY/?, niin matriisin A
singulaariarvot toistuvat matritsissa 3 niiden geometrisen kertaluvun mukaisesti.

Huomautus 17.2.5 (Algoritmi singulaariarvohajotelman 16ytamiselle). Lauseen|17.2.9
todistusta voidaaan suoraviivaistaa ja antaa seuraava algoritmi singulaariarvohajotel-
man loytamiselle. Olkoon A € R™*™,

1. Laske A'A ja sen ominaisarvot Ay > -+ > \p.

2. Etsi matriisin At A spektralihajotelma A*'A = QDQ?, missi Q € R™ ™ on matriisin
At A ominaisvektoreista muodostuva ortogonaalimatriisi ja D € R™™ ominaisar-
voista koostuva diagonaalimatriisi.
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3. Miirittele ¥, = D/2,

4. Ratkaise matriisi P € R™*™ yhtilostd A = PXQ! esimerkiksi ratkaisemalla sen
transpoosi P' yhtilosti [QX ‘ At].

Huomaa, ettd matriisin P voi myds ratkaista polaarihajotelmaa kiyttden seuraavasti:
1. Muodosta matriisin A'A spektralihajotelma A'A = QDQ'.
2. Laske matriisi (A'A)'/? = QDY2Q".

3. Etsi matriisin A polaarihajotelman A = O(A*A)Y/? ortogonaalimatriisi O € R™*"
ratkaisemalla matriisi O' yhtilosti [(ALA)Y? | At].

4. Nyt P =0Q ja ¥ = DV2.

Huomautus 17.2.6. Singulaariarvohajotelman todistus ja edelld annettu algoritmi ko-
rostavat, ettd hajotelman matriisi Q koostuu matriisin A'A ominaisvektoreista. Ylld
oleva algoritmi ei anna tdlldistd tulkintaa matriisille P. Suora lasku kuitenkin paljas-
taa, ettd matriisin P sarakkeet ovat matriisin AAY € R™*™ ominaisvektoreita. Tdmd
havaitaan seuraavasti. Koska matriisi Q € R™ ™ on ortogonaalinen, niin singulaariar-
vohajotelman A = PX.Q' perusteella saadaan

AA' = (PEQ")(PEQ")' = PXQ'(Q")'S'P! = PEQ'QY'P! = PX2 P!,

Niin ollen matriisit P ja D = ¥? muodostavat matriisin AA' spektraalihajotelman.
Matriisin P sarakkeet ovat siis matriisin AAt ominaisvektoreita.

Huomautus 17.2.7. FEdellisestd huomautuksesta voti tulla mieleen, ettd matriisin P
voisi laskea suoraan kdyttimdlli ainoastaan spektraalihajotelmaa matriisille AAt. Tdmd
ei kuitenkaan ole totta, silli spektraalihajotelman AA'* = PDP! matriisit P ja D eivit
ole yksikdsitteisid.

Huomautus 17.2.8. Huomautetaankoon kuitenkin vield lopuksi, etti jos A = PXQ!
on matriisin A spektraalihajotelma, eli ettd P ja (Q ovat ortogonaalimatriiseja ja ¥ on
diagonaalimatriisi, niin tdlloin

A'A = (PEQY) (PEQ") = QEP'PEQ' = QT2Q",
eli matriisin Q sarakkeet ovat tdllgin matriisin A'A ominaisvektoreita ja matriisin %2
diagonaalialkiot matriisin A'A ominaisarvoja.
17.2.1 Lineaarikuvauksen singulaariarvohajotelma

Lineaarikuvausten singulaariarvohajotelmaa voi ldhestyé kahdesta nidkokulmasta. térkein
huomio kuitenkin on, ettéd lineaarikuvauksen singulaariarvot voidaan mééritelld ilman
matriiseja.

354



Maéritelmi 17.2.9. Olkoot (V, (-, -)v) ja (W, (-, yw) ddrellisulotteisia sisdtuloavaruuksia.
Luku A € R on lineaarikuvauksen f:V — W singulaariarvo, jos se on operaattorin
VIV =V ominaisarvo.

Kuten matriisien tapauksessa saadaan seuraava yleinen tulos lineaarikuvauksille.
Huomaa, ettd tédssd muotoilussa kuvauksen f: V' — W ldht6- ja maaliavaruudet ovat
ddrellisulotteisia, mutta lauseessa ei ole lisdrajoitusta dimV < dim W.

Lause 17.2.10 (Sisdtuloavaruuksien vilisten lineaarikuvausten singulaariarvohajotel-
ma). Olkoot (V,(-,-)v) ja (W, (-, )w) ddrellisulotteisia sisituloavaruuksia sekd f: V —
W lineaarikuvaus. Tdlloin on olemassa sellainen lineaarikuvaus h: R™1 — W ja sel-
lainen isometria g: R™1 — V, ettd

f=hofsog"

missd 3 € R™" on diagonaalimatriisi, jonka diagonaalialkiot ovat kuvauksen f singu-
laariarvoja, ja etti h|coyx): Col(¥) — W on isometria.

Todistus. Lineaarikuvausten polaarihajotelman (lause|17.1.2)) nojalla on olemassa sellai-
nen isometria s: im+/f*f — W, ettd f = (som)o+/f*f, missi 7: V — V on ortgonaa-
liprojektio aliavaruudelle im v/ f* f. Koska operaattori f* f on itseadjungoitu, niin spekt-
raalilauseen nojalla on olemassa sellainen avaruuden V' ortonormaalikanta (vy,...,v,)
ettd operaattorin f*f esitysmatriisi tédssd kannassa on diagonaalimatriisi D € R™*"™,
Talloin D'/2 on operaattorin /f*f esitysmatriisi téissi kannassa. Merkitdin ¥ = D2,

Olkoon nyt g = @, ..y R™" — V kantaan (vi,...,v,) liittyvéd isometrinen
isomorfismi. T#llsin ¢* = ¢~ !, joten

Vi f=gofsogt=gofsog-
Olkoot nyt h = somog: R™*! — W. Tallsin
f=(som)o/f*f=so0gofsog"=hofsog"

Osoitetaan vield, ettd h|coi(s): Col(X) — W on isometria. Olkoot z,z’ € Col(%).
Koska vektorit g(z) ja g(z’) kuuluvat avaruuteen im+/f*f, niin 7(g(z)) = g(x) ja
m(g(z")) = g(«’). Niin ollen

Kuvaus h|cey(sy: Col(X) — W on siis isometria. O

Korollaari 17.2.11. Olkoot (V, (-, -)v) ja (W, (-, )w) ddrellisulotteisia sisituloavaruuksia
seki f:V — W lineaarikuvaus. Talloin on olemassa sellainen avaruuden V' ortonor-

maalikanta (v1,...,v,) ja avaruuden W ortonormaalikanta (w1, ..., wy), etti f(v;) =

oiw; jokaisella i € {1,...,n}, missi o; on kuvauksen f singulaariarvo.
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Todistus. Olkoon g: R™1 — V isometria ja h: R"*! — W lineaarikuvaus kuten lausees-

sa [17.2.10] eli
f:hofEOg*7

missd Y. € R™™ on diagonaalimatriisi ¥ = [0’161 anen], jonka diagonaalialkiot
ovat kuvauksen f singulaariarvoja, ja h|cey(s): Col(X) — W on isometria. Koska g on
isomorfismi, niin (v1,...,v,), missi v; = g(e;) jokaisella ¢ € {1,...,n}, on avaruuden V
ortonormaali kanta. Liséksi (h(e1),...,h(e,)) on avaruuden W ortonormaali jono, joka
voidaan laajentaa ortonormaaliksi kannaksi (w1, ..., wy,,), missi w; = h(e;) jokaisella
i€ {1,...,n}. Tallsin f(v;) = f(g(e;)) = h(fu(e)) = oih(e;) = ow; jokaisella i €
{1,...,n}. O

Edellisen korollaarin voi myos kirjata seuraavasti. Korollaarin todistus jitetdan har-
joitustehtaviksi.

Korollaari 17.2.12. Olkoot (V,(-,-)v) n-ulotteinen sisituloavaruus ja (W, {-, )w) m-
ulotteinen sisdtuloavaruus sekd f: V. — W lineaarikuvaus. Tdlloin on olemassa sellai-
nen avaruuden V' ortonormaali kanta (v1,...,v,) ja avaruuden W ortonormaali kanta
(w1,...,wy), ettd

f() = o1(vi,v)wi + - - + op(vp, V)W, (17.1)

kaikilla v € V', missd o1 < 09 < - -+ < g, ovat lineaarikuvavksen f singulaariarvoja.

Edellé ollaan sivuutettu lineaarikuvauksen singulaariarvojen laskeminen esitysmat-
riisista. Seuraava tulos jatetddn harjoitustehtaviksi.

Lause 17.2.13. Olkoot (V, (-, -)v) n-ulotteinen sisituloavaruus ja (W, (-, -)w) m-ulotteinen
sisdtuloavaruus sekd f: V. — W lineaarikuvaus. Olkoot lisiksi (v, . ..,v,) avaruuden V
ortonormaali kanta ja (w1, ..., wy,) avaruuden W ortonormaali kanta. Tdlloin kuvauk-
sen f esitysmatriisilla A kannasta (vi,...,v,) kantaan (wy,...,w,) on samat singu-
laariarvot kuin kuvauksella f.

17.2.2 Singulaariarvot ja venytys

Tarkastellaan nyt singulaariarvojen geometrista merkitysté. Koska matriisin A € R"*"

singulaariarvot o1, ..., o) ovat positiviisesti semidefiniitin matriisin (AtA)l/ 2 ominaisar-

voja, niin ne ovat aina ei-negatiivisia ja niitd on korkeintaan n kappaletta eli 1 < k < n.
Suurimmalla singulaariarvolla on seuraava merkitys.

Lause 17.2.14. Olkoon A € R™*™ matriisi ja olkoon o € R matriisin A suurin singu-
laariarvo. Tdlloin kaikilla vektoreilla v € R™ 1 pitee

[Av[| < oflv]]

ja yhtildssi pitee yhtasuuruus, jos ja vain jos v € E(o, (AtA)Y?).
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Todistus. Hyodynnetéddn korollaaria Olkoon (v1,...,v,) avaruuden R"*! orto-
normaalikanta ja olkoon (wr, ..., w;,) avaruuden R™*! ortonormaalikanta kuten korol-
laarissa eli fa(v;) = oyw; jokaisella i = 1,...,n, missd o; € R on kuvauksen f4
singuaaliarvo.

Olkoon nyt v = Y ", t;v; vektorin v esitys kannassa (vi,...,v,). Tillsin Av =
Z?:l tiAv; = Z?:l t;o;w;. Néin ollen

n n

n
1Av|? =) (tioi)* =) ti07 <o) 17 = o*|lvl* = (alvl)*.

=1 =1 i=1

Ensimméinen viite seuraa.

Oletetaan nyt, ettd v € R™! on sellainen vektori, ettd ||Av| = olv||?. T#llsin
edellisessé laskussa on yhtdsuuruus ja jokaisella indeksilld i € {1,...,n} pétee joko
t; = 0 tai 0; = 0. Niin ollen v on sellaisten kantavektoriden v; lineaarikombinaatio,
joilla 0; = 0. Koska (v1,...,vy,) and (wy, ..., w,,) ovat ortonormaaleja kantoja, niin

(AtA)’Ui . ’Uj = A’UZ' . A’Uj = (O’iwi) . (O‘jwj) = Uidj.

Niin ollen (A'A)v; = o?v; eli v; on matriisin A*A ominaisvektori. Siten se on myos
matriisin (AA)'/? ominaisvektori. Niiin on pételty, ettéi yhtiasuuruudesta || Av|| = o||v]|
seuraa v € E(o, (A'A)1/?).

Oletetaan nyt, etti v € E(o, (A'4)Y/2). Tillsin v € E(02, A2A) ja

|Av||? = (Av) - (Av) = (At A - v = ¢ - v = o?||v]|?

eli ||Av|| = o||v]|.
Lineaarikuvauksille tdmé tulos voidaan tulkita seuraavasti. Yksityiskohdat jatetaan
harjoitustehtévéksi.

Lause 17.2.15. Olkoot (V,(-,-)v) ja (W, (-, Yyw) ddrellisulotteisia sisituloavaruuksia
sekd olkoot f: V. — W lineaarikuvaus ja o sen suurin singulaariarvo. Tdlloin kaikilla
vektoreilla v € V pitee

1 ()llw < allvlly

ja yhtildssd pitee yhtisuuruus, jos ja vain jos v € E(o, v/ f*f).

Muiden singulaariarvojen tulkinta

Lauseen todistusta analysoimalla saadaan tulkinta my6s muille singulaariarvoil-
le. T#ssé analyysissa on mielekkiinti hyddyntéis lauseen tulkitaan lineaariku-
vauksille eli lausetta [7.2.15

Olkoon A € R™ ™ matriisi ja fa: R™1 — R™*! siti vastaava lineaarikuvaus. Ol-
koon o1 > 0 matriisin A suurin singulaariarvo ja olkoot o1 > o9 > - -+ > o matriisin A
singulaariarvot laskevassa jarjestyksessi. Havaitaan aluksi, ettd lauseen [17.2.15| perus-
teella

[fa(x)]| < o]
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kaikilla z € R™*! ja etti yhtiilossi pétee yhtisuuruus, jos ja vain jos x € E(oy, (AA)Y?).
Koska matriisin (A*A)'/? ominaisavaruudet ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan ha-
vaitaan nyt, ettd

R™ = E(oy, (A'A)Y?) & (B(oy, (A"A)Y2))*,
- (E(o1, (A'A)Y2))E = E(og, (A'A)Y?) @ - & E(oy, (APA)V/?).

Rajoitetaan kuvaus f4 avaruuteen (E(oq,(A'A)Y/2))L eli tarkastellaan kuvausta
fi= falB(oy (atayszyLt E(or, (AtA)Y/2))L — R™1. Tillsin kuvauksen f} suurin sin-
gulaariarvo on o9 ja

I£4(@)] < ol
kaikilla z € (E(oy, (A*A)Y/2))*. Lisiksi | £} (x)|| = o2]|z]], jos ja vain jos = € E(og, (ALA)Y/?).

Niin jatkaen saadaan kaikille matriisin A singulaariarvoille tulkinta kuvauksen f4

sopivan rajoittuman suurinpana singulaariarvona.

17.2.3 Matriisin operaattorinormi

Lauseen nojalla voidaan mé&éritelld matriisin ja siten lineaarikuvauksen ns. ope-
raattorinormi.

Maiédritelmé 17.2.16. Matriisin A € R™*™ suurinta singulaariarvoa kutsutaan sen
operaattorinormiksi || A]|.

Lause voidaan nyt muotoilla seuraavasti. Kirjataan tdméa uudelleentulkinta
korollaariksi.

Korollaari 17.2.17. Olkoon A € R™*" . Tilloin
Al = max{||Az||: x € R™", ||z]| = 1}.

Huomautus 17.2.18. Monissa esityksissi korollaarin tulos otetaan operaat-
torinormin mddritelmdksi. Ndin tehtdessd tulee ensin osoittaa, ettd maksimi todellakin
on olemassa. Maksimin olemassaolo seuraa topologisesta havainnosta, etti pistetulon
mddrdima etdisuus avarvuteen R™1 tekee avaruudesta R lokaalisti kompaktin met-
risen avaruuden. Tdtd kasitellidn tarkemmin kurssilla Topologia IB.

Todettakoon vield matriisin operaattorinormi on todellakin normi matriisien avaruu-
dessa.

Lause 17.2.19. Funktio || - ||: R™*"™ — [0,00[, A — ||A||, missd ||A|| on matriisin A
suurin singulaariarvo, on normi matriisiavaruvudessa R™*™,

Todistus. Olkoot A, B € R™*™. Tillsin avaruuden R™*! pistetulon misraimin normin
kolmioep#yht#lon perusteella jokaisella z € R™*! pitee

(A + B)z| = [[Az + Bz|| < |[Az[| + || Bz| < [|Alll|z[| + | B[]
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Niin ollen

1A+ B|| = max{[|(A + B)z||: « € R, ||z]| = 1}
= max{|| Az + Bz||: € R™!, ||z| = 1}
< max{[[Alllz] + | Bllll«]l: = € R™, ||lz]| = 1}
= [[A[l -+ [IB]|
Néin ollen funktio || - ||: R™*"™ — [0, oo toteuttaa kolmioepdyhtélon.

Olkoot nyt A € R™*" ja ¢ € R. Talloin

lcA| = max{||cAz|: z € R™*!, ||z| = 1}
= max{|c|[|Az|: z € R™*Y, ||z| = 1}
= |¢| max{||Az||: z € R™!, ||z| = 1}
= lell|All-
Oletetaan nyt, ettd A € R™*" on sellainen matriisi, ettd ||A|| = 0. Talloin Az = 0
kaikilla yksikkovektoreilla z € R?*!. Niin ollen Az = 0 kaikilla vektoreilla z € R™*! eli

A=0.
Tamé paattiaa todistuksen. O
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Luku 18

Jordanin normaalimuoto

T&amén, ja samalla viimeisen, luvun tavoite on todistaa kompleksisen operaattorin Jorda-
nin normaalimuodon olemassaolo. Kuten hyvin tiedetéén, kaikkia n x n-neliomatriiseja ei
voi diagonalisoida, koska avaruus R™*! ei ole matriisin ominaisavaruuksien suora sum-
ma. Jordanin lause sanoo, ettd paras tulos joka voidaan saavuttaa on, ettd voidaan
16ytés sellainen avaruuden R™*! kanta, jossa annettu matriisi voidaan kirjoittaa ositet-
tuna diagonaalimatriisina.

Jordanin lauseen antama ositettu matriisi perustuu alkuperdisen matriisin yleistet-
tyihin ominaisavaruuksiin ja matriisille saatava esitys on hyvin ldhelld diagonalisoituvien
matriisien esitystid. Annetaan tulosta varten tarvittava Jordanin lohkon méaritelma.

Merkintd 18.0.1. Olkoon N, = [aj;) € C™*" matriisi

=g
7810, muutoin.

Maisritelma 18.0.2. Yldkolmiomatriisi J, x = |aj;) € C**™ on Jordanin lohko para-
metrilla A € (Cﬂ jos Jux = M, + Ny, missd I, € C™*™ on identiteetti matriisi.

Huomautus 18.0.3. Yleisesti matriisi Jy, x on siis matriisi

Al 0

Jn,)\ =
1
0 A

Erityisesti tapauksissa n = 2, 3,4 saadaan matriisit

Jja Jy\ =

o O >

1
A
0

> = O

A1
Jo\ = [0 )J y J3N =

S O O
S O > =
o > = O
> — o o

Leli puhekielessé Jordan blokki.
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Usein matriisin J,, x kokoa ei tarvitse erikseen korostaa. Tdlloin merkitddn lyhyesti Jy =
Inr-

Jordanin lause kompleksisille neliomatriiseille on seuraava tulos, jota kutsutaan mat-
riisin Jordanin normaalimuodoksi.

Lause 18.0.4. Jordanin normaalimuoto Olkoon A € C™*™. Tdlléin on olemassa sellai-
nen kddntyvd matriisi P € C™*"™, ettd

A=PJjpP 1,
missd J on Jordan lohkoista koostuva ositettu diagonaalimatriisi

T
s

Jue

missd p, - . -, e ovat matriisin A ominaisarvoja.

Huomautus 18.0.5. Lauseen muotoilusta voi tulla kdsitys, ettd luvut pi,. .., ue ovat
matriisin A erisuuria ominaisarvoja. Todistus kuitenkin osoittaa, ettd ndiin ei ole vaan,
etti yksittdinen ominaisarvo voi esiintyd jonossa (fu1, . . ., ) useamman kerran.

Huomautus 18.0.6. Jos matriisin A Jordanin normaalimuodossa matriisin J Jorda-
nin lohkot J,,; ovat 1 X 1-matriiseja, niin tdlldin matriisi A on mddritelmdin mukaan
diagonalisoituva. Toisaalta, jos A on diagonalisoituva, niin kuten kohta havaitaan mat-
riisi J on matriisin A ominaisarvojen diagonaalimatriisi. Matriisin Jordanin normaa-
limuoto on siis tdssd mielessd neliomatriisin diagonalisoituvuuden yleistys, kuten edelld
jo todettiin.

Jordanin lauseen muotoilu herdttaéd kysymyksen, mihin matriisin J Jordanin lohkot
oikeasti liittyvét. Vastaus on, ettd Jordanin lohkot liittyvat matriisin yleistettyihin omi-
naisavaruuksiiin kuten diagonaalimatriisit liittyvéit matriisin ominaisavaruuksiin. Aloi-
tetaan lauseen todistaminen siis yleistetyisté ominaisavaruuksista.

18.1 Yleistetyt ominaisavaruudet

Aloitetaan tarkastelemalla tuttuja ominaisarvoja uudesta kulmasta. Olkoon A € C"*"
neliomatriisi ja A € C sen ominaisarvo. T&ll6in ominaisavaruus E(A, ) on itseasiassa
matriisin A — Al nolla-avaruus eli

E(A\) ={veC™!: Av = v} ={veC™: (A-A)v =0} = Null(A - \I).

Matriisin A yleistetty ominaisavaruus puolestaan on sellaisten vektoreiden v € C™*!
aliavaruus, ettd (A — A)*v = 0 jollain k& € N. Tarkemmin sanottuna misritelmé on
seuraava.
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Masritelma 18.1.1. Vektoriv € C™1\{0} on matriisin A € C™™ ominaisarvoa A € C
vastaava yleistetty ominaisvektori, jos on olemassa sellainen k € N, etti (A—XI)*v = 0.
Aliavaruutta

G\ A) = {v e C™: on olemassa sellainen k € N, etti (A — X)*v = 0}.

kutsutaan matriisin A ominaisarvoa A\ vastaavaksi yleistetyksi ominaisavaruudeksi.
Muutama kommentti ja tulkinta on paikallaan.

Huomautus 18.1.2. Vaikka matriisilla A € C**" on yleistettyji ominaisvektoreita,
et silld ole erillisid yleistettyjd ominaisarvoja, vaan yleistetyt ominaisvektorit litttyvdt
aina matriisin ominaisarvothin. Huomaa myds, ettd ominaisvektorit ovat yleistettyjd
ominaisvektoreit, silli jokaisella ominaisarvolla A € C pitee E(\, A) C G(\, A)

Viite, etté yleistetty ominaisavaruus todella on aliavaruus, vaatii lyhyen todistuksen.

Lemma 18.1.3. Olkoon A € C™*" neliomatriisi ja A € C sen yleistetty ominaisarvo.
Télléin yleistetty ominaisavaruus G(\, A) on avaruuden C*™! aliavaruus.

Todistus. Olkoot v, w € G(A, A) ja a € C. Talloin on olemassa sellaiset k € N ja £ € N,
ettd (A—AI)*v = 0ja (A—NI)w = 0. Olkoon nyt p = max{k, £}. Tallsin (A—\I)P(av) =
a(A — XP7F(A — XI)*v = 0 ja vastaavasti (A — X[)Pw = (A — AX)P~¢(A — \)fw = 0.
Néin ollen (A — Al)P(av+w) =0 eli av+w € G(A, A). O

Tarkastellaan nyt karakteristista esimerkkii, joka antaa tulkinan yleistetyille omi-
naisarvoille ja oiminaisvektoreille.

Esimerkki 18.1.4. Olkoon
A= J2,)\ = |:>\ 1:| ;

0 A

missd A € C.
Matriisin A ainoa ominaisarvo on A ja E(\, A) = Sp(e1). Toisaalta standardikannan
(e1,e2) toiselle vektorille ea pdtee

(A= A)eg = Ae. — dea = e1 + Aeg — Aea = ey,

joten
(A—A)%eqg = (A= M)(A—X)eg = (A — Nep = 0.

Ndin ollen e3 € G(0,A) ja
G(0, A) = Sp(e1, e2) = R**1,

Esimerkki 18.1.5. Olkoon nyt

A1 0
A=Jsn=10 x 1
0 0 A
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Jilleen N on matriisin A ainoa ominaisarvo ja E(\, A) = Sp(e1). Nyt samat laskut kuin
edellisessd esimerkissd osoittavat, ettd

(A — )\1)62 = e1
ja

(A - )\1)63 = €2.
Ndin ollen

(A—=AI)%es =0
ja

(A - )\1)363 =0.
Ndin ollen

G(\, A) = Sp(eq, eg, e3) = R3*1L,

Kuten arvata saattaa, edellisten esimerkkien tulokset ovat tédysin yleisid ja ne se-
littdvét osaltaan Jordanin normaalimuodon Jordanin lohkoja. Seuraavan lemman yksi-
tyiskohdat jatetddn harjoitustehtavéksi.

Lemma 18.1.6. Olkoon A € C. Tdllsin E(X, J,, ») = Sp(e1) ja
(Jox — A )e; =€
jokaisella 7 € {2,...,n}. Erityisesti
G(A, Jnp) =R

Huomautus 18.1.7. Koska J, x — A = Ny, niin edellisen lemman olisi voinut myds
kirjoittaa muodossa E(0,N,) = Sp(e1), Npe; = ej_1 jokaisella j € {2,...,n} ja
G(0,N,,) = R™*1L,

Kirjataan viel& yksi perusesimerkki.

Esimerkki 18.1.8. Olkoon

M1 0 0
o a0 0
A=10 0 a1
0 0 0 X

Oletetaan ensin, ettd Ay # Xo. Tdlldin matriisilla A on kaksi ominaisarvoa A1 ja As.
Niitd ominaisarvoja vastaavat ominaisavaruudet ovat E(A1, A) = Sp(e1) ja E(A2, A) =
Sp(es). Kuten edellisissi esimerkeissd havaitaan nyt, etties € G(\1,A) jaes € G(A2, A).
Niin ollen G(A\1, A) = Sp(e, e2) ja G(A2, A) = Sp(es, 34).

Oletetaan nyt, etti A\ = \y. Tdlloin E(\, A) = Sp(e1, e3) ja G(\1, A) = R¥L,

363



18.1.1 Yleistetyn ominaisavaruuden dynaaminen tulkinta

Esimerkeisté [18.1.4] ja [I8.1.5] herdd kysymys onko yleistetylli ominaisavaruudella dy-
naamista tulkitaa. Kylli on. Tarkastellaan lineaarikuvausta ¢4_y;: C™*! — C?*1,
v — (A — A )v. Koska matriisien kertolasku vastaa kuvausten yhdistdmisté, niin jo-
kaisella k € N saadaan

PA-AIE = PA-AI O+ 0 A = (Pa-r1)".
Nain ollen

Vektori v kuuluu yleistettyyn ominaisavaruuteen G(\, A), jos ja vain jos vek-
torin v rata (v, o 4-x1)(v),94_\;(v), ... L%\, (v),...) sisiltid nollavektorin

eli vektorin v rata on (v, pa_xp)(v), ¥4, (V), -, cp]jf_l/\l(v),o,o, cel)e

18.1.2 Operaattorin yleistetty ominaisavaruus

Operaattorin yleistetyt ominaisvektorit méérittellddn arvattavalla tavalla. Maaritelmaa
varten tehdiin kuitenkin seuraavat havainnot. Jos f: V' — V on operaattori ja A € C
sen ominaisarvo, niin (f — Aid): V' — V on avaruuden V operaattori. Lisdksi, mikéli
g: V — V on operaattori, niin ¢*: V' — V on operaattori ¢g* = go---0g: V — V, missi
kuvaus g on yhdistetty itseensa k kertaa.

Maéritelmi 18.1.9. Vektoriv € V\{0} on operaattorin f: V' — V ominaisarvoa A € C
vastaava yleistetty ominaisvektori, jos on olemassa sellainen k € N, etti (f —Nid)*(v) =
0. Aliavaruutta

G\, f)={veV: on olemassa sellainen k € N, etti (f — Xid)*(v) = 0}
kutsutaan operaattorin f ominaisarvoa A vastaavaksi yleistetyksi ominaisavaruudeksi.

Koska operaattorin yleistetty ominaisavaruus osoitetaan aliavaruudeksi kuten mat-
riisien tapauksessa, todistus sivuutetaan. Operaattorin f: V' — V yleistetyn ominaisava-
ruuden G(A, f) mééritelmésta havaitaan suoraan, etti se on operaattorin f — A\id: V' —
V invariantti aliavaruus.

Lemma 18.1.10. Olkoon V' wvektoriavaruus, f: V — V operaattori ja A € C operaatto-
rin f ominaisarvo. Tdllin G(\, f) on operaattorien (f —MNd) ja f invariantti aliavaruus
eli

ja
FIGA 1)) € G D).

Todistus. Olkoon v € G(), f). T&llsin on olemassa sellainen k € N, etté (f — A\id)*(v) =
0. Niin ollen (f — Aid)(v) = (f — Mid)**1(v) = 0 eli (f — Aid)(v) € G(A, f). Téami
todistaa ensimméisen viitteen.

Olkoon jélleen v € G(A, f). Koska G(A, f) on aliavaruus, niin edellisen kohdan pe-
rusteella patee f(v) = (f — A+id)(v) + Av € G(A, f). Néin ollen G(Af) on operaattorin
f invarianttialiavaruus. O

364



18.2 Yleistetty ominaisavaruus on nolla-avaruus
Téassd luvussa osoitetaan, ettéd yleistetty ominaisavaruus voidaan aina esittdd nolla-
avaruutena.

Lause 18.2.1. Olkoon A € C™ " neliomatriisi ja A € C sen ominaisarvo. Talloin
G(\ A) = Null(A — A"

Tulos on mielenkiintoinen kahdesta syysté. Ensinnékin se erityisesti sanoo, etté jokai-
sellav € G(\, A) pétee (A—AI)"v = 0. Tamai tarkoittaa, ettd yleistetyn ominaisvektorin
méidritelmissi jokaisella v € G(\, A) voidaan aina valita k& = n. Tami puolestaan sanoo,
ettd matriisin yleistetty ominaisavaruus G(A, A) voidaan 16ytiaa algoritmisesti etsimélla
nolla-avaruudelle Null(A — AI)™ kanta.

Esimerkki 18.2.2. Olkoon

c R3><3

o N O
N = O

Talloin
0=det(A—A)=(3—X)(2—))2
joten A1 = 3 ja Ao = 2 ovat matriisin A ainoat ominaisarvo.
Etsitidn yleistetty ominaisavaruus G(Ai, A). Koska

0 0 0
(A-MD?= |1 -1 -2
0 0 1
ja
0 0 0
(A-MDP=|1 -1 3
0 0 1
nin

G(A, A) =Null(A—\I)*=Sp | [1

@)

Etsitdin nyt yleistetty ominaisavaruus G(Ag, A). Koska

100
(A=XD)>=1|1 0 0
000
ja
100
(A=XoD)>= |1 0 0f,
000
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nin

G(AQ, A) = Null(A — )\2[) = Sp(eg, 63).
Huomautus 18.2.3. Huomaa, ettd edellisessd esimerkissd ei laskettu lainkaan ominai-
savaruuksia E(A1, A) ja E(A2, A). On kuitenkin hydédyllisti huomata, ettd tissd kysei-
sessd tapauksessa G(Ai1,A) = E(A1,A) ja G(A2, A) # E(X\a, A). Ominaisarvon A\ ta-
pauksessa huomio seuraa suoraan havainnosta, etti 1 < dim F(A1, A) < dim G(A1, 4) =
1. Ominaisarvon A2 kohdalla on mielenkiintoista myds havaita, etti dim E(A2, A) = 1,

E(X2, A) = Sp(e2) ja etti (A — Aal)es = es.
Lauseen [18.2.1] todistus perustuu seuraavien aliavaruuksien tarkasteluun.

Merkintd 18.2.4. Olkoon A € C™", X € C matriisin A yleistetty ominaisarvo ja
k € N. Merkitddn

Gr(\A) = {v e Tt (A—AFv =0} = Null(4 — M),

Huomautus 18.2.5. Suoraan mdadritelmdsti seuraa, ettd G1(\, A) = E(\, A) ja etti
Gr(\, A) € G(\, A). Koska jokainen v € G(\, A) kuuluu mddaritelmdn nojalla johonkin
aliavaruuksista Gr(\, A), niin

G Gr(\, A) = G(\, A).
k=1

Lisdksi

Gl(/\,A) C GQ()\,A) c---C Gk()\,A) c---C G(/\,A)

Vaikka edelld annetaan ymmiértéé, etté eri aliavaruuksia G (A, A) voisi periaatteessa
olla &&dretén mééré, niin néin ei kuitenkaan ole, koska paljastuu, ettd Gp(\, A) on aina
avaruuden G41(A, A) aito aliavaruus, jos Gi (A, A) # G(A, A). Kirjataan nyt tdmé tulos
lemmaksi seuraavassa muodossa, joka heuristisesti sanoo, ettd jos aliavaruuksien jono
G1(\A) C Ga(A A) C -+ pysihtyy hetkellisesti, niin se pysdhtyy lopullisesti.

Lemma 18.2.6. Olkoon A € C™" ja m € N. Jos Gn(AA) = Gui1(NA), niin
G\ A) = Gr(XA).

Todistus. Osoitetaan, ettd Gr(\, A) C G, (A, A) jokaisella k > m. Talloin

G\ A) = G G\ A) = [j Gr(\, A)U G G\ A) C Gru(N, AUGH(N, A) = Gm(), A).
k=1 k=1 k=m

Todistetaan viite induktiolla luvun k£ > m suhteen. Jos k = m + 1, niin véite pétee
oletuksen nojalla. Oletetaan nyt, ettd viite pétee luvulla &k > m ja osoitetaan, etté
Grr1(MA) C Gr(A A).

Olkoon v € Gy1(A, A). Télloin (A — AI)F(A — A)v = (A — M\)F*1y = 0. Niin ollen
(A= A)v € G(A, \). Koska Gi(\, A) C G (N, A), niin (A —A)™(A — A)v = 0. Néin
ollen v € Gry1(N, A) = G(A\ A). O

366



Edellisestd lemmasta seuraa, ettd jonossa G1(\, A) C Ga(\, A) C --- voi olla kor-
keintaa n eri suurta aliavaruutta. Todistetaan nyt tarkasti hieman tarkempi tulos.

Lause 18.2.7. Olkoon A € C™*™. Tdlloin
G\ A) =Gn(NA),
missd m = dim G(\, A) < n.

Todistus. Olkoon m = dim G(A, A) < n. Tehdéén vastaoletus, ettd G, (A, A) # G(\, A).
T#lloin lemman nojalla Gg(\, A) # Gri1(\, A) jokaisella k € {1,...,m}. Néin
ollen dim G (A, A) < dim Gg41(A, A) jokaisella k € {1,...,m}. Néin ollen

dim G\, A) > dim Gp1(A, A) > m+dim G (A, A) = m+dim E(X, A) > m = dim G(\, A).
Tamé on ristiriita, joten G,,(\, A) = G(A, A). O
Lause seuraa lihes vilittomasti lauseesta

Lauseen [18.2.1) todistus. Merkitddn m = dim G(X, A). Olkoon v € G(\, A). Koska G(\, A) =
Gm (A, A), niin
(A=AD)"v=(A—=XI)"""(A—=X)"v =0.
Néin ollen v € Null(A — A\I)™.
Olkoon nyt v € Null(A — A, I)". Tallsin (A — A)"v = 0 eli v € G(\, A). Tdma
todistaa ensimmaéisen véitteen. O

Edelliset lauseet voi todistaa dérellisulotteisten avaruuksien operaattoreille joko suo-
raan samoilla todistuksilla kuin neliématriiseille tai hyodyntamélld seuraavaa lausetta,
joka sanoo kuinka operaattorin ja sen esitysmatriisin yleistettyt ominaisavaruudet vas-
taavat toisiaan. Koska tdmén lauseen todistus on hyvin samankaltainen kuin korollaarin
U102

Lause 18.2.8. Olkoon V ddrellisulotteinen vektoriavaruus ja (vi,...,v,) sen kanta.
Olkoon f:V — V lineaarikuvaus ja A sen esitysmatriisi kannassa (v1,...,vy). Tdlldin
jokaisella lineaarikuvauksen f ominaisarvolla A € C pdtee

G(Aa f) = \Il(vl,...,vn)(G()‘a A))

Kayttden kumpaa tahansa argumenttia lause[18.2.1| voidaan kirjata seuraavassa muo-
dossa.

Korollaari 18.2.9. Olkoot V ddrellisulotteinen vektoriavaruus, f: V. — V operaattori
ja A € C operaattorin f ominaisarvo. Tdlloin

G\, f) = ker(f — Aid)"
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18.2.1 Yleistetyn ominaisavaruuden komplementti

Téssd luvussa todistetaan seuraava hieman yllattédvakin tulos.

Lause 18.2.10. Olkoon A € C* ™, Tilloin
C™! = G(\, A) @ Col(A — AI)™.

Tulos on yllattévi, koska yleisesti neliomatriisin A € C™*™ nolla- ja sarakeavaruuden
summa ei ole suora eikd C"*1. Huomaa, etti lauseen [18.2.1| perusteella pitee G(\, A) =

Null(A — AI)".
0 1
A= [O 0] |

Esimerkki 18.2.11. Olkoon
Tlloin Null(A) = Sp(e1) ja Col(A) = Sp(e1) eli Null(A) 4+ Col(A) = Sp(ey). Toisaalta
A% =0, joten Null(A%) = C?*! ja Col(A) = {0}.

Lauseen [I8.2.10| tuloksen tekee vieldkin ylliattdvimmiiksi se, ettd se ei liity yleistettyi-
hin ominaisavaruuksiin muutoin kuin lauseen vilityksell4, eli se voidaan muotoilla
taysin yleisesti tuloksena operaattoreille. Koska tulosta kiytetéddn jatkossa operaattoreil-
le, niin kirjataan se siksi tdssd muodossa. Seuraavassa lauseessa merkinnalla f*: V — V
tarkoitetaan operaattorin f: V' — V n-kertaista yhdistettyd kuvausta itsensé kanssa eli

fr=foftia fO=id
Lause 18.2.12. Olkoon V ddrellisulotteinen vektoriaaruus ja n = dim V. Tdllgin ope-

raattorille f: V — V pdtee
V =ker f* @ im f".

Lisdksi sekd ker f™ ettd im f™ ovat operaattorin f invariantteja aliavaruuksia eli lineaa-
rikuvaukset fler o ker f* — ker " ja flim gn: im f* — im f" owat hyvin mddriteltyji
operaattoreita.

On mielenkiintoista havaita, ettd tdmén lauseen todistus on hyvin samankaltainen
kuin lauseen Muotoillaan tétéd varten lemma.

Lemma 18.2.13. Olkoon V ddrellisulotteinen vektoriavaruus, n =dimV ja f: V -V
operaattori. Tdlloin ker f* = ker f™ kaikilla m > n.

Todistus. Osoitetaan ensin, etté jos ker f¥ = ker f¥*1 jollain k € N, niin t&llsin ker f* =
ker f™ kaikilla m > k. Oletetaan, etti viite pitee luvulla m € N eli ker f¥ = ker f™.
Olkoon v € ker f™+1. Téllsin f(v) € ker f™. Koska ker f™ = ker f*, niin f(v) € ker f*
ja v € ker f*1 = ker f*. Niin ollen ker f* = ker f™ kaikilla m > k.

Osoitetaan nyt, ettd luvulla n = dim V pitee ker f* = ker f**!. Tehdién nyt vas-
taoletus, ettd ker f™ # ker f+1. Talloin ker f* # ker f*+1 jokaisella 1 < k < n. Koska
ker f C ker f2 C ---, niin dimker f**! > 1 + dimker f* > 2 + dimker f* ' >n+1 >
dim V. Td4mé& on ristiriita, joten ker f* = ker f**! ja siten ker f” = ker f™ jokaisella
m > n. [
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Lauseen [18.2.13 todistus. Koska
dimV = dimker f™ + dimim f",

niin ensimméisen véitteen todistamiseksi riittdd osoittaa, ettd ker f” Nim f* = {0}.
Olkoon v € ker f* Nim f™. Koska v € im f™, niin on olemassa sellainen w € V, ettd
f™(w) = v. Koska v € ker f, niin f2"(w) = f™(v) = 0. Néin ollen w € ker f?* = ker f"
jav = f"(w)=0.

Osoitetaan nyt toinen viite eli aliavaruuksien ker f™ ja im f™ invarianttius. Molem-
mat seuraavat lihes suoraan huomiosta, ettéd f o f* = f*+tl = f" o f.

Olkoon v € ker f™. Talloin f*(f(v)) = f(f™(v)) = 0 eli f(v) € ker f". Néin ollen
f(ker f*) C ker f™. Olkoon nyt v € im f™. T#lléin on olemassa sellainen w € V, etté
f™(w) =wv. Néin ollen f(v) = f(f™(w)) = f*"(f(w)) € im f™ eli f(im ™) C im f".

O

18.3 Yleistettyjen ominaisavaruuksien summa

Téssd luvussa osoitetaan yllattava tulos, ettéd yleistettyjen ominaisavaruuksien summa
on koko avaruus. Tarkemmin tilld tarkoitetaan seuraavaa.

Lause 18.3.1. Olkoon A € C™*™ neliématriisi ja kaikki A1, ..., N\, matriisin A erisuuret
ominaisarvot. Tdlloin

C =G\, A) @ - & G\, A).

Téta tulosta kannattaa vilittomésti verrata ominaisavaruuksia koskeviin tuloksiin.
Kuten on tunnettua, matriisin A € C™*™ ominaisavaruuksien summa on koko avaruus
C"*1, jos ja vain jos avaruudella C"*! on matriisin A ominaisvektoreista koostuva kanta
eli ettd matriisi A on diagonalisoituva. Lause voidaan tulkita sanomalla, etti
avaruudella C™*! on aina matriisin A yleistetyisti ominaisvektoreista koostuva kanta.
Kirjataan tdmé (hdmméstyttédva) tulos korollaariksi.

Korollaari 18.3.2. Olkoon A € C™" neliomatriisi. Télloin avarvudella C*™*' on mat-
ritsin A yleistetyistd ominaisvektoreista koostuva kanta.

Todistus. Olkoot A1, ..., Ay matriisin A kaikki erisuuret ominaisarvot. Olkoon jokaisella
ie{l,...,n} jono (vij,...,vq,;) aliavaruuden G(\;, A) kanta, missé d; = dim G(\;, A).
Téllsin lauseen[18.3.1{nojalla jono (vi1, ..., Va1, d21, - - -, Va k) on avaruuden C"*! kanta.

L]

Lauseen [18.3.1] todistus jakautuu kahteen osaan. Ensin osoitetaan omana tulokse-
naan, etté yleistettyjen ominaisavaruuksien summa on aina suora. Tamén jélkeen osoi-
tetaan, etté yleistettyjen ominaisavaruuksien summa on koko avaruus C™*!.

369



18.3.1 Yleistettyjen ominaisavaruuksien summa on suora

Hieman yllittien lauseen tulosta voidaan hyddyntdd osoittamaan, etté yleistet-
tyjen ominaisavaruuksien summa on suora. Kirjataan tulos tdmé& seuraavasti.

Lause 18.3.3. Olkoon A € C™*" ja olkoot A1, ..., kaikki matriisin A erisuuret omi-
natsarvot. Télloin

GM,A)+ -+ G A) =G(M, A) @ - & G( Ak, A).
Tulosta varten tarvitaan triviaali — mutta oleellinen — havainto.
Lemma 18.3.4. Olkoot A € C™™™ ja \,u € C. Talloin
(A=XD)(A—pul)=(A—pul)(A—X).
Todistus. Koska
(A= A)(A—pul)=A(A—ul) — N[(A—pl)
=A% — ul — MNA + \ul

=A% — ul — NA+ pAI
= (A= pl)(A—=A),

vaite on todistettu.
O

Lauseen todistus. Olkoon v; € G(\;, A) nollasta poikkeava vektori jokaisella i €
{1,...,k} ja olkoot aq,...,a, € C sellaisia lukuja, ettd

aiv1 + -+ agvg = 0.

Lauseen perusteella G(A, A) = Gy, (A1, A), misséd m; = dim G(A1, A). Néin ollen
(A=A I)™wv; = 0 ja on olemassa suurin sellainen luku m < myq, ettd (A— A1 1)™vy # 0.

Osoitetaaan, ettd a; = 0. Olkoon w = (A — A I)™v;. Koska (A — M Nw = (A —
A )™y =0, niin Aw = Ajw; eli w € E(\, A). Koska

(A= XNDHw = Aw — \jw = Mw — Ajw = (A — A\j)w
jokaisella j € {2,...,k}, niin
(A — )\jI)"w = ()\1 — )\j)"w
jokaisella j € {2,...,k}.
Olkoon nyt
B=(A—-XID"--- (A= )"
ja

p=(Ar—A2)" - (A1 = Ag)" #0.
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Talléin
Bw = pw.
Lemman 18.3.4| perusteella matriisin B tekijéit (A—\;1)" voidaan uudeelleen jarjestad
haluttuun jérjestykseen. Koska (A — AjI)"v; = 0 jokaisella j € {2,...,k}, niin
ij =0
kaikilla j € {2,...,k}. Néin ollen

0=(A—-MI)"B(a1v1 + -+ + arvk)
== (A — All)mB(alvl)
=a1B(A - MI)"v; = a1 Bw = ajpw;.
Koska w; # 0 ja p # 0, niin a; = 0.

Vastaavasti osoitetaan, ettd a; = 0 kaikilla j € {1,...k}. Tama paéttad todistuksen.
O

18.3.2 Yleistetyt ominaisavaruudet virittiavit koko avaruuden

Todistetaan nyt lauseen [18.3.1] todistuksen toinen puoli eli ettd yleistetyt ominaisa-
varuudet virittavat koko avaruuden. Koska todistus kirjoitetaan operaattorien avulla,
kirjataan my6s tulos operaattoreille.

Lause 18.3.5. Olkoot V ddrellisulotteinen vektoriavaruus, f: V. — V operaattori ja
A, -y Ap kaikki operaattorin f erisuuret ominaisarvot. Talldin

V=GAL[f)& &G f)

Todistus. Todistetaan viite induktiolla dimension n = dim V suhteen. Selvésti viite
pétee jos dim V = 1, silla télloin operaattorilla f: V' — V on tdsmaélleen yksi ominaisarvo
A1 € Cja G(A1, f) = E(M\, f) = V. Oletetaan nyt, ettd n € N on sellainen luku, etté
véite péatee kaikilla aérellisulotteisilla vektoriavaruuksilla V' ja operaattoreilla f: V — V|
joilla dim V' < n. Osoitetaan, ettd viita pétee luvulla n.

Olkoon V' n-ulotteinen vektoriavaruus, f: V. — V operaattori ja A1, ..., \; kaikki
operaattorin f erisuuret ominaisarvot.

Olkoon f; = f — A1id: V' — V. Téllsin korollaarin perusteella G(A1, f) =
ker(f — A1id)™ = ker f]* ja lauseen perusteella

V =ker f{' & im f7".
Merkitddn nyt W = im f{* ja osoitetaan, ettéd
WG, f)@---d G, f)

Koska W on operaattorin f invariantti aliavaruus, niin g = fi|yw: W — W on hyvin
médritelty operaattori. Koska G(A1, f) D E(A1, f) # {0}, niin dim W < n. Néin ollen

W =G(p1,9) @ ® G, 9)
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missé 1, ..., ue ovat kaikki operaattorin g erisuuret ominaisarvot.

Osoitetaan, ettéd A\; + p; on operaattorin f ominaisarvo jokaisella j € {1,...,¢} ja
ettd G(pj,9) C G(M + pj, f) jokaisella j € {1,...,k}.

Olkoon v € E(uj,g) nollasta poikkeava vektori. Tallsin

(f = (A1 + py)id)(v) = (g — pyid)(v) = 0.

Néin ollen A\; + p; on operaattorin f ominaisarvo. Olkoon nyt v € G(u;,g). Talloin
(9 — pjid)™(v) = 0. Koska g(v) = (f — Aiid)(v), niin (f — (A + p;)id)™(v) = 0 eli
v € G(A + pj, f). Néin ollen G(uj,9) C G(AM + j, f).

Koska A1, ..., A\x ovat kaikki operaattorin f ominaisarvot, niin
G(ujrg) CGAL ) B G2, )& & G, f)
kaikilla j € {1,...,¢}. Néin ollen
W TG, f)®GAe, f)& - &G\, f).
Koska W N G(Ay, f) = {0}, niin
W C G )& &G\, f)

Taméa paattad todistuksen. ]

18.4 Neliomatriisin Jordanin normaalimuoto

Kuten nyt on helppo arvata, ettd matriisin A € C"*"™ Jordanin normaalimuodon lohkot
liittyvét matriisin yleistettyihin ominaisavaruuksiin G (A, A) ja matriiseihin A—AI, missi
A € C on matriisin A ominaisarvo. Esitelldén tatd varten nilpotentin operaattorin ja
matriisin késitteet.

Maéritelma 18.4.1. Operaattori f: V — V on nilpotentti, jos on olemassa sellainen
luku k € N, ettd f* = 0. Vastaavasti neliomatriisi A € C™™ on nilpotentti, jos ope-
raattori @ : C™1 — C™ 1, v +— Av, on nilpotentti eli on olemassa sellainen k € N,
ettd AF = 0.

FEi ole sattumaa, ettéd Jordanin normaalimuodon yhteydessé esiteltiin matriisit N, €
C™*™. Ne ovat kanonisia esimerkkeji nilpontenteista matriiseista.

Esimerkki 18.4.2. Huomaa, etti Nye; = 0 ja etti Nye; = e;—1 kaikilla i € {2,...,n}.
Naiin ollen N} = 0. Esimerkiksi tapauksessa n = 3 sama voidaan havaita konkreettisesti
laskemalla kaikki matriisitulot vaiheittain, silld

010
Ny= [0 0 1],
000
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01 010 00 1
Ni=10 0 1/]0 0 1| =10 0 0
0 0 0] [0 0 0] 000
ja
0 1 0] o 0 1
N3=NjNi=10 0 1| |0 0 0| =0.
00 0/]|0 00

Huomautus 18.4.3. Huomaa, etti Jordan lohkot J,, x = A+ Ny, on nilpotentti ainoas-
taan tapauksessa A = 0. Tdmd seuraa havainnosta, ettd A on matriisin J, x ominaisarvo
ja nilponentilla matriisilla ei ole nollasta poikkeavia ominaisarvoja.

Vaikka kaikki matriisit — ja siten kaikki operaattorit — eivéit ole nilponentteja, on
mielenkiinoista huomata, etté jokaiseen operaattoriin liittyy luonnollisella tavalla ko-
koelma nilpontentteja operaattoreita. Tarkemmin sanottuna jokaisella operaattorilla
f:V = V ja sen ominaisarvolla A operaattorin f — Aid rajoittuma yleistettyyn ali-
avaruuteen G(A, f) on nilpotentti. Muotoillaan tdmé ldhes suoraan korollaarista
seuraava tulos uudelleen lauseeksi sen térkeyden vuoksi.

Lause 18.4.4. Olkoon V ddrellisulotteinen vektoriavaruus, f: V. — V operaattori ja A €
C operaattorin f ominaisarvo. Tdlloin operaattori (f — Aid)|go )2 G(A, f) = G(A, f)
on hyvin maddritelty nilpotentti operaattori.

Todistus. Koska G(A, f) on lemman [18.1.10] nojalla operaattorin (f — Aid) invariantti
aliavaruus, niin operaattori f1 = (f—Aid)|g( 52 G(A, f) = G(A, f) on hyvin mééritelty.
O

Seuraava lause (lause osoittaa, ettd jokaisella nilpontentilla operaattorilla
f:V — V on olemassa sellainen avaruuden V kanta, etté téissid kannassa operaattorin f
esitysmatriisi on ositettu matriisi, joka koostuu matriiseista IV,. Koska lauseen yleinen
muoto on vaikea tulkintainen, tarkastellaan ensin kahta erikoistapausta ja lasketaan
niissd matriisin Jordanin normaalimuoto.
Esimerkki 18.4.5. Olkoon

300
A=11 2 1
0 0 2

kuten esimerkissd [18.2.2. Matriisin A ominaisarvot ovat A1 = 3 ja Ay = 2 sekd nditd
vastavat ominaisavaruudet ovat

G()\l, A) = Sp(€1 + 82)
ja
G()\Q, A) = Sp(eg, 63).

Ominaisarvon A1 tapauksessa yleistetty ominaisavaruus G(A1, A) on ominaisvaruus
E(A1, A). Ndin ollen lineaarikuvaus fi = (fa — Mid)|g,a): G(A1, 4) = G(A1, A) on
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nolla-kuvaus ja vastaava matriisi on siis nollamatriisi. Lineaarikuvauksen falco, a) —
G(A1, A) — G(A\1, A) matriisi kannassa (e1 + e2) puolestaan on Jy, = [A] € RI*L

Ominaisarvon Ao tapauksessa yleistetty ominaisavaruus G(Aq, A) ei ole ominaisava-
ruus E()a, A) vaan E(A2, A) = Sp(ez). Olkoon nyt fa = (fa—A2id)|g(ry,4): G(A2, A) —
G (A2, A). Tdlloin lineaarikuvaukselle fo pitee esimerkin perusteella sekd

fae2) = (fa — Xoid)(e2) = (A — Aal)e2 = 0
ettd
fg(eg) = (A — /\2[)63 = €2.

Niin ollen lineaarikuvauksella fo on kannassa (ea,e3) matriisi

ool

Lineaarikuvauksen fa|cn,,a): G(M2, A) — G(A2, A) matriisi on siis

e 1
Iy, = [ ; AJ.
Esimerkki 18.4.6. Olkoon
3 00
A=11 2 1
0 0 2

Esimerkin perusteella kuvauksen fa matriisi kannassa (e1 + ez, ea,e3) on

A0 0 3 00
J=10 X 1| =10 21
0 0 X 0 0 2
Magtriisilla A on siis Jordanin hajotelma
1 0 0|3 00 1 00
A=1|1 1 0|0 2 1| -1 1 0
0 0 1|0 0 2 0 01

Tarkastellaan viela toista versiota samasta esimerkista.

Esimerkki 18.4.7. Olkoon

ositettu neliomatriisi.
Esimerkin perusteella matriisin M ominaisarvot ovat A\ = 3, Ay = 2 ja
A3 = 0. Lisdkst
G()\l, M) = E(/\l, M) = Sp(e1 + eg,e7 + 68),
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G(A2, M) = Sp(ez, €3, €s, €9)
ja
G(A3, M) = E(\3, M) = Sp(eq, 5, €6).
Nyt avarvuden R**! kannassa

(e1+ e2,e7 + e, €2, €3, €8, €9, €4, €5, €6)

kuvauksella fyr: R9*Y — R on esitysmatriisi

o |
=l b
28

Muotoillaan nyt Jordanin normaali muodon yleinen tapaus nilpotentin operaattorin,
kuten operaattorin (f — Aid)|ge,5): G(A, f) = G(A, f), tapauksessa. Yleisen operaaat-
torin tapaus késitelldan témén jélkeen.

Lause 18.4.8. Olkoon V ddrellisulotteinen vektoriavaruus ja f: V. — V nilpotentti
operaattori. Tallgin on olemassa sellaiset luvut m € N ja k € N sekd sellaiset luvut
mi,...,mi € N ettd sellaiset vektorit vy, ..., v, ettd jono

(fml(vl)a T ,f(’Ul),’Ul,me(’UQ), . '7f(v2)7’027 v 7fmk(vk)a EER) f(vk)vvk’avk—f—la .. '7Um)
on avaruuden V kanta, jolle pdtee

frft) == (o) = 0
ja
fopg1) = -+ = flom) = 0.
Erityisesti operaattorin f esitysmatriisi tdssd kannassa on ositettu diagonaalimatriisi
N,
N = eCcv

missGn =dimV.

Todistus. Todistus on jélleen induktio avaruuden V dimension suhteen. Viite pitee
selvisté tapauksessa dim V' = 1, silld télloin f on nilpotenttiuiden vuoksi nollakuvaus.
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Oletetaan nyt, ettéd viite n € N on sellainen luku, ettéd viite pétee kaikilla avaruuk-
silla V' ja nilpotenteilla operaattoreilla f: V — V| joilla dimV < n. Osoitetaan, ettd
viitd péatee luvulla n.

Olkoon V' n-ulotteinen vektoriavaruus ja f: V — V nilpotentti operaattori. Koska
on olemassa sellainen k € N, ettd f* = 0, niin ker f # 0. Koska dimker f > 0, niin
dimim f = dimV — dimker f < dim V. Néin ollen im f C V on aito aliavaruus. Koska
operaattorin kuva on aina invariantti aliavaruus, niin fi = f|im s: im f — im f on hyvin
méiritelty opeaattori. Koska ff(v) = f¥(v) = 0 jokaisella v € im f, niin f; on nilpotentti
operaattori. Soveltamalla induktio-oletusta avaruuteen im f ja operaattoriin f; saadaan,

ettd on olemassa sellainen luku k& € N, sellaiset luvut /1,...,¢; € N ja sellaiset vektorit
wi,...,wg €1im f, luvut £q,..., ¥, ettd jono
l Y4
(fi (1), fi(wr),wi, o 5 (W), - fr(we), wg) (18.1)

on avaruuden im f kanta ja etté

0141 O +1

P w) == M (wr) = 0.

Koska vektorit wy, . . ., wg kuuluvat operaattorin f kuvaan, niin jokaisella j € {1,...k}

on olemassa sellainen vektori v; € V, etta f(v;) = wj.
Osoitetaan, etté jono

(O )y f2 1), F0n)yon e S5 (o) f2 (00, f (0r), 0) (18.2)
eli jono
( fl(wl), ey fl(wl),wl,vl, ey ff’“(wk), ey fl(wk),wk,vk)
on avaruuden V kanta. Tillsin voidaan valita m; = £; + 1, jolloin saadaan f™i+1(v;) =

) ;41
fmi(wj) = fi7 (w;) = 0.

Osoitetaan ensin, ettéd jonon vektorit ovat lineaarisesti riippumattomia. Olkoot aj;
sellaiset luvut, missé j € {0,¢; + 1} jokaisella i € {1,...,k}, ettd

0= a(€1+1)1f€1+1(vl) + ot agivr + o ag e () + -+ agrur
Talloin
0=f (a(gﬁl)lféﬁ (vi)+ - +apv1+ -+ a(gk“)kfgﬁl(vk) +- aOkvk)
a@n fFOTH ) 4+ aonf(01) + -+ + ageernef (P (0k) + -+ + aof (vr)
agn ST 00) 4 F aonf(01) + -+ ageernrf F T (F(0k) + -+ aonf (o)
a(z1+1)1f€1+1(w1) +otapiwy e a(ek+1)kfék+1(wk:) + o+ Aok Wk
= ag 1 [ (wi) + -+ agwr + -+ agrfF (we) + - -+ aorw.

Koska jono (|18.1)) on avaruuden im f kanta, niin aj = 0 kaikilla j € {0,...,4;} ja
i€ {l,...,k}. Néin ollen

0=aq 41 f " (w1) + -+ aovr + o+ agrnef 5T k) + -+ aokvr
a(61+1)1f€1+1(vl) “Fag kS et (yy)

ag sy f(w1) 4 -+ ag e (w).
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Kéayttamélld uudelleen tietoa, ettéd jono (18.1]) on avaruuden im f kanta, saadaan

age+1)1 = -+ = a4k = 0

Jono (|18.2) on siis vapaa.
Olkoon W C V jonon ([18.2)) virittdmé aliavaruus. Jos W = V niin (18.2]) on ha-

luttu kanta. Tarkastellaan nyt vield tapausta, ettd W # V. Tdydennetdén jono ((18.2)
avaruuden V kannaksi

(FO (1) s P2 (0n), F1), 01, P9 (0n), o, £2(00), (08), Oy Wit -5 0).

(18.3)

Jéljelld on osoittaa, ettd vektorit wgy1,...,w, voidaan korvata operaattorin f ytimeen
ker f kuuluvilla vektoreilla vgi1, ..., ;.

Olkoon p € {k+1,...,m}. Koska f(w,) € im f, niin on olemassa sellaiset luvut

aji € C,missd j € {1,...,4;} jaie{l,... k}, ettd

Flwy) = ag 1 f5(wr) + - 4 agrwy + -+ agp % (wg) + - - + agpwg.
Olkoon nyt

up = agllfel(vl) + - 4agvr + -+ agkkfek(vk) + -+ agpv, € W.

Tallsin f(wp,) = f(up). Néin ollen v, = w, — u, € ker f.
Koska u, € W jokaisella p € {k+1,...,m}, niin

W+ Sp(Wk+1, -+, win) = W + Sp(Vkt1 + U1, Om + Um) = W + Sp(vk+1, - -+, V).
Néin ollen
V= W+Sp(vk+17"')vm)
ja jono
(f€1+1("01), o 7f2(vl)7 f(vl)a V1y.- s f€k+1(vk)7 ey fQ(Uk)7 f(vk)7vkvvk+17 cee ,'Um)

virittdd avaruuden V. Koska téssd jonossa on yhtd monta alkiota kuin avaruuden V
kannassa ((18.3), niin se on avaruuden V kanta. Tamé kanta toteuttaa vaaditut ehdot.
Tamé paattds induktiotodistuksen. O

Lauseen [18.4.8) todistuksesta voidaan poimia seuraava algoritmi Jordanin normaali-
muotoon liittyvélle kannan valinnalle.

Huomautus 18.4.9 (Yleistetyn ominaisavaruuden kannan valinta). Olkoon A € C™*"
neliomatriisi ja A € C sen ominaisarvo. Sanotaan, ettd vektorin v € G(\, A) nilpontens-
siaste on sellainen luku m € N, etti (A—XI)™v # 0 ja (A— XI)™ 1o = 0. Madritelldin
myds Ay = A — M.

Etsitidin aliavaruuden G(\, A) kanta seuraavasti:

1. Etsi pienin sellainen d € N, etti Null(A — \I)9T! = Null(A — AI)<.
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2. EBtsi kanta (uy,. .., uy) avaruudelle Null(A — AI)2.

3. Jarjesti kanta-alkiot (u1,...,un) sellaiseen jarjestykseen, etti vektorilla u; on
suurin nilpotenssiaste vektoreista uy, ..., Up,.

4. Lisid kantaan alkiot (Agiflul, ooy Ajug, ).

5. Poista jonosta (ug, . .., uny) ne alkiot, jotka kuuluvat jonon (Ai_lul, ooy Ayug, ug)
virittdmddan aliavaruuteen Sp(Agl\_lul, oo Aug,ug).

6. Mikdli jonoon (ug,...,uy) jdd alkiota, toista prosessi jaljelle jidneille alkioille

alkaen vaiheesta [3.

Jordanin normaalimuoto voidaan nyt kirjata seuraavassa muodossa.

Lause 18.4.10. Jordanin normaalimuoto operaattoreille Olkoon V ddrellisulotteinen
kompleksinen vektoriavaruus ja f: V — V operaattori. Tdlloin on olemassa sellainen
avaruuden V' kanta (w1, ..., wy), ettd operaattorin f esitysmatriisi kannassa (w1, . .., wp,)
on ositettu diagonaalimatriisi

Jm,nl
JM27n2

JIUJZ T

missd luvut py, ..., e ovat operaattorin f ominaisarvoja. Lisdksi operaattorin f omi-
naisarvo \; toistuu matriisin J diagonaalilla d; = dim G(\;, f) kertaa.

Todistus. Lauseen perusteella
V=GA,V)® @G\, V)

misséd Aq, ..., A\; ovat operaattorin f erisuuret ominaisarvot.

Olkoon i € {1,...,k} ja d; = dimG(\;, f). Lauseen perusteella operaattori
(f — Mid): G(\i, f) = G(A;, f) on nilpotentti. Néin ollen lauseen perusteella on
olemassa sellainen aliavaruuden G(\;, f) kanta (w1, . .., wq,;), ettd operaattorin f — \;id
esitysmatriisi tdsséd kannassa on

N; = . E(Cdixdi_

mki

0

Koska operaattorin \;id esitysmatriisi tdssdkin kannassa on A;I, niin saadaan, ettad ope-
raattorin

F=(f = \id) + \id
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esitysmatriisi téssi aliavaruuden G(\;, f) kanssa on N; + \; I eli

J)\i,ml
Ji = - e Cdixdi,
‘]/\mmki
Nl
Olkoon
(Wi1s -+ s Wy 15, W125 - - - Wiy k)

avaruuden V kanta. Operaattorin f esitysmatriisi tdssé kanssa on

J1
Jo

Jk

Koska ositettujen diagonaalimatriisien ositettu diagonaalimatriisi on ositettu diagonaa-
limatriisi, niin viite seuraa. ]

Huomautus 18.4.11. On tdrkedd huomata, etti ositetun diagonaalimatriisin J lohkot
etvdt vastaa operaattorin f yleistettyjd ominaisavaruuksia vaan yleistettyjen ominaisa-
varuuksien aliavaruuksia.

Soveltamalla lausetta [18.4.10| operaattoriin ¢ 4: C**! — C™*! saadaan todistus lu-
vun alussa kirjatulle lauseelle.

Jordanin normaalimuoto matriiseille (lause [18.0.4). Olkoon A € C"*™. Tdlldin

on olemassa sellainen kddantyvi matriisi P € C™*™, ettd
A=PJjP 1,
missd J on Jordan lohkoista koostuva ositettu diagonaalimatriise
i
S
JM

missd p1, - . -, e ovat matriisin A ominaisarvoja.

Kootaan vield lopuksi yhteen ratkaisumenetelmé matriisin Jordanin normaalimuo-

dolle.

Huomautus 18.4.12. Matriisin A € C*"*"™ Jordanin normalimuoto voidaan selvittdd
seuraavasti:

1. Elsitddan matriisin A ominaisarvot A1, ..., \g.
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2. Etsitddin jokaiselle yleistetylle ominaisavaruudelle G(\;, A) lauseen mukai-
nen kanta (viq,...,v;q,), missi d; = dim G(\;, A); katso huomautus|18.4.9

3. Yhdistetidin saadut kannat avarvuden C™*! kannaksi ja muodostetaan kantavek-
toreista kddntyvd matriisi P € C™*™.

4. Matriisi J voidaan nyt laskea kaavasta J = P~YAP tai muodostaa lauseen|[18.4.8
antamista lohkoista Jy.

18.5 Sovellus determinanttiin ja jilkeen

Yksi Jordanin normaalmuotoon liittyvista tuloksesta on se, etté matriisin determinantti
on ominaisarvojen tulo ja ettd matriisin jalki on ominaisarvojen summa. Néihin tuloksiin
el itseasiassa tarvita Jordanin normaalimoudon todistamista vaan ne seuravat samoista
alemmin téssé luvussa todistetuista tuloksista samalla todistuksella.

Lause 18.5.1. Olkoon A € C™*" ja A1,..., A\ € C. Tdlloin
det A= 21\
ja
trA =diA 4+ -+ dpAg,
missd d; = dim G(\;, A) jokaisella i € {1,...,k}.
Todistus. Olkoon J € C™*"™ matriisin A Jordanin normaalimuoto ja P € C™*™ sellainen

kéantyva matriisi, ettd
A=PJP

Koska Jordan lohkon J,, ,,, determinantti on p;" ja jélki on n;fu,, niin
det A =det J = py* - - - p*
ja
trA =trd = njpg + -+ + neig.

Koska jokainen matriisin A ominaisarvo A; toistuu matriisin J diagonaalilla tdsmélleen
d; kertaa, niin
d d
gt = A A
ja
nip + -+ ngpe = didy + -+ di Ay
O

Huomautus 18.5.2. Edelld esitettyd todistusta voi pitdd hieman epdtyydyttivind. Toi-
sen todistuksen tdlld tulokselle saa tarkastelemalla yleinen operaattorin ¢: V — V yleis-

tettyja ominaisavaruuksia G(\;, f) ja operaattorin ¢|g(n, r): G(Ni, f) = G(Ni, f) esitys-
matriisia kuten Jordanin normaalimuodon todistuksessa.
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Huomautus 18.5.3. Tdmd lause esitetddn usein muodossa, ettd matriisin A € C™*"
determinantti on sen ominaisarvojen tulo algebrallisen kertaluku huomioon ottaen. Omi-
naisarvon A € C algebrallisella kertaluvulla tarkoitetaan tissd yhteydessd polynomin
t + det(A — tI) nollakohdan astetta kohdassa t = A.

Polynomia pa: C — C kutsutaan matriisin A karakteristiseksi polynomiksi. Edelld
lausuttu tulos siis sanoo, ettd polynomin pa nollakohdan aste kohdassa A on yleistetyn
ominaisavaruuden G(\, A) dimensio. Tdtd hienoa algebrallista faktaa ei kdisitelld tdssd
yhteydessd tatd enempdd. Kiinnostunut lukija ohjataan vaikkapa Axlerin kirjan pariin.
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Osa IV

Liitteet
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Liite A

Liite: Supistetun porrasmuodon
yksikéasitteisyys

Téssé liitteessé osoitetaan, ettd matriisin supistettu porrasmuoto on yksikésitteinen.

Lause A.0.1. Matriisin A € R™*™ supistettu porrasmuoto B on yksikdsitteinen, eli jos
B ja B’ ovat matriisin A supistettuja porrasmuotoja, niin B = B’.

Huomautus A.0.2. On mielenkiintoinen yksityiskohta, etti kddntyvimatriisi P €
R™*™  joka muodostuu tulona rivioperaatioiden mddrddmistd alkeismatriisien ei puo-
lestaan ole yksikdsitteinen. Syy tdhdn on se, ettd matriisissa B voi olla nollarivejd. Yksi
esimerkki talldisestd tapauksesta on matriisi

SERt
A= 2 2|’
jonka supistettu porrasmuoto on i )
11
B =
0 0]’

mutta jolle pdtee sekd

EREIE

ettd

1 1] 1111

2 2 |2 1](0 Of°
Lauseen [A.0.1 todistus. Olkoon A = [al e an] € R™*™ ja olkoot B = [bl . bn]
ja B = [b’l e b;l] matriisin A supistettuja porrasmuotoja.

Koska B ja B’ saadaan matriisista A rivioperaatioilla, niin on olemassa sellaiset
kidntyvit m x m-matriisit P ja P', ettd A = PB ja A = P'B’. Olkoon nyt Q = (P")~'P.
Tallsin B’ = QB.
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Olkoot nyt 1 <4y < --- < 4 < n matriisin B sidottuja muuttujia vastaavien sarak-
keiden indeksit. Koska sarakkeet (b;,, ..., b;, ) muodostavat sarakeavaruuden Col(B) kan-
nan, niin ne ovat lineaarisesti riippumattomia. Koska matriisi () on kdantyvé, niin myds
vastaavat matriisin B’ sarakkeet b ,...,b; ovat lineaarisesti riippumattomia. Niin ol-
len sarakkeita b;,, ..., b;, vastaavat muuttujat ovat vapaita matriisin B’ yhtéloryhméssa
[B’ ‘ O}. Olkoon nyt ¢ & {i1, ..., 4} T&lloin sarake b; on sarakkeiden b;,, ..., b; lineaa-
rikombinaatio. Néin ollen my6s sarake b; on vastaavien sarakkeiden b ..., bgk lineaari-
kombinaatio. N&in ollen saraketta ¢ vastaava muuttuja on vapaa muuttuja molemmissa
matriiseissa B ja B’. Matriiseilla B ja B’ on siis samat sidotut ja vapaat muuttujat.
Eritysesti siis b;l =b;, = ey kaikilla 1 < ¢ < k.

Olkoon nyt i & {i1, ..., }. Télloin b; on sarakkeiden b;,, . .., b;, lineaarikombinaatio,
eli on olemassa sellaiset luvut aq,...,ar € R etté

bi = aibi, + - + apbi, .
Tallsin
b; = Qb; = a1Qb;;, + -+ apQb;, = alb;-l + -+ akbgk =aje; + -+ arep = b;.

Matriisit B ja B’ ovat siis sama matriisi. O
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Liite B

Liite: Algoritmi nolla-avaruuden
kannan l6ytamiselle

Aloitetaan nolla-avaruuden kannan etsiminen havainnolla, ettd matriisilla ja sen supis-
tetulla porrasmuodolla on sama nolla-avaruus.

Lause B.0.1. Olkoot A € R™*™ matriisi ja B € R™*™ matriisin A supistettu porras-
muoto. Télloin Null(A) = Null(B).

Todistus. Koska B on matriisin A supistettu porrasmuoto, niin yhtaléryhmé [A ‘ O]
saadaan muotoon [B ‘ 0] rivioperaatiolla. Néin ollen A = PB, missd P € R™*™ on
kdantyva matriisi.

Osoitetaan ensin, ettd Null(A) C Null(B). Olkoon x € Null(A). Téllin P(Bzx) =
Az = 0. Koska P on kddntyvi, niin Bx = 0. Néin ollen = € Null(B).

Osoitetaan nyt, ettd Null(B) C Null(A). Olkoon = € Null(B). Talloin Bx = 0. Niin
ollen Az = P(Bx) = P0=0, eli x € Null(A). O

Lauseen merkitys on siiné, etti etsittiessi kantaa matriisin A nolla-avaruudelle,
voidaan suoraan siirtyé tarkastelemaan vastaavaa supistetussa porrasmuodossa olevaa
matriiisia.

Tehdéain tdmé ensin konkreettisen esimerkin tapauksessa. Tamé esimerkki on muun-
nelma esimerkisté [3.9.1

Esimerkki B.0.2. Olkoon

1 -4 0 2
B=1[by by b3 byj=10 0 1 —1
0 0 0 0

edellisestd luvusta tuttu matriisi.
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Nolla-avaruus Null(B) koostuu niistd vektoreista

<l
T2
T3
T4

joilla pédtee Bx = 0. Kun tdmd yhtdlo kirjoitetaan yhtdléryhmdan muodossa saadaan
yhtaloryhmda

xr1 —4xo +2x4 = 0
3 —x4 = 0 (B.1)
0 = 0

Tiedetddn, ettd muuttujat 1 ja x3 ovat sidottuja ja ettd muuttujat xo ja x4 ovat vapaita.
Valitsemalla xo = 1 ja x4 = 0 saadaan ratkaisu

W9 =

O O = o

ja vastaavasti valitsemalla x2 = 0 ja x4 = 1 saadaan ratkaisu
-2

o — | 0
4=
1

Koska Null(B) on aliavaruus, niin lisiksi tiedetidn, ettd kaikki vektoreiden wa ja wy
lineaarikombinaatiot ovat yhtilon Bx = 0 ratkaisuja, eli Sp(wi,wy) C Null(B).

Vektorit (wa,wy) ovat lineaarisesti ritppumattomia, koska tismdlleen toisella vekto-
reista wy ja wy on nollasta poikkeava kerroin riveilld 2 ja 4.

Osoitetaan vield, ettd Null(B) = Sp(wy,ws). Olkoon

U1
_ Y2
Y= € Null(B).
Y3
Y4
Talloin
4 —2 Y1 —4y2 + 2ys
B 1 n 0 " 0
Y =12 0 Y4 1 Y3 — U
0 1 0

Halutaan osoittaa, ettd viimeinen summattava on nollavektori.
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Koska y,wy,ws € Null(B) ja Null(B) on aliavaruus, niin

y1 — 4y2 + 2y4
0
Ys — Y4
0

€ Null(B),

eli yhtiloryhmdn (B.1) ratkaisu. Ndin ollen yhtiloryhmdn ensimmdisen rivin perusteella
(y1 —4dy2+2ys) —4-04+2-0=0

eli y1 —4yo+2y4 = 0. Vastaavasti yhtaloryhmdan toisen rivin perusteella ys—yq = 0.
Niin ollen
Y1 —4y2 + 2y
0
Ys — Y4
0

Nidin on pidtelty, etti y € Sp(wa,wy).
Koska (wq,wy) on aliavaruuden Null(B) vapaa virittdjijono, niin se on kanta.

Analysoidaan tétd konkreettista esimerkkid. Esimerkissd ldhdettiin tarkastelemaan
yhtaloryhmén vapaita muuttujia. Yhtaloryhméssé on yhteensd n muuttujaa ja jokais-
ta vapaata muuttujaa x, kohti valittiin sellainen avaruuden R™*! vektori wy, ettd sen
kerroin rivilla £ on 1, jonka muut vapaita muuttujia vastaavat kertoimet ovat nollia.
T&ll6in yhtéaloryhmén avulla voitiin ratkaista vektorin wy ne kertoimet, jotka olivat si-
dottuja muuttujia vastaavilla riveilla.

Koska vektorissa wy on tdsmilleen yksi nollasta poikkeava vapaata muuttujaa vas-
taava kerroin, niin havaittiin, ettd néin saadut vektori ovat lineaarisesti riippumattomia.
Tamén jilkeen osoitetiin, etté kaikki nolla-avaruuden vektorit saadaan néiden vektorei-
den lineaarikombinaationa. N&in péiteltiin, ettd nolla-avaruudella on sellainen kanta,
jossa on yhtd monta vektoria, kuin yhtéléryhméssé on vapaita muutujia. Tdmé on ylei-
nen tulos, joka voidaan kirjoittaa hieman tarkemmin seuraavasti.

Lause B.0.3. Olkoon B € R™*" supistetussa porrasmuodossa oleva matriisi, olkoot
1 <71 <+ < jr < n yhtdloryhmdn [B ‘ O] vapaiden muutujien indeksit sekd olkoot
1< <0 < ip < n yhtdloryhmdan [B ‘ O] sidottujen muutujien indeksit. Tdlloin
on olemassa aliavaruvuden Null(B) sellainen kanta (wj,...,wj, ), ettd jokaisella £ €
{1,...,k} pitee w;, = ej, + ug, missd ug € Sp(eiy,... e, ).

Ennen lauseen todistusta on hyvé tarkastella, miten tulosta voi soveltaa.

Esimerkki B.0.4. Olkoon A € R™*", Selvitetddn ensin matriisin A supistettu porras-
muoto B = [bl bn}. Supistusta porrasmuodosta voidaan selvittdd vapaiden muut-
tugen indeksit 1 < j1 < -+ < jr < n ja sidottujen muuttujien indeksit 1 < 43 < --- <
lp—k < N.
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Olkoon nyt ¢ € {1,...,k}. Lauseen nojalla on olemassa sellainen vektori uy €
Sp(€iys.--,€i,_,), ettd
B(ej, +u¢) =0

eli ettd
Bug = —Beje = _bjz'

Tdmda yhtdiloryhmd voidaan ratkaista ja ratkaisuista valita sellainen, jolla on nollasta
poikkeava kerroin ainoastaan riveilld 1 < i1 < -+ < i,_p < n, eli joka kuuluu avaruuteen
Sp(eiy, .-, €, _, ). Huomaa, ettd talloin on valittu sellainen ratkaisu, jonka kaikki vapaita
muuttujia vastaavat kertoimet ovat nollia.

Koska matriisi B on supistetussa porrasmuodossa, niin itseasiassa kdytdnnon tilan-
teessa vektorit voidaan oleellisesti lukea matriisista B. Tarkastellaan vield konkreettista
tilannetta.

Esimerkki B.0.5. Tarkastellaan supistetussa porrasmuodossa olevaa matriisia

|1 20 3 2x4
B_{O()ll}e]l% .

Talloin sidottujen muuttujien indeksit ovat 1 ja 3 sekd vapaiden muuttujien indeksit 2 ja
4. Ndin ollen etsitidn sellaisia vektoreita uy, us € Sp(e1,es) C ]R{4X1, joille wo = eg 4+ u1
ja wy = eq + uy muodostavat avaruuden Null(B) kannan. Vektorit ui ja us ovat siis
muotoa

I Y1
up = Jja ug =
0 0
ja nuille pdtee yhtdlét Buy = —bo ja Bus = —by. Halutaan siis ratkaista matriisiyhtalo
I W
120 3|0 O [-2 =3
00 1 1 I3 Y3 - 0 -1
0 O

Koska timd yhtdlé vastaa yhtdlod
1 0 r1 Y1 o -2 =3
0 1| |xz3 w3| |0 —1|’

T yl- o -2 =3
3 Y3 - 0 —-1|"

nun

Halutut vektorit ovat siis

-2 -3
o . 0
u=| | jauw=|_,
0 0
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Vaikka lauseen todistus on huomattavan tekninen, se luonnollisesti heijastelee
néitd havaintoja. Todistuksen voi ensimmaéiselld lukukerralla halutessaan sivuuttaa.

Lauseen todistus. Olkoon

b11 bin
B=[ty - b= ;
bml bmn
Ennen vektoreiden wj, , ..., wj, valitsemista, tehd4dén kaksi havaintoa. Koska matriisi

B on supistetussa porrasmuodossa, niin sidottuja muuttujia vastaaville indekseille 7,
patee
Be;, = ey.

Toisaalta vapaata muuttujaa vastaavalle sarekkeelle b;, péitee
Beje = bjé = bljéel 4+ -+ b(n—k)jgen—k'
Nain ollen jokaista vapaata muuttujaa vastaavalla indeksilld j, péitee
Bej, = bijeer + -+ + b(n—k)joen—t
= blszeil 4+ -+ b(n—k)ngeinfk
=B (bljzeh —+ 4 b(n—k)jgeinfk) .

Huomaa, etté edellisissé laskuissa eq, ..., e, € R™ 1 ja e, ... e, € R™L
Maééritellasin jokaisella £ € {1,..., k} vektorit
Ug = — (bljgeh +ot b(n—k)jeez'n,k) € Sp(€iys -5 €ipy)-
ja
Wy, = €j, + Uy
Talloin
Bwj, = Bej, + Buy = Be;, — Bej, =0,

eli wj, € Null(B).
Osoitetaan nyt, etté (wj,, ..., w;,) on aliavaruuden Null(B) kanta. Osoitetaan ensin,
ettd jono (wj,, ..., wj, ) on vapaa. Olkoot ai,...,a; € R sellaisia lukuja, ettd

alel + -+ (lkwjk =0.
Nyt termien uudelleen ryhmittelyn jilkeen saadaan

arej, + -+ agej, + (arur + - - - + aguy) = 0.

Koska vektorit up,...,u; kuuluvat aliavaruuteen Sp(e;,,...,e; ), niin saadaan, etti
ajui+- - -+agur € Sp(e;,, ..., e;, ). Néin ollen on olemassa sellaiset luvut c1, ..., cp—k €
R, ett#

ajul + -+ apup = cié; +- -+ Cp_gei, -
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T&lloin saadaan yhtilo
aiej + - +agej, +crey +--+cppey, . =0.

Koska jonossa (ej,, ..., €j.,€i,---,¢€;, ,) onstandardikannan (e1, ..., ey) jisenet uudel-
leen jérjestettyné, niin jono (ej,,...,€j,€i,...,€;, ,) on kanta. Néin ollen ay = --- =
ap =c1 =+ = ¢y = 0. Erityisesti a; = --- = a;, = 0 ja jono (wj,,...,w;,) on vapaa.

Osoitetaan nyt, ettd jono (wj,,...,w;j,) virittdd aliavaruuden Null(B). Aloitetaan

havainnolla. Olkoon
Y1

y=|:| €Nul(B)
Yn

sellainen vektori, etté y;, = 0 kaikilla £ € {1,...,k}. Koska yhtdléryhmé& B on supis-
tetussa porrasmuodossa, niin télloin myo6s sidottuja muuttujia vastaavat termit ovat

nollia, eli y;;, = ---=1y;, , = 0. Néin ollen y = 0.
Olkoon nyt
r1
x=| 1| €Nul(B)
In
Talloin
U
y=|:|=2—(zjwj + - +zjwj) € Nul(B)
Yn

on vektori, jolle pétee y;, = 0 jokaisella £ € {1,...,k}. Néin ollen y = 0, eli
T =xjwy + o+ Xj,Wg,.

Niéin ollen jono (wj,, ..., wj,) virittdéd aliavaruuden Null(A). O
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Liite C

Liite: Determinanttien teorian
lisasivut

C.1 Permutaatiot ja transpositiot

Téssé luvussa tdydennetdédn luvussal[s.3.2|kisiteltyd permutaatioiden teoriaa. Ensin osoi-
tetaan permutaation merkin tulokaava (lause ja tdmaéan jélkeen, etté jokaisen per-
mutaation voi esittdéd transpositioiden tulona. Palautetaan aluksi mieleen kisitteet ja
merkinnét.

Madritelma C.1.1. Joukon {1,...,n} bijektiota o: {1,...,n} — {1,...,n} kutsutaan
permutaatioksi. Permutaatio o: {1,...,n} — {1,...n} on transpositio, jos on olemassa
sellaiset lwout 1,5 € {1,...,n}, i # j, ettd o(i) = j, o(j) = @ ja o(k) = k kaikilla
Ee{l,...,n}\ {47}

Joukon {1,...,n} permutaatioiden joukkoa
Sym(n) ={o: {1,...,n} — {1,...,n}: 0 on permutaatio}

kutsutaan joukon {1,...,n} symmetriaryhmdksi, koska kahden permutaation yhdiste
on permutaatio ja permutaation k#édnteiskuvaus on permutaatio. Néin ollen joukon
{1,...,n} permutaatiot muodostavat ryhmén algebrallisessa mieless.

Permutaation merkki on permutaatioon liittyva luku 1 tai —1, joka kuvastaa saman-
aikaisesti kahta permutaation o: {1,...,n} — {1,...,n} ominaisuutta:

e sitd vaihtaako o lukujen 1 < ¢ < j < n jérjestyksen parillisen vai parittoman
monta kertaa ja

e sitd tarvitaanko permutaation o esittdmiseen parillinen vai pariton méaéra trans-
positioita.

Yleenséd médritelméksi valitaan jilkimméinen ominaisuus. Luvussa |5 valittiin kui-
tenkin ensimmaéinen mééaritelma, koska se on sekd madritelméllisesti helpompi ettd teo-
reettisesti mielenkiintoisempi.
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Miaritelma C.1.2. Permutaation o € Sym(n) merkki sign(o) € {—1,+1} on

sign(o) = (-1)F,
missi k € N on niiden lukuparien (i,7), missi 1 < i < j < n, lukumddrd, joille pitee
o(j) < o(i).
Huomautus C.1.3. Suoraan mddritelmdsti havaitaan, ettd transposition merkki on
aina —1 ja ettd identtisen permutaation merkki on 1.

Osoitetaan nyt, ettd permutaatioiden yhdisteen merkki on merkkien tulo.
Lause C.1.4. Olkoot o,7 € Sym(n). Tdlloin sign(o o 7) = sign(o)sign(7).
Todistus. Ennen varsinaisen véitteen todistamista tehddin havainto. Olkoon n € N ja

P: R"® — R polynomi

P(xy,...,m,) = H (xj — ;)

1<i<j<n
kaikilla (z1,...,2,) € R™.
Olkoon o € Sym(n) permutaatio ja méadritelladn polynomi P,: R” — R kaavalla
Pa(l'la cee 7xn) = P(xa(l)v R a$a(n))
kaikilla (z1,...,z,) € R"™. T&lloin
PO'(:L'la"wxn) = H (xa(j) _:I:U(i))
1<i<j<n

kaikilla (21, ..., 2,) € R™

Olkoot 1 < i < j <n. T&lléin joko (i) < o(j) tai o(i) > o(j). Jos o(i) < o(j), niin
monomi (T4 (j) — To(;)) on polynomin P tulontekiji. Jos puolestaan o(i) > o(j), niin
monomi —(%,(;y — Ty(;)) on polynomin P tulontekijé. Havainnon perusteella

P,(z1,...,x,) =sign(o)P(z1,...,Tn),
kaikilla 1, ..., z,, eli polynomeina
P, =sign(o)P.
Olkoot nyt o, 7 € Sym(n) permutaatioita. Koska
sign(o o T)P(z1,. .., 2n) = P(To(z1)), -+ To(r(n)))
Pr(@o), -5 %on >)

= SlgH(T)P( xa(n))
= 51gn(T)Pg(x1, . xn)
= sign(7)sign(o)P(x1,...,Tn)

kaikilla (z1,...,2,) € R", niin

sign(o o 7) = sign(o)sign(7).
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Edellisesté lauseesta seuraa suoraan permutaation merkin toinen tulkinta.

Korollaari C.1.5. Olkoon o € Sym(n) permutaatio ja aq,...,ap sellaisia transposi-
tioita, ettd o = cp 0 -+ o . Tdlloin

sign(o) = (—1)".

Huomautus C.1.6. Lause osoittaa, ettd permutaation merkki sign(-) mddrittelee
ryhmdhomomorfismin sign: Sym(n) — Fa, missd Fo = {—1,1} on kahden alkion multi-
pilikatiivinen ryhmda. Nditd asioita kasitellddn kurssilla Algebralliset rakenteet I & II.

Huomautus C.1.7. Lauseen todistus saattaa vaikuttaa tiysin hihasta vedetyltd.
(Se ei ole kirjoittajan keksimd!) Silla on kuitenkin syvdillinen tulkinta.

Joukon Sym(n) permutaatiot permutoivat luonnolisella tavalla avaruuden R™ koor-
dinaattejam Niin ollen jokainen permutaatio o € Sym(n) itseasiassa mddrittelee ku-
vauksen avaruuden R™ polynomien avaruudelta itseensd kaavalla @ — Q,, missi Q
on avaruuden R™ polynomi ja Q, on mddritelty vastaavalla tavalla kuin todistuksessa
polynomi P,.

Koska joukko Sym(n) on kuvausten yhdistimisen suhteen ryhmd, niin edelld olevat
kuvaukset Q — Q, mddrittelevit ryhmdn Sym(n) toiminnan polynomien avaruuteen.
Koska polynomille P pdtee, ettd joko P, = P tai P, = —P, niin paljastuu, ettd ryhmd
Sym(n) toimii aliavaruuteen Sp{P} kuten ryhmd Zs ja toiminta mddrdytyy permutaa-
tion merkistd. Aiheesta lisdd maisteriopinnoissa tai hakusanalla group action interne-
tistd.

C.1.1 Permutaatiot transpositioiden yhdisteena

Osoitetaan nyt, ettd jokainen permutaatio on transpositioiden yhdiste. Yhden alkion
joukon {1} tapaus jatetdén lukijalle.

Lemma C.1.8. Olkoon n > 2. Jokainen joukon {1,...,n} permutaatio o: {1,...,n} —
{1,...,n} voidaan kirjoittaa yhdistettyni kuvauksena transpositioista.

Todistus. Todistetaan viite induktiolla. Oletetaan ensin, ettd n = 2 ja ettd o: {1,2} —
{1,2} on permutaatio. T&lloin, joko o = id tai o on transpoosi 7: {1,2} — {1,2}, jolle
pitee 7(1) = 2 ja 7(2) = 1. Koska id = 7 o 7, niin véite pétee.

Oletetaan, ettéd viite pétee luvulla n € N. Olkoon o: {1,...,n+1} = {1,...n+ 1}
permutaatio. Olkoon nyt i = o(n + 1) ja olkoon 7: {1,...,n+ 1} — {1,...,n+ 1}
transpoosi 7(i) = n + 1. Talléin 7 o o on permutaatio, jolle pitee (T o o)(n + 1) =
T(o(n+ 1)) = 7(i) = n+ 1. Néin ollen p: {1,...,n} = {1,...,n}, j = (100)(j), on

joukon {1,...,n} permutaatio.
Induktio-oletuksen mukaan on olemassa sellaiset transpositiot 71,..., 7%, ettd p =
71007 Laajennetaan transposititiot 1, ..., 7, joukon {1,...,n+ 1} transpositioiksi

Ttseasiassa kurssin Lineaarialgebra ja matriisilaskenta IT kielelld sanotaan, etté jokaisella permuta-
tiolla o kuvaus (z1,...,2Zn) = (To(1),- - -, To(n)) On avaruuden R™ lineaarinen isomorfismi.
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asettamalla 7;(n + 1) = n+ 1 jokaisella j € {1,...,k}. Néin ollen néille uusille transpo-
sitioille 71, ..., 7 (joista kédytetddn samaa merkintédéd) pétee

TOTLOTk = O.

C.2 Tilavuusmuoto on alternoiva multilineaarikuvaus

Tissi luvussa osoitetaan, ettd avaruuden R™ ! tilavuusmuoto volgnx1 on alternoiva
multilineaarikuvaus.

Lause [5.3.20, Funktio volgnxi: R™! x ... x R®1 — R on alternoiva multilineaariku-
vaus, jolle pdtee volgnxi(eq,...,e,) = 1.

Todistus. Osoitetaan ensin multilineaarisuus. Olkoon vy,...,v, € R™1 v w € R" ja
a,b € R. Merkitaan lisiksi v; = vjie; + -+ + vjne, jokaisella j € {1,...,n} sekd
v =01€1 + -+ vpen jaw =wiey + -+ wpey.

Tarkastellaan nyt indeksia j € {1,...,n}. Télloin

volgnx1(v1, ..., vj—1,av + bw,vji1,...,vp)

= D sign(0)vo()1 - Vo(-1),j—1 (@ () + B () Ve (1) 541 Vo(mn-
o€Sym(n)

Purkamalla sisimmét sulut saadaan jokaisella permutaatiolla o yhtélo
Sigﬂ(O’)’UU n1-° UU(j—l)vj—l(a’UU(j) + bwa(j))va(j—l—l),j—‘rl “Vo(n)n

(
= sign(o)
+ sign(

Vo (1)1 * Vo (j—1),j—1(0o(5)) Vo (j+1),j41 " * Vo(n)n
O Va(1)1 "+ Vo(j-1),j—1 (OWe () Vo (j41) 541 * Vo(nn
= asign(0) V(1)1 * * Vo(j—1),j-100 () Vo(j+1),j+1 " Voln)n

+ bsign(0)vo(1)1 * Vo (j—1),j—1Wo (j) Vo (j+1),j+1 " Vo(n)n-

Ottamalla huomioon summa yli perumutaatioiden saadaan

volgnx1(v1,...,vj—1,a0 + bw, vjt1,...,0p)

= Z Sign(g)vau)l"'Ua(j—l),j—l(ava(j)+bwa(j))va(j+1),j+1"'Ua(n)n
o€Sym(n)

=a Z sign(a)vg(l)l © Ve (-1),j—1Y (1) Vo (j+1),5+1 """ Vo(n)n
o€Sym(n)

+b Y sign(0)ve()1 Va(i—1) j1Wo () Va(j1) 41 Vo(mn

o€Sym(n)
= avolgnx1(v1,...,0j—1,0,Vj41,...,Up)
+ bVOanxl(’Ul, sy U1, Wy Vgl e ey, Un).
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Multilineaarisuus on n#in osoitettu.
Osoitetaan nyt, ettéd funktio volgnx1 on alternoiva. Tété varten oletetaan, ettd vek-

torit vy,...,v, € R™¥! ovat sellaisia, etti v, = vy, joillain idekseilld p < r. Olkoon
7:{1,...,n} = {1,...,n} transpositio, joka vaihtaa indeksien p ja r paikan, eli 7(p) = r,
7(r) = pja 7(j) = j kaikilla j # p,r. Talloin (p,r) on ainoa pari joukossa N(7), joten
sign(7) = 1.

Jaetaan permutaatiot Sym(n) kahteen joukkoon kiyttden apumerkintid. Olkoot
S< ={o € Sym(n): o(p) < o(r)}
ja
S~ = {o € Sym(n): o(p) > o(r)}.

Koska p < r, niin o(p) # o(r) jokaisella 0 € Sym(n). Néin ollen jokainen permutaatio
joukossa Sym(n) kuuluu tésmélleen toiseen joukoista S< ja S~. Lisiiksi, jos o € S7, eli
o(p) > o(r), niin 0 o7 € S<. TA4mA seuraa siitd, etté

(0o7)(p) = o(r(p)) = a(r) <o(p) = o(r(r)) = (g 07)(p).

Vastaavasti, jos o € S<, niin 0 o7 € 5.
Kayttden néitd merkintojd saadaan, etté

Volgnx1 (V1 ..., vp) = Z sign (o) V(1)1 ** * Vo (n)n

o€Sym(n)

= > sign(Qveryr - Veeyn + D S8 0o)1 Ve (mn
£€S< <€S>

= D sign(€)veqan + veeun + Y $i80(E 0 T)vgor) 1)1+ Vigor)
£€S< §€S<

missé viimeisessd yhtdsuuruudessa on kiiytetty tietoa, ettd joukot S< ja S~ vastaavat
toisiaan vastaavuudella, etti permutaatio £ € S~ vastaa permuaatiota ( = o7 € S <E|

Analysoidaan nyt summan jalkimmaéisté termis. Kaytetdan nyt hyodyksi tietoa, ettd
vy = vp. Tastd seuraa, ettd v ;) = v; jokaisella j € {1,...,n}, eli Vo(r(j)); = Vo(r())r()
jokaisella j € {1,...,n}. Toisaalta, koska 7 on permutaatio, niin jokaisella o € S<, tulo

Yo(r(1))r(1) """ Yo (r(n))7(n)

on tulo

¢

2T#mé4 hieman epamédriinen “vastaavuus”’ tarkoittaa tietysti sitéd, ettd kuvaus S <58 >, E—€&orT

on bijektio.
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jonka tulon tekijat on uudelleen jérjestetty. Yhdistamélla ndmé kaksi havaintoa, saadaan
seuraava havainto

Z sign(€ © T)V(gor)(1)1 * " * V(eor) (n)n = Z sign(€)sign(7)v(gor) (1)1 * - V(gor) (n)n

ot €es<

— Z sign(&)sign(7)v(cor) (1)7(1) "+ V(eor) (n)r(n)

€es<
= sign(r) Y sign(§)vem)n - Viemn
€es<
= _ Z sign(§)vey - Vemyn-
€es<

Néin ollen

volgn (Ula ce 7Un) = Z Sign(&)vf(l)l ©Ue(n)n + Z Sign(g 0 7-)17(507—)(1)1 ©Ugor)(n)n

¢es< ges<

= Z sign(§)ve(1y1 -+ Ve(nyn — Z sign(&)v(e()1 - Vie(nin
¢es< ges<

—0.

Téamé todistaa, ettd funktio volgr on alternoiva.

Osoitetaan vield, ettéd volgnx1(e1,...,e,) = 1. Témé seuraa havainnosta, etté e;; # 0
jos vain vain jos j = 4. Néin ollen e, (1)1 - €5(n), # 0 ainoastaan identtiselld permutaa-
tiolla id. Néin ollen

volgnxi(e1,...,e,) =sign(id)eqy - - - epy = 1.

C.3 Alternoivien multilineaarikuvausten ominaisuudet

Téssé luvussa todistetaan luvun lauseet [5.3.16] ja [5.3.17]
Lauseen[5.3.16|todistus on kaksiosoinen lasku. Ensimmaéisessé vaiheessa hyodynnetédén

vektoreiden v1, ..., v, esitystd standardikannassa ja kaytetddn multilineaariisuutta tuo-
maan lineaarikombinaatiot v; = vy;e1 +- - - +vn;€n ulos multilineaarifunktiosta w. Toises-
sa vaiheessa hytdynnetéddn alternoivuutta havaitaan, ettd ensimméisessé vaiheessa saa-
dut summat yksinkertaistuvat. Téassé osassa todistusta tarvitaan permutaation merkin
tulokaavaa ja permutaatioden esittémistéd transpositioiden tulona.

Lause(5.3.16L Olkoon w: R 1 x... xR — R alternoiva multilineaarikuvaus. Tdlloin

kaikilla vy, ...,v, € R", missd v; = vi;€1 + - - - + Upiey, pdtee
W(Ul, s 7vn) = Z Sign(a)va(l)l *Vs(n)n w(el’ s 7€n)' "
o€Sym(n)
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Lauseen todistus on kaksiosoinen lasku. Ensimméisessé vaiheessa hyodynnetédén vek-
toreiden v1,...,v, esitystd standardikannassa ja kéytetddn multilineaariisuutta tuo-
maan lineaarikombinaatiot v; = vi;e1+- - - +vpien ulos multilineaarifunktiosta w. Toises-
sa vaiheessa hyddynnetéddn alternoivuutta havaitaan, ettd ensimméisessé vaiheessa saa-
dut summat yksinkertaistuvat. Téssd osassa todistusta tarvitaan permutaation merkin
tulokaavaa ja permutaatioden esittdmisté transpositioiden tulona.

Lauseen todistus. Koska

V; = V15€1 + -+ Upin = E Vjiej € R™

=1
jokaisella i € {1,...,n}, niin
Wy, .., vp) =w E vj1€;, E Vj2ej, ..., E Vjn€;j
7j=1
n
= E Vj11€51 5 E Vjp2€jg5 - - + E :vjnnejn ’

Jji1=1 J2=1 Jn=1

missé toistuva summamuuttuja j on uudelleen nimetty muuttujiksi j1, jo, . . ., jn. Koska

w on multilineaarinen, niin saadaan toistamalla multilineaarisuutta n kertaa saadaan

n
w(vl, ..., vp) =W E Unl@jmg U3226]2,...,E Vjun€jn
j2=1

,]1— ]nzl

n
= E fuﬂlw 6]1,5 1)]226]2,..., E ”annejn

.71— ]2 1 ]n:1
n n n n
= E : E : Vj11Vja2W | €515 €jas § Uj33€j3s5 -+« E : Vjnn€in
J1=1j2=1 Js=1 Jn=1
n n n
= E : V1105920 | €415 €5, E : Uj33€3y -+« 5 § : UjnnCjn
Ji,j2=1 Js=1 Jn=1
n
= E : Vj11V522V5,nW (ejl ) €jay - - 7€jn) .
j1,...,jn:1
Huomaa, ettéd viimeissé summassa kaikki muuttujat jy, . . ., j, kidyvét ldpi arvot 1,...,n
Tarkastellaan nyt termeja w (e, €j,, - - ., €j,). Olkoot ji, ..., jn € {1,...,n}. Jos kah-
della muuttujista j1, . .., j, onsamaarvo k € {1,...,n}, niin tilléin vektori ey, toistuu jo-
nossa (€j,, . ..,e;, ) ainakin kahdesti. Koska w on alternoiva, niin talloin w(e;,, ..., €;,) =

0.

397



Niin ollen termi w(ej,,...,e;,) on nollasta poikkeava ainoastaan, jos muuttujat

J1,---,Jn saavat kaikki eri arvoja. N&in ollen saatu summa voidaan kirjoittaa muodossa
n
Wy, ..., op) = Z Vj11055205,nW (€415 €joy - - - 5 €5, )
Jiyejn=1
= > V205w (€415 €4r 1 €5
(jlwn,jn)
missd summa otetaan yli kaikkien sellisten lukujonojen (41, . .., jn ), missi ji # jo kaikilla
k # L.

Télldisen lukujonot (j1,...,Jn) vastaavat yksikésitteisesti joukon permutaatioita.
Tamé& havaitaan seuraavasti. Olkoon (ji,...,J,) lukujono, jossa ji € {1,...,n} jokai-
sella k ja ji # je kaikilla k # ¢. M#éritellddn kuvaus o: {1,...,n} — {1,...,n} kaavalla
k — ji. Télloin o on bijektio, eli permutaatio. Lisiiksi kaksi eri jonoa (ji,...,Jn) ja
(41, - -, 7.) médrittelevit eri bijektiot. Liséksi, jos o: {1,...,n} — {1,...,n} on bijek-
tio, niin (o(1),...,0(n)) on vaatimukset tdyttiva lukujono. (Yksityiskohdat jétetéain

harjoitustehtavéksi.)
Nain ollen summa voidaan ottaa jonojen sijaan yli permutaatioiden ja saadaan

n
wvg,...,vp) = g Vj110522V5,nW (€515 €jas - - - €j,,)
j17'~~:jn:1
= E Vo(1)1V0(2)2V0 (n)nW (ea(l)a €o(2)s -+ 7ea(n)) :
o€Sym(n)

Koska lauseen perusteella

W(ea(1),- -+ €a(n)) = sign(o)w(er, ..., en),
niin néin saadaan
WL ) = Y U122V (m)n® (€o(1)s €a2)s - -+ Caln))

o€Sym(n)

= Z Vo (1)1V6(2)2V0 (n)nSiEN(T )W (€1, €2, - - ., €5)
o€Sym(n)

= Z SigN(0) Ve (1)1V0(2)2V0(n)n | W (€1,€2,- -, €n) .

o€Sym(n)

Tamé paattds todistuksen. O

Osoitetaan nyt lause eli ettd alternoivan multilineaarikuvauksen arvot muuttu-
vat permutaation merkilld argumentteja permutoitaessa. Tamé tulos seuraa itseasiassa
suoraan permutaation esittédmisestéd transpositioiden avulla ja alternoivuudesta.
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Lause [5.3.17. Olkoon w: R™1 x ... x R™! — R alternoiva multilineaarikuvaus, olkoot
V1. .., 0 € R™ vektoreita ja o: {1,...,n} = {1,...n} permutaatio. TdillGin

W(Va(1)s -+ Vo(n)) = sign(o)w(ve, ..., vn).

Todistus. Alternoivuuden perusteella

w(wT(1)7 ) wT(TL)) = (—1)0.)(11)7(1), cee 7w7'n)
kaikilla vektoreilla wr, ..., w, € R™! ja transpositioilla 7: {1,...,n} — {1,...,n}.
Olkoot 71,..., Ty sellaisia transpositioita, etti ¢ = 71 o - - - o 7,,. Téll6in induktiolla
saadaan
W(V(r 0omm)(1)s -+ s U(riomomm)(n)) = (—1)Mw(v1, ..., vn) = sign(o)w(vi, ..., vn).

C.4 Determinantin kehityskaavan lemman todistus

Lemma Olkoon B = [bj;] € R™*™ sellainen matriisi, ettd by, = 0 katkilla i < n
76 bpn = 1. Tdlloin
det B = det By,,.

Todistus. Olkoon
S ={o € Sym(n): o(n) =n}.

Télloin jokaisella o € S pitee, ettd rajoittuma ol -1y {1,...,n—1} = {1,...,n—1}
on joukon {1,...,n — 1} permutaatio. Liséksi joukon S permutaatiot vastaavat yk-
sikésitteisesti permutaatioita Sym(n — 1), jossa vastaavuus saadaan laajentamalla per-
mutaatio o € Sym(n) permutaatioksi : {1,...,n} — {1,...,n} kaavalla 6(k) = o(k),
jos k<n,jad(n)=n

Olkoon nyt o € Sym(n). Jos o(n) # n, niin by(,), = 0 ja sign(0)bg(1)1 ** * by(nyn = 0.
Néin ollen

o€Sym(n)

= Z Sign(a)bo(l)l ba(n)n
oeS

- Z Slgn(a)ba(l)l b (n—1)n * 1
oS

= Z Sign(a)ba(l)l T ba’(nfl)n
c€Sym(n—1)

= det By,,.

3Tami vastaavuus on itseasiassa bijektio Sym(n — 1) — S.
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C.5 Cramerin siddnto ja kddnteismatriisin kaava

Yksi determinantin (teoreettisista) sovelluksista on kaava matriisin kddnteismatriisille.
Tarkka viite on seuraava.

Lause C.5.1. Olkoon A € R™" kdintyvi matriisi. Tdlloin

_ 1 .
A 1 = made,

missi adjA € R™™ on matriisi, jonka alkiot ovat (adjA);; = (—1)7T" det(Al;;).

Matriisia adjA kutsutaan matriisin A (klassiseksi) adjungaatiksi ja yll& matriisi Al;;
on determinantin kehityskaavan yhteydessé esitelty matriisi, joka saadaan matriisista A
poistamalla :s rivi ja j:s sarake.

Lauseen todistuksen ytimessd on niin kutsuttu Cramerin sdéanto, joka kertoo
kuinka yhtdlon Ax = b ratkaisun x kertoimet saadaan sellaisten matriisien determi-
nanteista, jotka saadaan vaihtamalla sarakevektori b matriisin A sarakkeiden tilalle.
Maéaritellidn ndmé matriisit Cramerin sddnnon todistusta varten.

Olkoon A = [v1 ---v,] € R™™ matriisi, jonka sarakkeet ovat vy,...,v, € R™! ja
olkoon b € R™ ! sarakevektori. Tilloin jokaisella i € {1,...,n} merkitiin
Al(b) = [Ul cer w1 b Vitl - Un} e R™*™,

Cramerin sdéntoé sanoo, ettd yhtédlon Ax = b ratkaisu x voidaan laskea matriisien
Aq(b), ..., An(b) determinanteista. Véite on seuraava.

Lemma C.5.2. Olkoon A € R™" Ekédntyvd matriisi ja b € R™1. Téllgin yhtilon
Ax = b yksikdsitteisen ratkaisun x = [z1-- - x,]t € R™! kertoimet ovat

= det Az(b)
Y detA
jokaisella i € {1,...,n}.
Todistus. Olkoon e, ...,e, avaruuden R"*! standardikanta ja olkoon i € {1,...,n}.
Koska
li(z) = [e1---€i—1 @ €jy1- - en],
niin
AIZ(JI) = A[61 € —1 L €410 en}
= [A61 cee Aei_H Az A6i+1 ce Aen]
=[a1---ai—1 b aiy1 -+~ an] = Ai(D).
Koska
det I;(z) = x4,
niin

det(A)x; = det(A) det(I;(z)) = det(AlLi(x)) = det(A;(b)).
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Koska A on kddntyvé, niin det(A) # 0 ja

_ det(Ai(b))
YT T det(A)

Todistetaan nyt Cramerin sdénnén avulla kainteismatriisin kaava.

Lauseen [C5.1] todistus. Merkitiin A1 = [v1---v,] € R™™ missd v; = [vg; - vt €
R™! jokaisella i € {1,...,n}.
Koska AA™! = T = [e1---e,), niin Av; = e; jokaisella i € {1,...,n}. Cramerin

kaavan (lemma [C.5.2)) nojalla
. det Aj (62)

Vi —
7 det A
jokaisella j € {1,...,n}.
Kehitetédén matriisin A;(e;) determinantti sarakkeen j suhteen, jolloin saadaan

det(Aj(ei)) = (—1)‘j+i det(A|ij) = adJ(A)JZ
Néin ollen

11
~det A

adj(A).

C.6 Hadamardin epiyhtilo

Joissain sovelluksissa halutaan arvioida matriisin determinantin suuruutta. Yleensa timéa
tehdddn Hadamardin epéayhtalon avulla.

Lause C.6.1 (Hadamardin epsyht&ls). Olkoon A = [v1 -+ v, € R™" neliomatriisi,
missa vy, . . ., v, € R™1 ovat matriisin A sarakkeet. TéllGin
|det A| < |vi] -+ |vn]. (C.1)

Lisiksi, jos vektorit vy,...,v, oval nollasta poikkeavia, niin epiyhtilissd (C.1) pdtee
yhtdlo, jos ja vain jos matriisin A sarakkeet ovat toisiaan vastaan kohtisuorassa.

Hadamardin epdyhtélo on suora sovellus QR-hajotelmasta, kahdesta determinantin
perusominaisuudesta seké yldkolmiomatriiseja koskevasta huomiosta. Tarvittavat apu-
tulokset kirjataan lemmoiksi ja jatetddn lukijalle harjoitustehtaviksi.

Lemma C.6.2. Olkoon U € R"*" ortogonaalimatriisi. Tdlloin |det U] = 1.
Lemma C.6.3. Olkoon R = [rj;] € R™" ylikolmiomatriisi. Télloin det R = 111 -+ Ty

Lemma C.6.4. Olkoon R = [rj;] € R"*™ sellainen ylikolmiomatriisi, etti sen sarakkeet
ovat nollasta poikkeavia ja toisiaan vastaan kohtisuorassa. Tdalloin R on diagonaalimat-
riisi, eli R = [7"1161 r,men].
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Lauseen [C.6.1] todistus. Lauseen nojalla on olemassa sellaiset ortogonaalimatriisi
Q € R™" ja ylikolmiomatriisi R = [rj;] € R™*", ettd

A=QR.
Olkoot nyt wr, ..., w, € R™*! matriisin R sarakkeet, eli R = [wl e wn]. TAalloin
A:QR:Q[uu wn] = [le an]7

eli v; = Quw; jokaisella i € {1,...,n}.
Koska @) on ortogonaalimatriisi, niin

|Qwi|* = (Qu;) - (Qu;i) = w!Q'Qu; = wlw; = w; - w; = |w;|?

jokaisella i € {1,...,n}. Toisaalta

rig| < AJrd 4 = fwil

jokaisella i € {1,...,n}. Lisdksi tdssd epiyhtdlossd pétee yhtdsuuruus, jos ja vain jos
Tji = 0 kaikilla j 75 i, eli W; = Ti€;.
Koska

det A = det(QR) = (det Q)(det R),
niin lemmojen ja perusteella saadaan
|det A| = |det R| = |r11 - Tpa

= |ria] - [7onl
< Jwi| -+ [wnl
— ‘7)1’ - "Un’

Tamé paattdd Hadamardin epayhtélon todistuksen.

Osoitetaan nyt, etté jos vektorit vy, ..., v, ovat nollasta poikkeavia, niin epéyhtélossa
péitee yhtédsuuruus, jos ja vain jos matriisin A sarakkeet ovat toisiaan vastaan kohtisuo-
rassa.

Oletetaan ensin, ettd epayhtilossd pitee yhtasuuruus. Talloin w; = rie; jokaisella
i€{l,...,n}, eli R on diagonaalimatriisi. Néin ollen

Aey, - Aeg = v, - vp = (Quy) - (Quy) = wy - wp = (Tkker) - (rocer) = rigroer - e =0

kaikilla &k # /.

Oletaan nyt, ettd matriisin A sarakkeet ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan. T#ll6in
kaikilla k #£ £ pétee

0= vg - v = (Qug) - (Qug) = wy, - wy

eli matriisin R sarakkeet ovat toisiaan vastaan kohtisuorassa. Koska |w;| = |v;| jokaisella
i € {1,...,n}, niin lemman perusteella matriisi R on diagonaalimatriisi, eli R =
[r11€1 +++ Tnnen]. Nyt Jw;| = |ry| jokaisella ¢ € {1,...,n}, joten epiyhtélossé
péitee yhtdsuuruus. O
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Liite D
Liite: Suoran summan lisidsivut

D.1 Useamman aliavaruuden suora summa

Useamman aliavaruuden summa on helppo méaritella kiyttden médritelméan ideaa.

Maiédritelma D.1.1. Vektoriavaruuden V aliavaruuksien Wy, ..., Wy C V summa on
aliavaruus

Wi+ +We={wi+ - +w, € V:w; € W; jokaisella i € {1,...,k}}.

Jélleen on suoraviivaista todistaa, ettd Wi + --- + Wy todellakin on aliavaruus ja
tama jitetddn harjoitustehtéavéksi.
Useamman aliavaruuden suora summa maééritelliin seuraavasti.

Masritelma D.1.2. Vektoriavaruuden V' aliavaruuksien W1y, ..., W, C V summa W1+

---+ Wy on suora, jos
(W1+"'+W@,1)ﬁWg:{0}

jokaisella ¢ € {2,...,k}. Tdlloin merkitdin W1 @ - @ Wi =Wy + - + W.

Huomautus D.1.3. Koska Wy + -+ Wy, = (Wq + -+ + Wy_q) + Wy, niin timd
mddritelmd voidaan tulkita siten, ettd aliavaruuksien Wy, ..., Wi summa on suora, jos
Wi+ +Wy= Wi+ -+ Wi_y) & Wy jokaisella £ € {2,... k}.

Seuraava lause antaa kuitenkin hyddyllisemmén tulkinnan, joka sanoo, ettd aliava-
ruuksien summa on suora, jos ja vain jos jokaisella vektorilla on yksikésitteinen esitys ali-
avaruuksien vektoreiden summana. Témé tulos on analoginen lauseen [8.3.3 kanssa ja sitd
voidaan kayttdd summan suoruuden tarkastamiseen, kuten lauseen jéilkeen késiteltavét
esimerkit havainnollistavat.

Lause D.1.4. Olkoon V vektoriavaruus. Aliavaruuksien W1y, ... , W C V summa Wy +
<o« + Wy summa on suora, jos ja vain jos jokaisella w € Wi + -+ + Wy on olemassa
sellainen yksikdsitteinen vektori w; € Wy jokaisellai € {1,...,k}, ettd w = w1+ - -+wy.
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Todistus. Oletetaan, ettd summa W1+ - - -+ W}, on suora. Olkoon nyt w € Wi +-- -+ Wj.

Tilloin jokaisellad € {1,..., k} on olemassa sellainen vektori w; € W, ettd w = w1+ - -+
wy. Olkoot nyt jokaisella ¢ € {1,...,k} w] € W; sellainen vektori, ettd w = wj+- - - +wj.
Osoitetaan, ettd w; = w] jokaisella i € {1,...,k}.

Merkitaén

Vp—p =w1 + - Fwp_1 €W+ + Wi
ja

Vpg =W+ -+ wp_y € Wi+ -+ Wi_y.
Talloin w = vg_1 + wy ja w = vj_; + w). Koska summa (W + -+ Wy_1) + W, on
suora, niin lauseen nojalla vy_1 = v}, ja wy = wy.

Vastavasti osoitetaan, etté w, = wy jokaisella £ = k —1,...,1. Niin ollen vektorit
wy, ..., wy ovat yksikésitteisié.

Oletetaan nyt, etté jokaisella w € Wy +- - -+ Wy, on olemassa yksikésitteiset sellaiset
vektorit w; € W, ettd w = w1 + - - - + wg. Osoitetaan, ettd (W1 +---+Wy_1)NW, = {0}
jokaisella ¢ € {2,..., k}.

Tehddan vastaoletus, ettd (Wi +---+W,y_1)NW, # {0} jollain £ € {2,...,k}. Olkoon
w € (Wi + -+ 4+ Wy_1) N W, nollasta poikkeava vektori. Télloin w = wy + -+ + wp_q
jollain w; € W; jokaisella i € {1,...,¢}. Lisiksi w € W,. Merkitdin wy = —w. T&lloin

0=wi + -+ wp—1 + wy.

Koska 0 = w|+- - -4wyj, missd wj = --- = wj = 0, niin oletuksen nojalla wy; = --- = wy =
0. Ta&ma& on ristiriita, koska 0 = wy = —w # 0 vektorin w valinnan nojalla. Vastaoletus
on siis védrd ja (Wi +---+ Wy_1) N W, = {0} jokaisella £ € {2,..., k}. O

Lause D.1.5. Olkoon V kompleksinen vektoriavaruus ja olkoot W1y, ..., W, avaruuden
V' ddrellisulotteisia aliavaruuksia. Olkoon (wj, ... ,wjdj) aliavaruuden W; kanta jokai-
sella j € {1,...,m}. Tdlloin summa Wy + --- + Wy, on suora, jos ja vain jos jono
(Wit, -+, Widy, W21, - - -, Wind,, ) on aliavaruuden Wi + - - - + Wy, kanta.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd summa Wi + --- + W, on suora. Riittdd osoittaa, etta
jono
(w11, Widy > w215 - - Wind,y, )

on vapaa.
Olkoot aj; € R kaikilla j € {1,...,m} jai € {1,...,d;} sellaisia lukuja, ettd

m dj
Z ajwj; =0
j=1 i=1
Olkoon nyt
dj
wj = Zaj,wﬂ e W;
i=1
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jokaisella j € {1,...,m}.

Koska
wy + -+ wy =0,
niin lauseen perusteella wy = - -+ = wy, = 0. Koska jono (wj1,...,w;jq4,) on kanta
jokaisella j € {1,...,m}, niin saadaan aj; = 0 kaikilla indekseilld j ja 7. Jono on siis
vapaa.
Oletetaan nyt, ettd jono (wii,...,Wid,, W21, - - ., Wmd,,) on kanta. Olkoon w € W +
-+ + Wp,. Talléin on olemassa yksikésitteisen sellaiset luvut aj;, missé j € {1,...,m}
jaie{l,...,d;}, ettd
m dj
w = Z Z ajiwji.
j=1i=1

Niin ollen on olemassa yksikésitteiset sellaiset vektorit w; € Wj, ettd w = wi+- - - +wy,.
Summa Wy + --- + W, on siis suora. OJ

Huomautus D.1.6. Yksi lauseen[D.1.]] seurauksista on, etti aliavaruuksien Wh, ..., Wy,
summan Wi + - - - + Wy suoruus ei rispu aliavaruuksien jarjestyksestd.

Tarkastellaan nyt jilleen sarakeavaruuden R**! vektoreiden

1

v = javsg =

-1
-1

—_ o = O

virittdmaéa aliavaruutta
V = Sp(vy, v, v3) C R

Kuten edellisessé luvussa todettiin, (v1,ve,v3) on aliavaruuden V' kanta.
Esimerkki D.1.7. Olkoot
W1 = Sp(v1), Wa = Sp(va) ja W3 = Sp(vs)

avaruuden V' alicvaruuksia.
Luvun [ perusteella jokainen aliavaruus Wy, W, W3 on yksiulotteinen eli suora. Tar-
kastelemalla aliavaruutta V' vektoriavaruutena havaitaan, ettd

V' = Sp(v1,v2,v3) = Sp(v1) + Sp(v2) + Sp(v3).

Koska (v1,v2,v3) on aliavaruuden V' kanta, niin tdmd summa on itseasiassa suora sum-
ma, el
V' =Sp(v1) & Sp(v2) & Sp(vs) = W1 & Wa & W.

Osoitetaan tdmd nyt tarkasti kiyttien luvun[3 tuloksia ja lausetta [8.5.3,
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Olkoon v € V. Koska (v1,va,v3) on aliavaruuden V kanta, niin vektorilla v on
yksikdsitteiset koordinaatit (z1,x2,x3), eli v = x1v1 + T2v2 + x3,3. Asetetaan nyt wy; =
z1v1 € W1, wo = xoue € Wy ja wg = x3vs € W3. Nyt

V= T1V1 + T2V2 + X3V3 = W1 + W2 + W3.

Koska koordinaait ovat yksikdsitteisid, niin myos vektorit wi, we, w3 ovat yksikdsitteisid.
Osoitetaan timd kuitenkin vield tarkasti. Olkoot wy € Wy, wh € Wy ja wh € Wy sellaisia
vektoreita, etti v = w) +wh + wh. Aliavaruuksien Wy, Wa, W3 mddritelmien perusteella,
jokaisella i € {1,2,3} on olemassa sellainen luku y; € R, etti w, = y;v;. Tdlléin

V= w/l + w/2 + wé = Y101 + Y2vU2 + Y3v3.
Vektorin v koordinaattien yksikisitteisyyden nojalla saadaan, etti y1 = x1,y2 = x2 ja
y3 = xg. Niin ollen w} = w; jokaisella i{1,2,3}.

Kirjataan vielé lyhyesti ylos yksi esimerkki samasta teemasta. Esimerkin tarkemmat
pohdinnat jatetdén kiinostuneelle lukijalle.

Esimerkki D.1.8. Olkoot U = Sp(vi,v2) ja W = Sp(vs) kuten esimerkissi[8.3.9, eli
tiedetddn, etta V = U & W. Summaan voidaan ottaa mukaan nolla-avaruuksia {0}
summan suoruuden siitd muuttumatta, eli esimerkiksi

V=Ua{0}aW.

Tdmd seuraa havainnosta, ettd jokainen v € V voidaan kirjoittaa yksikdsitteisesti muo-
dossa
v=u+ 04w,

missd uw € U, 0 € {0} jaw € W.

D.2 Ominaisavaruuksien summa on suora

Osoitetaan nyt tdmén teorian sovelluksena, ettéd lineaarisen operaattorin ominaisava-
ruuksien summa on suora.

Lause D.2.1 (Ominaisavaruuksien summa on suora). Olkoon f: V — V lineaarinen
operaattori ja olkoot A1 < --- < A sen ominaisarvoja. Tdlloin ominaisavaruuksien
summa E(M\, f) + -+ E(Ag, f) on suora, eli

EA, )+ + EQn f) = EA, f)® - @ E(\, f).

Tédmén ominaisavaruuksia koskevan tuloksen voi muotoilla my6s konkreettisemmin
muodossa, etté eri ominaisarvoja vastaavat ominaisvektorit ovat lineaarisesti riippumat-
tomia. Tdm& muoto tuloksesta on kirjattu seuraavaan lauseeseen ja lause todis-
tetaan heti tdmén muotoilun jilkeen.
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Lauseen todistus. Olkoon v € E(\y, f)+ -+ E(Ak, f) ja olkoot vektorit v;, v} €
E(\i, f) jokaisella i € {1,..., k} sellaisia, ettéd

v=v1 4+ g

ja
V=0 4+ v
T&lloin
(v1 —v) + -+ (v —vp) = 0.
Osoitetaan, ettd v; — v} = 0 jokaisella ¢ € {1, ..., k}. Tehdéiin vastaolotus, ettd néin
ole vaan, ettd on olemassa sellainen indeksi ¢ € {1,...,k}, ettd v; — v, # 0. Olkoot

nyt 1 < ji < -+ < jm < k kaikki sellaiset indeksit ¢ € {1,...,k}, joilla v; — v # 0.
Koska v; — v, € E(\;, f) jokaisella ¢ € {1,...,k}, niin soveltamalla lausetta
ominaisarvoihin Aj; < ... < Aj, ja ominaisvektoreihin wi, ..., wy,, missd w; = vj;, — vé»i
jokaisella i € {1,...,m}, saadaan ristiriita. Néin ollen v; —v, = 0 jokaisellai € {1, ..., k}.

Koska jokaisella vektorilla v on yksikisitteinen esitys summassa E(A1, f) + -+ +
E(Xg, f), niin summa E(\y, f) + -+ + E(M\g, f) on lauseen perusteella suora. [
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Liite E

Liite: Kompleksisten
ominaisarvojen lisasivut

E.1 Kompleksisen ominaisarvon olemassaolo ilman deter-
minanttia

Téssa liitteessa annetaan toinen todistus kompleksisen ominaisarvon olemassaololle, eli
lauseelle [14.1.1] Aihetta on késitelty tarkemmin Axlerin kirjassa [IJ.

Todistus perustuu seuraavaan méaaritelméaan.
Masritelméd E.1.1. Olkoon f: V — V lineaarioperaattori ja p: C — C polynomi z —
anz" + -+ a1z + ag. Tdllin p(f): V =V on kaavalla
v an f(v) + -+ a1 f(v) + ao,

mddritelty lineaarioperaattori, missi f*(v) = f(f"1(v)) kaikilla n > 1 ja O =idy.
Tarvitsemme myos pienen lemman.

Lemma E.1.2. Olkoon f:V — V lineaarioperaattori ja olkoot p: C — C ja q: C — C
polynomeja. Merkitidn mydt pq: C — C ndiden polynomien tuloa, eli funktiota z —
p(2)q(2). Talloin

pa(f) = p(f) o a(f) = a(f) o p(f).

Todistus. Olkoon p: C — C polynomi z — Y %" a2’ ja q¢: C — C polynomi z —
ZZ:O bkz’“. Talloin

pq(z) = zm:ajzj (i: bkzk) = i”: (ajzj ankzk) = iiajbkzj+k.
J=0 k=0 j k=0

= =0 = =0 k=0

Vastaavalla laskulla saadaan, ettd gp = pq.
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Koska f on lineaarikuvaus, niin kaikilla v € V' pétee

m n

pa( ZZagbkfﬁ’f =2 aibef ()

:Z jf] (Zbkf]+k ) a]f] Q(f)(v))

]:

= ()(()()) (p(f) © q(f))(v).
Koska pg = gp, niin pq(f) = gp(f). Néin ollen

p(f) o q(f) = (pa)(f) = (ap)(f) = a(f) o p(f)-
O

Edellisen lemman merkitys on seuraava. Olkoon p: C — C polynomi z — ag +

a1z + -+ - + apz". Tekijoihin jaon perusteella p voidaan kirjoittaa muodossa p(z) =
a(z—A1) -+ (z—=A\n) = ap1(z) - - - pn(2), missé jokainen p;: C — C on polynomi z — z—\;.
Lemman nojalla kaikilla f: V — V pétee

p(f)(v) = a0+ arf(v) + -+ anf"(v) = a(pi(f) o - o pu(f)) (v),
missé p;(f): V — V on operaattori p;(f) = f — Niidy.
Lauseen vaihtoehtoinen todistus. Olkoon n = dim V ja olkoon v € V'\ {0} (jokin)

vektori. Koska jonossa

(v, f(0), f2(0),- - [ (v))
on n+ 1 jdsenté, niin se ei ole lineaarisesti riippumaton. Néin ollen on olemassa sellaiset
kertoimet aq,...,a, € C, joista jokin on nollasta poikkeava, ettd

agv + a1 f(v) + - + anf"(v) = 0.

Havaitaan ensin, etté jokin kertoimista ay, ..., a, ei ole nolla. Jos néin pétisi, niin silloin
0 = agv. Talloin ag = 0, silld v # 0. TAma on ristiriita, koska jokin kertoimista ag, . . ., a,
ei ole nolla. Olemme siis péételleet, ettd jokin kertoimista aq, ..., a, €i ole nolla.

Olkoon P: C — C polynomi z — ag + a1z + - - - + a,z". Kompleksisten polynomien
tekijoihin jaon (Korollaari[14.1.5) nojalla on olemassa a € C ja sellaiset A1, ..., A, € C,
etta

P(2) = alz = M)+ (2 = n).
Lemman nojalla

O=av+arf(v)+ - +anf"(v) =a(f —Midy) oo (f — A\idy)(v).

Koska v # 0, niin péddteelldén, ettd on olemassa sellainen ¢ € {1,...,n}, ettd w =
((f = Xipaidy) - - o+ (f = Apidy)) (v) # 0, mutta (f — N\idy)(w) = 0. Néin ollen jokin
operaattoreista f — A\;idy ei ole injektio ja on olemassa sellainen vektori v € V, etté
f(v) = X\jv. Operaattorilla f on siis ominaisarvo A;. O
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E.2 Kompleksisen operaattorin ylikolmioesitys

Annetaan nyt suora todistus korollaarille [14.2.5| invarianttien aliavaruuksien avulla.

Lause E.2.1. Olkoon V n-ulotteinen kompleksinen vektoriavaruus ja f: V. — V li-
neaarioperaattori. Tdlldin on olemassa sellainen avaruuden V' kanta (vi,...,v,), ettd
kuvauksen f esitysmatriisi tdssd kannassa on ylikolmiomatriisi.

Maédritelma E.2.2. Kompleksisen vektoriavaruuden V aliavaruus W on invariantti
operaattorin f: V' — V suhteen, jos fW C W.

Invariantin aliavaruuden merkitys on se, etté operaattori f: V' — V voidaan rajoit-
taa aliavaruuteen U eli ettd kuvaus f|y: U — U on hyvin mééritelty operaattori.

Esimerkki E.2.3. Triviaalit esimerkkit invarianteista aliavaruuksista ovat koko ava-
ruus V' ja nolla-avaruus {0}. Muita esimerkkeji operaattoreihin liittyvistd invarianteista
aliavaruuksista ovat ydin ja kuva. Tdman luvun kannalta tdrkein esimerkki operaattorin

f:V =V invariantista aliovaruudesta on ominaisarvoon A € C listtyvd ominaisavaruus
E(\ f)cV.

Seuraava lemma kertoo kuinka yldkolmiomatriisit ja invariantit aliavaruudet liittyvét
toisiinsa. Téatd lemmaa voidaan ajatella huomautuksen vastineena invarianteille
aliavaruuksille. Huomaa, ettd lemma pétee sekéd kompleksisille etté reaalisille vektoria-
varuuksille.

Lemma E.2.4. Olkoon V vektoriavaruus, (vi,...,v,) avaruuden V kanta ja f: V. —V
operaattori. Tdlloin seuraavat ehdot ovat yhtdpitdvid:

1. lineaarikuvauksen f esitysmatriisi kannassa (vy,...,vy,) on ylikolmiomatriisi,

2. f(vj) € Sp(v1,...,v;5) kaikilla j € {1,...,n} ja

3. Sp(vi,...,v;) on operaattorin f invariantti aliavaruus jokaisella j € {1,...,n}.
Todistus. Oletetetaan, ettd operaattorin f esitysmatriisi A kannassa (v1,...,v,) on
yldkolmiomatriisi. Tallsin jokaisella j € {1,...,n} piitee

F05) = F(V (o, n)(€5) = f(v5) = Wiy, o) (Aeg).

Koska A on yldkolmiomatriisi, niin Ae; € Sp(eq, ..., e;). Ndinollen f(v;) € Sp(v1,...,v;).
Oletetaan nyt, ettd f(v;) € Sp{vi,...,v;} kaikilla j € {1,...,n}. Olkoon v €

Sp(v1,...,v;j). Talloin on olemassa sellaiset luvut aq,...,a; € C, ettd v = ajv; + -+ +
ajvj. Néin ollen f(v) = a1 f(vi)+---+a;f(v;) € Sp(vi,...,v;). Aliavaruus Sp(v1, . .., vj)
on siis operaattorin f invariantti aliavaruus jokaisella j € {1,...,n}.

Oletetaan nyt, ettd Sp(vy,...,v;) on operaattorin f invariantti aliavaruus jokaisella
j € {1,...,n}. Olkoon A € C™*" operaattorin f esitysmatriisi kannassa (v1,...,v;).
Koska

\Il(vl,...,vj)(SDA(ej)) = f(\ll(m,...,vj)(ej)) = f(vj) € Sp(m, s ,Uj)

ja Sp(vi, ..., vj) = Yy, 0 (Sp(e1, ..., €5)), niin Aej = @a(e;) € Sp(ey, ..., e;). Mat-
riisi A on siis ylakolmiomatriisi. O
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Lauseen todistuksen ytimessé on seuraava huomio. Viitteessid kaytetddn ter-
mid avarvuden V aito aliavaruus, jolla tarkoitetaan aliavaruutta U C V, joka ei ole koko
avaruus V. Seuraava lemma pétee jdlleen seké reaalisille ettd kompleksille vektoriava-
ruuksille.

Lemma E.2.5. Olkoon V wvektoriavaruus, f: V. — V operaattori, jolla on ominaisarvo
A. Tdlloin lineaarikuvavksen fr: V — V, v — f(v) — M, kuva Uy = im f) on kuvauk-
sen f invariantti alicvaruus. Lisdksi, jos V' on ddrellisulotteinen, niin im fy on aito
aliqvaruus.

Todistus. Olkoon v € Uy. Talloin
fw) = f(v) = Av+ Av = fia(v) + Av.

Koska Uy on aliavaruus ja v € Uy, niin Av € Uy. Koska fy(v) € Uy ja Av € Uy, niin
f(v) € Uy. Niin ollen f(im fy) C U,.
Oleteaan nyt, ettd V' on &irellisulotteinen. Koska fy(v) = f(v) — Av = 0 jokaisella

v e E(\ f), niin E(A, f) C ker fy. Néin ollen dimker f) > 0. Lauseen [13.4.3| perusteella
dim Uy = dimim fy < dim V. Néin ollen Uy on avaruuden V aito aliavaruus. ]

Huomautus E.2.6. Timd lemma voidaan tulkita matriiseilla seuraavasti. Olkoon A €
C™*™ neliomatriisi ja A € C sen ominaisarvo. Talloin jokaisella z € C™ ! pitee

A(A =)z =A% — XAz = (A — \) Az

eli A(Col(A — AI)) C Col(A — M).

Huomautus E.2.7. Avaruuden V ddrellisulotteisuus on vdlttamdaton oletus lemman
[E-2.5 jilkimmdisessd vditteessd. Deriwointioperaattori D: &2 — 2 on esimerkki ope-
raattorista, jolle vdiitteen jilkimmdinen osa et pdde.

Lauseen [E.2.]] todistus. Todistetaan viite induktiolla avaruuden V' dimension suhteen.
Selvisti viite pétee tapauksessa n = 1, silld yksiulotteisen kompleksisen vektoriavaruu-
den V operaattorilla f: V' — V on aina ominaisarvo.

Olkoon n € N. Oletetaan, etta viite patee kaikilla kompleksisilla vektoriavaruuksilla,
joiden dimensio on alle n. Olkoon V' n-ulotteinen kompleksinen vektoriavaruus ja f: V —
V operaattori. Lauseen [14.1.1| nojalla operaattorilla f on ominaisarvo A € C.

Olkoon nyt fy: V — V operaattori v — f(v) — Av, kuten lemmassa Tallin
U = im f) on operaattorin f invariantti aliavaruus. Lisiéksi U on avaruuden V aito
aliavaruus eli dim U < dim V. Olkoon k& = dim U.

Koska fU C U, niin rajoittumakuvaus f|y: U — U on hyvin méérilty, eli rajoittuma
flu on avaruuden U operaattori. Koska dimU < dim V' = n, niin induktio-oletuksen

nojalla on olemassa sellainen avaruuden U kanta (uq,...,ux), missd k = dim U, jossa
operaattorin f|y esitysmatriisi on yldkolmiomatriisi.
Olkoon nyt (vi,...,vy,) sellainen avaruuden V kanta, ettd v; = wu; kaikilla j <

k. Osoitetaan, ettd operaattorin f esitysmatriisi téssid kannassa on ylakolmiomatriisi.
Lemman nojalla riittda osoittaa, ettd f(vj) € Sp{vi,...,v;} jokaisella 1 < j < n.
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Oletetaan ensin, ettd 1 < j < k. Koska operaattorin f|y: U — U esitysmatriisi
kannassa (ug,...,ux) on yldkolmiomatriisi, niin lemman nojalla jokaisella j €
{1,...,k} pétee

f;) = f(us) = (flo)(u;) € Sp(ua, ..., u;) = Sp(v1,...,v;).
Oletetaan nyt, ettd k < j < n. Tallsin
fuj) = (f = Mdv)(vj) + Avj = fa(vj) + Avj.
Koska fy(v;) € U = Sp(vi, ..., vx), niin
f(vj) € Sp(vi, ..., vk, v;) C Sp{vi,..., Uk, Vks1,--., 05}

Operaattorilla f on siis yldkolmiomatriisi esitys kannassa (vy, ..., vy). O
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Liite F

Liite: Semidefiniittisyyden
lisdsivut

F.1 Yleisten vektoriavaruuksien sisdtulot ovat pistetuloja

Tarkastellaan nyt millaisia ovat yleisien vektoriavaruuksien sisétulot. Lauseen |9.3.7] pe-
rusteella tiedetdén, ettd jokainen &dérellisulotteinen vektoriavaruus on isomorfinen sa-
rakeavaruuden kanssa. Téstéd seuraa, ettd jokainen &dérellisulotteisen vektoriavaruuden
sisétulo vastaa jotain sarakeavaruuden sisédtuloa, eli positiividefiniittid neliomatriisia.
Tulkinta siis on, ettéd &dérellisulotteisten vektoriavaruuksien sisédtulot eivét ole yleisesti
kummempia kuin edellisessé luvussa esitetyt matriisit. Téhén huomioon palataan vield
myShemmin, mutta tehdd&n nyt tuloksen ensimméiinen versio.

Lause F.1.1. Olkoon (V,(,-)) sisituloavaruus ja ®: R™** — V isomorfismi. Tdlloin
on olemassa sellainen positiivisesti definiitti matriisi A € R™™™, jolle pdtee

(v,w) = & (v) - AdH(w).

kaikilla v, w € R™¥1.

Todistus perustuu havaintoon, ettéd isomorfismin ® avulla voidaan avaruuden V
sisétulo (-, -) siirtdé sarakeavaruuteen R™*1, eli méiritelld sarakeavaruuteen uusi siséitulo
(-, )¢ valitun isomorfismin ¢ avulla. Muotoillaan tdmé lemmaksi.

Lemma F.1.2. Olkoon (V,(-,-)) sisituloavaruus ja ®: R™! — V isomorfismi. Tdlloin
funktio (-, -)e: R x R 5 R joka on maddritelty kaavalla

(z,9)0 = (®(z), ®(y))

kaikilla z,y, € R™ 1, on sisdtulo sarakeavaruudessa R™ !,
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Lauseen [F 11 todistus. Olkoot z, ',y € R™*! ja a € R. Tilléin

(ax +2', y)o = (P(ax + '), B(y))
= (a®(z) + ('), ®(y))
= a(®(x), ®(y)) + (®(z"), Phi(y))
= a{z,y)o + (=, y)s.

Vastaavasti osoitetaan, ettd (z,y)e = (y,z)e ja ettd (x,x)e > 0.

Osoitetaan nyt, ettd (z,z)y = 0, jos ja vain jos x = 0. Jos x = 0, niin (z,x)w =
(®(x),®(x)) = (0,0) = 0. Toisaalta, jos z # 0, niin ®(z) # 0, koska ® on isomor-
fismi. Néin ollen (z,z)w = (®(x), P(x)) > 0, koska (-,-) on sisdtulo. Tamé pasttaa
todistuksen. O

Huomautus F.1.3. Huomio jonka voi ylld olevasta laskusta tehdd on, ettd todistus on
olennaisesti sama kuin edellisen luvun todistukset matriiseille. Todistuksessa tarvitaan
isomorfismin lineaarisuutta ja sitd, etti ker ® = {0}.

Todistetaan nyt lause [F.1.1

Lauseen [F. 11l todistus. Lemman nojalla funktio (-,-)e: R x R™*1 — R, joka
on maédritelty kaavalla

(z,y)e = (2(z), 2(y))
kaikilla z,y € R™*1, on sisiitulo. Niin ollen lauseen [16.2.1| perusteella on olemassa sel-
lainen positiivisesti definiitti matriisi A € R™*™ ettd
(r,y)e =z Ay
kaikilla z,y € R™"*1,
Olkoot nyt v, w € V. Tallsin v = ®(®~1(v)) ja w = (@~ (w)), joten

(v,w) = (2(27(v)), (P} (w))) = (27} (v), 27 (w))o = ' (v) - AP (w).

F.2 Nelibmuodot ja toisen asteen kiyrét

Symmetristen neliomatriisien luokittelussa esiintyvii funktiota q: R™*! — R,
z — 2l Az,

missd A € R™™™ on siis symmetrinen nelidmatriisi, kutsutaan matriisin A neliémuodoksi
(engl. quadratic form). Néin ollen nelidmetriisien luokittulu (semi)definiitteihin ja inde-
finiitteihin neliomatriiseihin on itseasiassa néiden neliomuotojen luokittelu.
Neliomuodoilla on térkeé rooli klassisessa geometriassa, esimerkiksi kartioleikkaus-
ten teoriassa, mutta myos péddakselien teoriassa. Raapaistaan nyt hieman pintaa tésté
asiasta.
Ennen varsinaista esimerkki, palautetaan mieleen neliomatriisien yhteys sisdtuloihin.
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Esimerkki F.2.1. Olkoon A € R™" positiivisesti definiitti matriisi. Tdlloin funktio
(-,-): R R 5 R joka on mddritelty kaavalla

(z,y) = 2' Ay

kaikilla x,y € R™ Y, on sisdtulo avaruudessa R™ L. (Harjoitustehtivi) Lisiksi tamdn
sisdtulon normille || - ||: R™! — R pitee

lz|| = VatAz = \/qA(x).

Toisaalta, jos {-,-): R™1 — R on sisdtulo, niin on olemassa sellainen symmetrinen
positiivisesti definiitti matriisi A € R™" etti x'Ay = (x,y) kaikilla v,y € R
(Harjoitustehtivi)

Tarkastellaan nyt yhteyttd toisen asteen kayriin ja aloitetaan koordinaattiakselien
suuntaisista ellipseisté.

Esimerkki F.2.2. .

Olkoot ay, . ..,a, > 0 reaalilukuja ja olkoon
2 2
E={(x1,...,z,) € R™: Oy 4o <1}
al Qp

(Piirrd tapaus n =2 ja a; = ag = 1 sekd tapaus n =2 ja a; =1 seki az = 2.)
Olkoon A € R™™™ diagonaalimatriisi

a1
A=
1
an
Talloin jokaisella x = [xl e xn]t € R™1 pitee
aq I
2 2
x x
al Qp,
Gnp L,
Niin ollen .
E={(z1,...,2n) €ER": qa([z1 -+ x| ) <1}
Huomautus F.2.3. Huomaa, etti edellisessd esimerkissd, matriisi A mdadrittelee sisdtulon,
joten joukko E voidaan kirjoittaa myds titd sisituloa vastaavan normin ||-|| avulla muo-
dossa

E={(z1,...,2,) €ER": ||[x1 - z,] ]| = Vaa([z1 - z,]t) < 1}

Joukko E on siis kaikkien niiden pisteiden x € R™ joukko, joiden etdisyys origosta on
alle 1 normin (x1,...,x,) — VatAz mddrdimdssi metriikassa. (Tdssd vektori x =
(x1,...,2,) € R™ on samastettu sarakevektorin x = [z1,...,z,)" kanssa.)
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Tarkastellaan nyt samaa ilmi6té toisinpéin.

Esimerkki F.2.4. Olkoon A € R™*"™ symmetrinen positiivisesti definiitti neliomatriisi
ja tarkastellaan joukkoa
Ea={zeR™: ga(x) <1},

Spektraalilauseen nojalla on olemassa sellainen ortonormaalimatriisi P € R™™ ja
diagonaalimatriisi D € R™", etti PDP' = A. Tarkastellaan nyt neliomuotoa qa ja
esitetddan se neliomuodon qp avulla.

Olkoon x € R™™. Tdllbin

qa(x) = 2'PDP'z = (P'z)'D(P'z) = qp(P'x).
Ndin ollen

Ey={z e R™': gp(P'z) < 1}
={z e R gp(P~'2) <1}
= {Py e Ry e R™, gp(y) < 1}.
Mddritelladn nyt
Ep={y e R qp(y) < 1}.

Nyt
Ej,= PFEp.

eli joukko E 4 on joukon Ep kuva kuvauksessa fp: y+— Py.
Koska D on diagonaalimatriisi, nitn saadaan, ettd

ap([y1---yal) = dayd + - + duypn
missd dy,...,d, > 0 ovat matriisin D diagonaalialkiot, eli

dq

dn

Niiin ollen Ep on ellipsi avaruudessa R™1 | joka edellisen esimerkin merkinnéin vastaa
ellipsid

vt Y
ceyYn) ERM S - L <1}

Koska matriisi P on ortogonaalimatriisi, niin kuvaus fp on isometria, eli vekto-
reilla y ja Py on sama pituus pistetulon mddrddmdssd metriikassa kaikilla y € R™*1,
Ndin ollen myos joukko E4 on ellipsi. Sitnd missi Ep on ellipsi, jonka akselit ovat
koordinaattiakselien suuntaisia, ellipsin E 4 akselit ovat matriisin P sarakevektoreiden
suuntaisia. Nditd suuntia kutsutaan ellipsin E 4 pddakseleiksi.
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Maaritelmé F.2.5. Olkoon A € R™™ ™ symmetrinen matriisi ja olkoot P € R™™" sel-
lainen ortogonaalimatriisi ja D € R™™ sellainen diagonaalimatriisi, ettd A = PDP~!.
Neliomuodon qa padekseliesitys on neliomuoto gp: R™' — R. Lisdksi matriisin P sa-
rakkeita kutsutaan neliomuodon g péadakseleiksi.

Huomaa, ettd ylla esitetty madritelmé ei rajoitu positiivisesti definiitteihin neliomatriiseihin
vaan on yleinen symmetristen matriisien méédritelmé. Samat tarkastelut jotka tehtiin ylla
positiivisesti definiiteille matriiseille on mahdollista tehda yleisille symmetrisille matrii-
seille, sillé erotuksella, ettd yhteytta sisdtuloon ei téissé tapauksessa enéé ole. Tarkastel-
laan kahta esimerkkii.

Esimerkki F.2.6. Olkoot a,b > 0 ja

2 2

H={(z1,25) e RZ: L - 22 1}
a b
Tilloin H on hyperbeli avaruudessa R?.
Olkoon .
= 0
=15 4]

0 -3

Tdlloin

H = {(x1,22) € R?: gu([z122])") = 1}.
Esimerkki F.2.7. Olkoon

1 0 0 O
010 O
M = 001 0
00 0 -1
Tdilléin x — x* Mz on neliémuoto
010 o | [T
(21 24 001 0 = f +a} +af — .
0 00 -1 Tn

Matriisi M ei (selvisti) madrittele sisituloa, mutta mdadrittelee niin sanotun Minkows-
kin sisdtulon avaruuteen R*. Minkowskin sisituloa kiytetidn yleisessi suhteellisuusteo-
riassa. Huomaa, ettd toisin kuin edellisissd esimerkeissd, tdssd tapauksessa

{z € ™ gyy(z) = 0}

ei ole piste, vaan paraboloidi avaruudessa R**1.

417



F.3 Useamman muuttujan toisen asteen polynomiyhtilon
ratkaiseminen nelibmuotojen avulla

Matriisien neliémuotojen hyddyllisyys seuraa havainnosta, ettd toisen asteen polynomi
yvhtélot voidaan ratkaista neliomuotojen avulla. Tarkastellaan péddakseleiden sovellukse-
na yleisté toisen asteen polynomia p: R™ — R ja yhtélon

p() =0 (F.1)
ratkaisuja eli ratkaisujoukkoa
R, ={x € R": p(z) = 0}.
Huomautus F.3.1. Tason R? erikoistapauksessa timdi vastaa toisen asteen yhtdlon
ey + c122129 + coox3 + by + bawa +a =0,

missd ci1, 12, C29, b1, ba, a € R, ratkaisujen etsimistd.

Yleinen tulos jakautuu tapauksiin, jotka riippuvat polynomista p.
Tarkastellaan tdmén vuoksi ongelmaa neljissé vaiheessa:

e Ensimmadisessi yhtélo p(z) = 0 kirjoitetaan nelidmuodon ja sisétulon avulla.
e Toisessa nelimuoto kirjoitetaan padakselimuodossa.

e Kolmannessa vaiheessa sisédtuloon liittyvat termit yhdistetddn neliGmuodon ter-
meihin, mik&li neliomuodon pédakseliesitys sen mahdollistaa. Tadmé vaihe on ne-
lioksitdydentdmisen korkeampiulotteinen vastine.

o Jiljelle jadvat tapaukset késitelldén esimerkin muodossa ja jétetddn harjoitus-
tehtéviksi.

Ensimméinen vaihe on siis polynomin tulkitseminen neliomuodon ja sisdtulon avulla.

Lemma F.3.2. Olkoon p: R™*! — R toisen asteen polynomi. Tdilloin on olemassa
sellainen symmetrinen neliomatriisi A € R™ ", sellainen vektori R™*1 ja sellainen luku
a € R, ettd

p(z) = qa(z) +b-z +a.

Todistus. Olkoon .
p(T1,. .., 2n) = Z CijTiT; + Z bix; +a
1

1<i<j i=

tarkasteltava polynomi. Olkoon ¢: R"*! — R neliémuoto

(%1, . ,a:n) = Z CijTq Ty .

1<i<j
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Olkoon nyt A = [aj] € R™™ matriisi, jolle pétee aj; = (cji + ¢i5)/2 kaikilla j,i €
{1,...,n}. Téllsin A on symmetrinen ja ¢ = ga. Olkoon lisiksi b = [by - - - b,]t € R™*1,
Talloin
plx)=q(z)+b-z+a=qa(z)+b-z+a
jokaisella z € R™*1, O
Toinen vaihe on yleisen neliomuodon g4 péa#dakseliesitykseen siirtyminen. Tamé an-

taa meille matriisin P. Huomaa, etté seuraavan lemman todistus on oleellisesti tehty
esimerkissé |F.2.2

Lemma F.3.3. Olkoon p: R™*! — R toisen asteen polynomi, joka on muotoa
p(z) =qa(z)+b-z+a

jollakin symmetriselld matriisilla A € R™ "™, jollakin vektorilla b € R™ ! ja jollaikin
a € R. Talloin on olemassa sellainen ortogonaalimatriisi P € R™™ ja diagonaalimatriisi
D € R™ " etti

p(Py) = qp(y) + (P'b) -y +a.
kaikilla y € R™*1,

Todistus. Olkoon y € R™*!. Talléin

p(Py) = qa(Py) +b-Py+a
= (Py)'A(Py) + b'Py +a
= y'P'PDP'Py + (P'b)'y +a
=y'Dy+ (P'b) -y +a=qp(y) + (P'D) -y +a.

O]

Edellisen lemman varsinainen hyo6ty paljastuu seuraavasta lemmasta, joka vastaa
nelioksi taydentdmistd. Huomaa, ettéd nelioksi ei voi tdydentié sellaisten muuttujjien y;
suhteen, joiden toisen potenssin kerroin on nolla.

Lemma F.3.4. Olkoon D € R™*" diagonaalimatriisi, jonka diagonaalialkiot ovat dy, ..., d, €
R ovat kaikki nollasta poikkeavia ja olkoon b= [by - - ba]t € R, Télléin on olemassa
sellainen vektori b € R ja vakio a € R, ettd

qp(y) +b-y=qp(y —b) +a

kaikilla y € R™*1,
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Todistus. Olkoon y = [y1 - - - yn]t € R™*!. Koska d; # 0 kaikilla i € {1,...,n}, niin

ap(y) +b-y=diy} + -+ dpy +bryr + -+ buyn
= (d1y} +biyr) + -+ + (dnyp + bnyn)

b by,
=di (1 + )+t da (24
dy d,,
b1\’ b1\ by \? by 2
—d A N cody (g + 2] = (2
' ((yl * 2d1) <2d1> et ot 54, 2d,
b\ b\ b\ b \?
Merkitéisn b; = b;/(2d;) jokaisella i € {1,...,n} ja b= [b ---b,]t € R"*!. Olkoon my&s

~ bl 2 bn 2
a——(dl <2dl) ++dn<2dn> >

qp(y) +b-y=qp(y+b) +a.

Talloin

Kirjataan nyt yleinen tulos, jonka ndmai lemmat yhdesséa todistavat.

Lause F.3.5. Olkoon p: R™! — R toisen asteen polynomi. Mikili

p(x) =qa(z)+b-y+a

jollain neliomatriisilla A € R™ "™, vektorilla b € R™ ja luvulla a € R ja matriisin A
spektraalihajotelma A = PD P! on sellainen, etti matriisin D diagonaalialkiot dy, . .., d,
ovat kaikki nollasta poikkeavia, niin

p(z) =0
jos ja vain jos vektorille y = [y1 - - - yn]' = Px piitee
d - ot dy (Y — — = — ] .
! (yl 2d1> L (y 2d,) T ; 2d;

Huomautus F.3.6. Lauseen sanoma on, ettd yleinen toisen asteen polynomiyhtdlo
p(z) = 0 avaruudessa R™ voidaan tissi tapauksessa saattaa avarvuden R™ ortogonaa-
likuvauksella, jota edustaa matriisi P, yhtdloksi, jossa ei ole toisen kertaluvun ristiter-
mejd, eli muotoon

di(yr —c1)? + - +dn(yn —cn)* +a=e.
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Yhden muuttujan tapauksessa tamda vastaa yhtaldd

e—a

dy—c)*+a=0 eli (y—c)*= T

jonka ratkaisut ovat

jos (e —a)/d > 0.

Lukijaa voi tésséd vaiheessa alkaa vaivaamaan, ettd mitd tapahtuu, jos spektraaliha-
jotelmassa matriisi D siséltaéd nollia, eli ettd nolla on matriisin A ominaisrvo. Téll6in
polynomin p ratkaisujoukko on paraabeli (tai sen yleistys). Késitellddn tdmé yhden esi-
merkin valossa.

Esimerkki F.3.7. Olkoon p: R3*! — R neliémuoto
p([z1z0z3]t) = 2% — 23 — 23

kaikilla [:131 T9 xg]t € R3x1,

Olkoot
1 0 0
A=|[0 -1 0
0 0 0

jab=[0 0 —1]" e R¥L. Tdllsin
p(x) = qa(z) +b- .
Koska A on jo diagonaalinen, niin spektraalihajotelmassa P = I ja D = A.
Nyt yhtdlo
p(z) =0

vastaa yhtdlod

T3 = 7 — 23.

avaruudessa R3. (Piirrd kuva.)

F.4 Choleskyn hajotelman 16ytdminen algoritmisesti

Tassé liitteessé kisitellddn algoritminen menetelmé positiivisesti semidefiniitin matriisin
Choleskyn hajotelman 16ytamiselle.
Todistetaan ratkaisualgoritmia varten aputulos.

Lemma F.4.1. Olkoon

o a1 bt nxn
A_[b A]GR ,

positiivisesti semidefiniitti matriisi, missi A € R=DX(=1) on symmetrinen matriisi
ja b € RO=DX1 on sarakevektori. Jos a11 = 0, niin b = 0. Jos a1 # 0, nitn matriisi

A-— a—ilbbt on positiviisesti semidefiniitti.
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Todistus. Tarkastellaan ensin tapausta a1 = 0. Osoitetaan viite induktiolla dimension
n suhteen. Aloitetaan ensimméisesté epétriviaalista tapauksesta n = 2. Huomaa, etté
tapauksessa n = 1, vektori b on ns. tyhji sarake.

Koska a1 = 0, niin
0 b
A=
b
missé b, d € R. Koska A on positiivisesti semidefiniitti, niin jokaisella x € R pétee

0 b T T
0< [z 1][1) d} [1]—“) xb+d][1}—xb+xb+d—2wb+d.
Néin ollen b = 0.

Oletetaan nyt, ettéd véite pitee kaikille positiivisesti semidefiniiteille (n—1) x (n—1)-
matriiseille. Olkoon nyt A positiivisesti semidefiniitti n x n-matriisi

0 o ¥
A= v A W' |,
¥ ow d

missi v € RO2D*1 ja v € RP("=2) gvat vektoreita, V', d € R lukuja ja A’ € R(=2)x(n—2)
matriisi.
Koska matriisin A (n — 1):s pddminori
0 o
An—1 = [ v A ] ’

on positiivisesti semidefiniitti, niin induktio-oletuksen nojalla v = 0. Né&in ollen

0 0o o
A= 0 A
¥ ow d

T
0o 0 Vv 0
0<[z 0 -~ 0 1]]0 A D =2 +d
Vow d 0
1

Niin ollen ¥’ = 0 ja induktioaskel on todistettu. 3 .
Osoitetaan nyt, ettd tapauksessa aj; # 0 matriisi B = A — ﬁbbt on positiivisesti
semidefiniitti. Olkoon z € R(»~D*1 ja
1 gt
Y= TV e R™*1,
x
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Koska A on positiivisesti semidefiniitti, niin

t 1 gt
0<yfy=[ —ghve | [ 0 ][ T

b A x
~ _ L1y
:[—Ux+x%—;b%ﬁ+xﬁl}[ mﬁx]
11 x
1 1 1 -
= —(blz)? — —atbble — —blablx + 2t Ax
a1 ai aii
_ 1 -
= 2'Ax — —2'(bb")x = 2' Ba.
ai
Viite on néin osoitettu. U

Choleskyn hajotelman iteratiivinen ratkaiseminen perustuu seuraavaan induktio to-
distukseen. Selvésti Choleskyn hajotelma voidaan 16ytéié jokaiselle positiivisesti semide-
finiitille 1 x 1-matriisille. Oletetaan, etti Cholesky-hajotelma osataan 16ytéaé jokaiselle
positiivisesti semidefiniitille (n — 1) x (n — 1)-matriisille.

Olkoon

_ a1l bt nxn
A_[ b A}ER

positiivisesti semidefiniitti matriisi, missi A € R™®=D*(=1 on symmetrinen positiivi-
sesti semidefiniitti matriisi ja b € R(®~D*1 on sarakevektori.

Olkoon nyt
T:[a
c

(n—1)x(n—1)

*ﬂxo

:| c Rnxn

alakolmiomatriisi, missi T € R on alakolmiomatriisi, jolla on ei-negatiivinen
diagonaali, ¢ € R (=1 on rivivektori ja a € R on ei-negatiivinen reaaliluku.

Koska
Tt | @ 0 a o _ a? act
T le T 0 7| | ac et +TT |’

niin matriisi T" ratkaisee yhtalon
A=TT",

jos ja vain jos matriisi T, vektori ¢ ja luku a toteuttavat yhtilot

Kaésitellaan kaksi eri tapausta.
Tapaus a1; = 0. Téssé tapauksessa lemman nojalla pétee b = 0. Koska A on posi-

tiviisesti definiitti (n — 1) X (n — 1)-matriisi, niin on olemassa sellainen alakolmiomatriisi
T, ettd TT? = A. Niin ollen voidaan valita a = 0, ¢ = 0 ja yhtilon A = TT" ratkaisu 7.
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Tapaus a1 > 0. Valitaan nyt a = /ai1 ja ¢ = %b. Koska lemman perusteella
matriisi A — %bbt on positiivisesti semidefiniitti, niin induktio-oletuksen nojalla on
olemassa sellainen alakolmiomatriisi 7', ettd A — a—Lbbt =TT".

Tama paattad induktioaskeleen todistuksen.

Huomautus F.4.2. Tdssd iteratiivisessa ratkaisussa riittdd siis ratkaista luku a ja
vektori ¢ matriisin A tapauksessa ja siirtyd sen jilkeen ratkaisemaan vastaavat luku ja
vektori matriisille A jne.

Huomautus F.4.3. Lukija on saattanut jo huomata, ettd olemme ylld antaneet kon-
struktitvisen todistuksen positiivisesti semidefiniitin matriisin Choleskyn hajotelman ole-
massaololle.
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