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1 Introduzione

La teoria strutturale della dimostrazione, disciplina che consiste nello studio
delle dimostrazioni analitiche come strutture combinatorie, è fatta comune-
mente risalire alla creazione dei sistemi inferenziali di deduzione naturale
e calcolo dei sequenti e alla determinazione delle loro proprietà fondamen-
tali nel lavoro di Gentzen (1934-35). Le motivazioni alla nascita della teo-
ria strutturale della dimostrazione sono state di carattere fondazionale e
legate al problema della consistenza dell’aritmetica e dell’analisi sollevato
dal programma di Hilbert; gli sviluppi, a loro volta, si sono ramificati in
varie direzioni, con nuove motivazioni emergenti dall’uso della logica nel-
la deduzione automatica, nella formalizzazione del ragionamento in domini
diversi da quello matematico, e in campi come lo studio delle logiche mo-
dali, non classiche, sottostrutturali, dinamiche, condizionali, non-monotone,
epistemiche.

La ricerca sulla teoria della dimostrazione in Italia, che ha avuto origine
col lavoro di pionieri come Ettore Casari, con i primi contributi in italiano
sulla teoria strutturale della dimostrazione a partire dagli anni 1960 (Casari
1963), Gabriele Lolli, nella cui produzione il ruolo della dimostrazione in
matematica appare come parte integrante di studi storico-fondazionali (co-
me nella recente monografia Lolli 2005), Carlo Cellucci, autore della prima
monografia in italiano sull’argomento (Cellucci 1978), Pierangelo Miglioli,
fondatore negli anni 1980 del gruppo di ricerca milanese,1 riflette questo

1Si veda per una breve rassegna sulla sua eredità intellettuale la prefazione a cura
di Mario Ornaghi (2003) della raccolta in memoriam basata sulla conferenza tenutasi a
Mantova nel 2000.
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sviluppo del campo e trova esponenti attivi in dipartimenti di matematica,
filosofia, e informatica. Il carattere fortemente internazionale della ricerca in
logica in generale, e in teoria strutturale della dimostrazione in particolare,
accompagna la numerosa presenza di giovani (e “giovani”) logici di forma-
zione italiana come attivi ricercatori in istituzioni accademiche estere. Tale
caratteristica ci ha spinti ad estendere per questa rassegna la caratterizza-
zione di questa serie di interventi: la ricerca in logica in Italia è qui intesa
non solo in senso geografico ma anche culturale, includendo la ricerca di
logici di formazione italiana che pur afferenti ad istituzioni straniere man-
tengono contatto con l’ambiente italiano tramite le associazioni di logica e
le collaborazioni scientifiche. Particolare attenzione verrà data agli sviluppi
nell’arco temporale degli ultimi vent’anni.

Iniziamo questa rassegna con una sezione di carattere fondazionale che
serve anche a introdurre le idee generali della teoria strutturale della di-
mostrazione. Proseguiamo quindi nella Sezione 3 con una discussione sui
principali formalismi introdotti da Gentzen, i loro rapporti, le questioni re-
lative al loro uso nella ricerca delle prove, le regole strutturali e l’estensione
della loro ammissibilità oltre la logica pura. Nella Sezione 4 consideriamo
l’emergenza di nuovi formalismi che ha accompagnato lo studio della teoria
strutturale della dimostrazione per le logiche modali, non classiche, sotto-
strutturali, e condizionali, e le relazioni tra questi. Accenniamo infine a
nuove direzioni di ricerca in cui la teoria strutturale della dimostrazione as-
sume un ruolo di ponte interdisciplinare, e, nella conclusione, a contributi
in ambiti trattati nella rassegna su logica e informatica.

2 Inferenzialismo

La teoria strutturale della dimostrazione trova le sue radici filosofiche nel-
la proof-theoretic semantics,2 la “semantica dimostrazionistica”, la cui idea
fondamentale, in opposizione alla semantica truth-theoretic o “vero-condizio-
nale”, è quella che il significato delle espressioni del linguaggio logico è
definita in termini di dimostrazioni anzichè di verità. La semantica vero-
condizionale e quella dimostrazionistica corrispondono ai due modi princi-
pali di definire la correttezza di un argomento, modi afferenti a due diverse
tradizioni, basate rispettivamente sulla teoria dei modelli e sulla teoria della

2Sebbene tragga le sue origini nel lavoro di Gentzen degli anni 1930, il termine “proof-
theoretic semantics” è stato originalmente proposto da Schroeder-Heister alla fine degli
anni 1980. Per un quadro completo dell’area si veda la voce omonima della Stanford En-
cyclopedia of Philosophy, http://plato.stanford.edu/entries/proof-theoretic-semantics/.
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dimostrazione. Nella prima viene stabilita una corrispondenza tra espressio-
ni sintattiche ed elementi di strutture formali mediante funzioni di interpre-
tazione. A seconda delle strutture usate (algebriche, categoriali, relazionali)
si ottengono tipi diversi di semantiche. Al di là delle loro specificità, il
comune denominatore di questo tipo di semantica è dato dall’ordine con-
cettuale in cui prima, in base all’interpretazione scelta viene definita (alla
Tarski) la verità di un’espressione per induzione sulla sua struttura, quindi
la conseguenza logica come mantenimento della verità sotto tutte le pos-
sibili interpretazioni, e infine la nozione di prova come serie di passi che
mantengono la conseguenza logica a partire da verità assiomatiche. Questo
è l’approccio tradizionale comune a tanti libri di testo di logica matematica,
come Mendelson (1964, trad. it. 1972). La nozione di derivabilità formale
risulta quindi secondaria a quella di conseguenza logica. Al contrario, nel-
la semantica dimostrazionistica la nozione di prova è primaria e la verità
definita in funzione di essa.3 Questo approccio risale all’interpretazione di
Brouwer-Heyting-Kolmogorov delle costanti logiche, una spiegazione che dà
condizioni sufficienti per stabilire la dimostrabilità di una proposizione in ter-
mini della dimostrabilità delle sue componenti (cf. Negri e von Plato 2001, p.
5). Tali condizioni sono alla base della determinazione delle regole di intro-
duzione nella deduzione naturale, introdotta da Gentzen nel 1933. Le regole
di eliminazione, almeno nell’intenzione di Gentzen,4 dovevano risultare de-
terminate dalle regole di introduzione, e a questo scopo è stato proposto il
principio di inversione di Gentzen-Prawitz, che stabilisce che le conseguenze
delle regole di eliminazione debbano essere contenute nelle condizioni suffi-
cienti per introdurre una costante logica date delle regole di introduzione.
Questo principio dà comunque solo una giustificazione anzichè una deter-
minazione univoca delle regole, e per questo motivo in Negri e von Plato
(2001) si è proposto un principio di inversione5 che richiede che “whatever
follows from the direct grounds for deriving a proposition, must follow from
that proposition” (ibidem, p. 6).6 Le regole di eliminazione ottenute tramite

3Una discussione critica sul recupero dell’interpretazione vero-funzionale nella
semantica dimostrazionistica viene presentata da Tranchini (2012).

4Si veda Negri e von Plato (2015), dove le origini storiche della semantica
dimostrazionistica sono fatte risalire ad alcuni passaggi inediti di Gentzen e Gödel.

5Si veda Moriconi e Tesconi (2008) per una discussione storica sui principi di inversione.
6In particolare, le conseguenze delle condizioni sufficienti per introdurre una proposi-

zione sono contenute nelle conseguenze della proposizione. La rilettura del principio di
inversione di Prawitz data da Moriconi (2012, p. 69), viene formulata invece richiedendo
che le conseguenze di una proposizione secondo le rilevanti regole di eliminazione sia-
no contenute nelle conseguenze delle condizioni sufficienti per introdurre la proposizione
date dalle rilevanti regole di introduzione, una formulazione vicina al principio duale di
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questo principio, introdotte precedentemente con altre motivazioni da vari
autori nella letteratura inferenzialista,7 si discostano dalle consuete regole
di eliminazione e danno luogo a quella che è nota come deduzione naturale
con regole generali di eliminazione. In particolare, le regole di eliminazione
di & e di ⊃ assumono la forma seguente:

A&B

[A,B]
....
C

C
&E

A ⊃ B A

[B]
....
C

C
⊃E

Notiamo che la spiegazione della regola di introduzione dell’ implicazione
fa riferimento alla totalità delle derivazioni. Come osservato da Dummett
(1973, p. 240), per evitare una circolarità è necessario dimostrare che tutte
le prove si possono ridurre ad una forma ben definita. Questo è lo scopo
delle prove di normalizzazione. Una recente scoperta di von Plato (2008)
ha evidenziato come una prima dimostrazione di normalizzazione per la de-
duzione naturale standard, attribuita a Dag Prawitz (1965), fosse già stata
presentata in un manoscritto inedito di Gentzen. Per quanto riguarda la
deduzione naturale con regole generali di eliminazione, la prima prova di
normalizzazione è stata data da von Plato (2001), e una dimostrazione di-
retta presentata nel capitolo 8 di Negri e von Plato (2001). Il problema della
normalizzazione forte, cioè la terminazione delle conversioni in qualunque or-
dine siano effettuate, e dell’unicità della forma normale, è stato affrontato
e risolto tramite l’utilizzo di una assegnazione di lambda termini nel lavoro
di Joachimski e Matthes (2003). A sua volta, Tesconi (2013) ha ottenuto
una dimostrazione della normalizzazione forte in modo puramente interno
alla teoria strutturale della dimostrazione, cioè senza l’utilizzo della codifica
delle prove tramite lambda-termini, nel contesto di un quadro organico sui
rapporti tra deduzione naturale e calcolo dei sequenti.

L’estensione della normalizzazione dalla logica intuizionistica alla logica
classica è stato un problema affrontato a varie riprese sin da Prawitz (1965)
mediante la restrizione al linguaggio senza disgiunzione e quantificatore esi-
stenziale. Nel lavoro di Cellucci (1992) viene considerato il linguaggio intero
in un calcolo a conclusione multipla per cui vale la normalizzazione (e in
cui le derivazioni normali soddisfano la proprietà della sottoformula), una
versione del teorema del midsequent e del teorema di Herbrand. Il calcolo
originale di Gentzen per il linguaggio intero con la regola usuale di inferen-
za indiretta viene considerato da von Plato e Siders (2012) che dimostrano

inversione, vedi sotto.
7Si veda Dyckhoff (1987), Tennant (1998), Lopez-Escobar (1999) e von Plato (2001).
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la normalizzazione tramite conversioni standard, incluse permutazioni della
regola di inferenza indiretta.

Le definizioni dei calcoli formali seguono principi generali che sono con-
dizioni necessarie perché valgano proprietà come la normalizzazione, o la
non degenerazione. Il principio di inversione è stato utilizzato anche nel
campo delle logiche sottostrutturali per ottenere un sistema di deduzione
naturale per la logica lineare intuizionistica, con prove normali direttamente
corrispondenti alle prove senza taglio nel calcolo dei sequenti (Negri 2002),
risolvendo un problema complicato dalla compresenza, nella logica lineare,
di connettivi additivi e moltiplicativi, con regole che agiscono in modo di-
verso sui contesti. È possibile formulare un principio duale di inversione
richiedendo che le conseguenze di una proposizione siano contenute nelle
conseguenze delle condizioni sufficienti per derivare quella proposizione (cf.
Negri 2002a, p. 575). Tale principio e’ stato utilizzato nella conclusione di
Negri e von Plato (2001) e da Negri (2002a) per generare un calcolo uniforme
con proprietà di normalizzazione (risp. per la logica proposizionale classica e
lineare) con regole generalizzate, sia di eliminazione che di introduzione, che
dà come casi particolari le versioni intuizionistiche dei calcoli, la deduzione
naturale, il calcolo dei sequenti, e le sue inversioni.

Un altro principio inferenzialista è quello di riflessione definizionale,8

introdotto da Hallnäs e Schroeder-Heister negli anni 1990 nel contesto del-
la programmazione logica, ma applicabile a tutte le espressioni per cui è
possibile dare una definizione in termini di clausole definizionali, interpreta-
te come regole di introduzione. La regola di eliminazione corrispondente è
poi determinata tramite il principio di riflessione. Un’accezione diversa (ma
collegabile alla precedente9) del principio di riflessione viene utilizzata nel la-
voro di Sambin, Battilotti e Faggian (2000) assieme ai principi di simmetria
e visibilità10 per ottenere, a partire da una logica di base (da non confondere
con altre “basic logic” della letteratura) muovendosi lungo tre dimensioni
definite in accordo con i suddetti tre principi, logica classica, intuizionistica,
quantistica, e lineare, con una dimostrazione uniforme dell’eliminazione del
taglio per i calcoli cos̀ı ottenuti.

La simmetria viene sfruttata anche nel lavoro di Restall e Paoli (2005)
per ottenere un teorema di dualità mediante un nuovo sistema deduttivo

8I.e., “definitional reflection.”
9Cf. Schroeder-Heister 2013

10Detti principi si collocano nello spirito della tradizione inferenzialista volta alla de-
terminazione di metaregole che i calcoli logici devono soddisfare. Si veda ad esempio la
discussione presentata da Wansing (2002) nel contesto della teoria della dimostrazione per
la logica modale.
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per la lattice logic, ovvero il frammento con congiunzione e disgiunzione
della logica classica senza distributività, e varie estensioni con negazione, in
termini di proof graphs. Il criterio di correttezza delle prove viene qui definito
in due modi equivalenti, uno induttivo, affine al metodo di costruzione delle
prove in deduzione naturale, e uno globale, analogo al criterio di correttezza
delle proof nets per la logica lineare.11 In particolare, vine ottenuto un nuovo
sistema di inferenza per l’orthologic,12 nota anche come minimal quantum
logic.

3 Analisi strutturale delle dimostrazioni

3.1 Logica pura

Il calcolo dei sequenti, come la deduzione naturale introdotto da Gentzen,
internalizza nel suo linguaggio la nozione di derivazione. Pur essendo legato
da una stretta corrispondenza con la deduzione naturale,13 risulta molto più
adatto di quest’ultima allo studio della prova analitica. È da notare che la
nozione di prova analitica va distinta dalla nozione classica di metodo ana-
litico o più specificatamente di metodo analitico-sintetico, in cui per trovare
una deduzione di una certa proposizione da determinate premesse si cercano
premesse da cui la proposizione segue finchè si arriva alle premesse date.14

Secondo la nozione di prova analitica nel senso della teoria strutturale della
dimostrazione, gli elementi utilizzati in una prova sono quelli già contenu-
ti in ciò che si intende dimostrare, e uno degli obiettivi fondamentali della
teoria è dimostrare che, in ciascun dominio d’indagine, le prove si possono
ridurre a forma analitica. È quindi fondamentale poter eliminare le regole

11Si veda la rassegna di Felice Cardone in questo volume per i contributi italiani allo
studio delle proof nets.

12Per un calcolo dei sequenti per l’orthologic si veda Battilotti (1998) e per un sistema
di deduzione naturale e una soluzione del word problem uniforme per gli ortholattices che
sfrutta il metodo di Negri e von Plato (2002) si veda Meinander (2010).

13La corrispondenza non perfetta tra il calcolo dei sequenti e la deduzione naturale,
investigata nei lavori di Zucker (1974) e Pottinger (1977), diventa una corrispondenza
esatta tra derivazioni normali e derivazioni senza taglio quando si adotta la derivazione
naturale con regole generali di eliminazione. La traduzione isomorfa tra la deduzione
naturale con regole generali di eliminazione e il calcolo dei sequenti G0i viene presentata
nel capitolo 8 di Negri e von Plato (2001) dove si dimostra che la traduzione dà una
corripondenza tra derivazioni normali e derivazioni cut-free.

14Sul metodo analitico classico come base epistemologica della teoria della dimostrazione
si veda Cellucci (2008).
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del calcolo, come il taglio,

Γ⇒ A A,∆⇒ C

Γ,∆⇒ C
Cut

che portano ad una violazione dell’analiticità. Dalla prima formulazione
dell’Hauptsatz, nel lavoro di Gentzen (cf. von Plato 2012), gran parte della
teoria strutturale della dimostrazione è stata perciò rivolta a prove di eli-
minazione del taglio, con studio della procedura nei calcoli per vari sistemi
formali e le conseguenze del risultato nelle applicazioni.

L’eliminazione del taglio può tuttavia avere effetti indesiderabili. Le
prove senza taglio danno una rappresentazione non fedele del tipico ragio-
namento matematico, in cui una dimostrazione non sempre procede ana-
liticamente ma è invece costituita da passi intermedi (lemmi ausiliari) che
vengono composti tra di loro. Inoltre, come osservato da Boolos (1984), la
procedura di eliminazione del taglio (in un sistema in cui il taglio è elimi-
nabile) può notevolmente aumentare la complessità delle derivazioni; come
dimostrato da Statman (1978) il calcolo proposizionale senza taglio non
permette di trovare in generale prove “brevi”, ovvero la cui lunghezza è una
funzione polinomiale della conclusione, ma è possibile dare soltanto un li-
mite inferiore esponenziale. In questa ottica si colloca il filone di indagine
rivolto non tanto all’eliminazione del taglio, ma alla sostituzione del taglio
con una sua versione analitica, un versione del taglio ristretta alle sottofor-
mule della conclusione per ovviare alle anomalie delle prove senza taglio (cf.
D’Agostino e Mondadori 1994, D’Agostino 1999, Cellucci 2000).

A partire dagli anni 1990, in connessione con applicazioni alla deduzione
automatica,15 particolare attenzione è stata rivolta ai calcoli “contraction
free”,16 in cui non solo il taglio ma anche la contrazione

A,A,Γ⇒ C

A,Γ⇒ C
Ctr

è una regola ammissibile. Cos̀ı, invece di partire dal calcolo originale di
Gentzen LK per la logica predicativa classica si parte dal calcolo G3c, intro-
dotto da Ketonen e successivamente sviluppato da Kleene, Curry, Dragalin,
e Troelstra.17

15Uno dei primi contributi in questa direzione è Beeson (1991).
16Da non confondere con calcoli per logiche sottostrutturali, in cui la regola di

contrazione non è in generale ammissibile.
17Cf. Negri e von Plato 2001 per una presentazione sistematica e una discussione storica.
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L’estensione dell’approccio “contraction-free” alla logica intuizionistica
ha avuto un forte sviluppo a partire dagli anni 1990. Il punto di parten-
za è costituito dal calcolo intuizionistico di Dragalin (1988), che, benchè
contraction-free, non è immediatamente utilizzabile per una procedura di
decisione per la logica intuizionistica proposizionale a causa della regola si-
nistra per l’implicazione. Questa, grazie alla scoperta di Hudelmaier (1992)
e Dyckhoff (1992),18 si puo’ dividere in quattro regole distinte, a seconda
della forma dell’antecedente della formula principale, dando luogo al calcolo
noto come G4ip. Una dimostrazione diretta di ammissibilità delle regole
strutturali per G4 è stata presentata da Dyckhoff e Negri (2000); a differen-
za della prova indiretta precedente la prova diretta si estende facilmente in
presenza dei quantificatori e di estensioni con regole del calcolo (cf. Dyckhoff
e Negri 2001). Rimandiamo per approfondimenti sulle procedure di decisio-
ne per la logica intuizionistica alla rassegna di Dyckhoff (2015) e segnaliamo
i contributi a questo campo di indagine da parte di studiosi italiani: Abate
e Goré (2003), Avellone, Fiorino e Moscato (2002), Corsi e Tassi (2007),
Ferrari, Fiorentini, e Fiorino (2012, 2013), Sieg e Cittadini (2005).

In Corsi e Tassi (2007) viene introdotto un calcolo, IG, in cui vale la
proprietà della sottoformula, la ricerca della dimostrazione termina, e tale
che quando la ricerca fallisce viene prodotto un contromodello. La chia-
ve di volta nell’impedimento della formazione di circolarità nelle derivazio-
ni e nella permutabilità di applicazioni distinte della regola di R⊃ è data
dall’introduzione della regola a fortiori19

Γ, A⇒ B,∆

Γ, A⇒ A ⊃ B,∆

In una variante di IG, il calcolo SIC (per stack-based intuitionistic calculus),
viene anche evitato il backtracking e quindi non si richiedono meta-regole
per la gestione della ricerca delle dimostrazioni.

Nella teoria strutturale della dimostrazione il calcolo dei sequenti vie-
ne utilizzato non solo come strumento deduttivo, ma anche, e soprattutto,
come strumento atto a stabilire proprietà di una determinata logica o nei
rapporti tra calcoli o logiche. Nell’ambito della logica lineare completa con
esponenziali (full linear logic with exponentials), il calcolo dei sequenti è
stato utilizzato per dimostrare con un argomento puramente dimostrazioni-
stico che l’insieme di formule per cui vale l’indebolimento e la contrazione

18Per una discussione sulle anticipazioni di queste idee in altri contesti (tra cui la regola
di bounded restart di Gabbay 1991), si veda l’introduzione e la conclusione di Dyckhoff
(1992).

19La regola è discussa in dettaglio in Corsi (2006).
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non coincide, nemmeno a livello di equivalenza, con l’insieme delle formu-
le esponenziali (Castellan e Piazza 1998), mentre nella logica lineare non-
commutativa le uniche formule per cui valgono lo scambio, l’indebolimento,
e la contrazione sono quelle equivalenti a formule della forma ?A (Piazza
2001). Una immersione del calcolo di Lambek nel frammento moltiplica-
tivo della logica lineare intuizionistica stabilita da Moot e Piazza (2001) e
resa possibile da formalizzazioni uniformi in calcoli dei sequenti, permette
l’applicazione della logica lineare all’analisi di fenomeni linguistici per cui
il calcolo di Lambek non garantisce un’analisi adeguata. Nella stessa dire-
zione di ricerca, utilizzo della logica lineare, specificatamente il frammento
moltiplicativo della logica lineare non commutativa, si colloca il contributo
di Casadio (2001), con numerose costruzioni linguistiche analizzate tramite
l’uso di proof nets e calcolo dei sequenti.

3.2 Estensioni con regole corrispondenti ad assiomi

Si è generalmente ritenuto che l’analisi della struttura delle derivazioni che
si ottiene con i sistemi alla Gentzen non si possa estendere oltre la logica
pura. In presenza di sequenti assiomatici con cui le derivazioni possono
cominciare, i tagli non si eliminano completamente dalle derivazioni, ma si
possono permutare alle foglie delle derivazioni riducendosi a tagli su assiomi,
risultato noto come “Hauptsatz esteso.” In generale l’eliminazione completa
del taglio fallisce in presenza di assiomi propri.

È tuttavia possibile mantenere un buon controllo sulla struttura delle
derivazioni mediante la conversione di assiomi in regole, ed in modo tale
che il sistema cos̀ı esteso abbia tutte le regole strutturali, indebolimento,
contrazione e taglio, ammissibili. Nell’estensione di un calcolo dei sequen-
ti con regole corrispondenti ad assiomi è importante utilizzare conversioni
che mantengono l’equivalenza all’interno della logica considerata. Quindi,
nello studio delle teorie intuizionistiche, si convertono gli assiomi in rego-
le utilizzando soltanto le regole invertibili del calcolo intuizionistico G3im.
A livello proposizionale ciò identifica la classe di assiomi regolari (Negri e
von Plato 1998, 2001). In presenza di quantificatori, un’ampia classe di as-
siomi costruttivamente convertibili in regole è data dai cosiddetti assiomi
geometrici (Negri 2003).

Tra le applicazioni di questa metodologia, estensivamente presentata nel
libro di Negri e von Plato (2011), citiamo la conservatività della logica pre-
dicativa con uguaglianza sulla logica pura, i word problems per le teorie
dell’ordine e dei reticoli, la linearizzazione di un ordine parziale (teorema di
Szpilrajn), la trivializzazione della versione al primo ordine del teorema di
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Barr (Negri 2003), e un metodo di decisione per le formule quantificate po-
sitivamente della teoria al primo ordine delle algebre di Heyting linearmente
ordinate (Dyckhoff e Negri 2006).

Una delle applicazioni più notevoli è data dallo studio dimostrazionistico
della geometria affine e proiettiva a partire da una assiomatizzazione basata
su costruzioni (come quella della linea che connette due punti, o del punto
ottenuto dall’intersezione di due linee) e predicati che esprimono le relazioni
tra gli oggetti costruiti (incidenza, parallelismo, appartenenza, uguaglian-
za, disuguaglianza, etc.) e che giocano il ruolo di formule atomiche nella
conversione di assiomi in regole di inferenza. Il problema di decisione della
geometria affine e proiettiva viene affrontato mediante un sistema di dedu-
zione naturale a conclusione multipla da von Plato (2010).20 Il metodo di
decisione trovato per formule universali è basato su un risultato centrale di
analisi combinatoria delle derivazioni con regole geometriche, detto proprietà
del sottotermine: gli oggetti che compaiono in una derivazione possono es-
sere limitati ad oggetti noti dalle assunzioni e dai casi della conclusione21.
Come applicazione del metodo di decisione viene data una dimostrazione di
non derivabilità del quinto postulato di Euclide nel sistema senza la regola
corrispondente all’unicità della costruzione di una parallela per un punto ad
una retta data.

Basandosi su queste metodologie, ma anche su studi di ricerca filologica,
Pierluigi Graziani ha sviluppato a partire dalla tesi di dottorato e in pubbli-
cazioni successive (tra cui citiamo Graziani 2014), uno studio interpretativo
della matematica antica e della geometria di Euclide in particolare.

Per quanto sia possibile utilizzare la deduzione naturale come base per
le estensioni della logica al primo ordine, il calcolo dei sequenti è il forma-
lismo deduttivo che offre il campo d’azione più vasto. È possibile andare
oltre la classe delle estensioni geometriche ed ottenere calcoli con tutte le
proprietà strutturali di G3c per tutte le teorie con assiomi che non conten-
gono implicazioni, negazioni, o quantificatori universali nella parte negativa
se si ammette una generalizzazione dello schema di regole da aggiungere al
calcolo di base (Negri 2014). È anche possibile trattare assiomi arbitrari del
primo ordine ottenendo sistemi classicamente (e talvolta intuizionisticamen-
te) equivalenti di regole geometriche mediante la procedura di estensione
conservativa semidefinizionale del linguaggio (Dyckhoff e Negri 2015).

20Si veda anche il capitolo 10 di Negri e von Plato (2011).
21La soluzione vale solamente per derivazioni nel frammento con le pure regole geome-

triche, mentre per quanto riguarda la parte che include anche le regole logiche il risultato
è negativo, come noto già dal lavoro di Tarski (1949).
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Calcoli di sequenti e ipersequenti estesi con assiomi convertibili in regole
sono state considerate da Ciabattoni, Galatos, e Terui (2008) dove viene
presentata una gerarchia di assiomi del primo ordine e identificato il pun-
to in cui la procedura produce calcoli equivalenti in cui vale l’eliminazione
del taglio, a sua volta stabilita semanticamente. Una analoga estensione
per i calcoli a display, con casi di studio forniti da estensioni della logica
bi-intuizionistica e della logica temporale, viene presentata da Ciabattoni
e Ramanayake (2013). Ciabattoni e Spendier (2014) contiene una presen-
tazione panoramica di un metodo diventato programmatico per una serie
di lavori sullo sviluppo di metodi analitici per le logiche fuzzy, intermedie,
sottostrutturali, e paraconsistenti; l’articolo presenta anche la descrizione di
una implementazione per la generazione automatica di calcoli analitici per
una vasta classe di logiche.

4 La logica modale e l’emergenza di nuovi forma-
lismi deduttivi

La letteratura sulla logica modale è stata segnata fino ad anni recenti da
un diffuso scetticismo sulla possibilità di sviluppare una sua adeguata teo-
ria della dimostrazione. Tale attitudine, in parte giustificata dallo scarso
sviluppo di calcoli tradizionali, è stata accompagnata da prese di posizione
volte ad affermare la superiorità dei metodi modellistici su quelli dimostra-
zionistici. Addirittura per sistemi modali di base, le difficoltà nel formulare
sistemi di deduzione naturale e di calcolo dei sequenti sono state risolte solo
parzialmente disattendendo le consuete richieste di analiticità e normalizza-
bilità. Un ulteriore ostacolo nello sviluppo di una soddisfacente teoria della
dimostrazione per la logica modale è stato la diffusa falsa credenza che il
teorema di deduzione, un ponte essenziale nella traduzione tra sistemi as-
siomatici e sistemi inferenziali come la deduzione naturale e il calcolo dei
sequenti, fallisca nella logica modale.22

Oltre a K, S4 e (parzialmente) S523, una logica modale che ha ottenuto
un trattamento analitico mediante calcoli tradizionali dei sequenti è la logica
deontica: come estensione della logica normale di base viene presentata in un
sistema con contrazione implicita nel trattamento dei contesti come insiemi

22Per una discussione storica sul teorema di deduzione in logica modale, sui motivi che
hanno indotto a mettere in dubbio la sua validità, e per la dimostrazione che non solo
vale, ma che neppure può fallire, si veda Hakli e Negri (2012).

23Cf. Negri 2005, 2011 per il problematico sviluppo di calcoli per S5 che ammettano
l’eliminazione del taglio e la proprietà della sottoformula.
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da Valentini (1993); come sistema normale o non normale viene formulata
come varianti di calcoli di stile G3 da Orlandelli (2014). Un’altra ben nota
logica modale che permette (non senza difficoltà) un trattamento in stile di
calcolo dei sequenti e di deduzione naturale è la logica modale della dimo-
strabilità GL24. Una logica modale strettamente legata a GL, con un calcolo
che permette una dimostrazione di completezza e quindi indirettamente di
chiusura per il taglio, ma una problematica eliminazione sintattica del taglio,
è la logica della dimostrabilità di Grzegorczyk.25.

L’inadeguatezza dei tradizionali sistemi alla Gentzen nel trattamento
della logica modale e di altre logiche non classiche è stato uno dei principali
stimoli allo sviluppo di calcoli alternativi, in particolare di sistemi inferen-
ziali che internalizzano la semantica delle costanti logiche, in modo implicito,
attraverso un linguaggio più strutturato, o esplicito, attraverso l’introduzio-
ne di nuovi elementi sintattici che rappresentano le strutture semantiche.
I principali formalismi di questo tipo sono i calcoli a display, i calcoli di
ipersequenti, e i calcoli etichettati, che procediamo ad illustrare.

4.1 Calcoli a display e ipersequenti

I calcoli a display sono giustificati dalla corrispondenza di Galois insita nella
spiegazione delle regole logiche. Per un esempio in un contesto di logica tem-
porale, se � è la modalità aletica di possibilità nel passato e 2 è la modalità
di necessità nel futuro,26 si può osservare che questi formano una coppia
residuale, ovvero �A⇒ B è valido se e solo se A⇒ 2B lo è. L’idea di base
della display logic, introdotta da Belnap (1982), è lo sfruttamento di tale
corrispondenza e l’estensione ad essa collegata di un insieme di “connettivi
strutturali.” Cos̀ı, mentre nei sistemi standard di calcolo dei sequenti abbia-
mo solo un connettivo strutturale, ovvero la virgola multivalente, nei calcoli

24Per la completezza semantica si veda Sambin e Valentini (1982) e Avron (1984), e per
la normalizzazione del calcolo di deduzione naturale Bellin (1985); l’eliminazione sintattica
del taglio è invece stata, dopo l’approccio di Valentini (1983), oggetto di rinnovata indagine
in Goré e Ramanayake (2008). Una dimostrazione semplice e diretta di eliminazione
sintattica del taglio per un calcolo etichettato per GL è stata presentata da Negri (2005),
e ottenuta tramite completezza per una versione che dà automaticamente la decidibilità in
Negri (2014a) mediante la terminazione di un calcolo che genera simultaneamente prove
o contromodelli per logiche non classiche. Un calcolo di ipersequenti ad albero (tree
hypersequents) per GL con eliminazione del taglio è stato formulato da Poggiolesi (2009).

25L’immersione fedele della logica intuizionistica nella logica di Grzegorczyk, stabilita
con metodi semantici dai risultati di Tarski e McKinsey, è stata dimostrata in modo
puramente sintattico, con una dimostrazione per induzione sull’altezza delle derivazioni,
da Dyckhoff e Negri (2013).

26Utilizziamo i simboli usati nei calcoli a display anzichè quelli di Prior P e G per le
corrispondenti modalità temporali.
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a display ve ne sono molti, sia unari che binari. Ne segue un insieme più
ampio di regole rispetto a quelle consuete del calcolo dei sequenti, in partico-
lare di regole che governano i connettivi strutturali e la loro interazione con
quelli logici. Ad esempio, nel caso temporale sopra citato, una regola della
forma �A⇒ B||A⇒ 2B, sebbene valida, violerebbe la proprietà della sot-
toformula oltre ad essere troppo debole. Mediante il connettivo strutturale
• interpretato come � nell’antecedente e come 2 nel succedente, si possono
ottenere le seguenti regole consone ai requisiti del calcolo

•A⇒ X
�A⇒ X

L�
X ⇒ A
•X ⇒ �A

R�

A⇒ X
2A⇒ •X L2

X ⇒ •A
X ⇒ 2A

R2

Diversi sistemi a display sono ottenuti in modo modulare cambiando solo
la parte strutturale e lasciando immutato il nucleo logico. Wansing (2002)
dà un’introduzione ai calcoli a display per la logica modale e una sintesi
critica di approcci alternativi27 rapportata ai requisiti di potere espressivo,
modultarità, analiticità, etc. Il potere espressivo del formalismo a display è
dimostrato dal calcolo a display per la logica epistemica dinamica di Frittella
et al. (2014).

Tra gli approcci alternativi con una lunga tradizione vi sono gli iperse-
quenti.28 In termini approssimativi, gli ipersequenti possono essere inter-
pretati come disgiunzioni di sequenti; il potere espressivo aggiuntivo è dato
da regole che permettono di combinare multeplici sequenti simultaneamen-
te, che li rende particolarmente adatti ad esprimere proprietà disgiuntive.
Ad esempio, la linearità viene espressa dalla regola di comunicazione (Avron
1996, p. 9)

G | ∆1,Γ1 ⇒ Π1 G | ∆2,Γ1 ⇒ Π2

G | ∆2,Γ1 ⇒ Π1 | ∆1,Γ2 ⇒ Π2

che permette di catturare con gli ipersequenti la logica di Gödel-Dummett.
Gli ipersequenti hanno grande flessibilità nel presentare ampie famiglie di
logiche non classiche, come le logiche multi-valori (Baaz, Ciabattoni e Mon-
tagna 2004) e possono essere generati in modo automatico dalla semantica
nel caso delle logiche caratterizzate da matrici non-deterministiche (Avron e
Konikowska 2005). L’analiticità di questi calcoli non è in generale sufficiente
per applicarli direttamente a procedure di decisione a causa della presenza
di regole strutturali interne ed esterne, solitamente non eliminabili. Una

27Tra cui ricordiamo i 2-sequents di Martini e Masini (1996).
28Per un’introduzione generale al metodo si veda Avron (1996) e il capitolo 4 di Paoli

(2002).
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collocazione particolare in questo senso assume quindi lo studio di Bova e
Montagna (2008) che sfrutta una formulazione ad ipersequenti con regole in-
vertibili per ottenere una procedura di decisione per la basic logic di Hájek,
un tipo di logica fuzzy, ovvero a valori di verità nell’intervallo [0, 1]. Nello
sviluppo di calcoli analitici per le logiche fuzzy e le logiche a infiniti valori
il punto di partenza è l’inquadratura di queste logiche nel panorama più
generale delle logiche substrutturali caratterizzate dalla loro semantica alge-
brica, dove le strutture di base (più generali) sono reticoli residuati, a cui si
aggiungono progressivamente varie proprietà, prima fra tutte quella di pre-
linearità proprietà caratteristica delle logiche fuzzy. Lo sviluppo di calcoli
analitici per la logica a infiniti valori di Lukasiewicz e per la logica Prodot-
to, due delle tre logiche fuzzy fondamentali,29 viene presentato in Metcalfe,
Olivetti, e Gabbay (2005, 2004). Ancora mediante ipersequenti vengono
studiate da Metcalfe e Montagna (2007) logiche fuzzy sottostrutturali, in cui
non valgono le regole strutturali di indebolimento e/o contrazione. In questo
lavoro viene stabilito un teorema di completezza rispetto ad una semantica
data da un’algebra di opportune funzioni binarie a valori nell’intervallo [0, 1]
(risultato detto standard completeness). È da notare che l’analiticità del cal-
colo, ovvero l’eliminazione del taglio, viene stabilita seguendo un percorso
analogo a quello dei calcoli G3, con riduzione degli ipersequenti iniziali a
istanze atomiche, proprietà di inversione delle regole, e doppia induzione su
complessità della formula di taglio e altezza delle derivazioni delle premesse
del taglio. Meno diretta è la dimostrazione di completezza, che passa attra-
verso la prova di completezza delle estensioni dei calcoli con una regola di
densità e quindi l’eliminazione della regola, un risultato a sua volta ottenuto
come corollario dell’eliminazione del taglio. Un altro metodo di eliminazione
della regola di densità viene presentato nel lavoro di Ciabattoni e Metcal-
fe (2008). Questo e altri risultati sono presentati in modo sintetico nella
recente monografia sulla teoria della dimostrazione per le logiche fuzzy di
Metcalfe, Olivetti, e Gabbay (2009).

Mentre gli ipersequenti sono adatti a rappresentare logiche non classiche
con condizioni di linearità nella loro semantica, non si prestano invece diret-
tamente allo studio delle logiche modali, e necessitano di un arricchimento
della loro sintassi, come nei tree-sequents presentati da Kashima (1994) per
la logica temporale e da Cerrato (1996) per vari sistemi di logica modale, i
tree hypersequents sviluppati da Poggiolesi (2010) per varie logiche modali
proposizionali, e i sistemi di “nested sequents” che impiegano il metodo di

29La terza è la logica di Gödel-Dummett, la cui teoria della dimostrazione era già
piuttosto sviluppata.
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deep inference (Stewart e Stouppa 2005, Stouppa 2007, Brünnler 2009, Gu-
glielmi 2007). Torneremo a questi sistemi nella prossima sezione in merito
alla discussione sui rapporti tra vari calcoli.

4.2 Calcoli etichettati

Contrariamente agli ipersequenti e ai calcoli a display, i sistemi “etichetta-
ti” (o labelled) hanno un nucleo comune di regole logiche e regole strutturali
ammissibili.30 I calcoli etichettati si avvalgono difatti della grande unifi-
cazione concettuale per lo studio delle logiche modali e non classiche resa
possibile dall’introduzione della semantica di Kripke, detta anche semanti-
ca relazionale.31 La modularità di questa semantica, basata su un insieme
di mondi possibili collegati tra loro da una relazione di accessibilità, vie-
ne infatti sfruttata nei calcoli etichettati facendo corrispondere a ciascuna
proprietà delle strutture semantiche particolari regole del calcolo. Sistemi
diversi sono ottenuti variando la parte modulare di “regole matematiche”,
cioè le regole che esprimono le proprietà delle strutture semantiche carat-
teristiche (come la proprietà riflessiva, transitiva, simmetrica, etc.). Una
eccezione è data dalle logiche come GL e Grz, che sono caratterizzate da
proprietà semantiche non esprimibili al primo ordine ma che tuttavia posso-
no essere internalizzate tramite una modificazione delle regole standard per
la modalità (Negri 2005, Dyckhoff e Negri 2013).

L’idea dell’internalizzazione della semantica nei calcoli inferenziali, che
si può far risalire fino alla tesi di Kanger (1957), è stata sviluppata in varie
forme: in sistemi di tableaux (Fitting 1983, Catach 1991, Nerode 1991, Goré
1998, Massacci 2000, Orlowska e Golińska Pilarek 2011), di deduzione natu-
rale (Fitch 1966, Simpson 1994, Basin, Matthews, Viganó 1998), di sequenti
(Mints 1997, Viganó 2000, Kushida e Okada 2003, Castellini e Smaill 2002,
Castellini 2005), e nella hybrid logic (Blackburn 2000). I Labelled Deduc-
tive Systems (Gabbay 1996, Russo 1995) utilizzano invece principalmente
l’internalizzazione di una semantica algebrica in una presentazione in stile
di deduzione naturale. L’inferenza etichettata è anche alla base di siste-
mi di deduziona automatica per per logiche non classiche, come il sistema

30Qui “logico” e “strutturale” è inteso nel senso originale di Gentzen, con il primo
aggettivo riferito alle regole per le costanti logiche, il secondo alle regole di indebolimento,
contrazione, e taglio.

31Si veda Kripke (1963) per una prima presentazione sistematica e Copeland (2002) per
una rassegna storica sui precursori della semantica dei mondi possibili.
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LoTREC (Fariñas del Cerro et al. 2001).32

Il metodo dei calcoli dei sequenti etichettati, sviluppato a partire da
Negri (2005) è il risultato della sintesi di due azioni: la prima consiste nel
formulare le clausole di verità di un connettivo/modalità come regole di
un calcolo in un linguaggio opportunamente esteso con variabili per mondi
possibili e simboli relazionali. Questa formulazione in regole segue i principi
dell’inferenziaismo discussi nella Sezione 2. Ad esempio da

x  2A se e solo se per ogni y, da xRy segue y  A

si ottiene la regola
xRy,Γ⇒ ∆, y : A

Γ⇒ ∆, x : 2A
R2

con la condizione y /∈ Γ,∆. Dalla regola destra e tramite il principio di
inversione,33 tenendo anche conto dei principi di disegno di un calcolo di
stile G3, si ottiene la regola sinistra:

y : A, x : 2A, xRy,Γ⇒ ∆

x : 2A, xRy,Γ⇒ ∆
L2

Il secondo passo consiste nell’aggiungere al calcolo di base cos̀ı ottenuto ed
in modo modulare le regole che corrispondono alle proprietà caratterizzanti
della relazione di accessibilità nella semantica di Kripke dei vari sistemi
logici, una caratteristica comune agli approcci ibridi ed etichettati. Qui
questa parte della procedura segue la metodologia generale della conversione
di assiomi in regole di inferenza (sviluppata a partire da Negri 1999 e Negri
e von Plato 1998) e copre, come dimostrato da Dyckhoff e Negri (2014)
qualsiasi condizione esprimibile al primo ordine, ma non solo.34 Ad esempio,
le regole da aggiungere al sistema di base per ottenere un sistema per T, S4,
S5 sono (opportune combinazioni) delle regole corrispondenti alle proprietà
riflessiva e transitiva

xRx,Γ⇒ ∆

Γ⇒ ∆
Ref

xRz, xRy, yRz,Γ⇒ ∆

xRy, yRz,Γ⇒ ∆
Trans

32Per una dettagliata presentazione comparativa di vari sistemi di deduzione modale si
veda Indrzejczak (2010).

33Per una discussione su come i calcoli etichettati rispondano alla sfida inferenzialista di
estendere la semantica dimostrazionistica alle logiche non classiche, si veda Read (2014).

34Condizioni come la Noetherianità, rilevanti al trattamento delle logiche della dimostra-
bilità, sono pure coperte da una opportuna implementazione del metodo, come dettagliato
in Negri (2005) e Dyckhoff e Negri (2013).
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e per la logica deontica D la regola corrispondente all’assioma di serialità
∀x∃y.xRy

xRy,Γ⇒ ∆

Γ⇒ ∆
Ser

dove y /∈ Γ,∆.
I calcoli risultanti godono, oltre all’eliminazione del taglio, di forti pro-

prietà strutturali come l’invertibilità che mantiene l’altezza della derivazione
per tutte le regole, e l’ammissibilità delle regole strutturali di indebolimento
e contrazione.35 Sebbene i calcoli etichettati non abbiano in generale una
piena proprietà della sottoformula, l’analiticità è garantita dall’ammissibilità
delle regole strutturali assieme ad una proprietà del sottotermine (“subterm
property”): tutti i termini (etichette) nella derivazione sono o variabili pro-
prie, introdotte da regole che analizzano, rimuovendola, una modalità, o
termini presenti nella conclusione. L’analiticità combinata con l’uniformità
dei calcoli ottenuti fornisce uno strumento di valore per tutti quei risulta-
ti che coinvolgono l’interazione di diverse logiche, come l’immersione della
logica intuizionistica in S4 e delle logiche intermedie nelle corrispondenti
compagne modali (cf. Dyckhoff e Negri 2012) o nell’identificazione del mo-
tivo preciso all’origine di alcuni paradossi di collasso modale (cf. Maffezioli,
Naibo, e Negri 2013, Maffezioli e Naibo 2013).

Come nel desideratum espresso da Simpson (1994), questi calcoli posso-
no essere direttamente applicati per stabilire risultati di decidibilità tramite
terminazione per la ricerca di derivazioni di altezza minimale, come fatto in
Negri (2005) per le logiche modali di base e con una opportuna procedura di
saturazione per la logica intuizionistica (Negri 2014a) e per logiche modali
intuizionistiche (Garg, Genovese e Negri 2012). La prova di decidibilità otte-
nuta con questo approccio è tale da fornire per qualunque sequente, e con un
limite superiore che è funzione esponenziale della sua complessità, una de-
rivazione nel calcolo, o un contromodello direttamente estratto da un ramo
di una ricerca fallita di una derivazione. Questo segue da una dimostrazio-
ne di completezza più vicina alla completezza originale stabilita da Kripke
(1963) che alla completezza alla Henkin successivamente divenuta dalla fine
degli anni 1960 lo standard anche per la logica modale (cf. Negri 2009). Il
metodo di ricerca delle dimostrazioni in un calcolo di base etichettato dà
anche un’euristica per determinare le proprietà relazionali corrispondenti ad

35È da osservare che la premessa di L2 non è meno complessa della conclusione, per
cui è lecito chiedersi se la regola puo’ essere formulata omettendo la formula x : 2A senza
infrangere la completezza del calcolo. Alla questione, affrontata da Minari (2013), viene
data risposta negativa tranne per le logiche K e D e limitatamente a sequenti con parte
relazionale con struttura ad albero.
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assiomi modali, come esemplificato nel caso di logiche multimodali in Hakli e
Negri (2011) e in Maffezioli, Naibo e Negri (2014). D’altra parte, risultati di
non-corrispondenza (come la mancanza di un assioma modale corrisponden-
te all’irriflessività) possono essere stabiliti come risultati di conservatività
con una semplica analisi delle prove (Negri 2005).

I calcoli etichettati offrono, mediante un’estensione conservativa della
sintassi delle logiche modali e non classiche, la possibilità di un’analisi del-
le prove metodologicamente uniforme per vaste classi di logiche. Il potere
espressivo è finora il più comprensivo nel panorama degli approcci alter-
nativi alle logiche filosofiche e non classiche e copre, oltre alle già citate
logiche modali standard e alle logiche della dimostrabilità GL e Grz, le lo-
giche intermedie36 e le loro compagne modali (Dyckhoff e Negri 2012), le
logiche modali classiche (Gilbert e Maffezioli 2015), logiche temporali (Bo-
retti e Negri 2009, 2010), le logiche modali quantificate (Negri e von Plato
2011, Orlandelli 2014a), alcune logiche di interazione sociale (Hakli e Negri
2008, 2011), la combinazione della parte finitaria di PDL con una dimensio-
ne epistemica (Maffezioli e Naibo 2013), le logiche modali epistemiche come
la logica della conoscibilità o “knowability logic” (Maffezioli, Naibo, e Ne-
gri 2013). I calcoli etichettati permettono anche, tramite la parametricità
sulle condizioni sui domini delle varabili quantificate, di estendere in modo
modulare un calcolo modale di base al primo ordine mediante regole che
corrispondono alla formula di Barcan e alla sua inversa; il risultato è un cal-
colo completo (si veda il capitolo 11 di Negri e von Plato 2011 e Orlandelli
2014a) che quindi risolve il problema dell’incompletezza del corrispondente
sistema assiomatico (Cresswell 1995).

4.3 Calcoli per logiche condizionali e non-monotone

I calcoli dei sequenti etichettati stile G3 si sono dimostrati particolarmen-
te prolifici nello studio delle logiche condizionali e di sistemi affini, logiche
che trovano applicazioni nell’ambito della rappresentazione della conoscen-
za e dell’intelligenza artificiale in quanto permettono una trattazione for-
male dei controfattuali, della revisione delle credenze, e del ragionamento
non-monotono. Mediante l’utilizzo di una parte relazionale basata sulla se-
mantica delle funzioni di selezione (introdotta da Stalnaker 1968), calcoli di
sequenti etichettati per le logiche condizionali di base (CK e sue estensioni)
con buone proprietà computazionali, e complessità ottimale, sono stati intro-

36Un calcolo non etichettato e una procedura di decisione per una logica intermedia, la
logica di Jankov, detta anche logica del terzo escluso debole, viene presentato da Corsi
(2008).
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dotti da Olivetti et al. (2007) seguendo la metodologia generale introdotta da
Negri (2005) per ottenere calcoli etichettati con forti proprietà strutturali.
Calcoli annidati (nested) per queste stesse logiche sono presentati in Alenda
et al. (2013). La prova di eliminazione del taglio in questi sistemi presenta
la particolarità di richiedere la prova simultanea dell’ammissibilità di altre
proprietà inferenziali. Calcoli etichettati di tableaux, anzichè di sequenti,
sono invece presentati da Giordano et al. (2009) per logiche condizionali ba-
sate sulla semantica preferenziale, con la specificità data dell’introduzione
di modalità indicizzate per catturare la semantica dei mondi minimali. Nel
caso delle logiche non-monotone di Kraus-Lehman-Magidor, trattandosi es-
senzialmente di logiche condizionali piatte, cioè senza condizionali annidati,
sono possibili calcoli più tradizionali, che non richiedono l’uso di etichette o
di altra struttura extra e con buone proprietà computazionali (cf. Giordano
et al. 2009a). La maggior parte dei calcoli per le logiche condizionali sopra
menzionati non è solo stato oggetto di studio teorico, ma anche la base di
implementazioni che hanno dato origine ai primi sistemi di dimostrazione
automatica per le logiche corrispondenti (cf. Olivetti e Pozzato 2008, 2014).

In una direzione di ricerca più applicativa, calcoli di sequenti per le
principali logiche non-monotone sono stati sviluppati da Bonatti e Olivetti
(2002). In particolare sono stati studiati calcoli analitici per circumscription,
per la logica dei default e per la logica autoepistemica. I calcoli studiati per
ciascuna logica hanno la specificità di combinare un calcolo principale dei
sequenti per la validità e un calcolo ausiliario di “anti-sequenti” per la non-
validità. Il secondo calcolo è utilizzato per provare o refutare assunzioni di
provabilità utilizzate nel calcolo principale.

4.4 Traduzioni tra calcoli

Data la moltitudine di formalismi deduttivi per le logiche non classiche, è
stata sempre più sentita negli ultimi anni la necessità di stabilire risultati che
permettano di paragonarne ad alto livello le proprietà e il potere espressivo
e di trasferire risultati sulle proprietà strutturali da un formalismo ad un
altro.

Una utile sintesi di rapporti tra vari calcoli per le logiche modali propo-
sizionali normali viene presentata alle pagine 116 e 206 di Poggiolesi (2010).
I rapporti sono specificati da traduzioni che permettono di importare la de-
rivabilità da un formalismo all’altro.37 I calcoli etichettati sopra discussi

37Per riferimenti alla letteratura sulle traduzioni tra vari formalismi si veda anche la
sezione 5.2 di Negri (2011) e l’introduzione di Ramanayake (2014).
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sono chiamati da Poggiolesi “internalized forcing sequent calculi” e si pone
la questione se questi ultimi possono essere interpretati in altri calcoli.

Il seguente esempio (tratto da Boretti 2009) è illustrativo dell’interpre-
tazione degli ipersequenti ad albero e dei sequenti annidati in una calco-
lo etichettato e legittima la congettura di una interpretabilità valida in
generale.

Tree-hypersequents Deep sequent systems

∆/(Γ/Σ); (Γ1/(Σ1/Θ); Σ2) ∆, [Γ, [Σ]], [Γ1, [Σ1, [Θ]], [Σ2]]

Entrambi corrispondono alla struttura ad albero seguente in cui la radice è
etichettata dal mondo attuale e le dipendenze rappresentano le relazioni di
accessibilità tra mondi

∆

Γ

Σ

Γ1

Σ1

Θ

Σ2

La congettura è stata confermata da Goré e Ramanayake (2012) mediante
una immersione del calcolo annidato e degli ipersequenti ad albero in una
sottoclasse del calcolo etichettato in cui la struttura relazionale è limitata ad
alberi (labelled tree sequent calculi). Un risultato simile è stato dimostrato
per il calcolo dei sequenti annidato e i tableaux etichettati (Fitting 2012),
giungendo alla conclusione che “modal nested sequents and prefixed modal
tableaus are notational variants of each other” e che i calcoli dei sequenti
etichettati di Negri (2005) “are able to handle modal logics for which no
prefixed system exists”.

Ramanayake (2014) distingue una traduzione da una immersione (em-
bedding), intesa in senso piu’ forte di quello di una traduzione fedele: mentre
una traduzione si definisce tra due calcoli esistenti, l’immersione crea un cal-
colo in un formalismo a partire da un altro; in questo senso Ramanayake
presenta un’immersione degli ipersequenti nei calcoli a display.

20



5 Direzioni di ricerca interdisciplinari

La teoria strutturale della dimostrazione è stata negli ultimissimi anni pro-
tagonista di nuove direzioni di ricerca interdisciplinare in cui la logica gioca
un ruolo fondamentale.

Abrusci et al. (2013) utilizzano la logica lineare, ed in particolare l’at-
tenzione da essa rivolta alla polarità degli operatori logici, per l’analisi
del sillogismo aristotelico e per lo studio dei processi cognitivi, affiancan-
do lo studio teorico ad uno studio sperimentale che si avvale di tecniche di
elettroencefalografia.

Il linguaggio formale ZSyntax sviluppato da Boniolo et al. (2010) nella
direzione delle applicazioni alla biologia molecolare, è stato accompagnato
da un calcolo rivolto, più in generale, allo studio di tutti quei processi che
coinvolgono una interazione dipendente da contesto dapprima nel lavoro di
D’Agostino et al. (2013) mediante un calcolo dei sequenti e di proof nets
e in un lavoro successivo (D’Agostino, Piazza, e Pulcini 2014) tramite se-
quenti di livello multiplo, una variante del calcolo dei sequenti tradizionale
che internalizza in ciascun sequente la struttura ad albero dei processi non
monotoni.

Nel campo delle applicazioni della teoria della dimostrazione all’episte-
mologia formale, lo studio della common knowledge38 costituisce uno dei
problemi più stimolanti a causa del suo carattere intrinsecamente infinita-
rio. Sono stati proposti vari sistemi che soddisfano una eliminazione del
taglio sintattica, ma con regole infinitarie (Brünnler e Studer 2009) o con
varie forme di finitizzazione basate su limitazioni al numero di premesse nel-
la regola infinitaria (Jäger, Kretz e Studer 2007) o mediante l’utilizzo di una
definizione del’operatore di common knowledge tramite la nozione di punto
fisso (fixed point), come in Alberucci e Jäger (2005), in questi ultimi due
casi al prezzo di una mancata eliminazione sintattica del taglio. L’incom-
pletezza dell’estensione modale del calcolo infinitario ha l’effetto di rendere
non derivabile uno degli assiomi della common knowledge. Minari (2012) di-
scute questo problema proponendo calcoli alternativi (tutti del formato dei
calcoli dei sequenti alla Tait, ovvero one sided ), due con eliminazione del
taglio ma incompleti, e uno completo ma con taglio non eliminabile, e pre-
sentando una semantica di Kripke generalizzata che permette di recuperare
la completezza.

38Una proposizione A è common knowledge tra un gruppo di agenti se ognuno conosce
A, ognuno conosce che ognuno conosce A, e cos̀ı via.
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Tra teoria strutturale della dimostrazione e teoria astratta della comples-
sità si collocano infine i lavori di D’Agostino et al. (2013) e di D’Agostino
(2014) che affrontano la questione (“approximation problem”) di definire
una gerarchia di sistemi logici rispondenti alle capacità inferenziali di agen-
ti con risorse limitate e che approssimano indefinitamente una data logica.
Il problema è affrontato e risolto in vari modi per la logica proposizionale
classica mediante sistemi di deduzione naturale con formule etichettate dai
valori booleani di verità, progressivamente estesi tramite applicazioni del
taglio controllate dalla loro altezza.

6 Conclusioni

Seguendo la demarcazione fatta da Troelstra e Schwichtenberg (2000) sui
due campi principali di teoria della dimostrazione, la teoria strutturale del-
la dimostrazione si distingue per metodi e oggetti di indagine dalla teoria
della dimostrazione interpretazionale (i.e. “interpretational proof theory”)
che è rivolta allo studio di interpretazioni tra teorie utilizzando spesso mezzi
semantici e che quindi non abbiamo discusso in questa rassegna.39. Non ab-
biamo neppure discusso lavori che utilizzano metodi algebrici per ottenere
calcoli logici e stabilirne proprietà strutturali.40 Visto lo spazio limitato e
la vastità del campo, si è anche tenuto conto della rassegna, che in parte
si sovrappone a tematiche di teoria strutturale della dimostrazione, di Fe-
lice Cardone in questo stesso volume, in particolare per quanto riguarda la
programmazione logica,41 la teoria dei tipi, la logica lineare, e il lambda-
calcolo. Come eccezione a quest’ultima omissione tematica, citiamo una

39Alla teoria della dimostrazione ma non propriamente alla teoria strutturale della dimo-
strazione appartengono ad esempio lavori come Cantini e Crosilla (2012), qui non discussi,
sui fondamenti costruttivi della teoria degli insiemi.

40Cf. e.g. Ciabattoni, Galatos, e Terui (2012); Bezhanishvili e Ghilardi (2014)
41Qui accenniamo soltanto al tentativo di sviluppare dei metodi di prova analitica ba-

sata sul modello della programmazione logica e noto come “goal-directed proof-theory”
(Gabbay e Olivetti 1998, 2000). I sistemi di prova proposti generalizzano il meccanismo
operazionale di ricerca di prove della programmazione logica basato sulla regola della
risoluzione lineare (o “backward chaining’) per svariate famiglie di logiche (modali, sub-
strutturali, intermedie), in un modo simile alla nozione delle Prove Uniformi proposta da
Miller et al. (1991). A differenza di questi ultimi, i metodi proposti sono concepiti in modo
autonomo e non sono ottenuti come raffinamenti di calcoli di sequenti preesistenti. Tutti
i sistemi di prova studiati godono della proprietà di ammissibilità del taglio. I sistemi
di prova proposti hanno la limitazione di poter trattare (almento direttamente) solo un
linguaggio limitato, quello delle formule ereditarie di Harrop. Inoltre la terminazione della
ricerca di prove, anche se non è l’obiettivo principale dei metodi studiati, non è garantita
e richiede dei meccanismi addizionali, non sempre ovvii.
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serie di articoli (Minari 2004, 2005, 2007, 2009) in cui viene sviluppato un
approccio analitico alla logica combinatoria e alla relazione di conversione
del lambda-calcolo. In particolare, nell’ultimo lavoro viene risolto con me-
todi puri di teoria strutturale della dimostrazione un problema, posto da
Curry e Hindley nel 1958, e rimasto aperto per 50 anni, sull’esistenza di una
dimostrazione diretta di confluenza per la logica combinatoria.
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