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Johdanto

Tyypillistd matematiikalle on pyrkimys yleisyyteen seki kisitteissd ettd tulok-
sissa. Hyvd esimerkki saadaan abstraktista joukko-opista, jonka sisdlld padosa
matematiikasta voidaan muotoilla. Joukkojen tasmaéllisen kisittelyn ldhtSkoh-
daksi valitaan yleensé ensimméisen kertaluvun logiikan teoria ZFC *.

Godelin epitiydellisyystuloksista seuraa, ettei mikdin ZFC:n kaltainen vah-
va teoria voi olla samanaikaisesti ristiriidaton ja taydellinen. Siis jos ZFC on ris-
tiriidaton, niin on olemassa joukkoja koskevia viitteitd, jotka ovat todistumat-
tomia ZFC:ssé ja joiden negaatiotkin ovat todistumattomia ZFC:ssé. Lisdksi on
osoitettu monen matemaatikoitakin kiinnostavan kysymyksen ratkeamattomuus
ZFC:n pohjalta 2. Tunnetuin esimerkki lienee kontinuumihypoteesi.

Luonnollinen kysymys on, saadaanko yleisessé muodossa ratkeamatonta on-
gelmaa ratkaistua jossakin keskeisessé erikoistapauksessa tinkimé&lla hieman ki-
sitteiden yleisyydestd. Vaikkei ZFC sanokaan mitddn esimerkiksi kontinuumi-
hypoteesin totuudesta mielivaltaiselle joukolle, ehké se kuitenkin ratkaisee on-
gelman tietyt sdanndllisyysvaatimukset toteuttaville joukoille. Deskriptiivisessi
joukko-opissa keskitytddn puolalaisten avaruuksien méaariteltiviin osajoukkoi-
hin. Alan pioneereja olivat Baire, Borel ja Lebesgue, jotka 1900-luvun alussa
tutkivat analyysissd vastaan tulleiden reaalilukujoukkojen ominaisuuksia. 1930-
luvulla matemaattiset loogikot loivat kokonaislukujoukkojen méariteltavyytta
kasittelevin laskettavuuden teorian. Laskettavuuden kisitteistdd klassiseen des-
kriptiiviseen joukko-oppiin soveltavaa teoriaa kutsutaan efektiiviseksi ja kuten
tdssd tutkielmassa ndhdadn, sen avulla voidaan todistaa tuloksia, joille ei tun-
neta klassista todistusta.

Reaalilukujen joukko standarditopologioineen ei ole ainoa kiinnostava puo-
lalainen avaruus. Toinen esimerkki saadaan malliteoriasta [Sr:5.13], kun nume-
roituvan ensimmaisen kertaluvun kielen L niiden mallien joukko, joiden univer-
sumi on N, tulkitaan sopivasti topologisena avaruutena. Vuonna 1961 Vaught
esitti kuuluisan konjektuurinsa, jonka mukaan L-teorian numeroituvien mallien
isomorfiatyyppien lukuméiri on numeroituva tai 2%0. Koska isomorfiarelaatio
kuuluu deskriptiivisen joukko-opin hierarkiassa luokkaan X1, Vaughtin konjek-
tuuri on osaltaan motivoinut méériteltévien ekvivalenssirelaatioiden tutkimus-
ta. Lisdksi on monia matemaattisia struktuureja, joita ei voida tulkita suoraan
puolalaisina avaruuksina, vaan nédiden avaruuksien mé&ariteltdvien ekvivalenssi-
relaatioiden tekijiavaruuksina. Ekvivalenssirelaatioihin liittyvin hierarkian sel-
vittdminen onkin ajankohtainen ongelma deskriptiivisessi joukko-opissa [Ke2].

Téassé tutkielmassa esitellddin deskriptiivisen joukko-opin peruskisiteet: klas-
sinen ja efektiivinen hierarkia sekd esitetdiin todistukset 1970-luvulta perdisin
oleville Silverin ja Burgessin lauseille, jotka selvittiviit TI3- ja X1- ekvivalenssi-
relaatioiden tekijdavaruuksien rakennetta.

1 Zermelo-Frankel -aksioomajirjestelmé (ZF) ja valinta-aksiooma (C)
2T4ss4 ja jatkossa luonnollisesti oletetaan ZFC ristiriidattomaksi.



Luku 1
Merkintoja ja maaritelmia

Joukolle kiytetddn nimitystd avaruus, kun tarkoitetaan lihtokohdaksi oletettua
joukkoa, jonka osajoukkoihin tarkastelut kohdistuvat. Esimerkkeji avaruuksista
ovat R ja N. Yleisesti avaruuksia merkitasn kirjaimilla X ja Y ja niiden osajouk-
koja kirjaimilla A, B, C,.... Sanaa luokka kiiytetdin, kun tarkastellaan kaikkien
avaruuksien tietyt ehdot tiyttévien osajoukkojen kokoelmaa. Esimerkkeina luo-
kista mainittakoon avointen joukkojen luokka 39 ja kaikkien tarkasteltavien
puolalaisten avaruuksien luokka X. Luokka voi olla joukko-opillisessa mielessa
aito luokka. Jos T" on luokka ja X avaruus, merkitdén I'(X) = T NP(X). Usein
luokka I" mééritelldéin antamalla sen rajoittumat I'(X) yksittéisiin avaruuksiin
X.

Deskriptiivisesséd joukko-opissa yhdistyy toisaalta perinteinen tapa kisitelld
joukkoja ja toisaalta logiikan kieli konnektiiveineen ja relaatioineen. Tassikin
tutkielmassa kiytetddn molempia merkintdtapoja. Kaikki merkinnét voitaisiin
kuitenkin esittdéd pelkistdin yhdelld tavalla. Esimerkiksi jos A, B C X, niin

A(x) N=B(z) <= z€ AN (X \ B) ja
Va(A(x) — B(z)) < AC B.

Logiikan merkintitapaa kiytetddn efektiivisen teorian yhteydessi, kun taas to-
pologisten késitteiden kanssa noudatetaan perinteistd notaatiota. Joukkojen si-
siltyvyydelle kiytetddn merkintdd C ja aitoa sisdltyvyyttd merkitddn C .

Olkoon A C X x Y. Joukon projektiota ja koprojektiota merkitdan kvanti-
fiointina avaruuden suhteen:

FA={zecX:yeY((z,y)ecA}jaVA={zec X :VyecY((xy)c Al

Kvantifiointi koskee viimeisté karteesisessa tulossa esiintyvii avaruutta. Jos I'
on luokka avaruuksien osajoukkoja ja Y avaruus, niin maaritelldin luokka

Pr={FA4: AcT(X xY)AX € X}.
Jos x € X, niin joukon A z-leikkaus A, C Y méiritellidn joukkona

Ar={y €Y : (z,y) € A}



Leikkaus otetaan karteesisen tulon ensimméisen avaruuden suhteen.

Symbolit £ ja § on varattu ordinaaleille. Ordinaalien ja kardinaalien perus-
ominaisuudet ja transfiniittinen rekursio sekd induktio oletetaan tunnetuiksi.
Joukon A mahtavuutta merkitdén |A| tai Card(A). Ordinaalien luokkaa mer-
kitddn On. Luonnollisten lukujen joukkona on N = {0,1,2,...} ja positiivisten
luonnollisten lukujen joukkoa merkitddn N* = N\ {0}.

1.1 Jonot ja puut
Olkoon A joukko ja £ ordinaali. Merkitdin
A={a C (£ x A):a on kuvaus}.
Kuvausta o € A sanotaan joukon A jonoksi ja sille kiiytetiin merkintdji
a = (ai)i<¢ = (a0, a1, az,...),

missi a; = a(i) kaikilla i < €. YA = {0} kaikilla joukoilla A ja tyhjista kuvauk-
sesta () kiytetdin nimitystd tyhjd jono. Jonon «a pituus on |a| = dom(a).

Olkoot o = (ai)i<|a| j& B = (bi)i<|s joukon A jonoja. Jonojen « ja 3
yhdistelmdi o3 € %1181 A on joukon A jono, joka médriytyy ehdolla

carn | oai, jos i <|al.
a’B(i) = { bi, jos |a| <i<lal+|8|

Jos a € A, merkitddn o’'a = o'(a). Jos a C B, niin « on jonon f§ alkusegmentti.
Tami on yhtipitavii sille, ettd |o| < 8] ja 8 1 |a] = a. Jos a C (3, niin « on
jonon (3 aito alkusegmentti. Jonot « ja 3 ovat yhteensopivia, jos o C 3 tai 8 C a.

Muussa tapauksessa « ja 3 ovat yhieensopimattomia ja merkitiin o L (3.
Jatkossa pituutta w oleville jonoille kiytetdin merkint6ja

a = (ag,a1,az,...),
ﬂ = (bo, bl, bg, .. ) ja
v = (co,c1,¢2,...).
Asrellisid jonoja kuvaavat pésasiassa o ja 7. Joukon A #rellisten jonojen jouk-
koa merkitdin <“A =], "A.
Joukko T on joukon A puu, jos
(1) T C<“A.
(2) T #0.
3) ceT=VYn<|o|((c |n)eT).
Tyhja jono kuuluu jokaiseen puuhun ja sitd kutsutaan puun juuwreksi. Puun

alkioita kutsutaan solmuiksi. Joukon A puun T' ddretén oksa on jono a € YA,
jolla a [ n € T kaikilla n < w. Adrettdmit oksat muodostavat puun T rungon

T]={ae“A:Vn(a|neT)}



Puuta T sanotaan hyvinperustetuksi, jos [T] = (0. Jos T on puu, merkitdin
T'={oceT:3IreT(cC1)}

T’ on siis joukko, joka saadaan poistamalla puusta T lehtisolmut. Selvisti T” on
puu, jos T # {0} ja jos T = {0}, niin 7" = 0.

Maéritelmi 1.1.1. Olkoon T puu. Mddritellidn kaikilla ordinaaleilla £ joukko
TS seuraavasti:

™ =T
TEFL — (Tf)/
T¢ = ﬂ T2, kun & on rajaordinaali.
5<€

Tallsin T O 79, kun & < 6.

Lemma 1.1.2. Olkoon A joukko ja T joukon A puw. Talldin on olemassa or-
dinaali ¢ < max{ws, |A|*}, jolla T¢ = T° kaikilla § > ¢.

Todistus. Voidaan olettaa, etti A on ddreton, jolloin max{wy, |A|T} = |A|T. Jos
T¢ = T¢+! jollakin €, niin selviisti T¢ = T° kaikilla 6 > ¢. Koska lisiksi T¢ D
T+ niin vastaoletus viitteelle on T¢ D T¢+! kaikilla ¢ < |A|*. Téllsin jokaista
ordinaalia ¢ < |A|* kohden on olemassa o¢ € T¢\ T¢*1. Jos € < § < |A|*, niin
o5 € T ja koska T° C T¢+! niin o ¢ T?; erityisesti o¢ # 05. Vastaoletuksesta
siis seuraa, ettd joukon {o¢ : & < |A[T} C <“A mahtavuus on |A|", miki on
mahdotonta, silld joukon A &irettdmyyden perusteella |<“A| = |A| < |A|T. O

Mairitelmd 1.1.3. Olkoon A joukko ja T joukon A puu. Merkitdin co(T) =
max{w, |A|*}. Mddritelliin astefunktio pr : T — oo(T) U{oo(T)} ehdoilla

£, jos o € TS\ T jollakin & < oo(T).
pr(o) = oo(T), joso € T,

Lisdksi madritellian puwun T korkeus p(T) € oo(T) U {oo(T)} ehdolla
p(T) = sup{pr(o) : o € T).

Lemmasta 1.1.2 seuraa, ettd astefunktio on hyvin mééritelty eli kaikilla o €
T joko o € T¢ \ T¢*! jollakin ¢ < oo(T) tai o € T¢ kaikilla &, jolloin erityisesti
o € T Kun asiayhteydesti kdy ilmi, mité puuta tarkoitetaan, merkitisin
lyhemmin co = oo(T'). Seuraavaan lauseeseen on listattu korkeuden ja asteen
perusominaisuuksia.

Lause 1.1.4. Olkoon A joukko ja T joukon A puu. Tdlléin seuraavat ehdot ovat
voimassa kaikilla o,7 € T :
(1) Jos o C T, niin

pr(T) =00 = pr(o) =  ja



pr(7) < 00 = pr(o) > pr(7).

(2) Jos pr(o) >0 ja pr(1) < 0o kaikilla 7 € T, joilla o C T, niin

pr(o) =sup{pr(ca)+1:a€ ANca €T}
(3) p(T) = pr(0).

(4) pr(o) = o0, jos ja vain jos on olemassa o € [T}, jolla o C «.
(5) T on hyvinperustettu, jos ja vain jos p(T) < oo.

Todistus. (1) Jos 0 C 7 ja 7 € T¢ jollakin &, niin o € T¢FL. Jos pr(7) = oo,
niin 7 € T, joten o € T°°*! = T eli pr(o) = co. Jos taas pr(r) = £ < o0,
niin 7 € T¢ ja 0 € T¢*+!. Koska ¢ + 1 < oo, niin pp(o) > &+ 1> € = pp(7).

(2) Olkoon & = sup{pr(ca)+1:a € AAoa € T}. Kohdasta (1) seuraa
pr(o) > pr(ca) eli pr(c) > pr(c'a) + 1 kaikilla a € A, joilla 0’a € T. Siis
pr(o) > €. Toisaalta £ > pr(o'a) ja co > pr(ca) eli 0’a ¢ T kaikilla a € A,
joilla 0’a € T. Tésté seuraa o ¢ TS eli pr(o) < €. Siis pr(o) = &.

(3) Kohdan (1) perusteella pr(0) > pr(o) kaikilla o € T. Siis

pr(0) = sup{pr(o) :c € T} = p(T).

(4) Oletetaan pr(o) = co. Olkoon n = |o| ja (so,...,Sn—1) = 0. Konstruoi-
daan jono a = (ag,ai,as,...) € YA, joka kuuluu puun 7' runkoon ja jatkaa
jonoa o niin, etti

(ao,...,ai_l) e T (1.1)

kaikilla ¢ < w. Asetetaan a; = s; kaikilla ¢ < n. Kohdan (1) nojalla ehto 1.1 on
voimassa kaikilla i < n. Oletetaan, etti alkiot ag, . . ., ax—1 on méiritelty jollakin
k > n niin, ettd ehto 1.1 on voimassa kaikilla ¢ < k. Koska (aq,...,ar_1) €
T = T°°*L niin on olemassa 7 € T, joka jatkaa jonoa (ag, - . ., ax_1). Olkoon
ar = 7(k). Télloin (ag,...,ar) € T ja koska pr(7) = oo, niin ehdosta (1)
seuraa pr((ag,...,ar)) = oco. Konstruktio on valmis ja alkioiden a; valintojen
perusteella o C a sekd a € [T].

Oletetaan « € [T] ja 0 C a. Osoitetaan o € [T°°], jolloin pr(c) = co. Kai-
killa ¢ ehdosta o € [T¢] seuraa a € [T¢F1]. Lisiksi jos jollakin rajaordinaalilla
¢ pétee a € [T9] kaikilla § < &, niin a € [T€]. Siis induktioperiaatteen mukaan
a € [T

(5)

p(T) <00 <= pr(l) < oo
<= Vo e T(pr(o) < o0)
< Vo eT(—3a € [T]|(c C a))
— [T]=10,

missé ensimméinen ekvivalenssi seuraa kohdasta (3), toinen kohdasta (1), kol-
mas kohdasta (4) ja neljés on selvi. O

Lause 1.1.5. Olkoon A joukko. Jokaista ordinaalia & < |A|* kohden on ole-
massa joukon A puu T, jonka korkeus on €.



Todistus. Olkoon Ty = {@}. T&llsin Ty C <“ A on puu ja p(Tp) = pr, (0) = 0.
Jos 0 < & < |A]™, tarkastellaan joukon & puuta

T:{(50,51,...,5k_1):]<J<w/\§>(50>51>...>5k_1}.

Osoitetaan induktiolla ordinaalin § < £ suhteen: jos k < w ja (dg,...,dk—1,0) €
T, niin pr(dg,...,0k—1,0) = 0. Oletetaan k < w ja olkoot & > §p > ... >
O0r—1 > 0. Talloin (5(), ey (5}6,1,0) e 70 \Tl, joten pT((S(), C ,(5]@,1, 0) = 0. Siis
viite pidtee, kun § = 0. Oletetaan, ettéd jollakin 0 < § < £ ja kaikilla & < w
pr (80, .,0k—1,0") =&, kun §’ < 4. Olkoon k < w ja & > g > ... > 01 > 0.
Lauseen 1.1.4 kohdan (2) perusteella

pr(d0,- - 0k—1,0) = sup{pr((do,...,0k—1,0)0") +1: 6" < d}
=sup{d’ +1:8 <} =0.
Induktiotodistus on valmis ja
p(T) = pr(0) = sup{pr((d)) +1:4 <&}
=sup{d+1:6<¢&F=¢.

Koska € < |A|T, niin on olemassa B C A, joka on yhti mahtava joukon ¢
kanssa. Olkoon f : B — £ bijektio ja

T§ = {(ao,al, - ,ak,l) € <wB k<wA (f(a(]), . f(ak,l)) € T}
Talléin T¢ on joukon A puu ja p(T¢) = p(T) =&. O

Puiden korkeuksien vertailu voidaan tehdi jarjestyksen sdilyttdvin kuvauk-
sen avulla. Sanotaan, ettd puiden S ja T vilinen kuvaus f : S — T sdilyttdd
jarjestyksen, jos kaikilla o,7 € S

o CT= f(o) C f(1).

Lemma 1.1.6. Olkoot S jo T joukon A puita. Tdlloin p(S) < p(T), jos ja vain
jos on olemassa jarjestyksen sdilyttdvd kuvaus f: S — T.

Todistus. (=) Méaritellddn kuvaukset (f;)i<. rekursiivisesti luvun ¢ suhteen
niin, ettd seuraavat ehdot ovat voimassa kaikilla ¢,j € Nja o, 7€ 5':

(i) fi:{oceS:|o|<i} =T

(#1) (0,7 €dom(f;)) A (o C7) = fi(o) C fi(7).

(#it) o € dom(f;) = ps(o) < pr(fi(o)).

() i<j= fi; C f;.

Asetetaan fo = {(0,0)}. Talloin ehdot (4), (i7) ja (iv) ovat selvisti voimassa,
kun i = j = 0 ja oletuksesta p(S) < p(T') seuraa

ps(0) = p(S) < p(T) = pr(0) = pr(f(0)).



Siis my0s ehto (4i¢) on voimassa, kun ¢ = 0. Olkoon n € N ja oletetaan, ettd
kuvaukset f; on madritelty kaikilla ¢ < n niin, ettd ehdot (i) —(iv) ovat voimassa.
Mééritelldan jokaista jonoa 7 € S, |7| = n + 1 kohden alkio a, € A, jolla

fn(T I ”‘)Aaﬂ' €T ja pT(fﬂ/(T I ”’)AQT) > pS(T)' (1'2)

Oletetaan 7 € S ja |7] = n+ 1. Merkitdédn o =7 [ n ja b= 7(n) € A. Koska S
ja T ovat saman joukon A puita, co = 0o(S) = oo(T).

Jos pr(fn(o)) < oo, induktio-oletuksesta (iii) seuraa ps(o) < pr(fn(o)) < oo
ja talloin lauseen 1.1.4 kohtien (1) ja (2) nojalla

ps(1) = ps(od) < ps(o) < pr(falo))
= Sup{pT(fn(J)Aa) +1l:a€ AN fn(a)Aa € T}

On siis olemassa a, € A, jolla f(0)ar € T ja pr(fn(o)ar) > ps(7).

Jos taas pr(fn(c)) = oo, lauseen 1.1.4 (4) nojalla on olemassa « € [T}, jo-
ka jatkaa jonoa f,(c). Merkitisn a, = a(|fn(0)|), jolloin f,(o)a, € T ja
pr(fu(c)ar) = 0o > pg(7). Siis kaikille 7 € S, |7| = n + 1 on ldydetty eh-
dot 1.2 tayttivi a, € A. Olkoon

fov1=faU{(r, fa(r I n)a,):T€ SA|T| =n+ 1}

Kuvauksen f,+; madritelmén perusteella ehdot (i) ja (iv) ovat voimassa, kun
i,7 < n+ 1. Induktio-oletuksen nojalla riittda tarkastella ehtoa (i¢) vain tapauk-
sessa |7| =n+ 1 ja |o| < n. Jos tilléin o C 7, niin induktio-oletuksen ja ehdon
fu(T I n)a, € T nojalla

fn+1(0') = fn(a) C fn(T fn) C fn(T fn)Aar = fn-l-l(T)'

Siis ehto (i) on voimassa kun ¢ < n + 1. Edelleen induktio-oletuksen nojalla
riittdé tarkastella ehtoa (éii) vain tapauksessa |o| = n + 1. Talléin ehdon 1.2
nojalla

ps(0) < pr(fulo [ n)as) = pr(fati(0)).

Siis ehto (i4i) on voimassa, kun ¢ < n + 1 ja konstruktio on valmis.

Olkoon f = J,, fn. Koska (f;)i<w on nouseva jono (ehto (iv)) kuvauksia,
niin my6s f on kuvaus ja ehdon (7) nojalla dom(f) = S. Olkoon o, 7 € S jonoja,
joilla o C 7 ja olkoon n = |7|. Téllgin ehdon (i) nojalla

f(O') = fn(a) - fn(T) = f(T)

Siis f sailyttadd jirjestyksen.

(<) Oletetaan, ettd kuvaus f : S — T sdilyttdd jirjestyksen. Voidaan
olettaa, ettd T on hyvinperustettu, silli muutoin p(T) = oo > p(S). Talldin
my0s S on hyvinperustettu, silld jos « € [S], niin koska f sdilyttda jarjestyksen
fla | n)C fla ] m)kaikilla n < m ja ehdolla 8 [ n = f(a | n) [ n m&&rdyty-
vd jono § € “A kuuluisi puun 7 runkoon vastoin oletusta [T] = 0. Osoitetaan
induktiolla ordinaalin pg(o) < p(S) suhteen, ettd ps(c) < pr(f(o)) kaikilla



o € S. Viite on selvd kaikilla o € S, joilla pg(o) = 0. Olkoon 0 < & < p(S)
ja oletetaan pg(o) < pr(f(o)) kaikilla o € S, joilla ps(o) < €. Olkoon T € S
jono, jolla pg(7) = £. Koska £ > 0, niin on olemassa a € A, jolla 7a € S
ja koska f sdilyttdd jarjestyksen, niin f(7°a) 2 f(7), jollakin b € A. Koska
S on hyvinperustettu, niin pg(7'a) < ps(7) = £ ja induktio-oletuksen nojalla
pr(f(T°a)) > ps(7a) kaikilla a € A, joilla 7°a € S. Néilld huomioilla

pr(£(r)) = suplpr(F(ryb) + 1:b€ AN f(r)b e T}
> sup{pr(f(7a))+1:a€ ANTac S}
> sup{ps(ta)+1:a€ ANTa € S}

ps (7).

Viite seuraa, koska p(S) = ps(0) < pr(f(0)) < pr(0) = p(T). O

Jos T on joukon A puu ja o € T, merkitdin
T,={re<YA:01 €T}
Selvisti T, on joukon A puu ja p(T,) = pr(o) kaikilla o € T.

Lemma 1.1.7. Olkoot S ja T joukon A puita ja T hyvinperustettu. Tdlléin
p(S) < p(T), jos ja vain jos on olemassa jarjestyksen sdilyttivd kuvaus f : S —
T, jollakin o € T\ {0}.

Todistus. (=) Koska T on hyvinperustettu,

p(T) = pr(®) = suplpr((@) +1: a € AN (a) €T}
= sup{p(T(a)) +1:a € AN (a) € T}.

Siis p(S) < p(T') = sup{p(T(a)) +1:a € AN(a) € T}, joten on olemassa a € A,
jolla (a) € T ja p(S) < p(T(qy). Téll6in lemman 1.1.6 nojalla on olemassa
jarjestyksen sdilyttévi kuvaus f: S — T(,).

(<) Jos jollakin o € T'\ {0} on olemassa jarjestyksen séilyttivd [ : S — Ty,
niin lemman 1.1.6 ja puun T hyvinperustuvuuden nojalla

p(S) < p(T5) = pr(o) < pr(0) = p(T). O

Jatkossa kéisitellddn muotoa (YAg x YAy x ... x YA, _1) olevia avaruuksia.
Jotta niiden avaruuksien osajoukkoja voitaisiin kisitella puiden avulla, otetaan
kiyttoon jonopuun kisite. Joukko TV C (SWAp x <“A; X ... x <¥A, ;1) on
jonopuu, jos seuraavat ehdot ovat voimassa:

(1) T#0.
(2) (O’o, .. -,O'n—l) el = |O'0‘ = ‘0’1| =...= |Un—1|-

(3) (00y...,0n-1) €T = Vi<l|oo|((co | ty...,0n_1 %) €T).
Lis#ksi madritellidn jonopuun 7' runko

[T} = {(050, ey Oln—l) : Vi((ao [y, 0 | Z) S T)}



Jonopuiden ja puiden vélilld on luonnollinen vastaavuus. Kéasitellddn merkin-
tojen yksinkertaistamiseksi kahden joukon A ja B tuloavaruutta. Madritellasin
kuvaus ¢ : <“(A X B) — (YA x <¥B), jossa kaikilla k < w

((ag,bo), (a1,b1), ..., (@k—1,bx=1)) — ((ag,a1,...,ak—1), (bo, b1,...,bk_1)).

Selviisti 1 on bijektio joukkojen <“(A x B) ja {(o,7) € (YA x <¥B) : |o| =
|7]} valilld ja T on joukon A x B puu, jos ja vain jos ¢(T) C (YA x <“B)
on jonopuu. Jatkossa tuloavaruuden puita kisitelldfin jonopuina ja niistdkin
kiytetddn yksinkertaisempaa nimitystd puu.

1.2 Topologiset peruskisitteet

Tassd alaluvussa esitellddn lyhyesti tdrkeimmat tutkielmassa kiytettivit topo-
logiset, kisitteet. Tarkemmin topologian méaaritelmét ja tulokset 10ytyvit teok-
sesta [VA2].

Maéritelmé 1.2.1. Olkoon X joukko ja T C P(X) kokoelma X :n osajoukkoja.
T on X :n topologia, jos seuraavat kolme ehtoa ovat voimassa:

1) UucT=|Juert.
(2) (A€eTABeT)=ANBeT.
B) VeTAXeT.

Olkoon X joukko ja 7 C P(X) joukon X topologia. Paria (X, 7) kutsutaan
topologiseksi avaruudekst. Jos asiayhteydestd on selvdd, mitd joukon X topolo-
giaa kisitelldin, puhutaan topologisesta avaruudesta X. Topologian 7 joukkoja
kutsutaan avaruuden X avoimiksi joukoiksi ja avointen joukkojen komplement-
teja kutsutaan avaruuden X suljetuiksi joukoiksi. Pisteen x € X ympdristo
avaruudessa X on avoin joukko U C X, joka sisdltdd pisteen x. T&ll6in jouk-
ko A C X on avoin, jos ja vain jos jokaisella A:n pisteelld on ympéristd, joka
siséltyy joukkoon A. Olkoon A C X. Piste z € X on joukon A kosketuspiste,
jos jokainen pisteen x ympiéristé kohtaa joukon A. Joukon A sulkeuma on A
kosketuspisteiden joukko ja siti merkitdin A tai clx (A). Télldin A on suppein
suljettu joukko, joka siséltdd joukon A. Joukko A on tihed avaruudessa X, jos
A = X. Piste x on joukon A erakkopiste, jos z:113 on sellainen ympéristd U C X,
ettd U N A = {x}. A on perfekti avaruudessa X, jos A on suljettu eikd A:lla ole
erakkopisteitd. Joukon A sisdpisteiden joukko on int(A) = (J{U C A : U avoin}.
Télloin int(A) on laajin A:n avoin osajoukko. Joukon A reuna OA kisittdé ne
pisteet, joiden jokainen ympiristd kohtaa sekd joukon A etti joukon (X '\ A). Siis
0A = A\ int(A). Avaruuden X jono (z;);<. suppenee kohti pistetti x € X, jos
jokaiselle pisteen x ympdristolle U on olemassa indeksi 7 € N, jolla x; € U kai-
killa i > j. Tallin = on jonon (x;);<, raja-arvo ja merkitdén x; — x. Avaruuden
X jono suppenee, jos on olemassa x € X, jota kohti jono suppenee.

Maéritelma 1.2.2. Olkoon (X, T) topologinen avaruus. Kokoelma V C T on
avaruuden X kanta, jos jokaiselle epdatyhjille U € T on olemassa perhe U C V),
jolla U = JU.
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Kokoelma & topologisen avaruuden X avoimia joukkoja on X:n esikanta, jos
perheen & direlliset leikkaukset muodostavat avaruuden X kannan.

Olkoon (X,T) topologinen avaruus ja A C X. T&lloin joukolle A maari-
tellddn relatiivitopologia T|A = {UN A : U € T}, jolla varustettuna A on
topologinen avaruus. Jatkossa topologisten avaruuksien osajoukkoja késitelladn
topologisina avaruuksina, joiden topologiana on relatiivitopologia.

Olkoon ¢ ordinaali ja {(X;,7;)}i<e perhe topologisia avaruuksia. Talldin
joukolle TT, < Xi médritelladn tulotopologia, jonka esikanta on

{prfl[U} i <ENU €T}

missa pr; : Hj<§ X; — X; on projektiokuvaus. Jatkossa topologisten avaruuk-
sien tuloa kisitellddn topologisena avaruutena, jonka topologiana on tulotopo-
logia.

Olkoot (X, Tx) ja (Y, Ty) erillisid topologisia avaruuksia. Avaruuksien X ja
Y topologinen summa X @Y méiiritellddn topologisena avaruutena (XUY, 7,.),
jossa joukko U C X UY on 7, -avoin, jos ja vain jos UNX on Tx-avoin jaUNY
on Ty-avoin.

Mééaritelmi 1.2.3. Olkoon X joukko. Kuvaus d : (X x X) — [0, 00[ on joukon
X metriikka, jos

(1) Vavy(d(z,y) =0 <z =y)
(2) Vavy(d(z,y) = d(y,z))
(3) VaVyVz(d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2))-

Ehto (3) on kolmioepdyhtals. Olkoon X joukko ja d joukon X metriikka. Maa-
ritellddn kaikilla x € X jar > 0 avoin kuula B(z,r) = {y € X : d(x,y) < r}. To-
pologista avaruutta, jonka kanta on {B(z,r) : € X Ar > 0} merkitddn (X, d)
ja kutsutaan metriseksi avarvudeksi. Talloin myos e, (z,y) = min{d(z,y),r} on
joukon X metriikka kaikilla » > 0 ja méa#rééd saman topologian kuin d [V&l :
10.7]. Metrisen avaruuden (X, d) jono (z;);<, on Cauchy-jono, jos jokaista lukua
€ > 0 kohden on olemassa sellainen n € N, ettd d(z;,x;) < € kaikilla ¢,j > n.
Metrinen avaruus (X, d) on tdydellinen, jos jokainen Cauchy-jono suppenee. T&l-
16in sanotaan myos, ettd metriikka d on tdydellinen. Olkoot A, B C X epétyh-
jid. Maaritelladn joukkojen A ja B vilinen etdisyys d(A, B) = inf{d(z,y) : « €
ANy € B}. Pisteen x € X etdisyys joukkoon A mairitelldin lukuna d({z}, A).
Joukon A halkaisija on d(A) = sup{d(z,y) :x € ANy € A}.

Jos 7 on joukon X topologia ja on olemassa joukon X metriikka, joka maaras
topologian T, avaruutta (X, 7) sanotaan metristyvdksi. Jos T metristyy taydel-
liselld metriikalla, (X, 7) on tdydellisesti metristyvd. Jos topologisella avaruu-
della X on numeroituva tihed osajoukko, X:44 sanotaan separoituvaksi. Topolo-
ginen avaruus, jonka eri pisteilld on erilliset ympéristét on Hausdorff-avaruus.

Topologisten avaruuksien X ja Y vélinen kuvaus f : X — Y on jatkuva
pisteessi v € X, jos jokaista pisteen f(z) € Y ympiristéd V' C Y kohden on
olemassa pisteen x ympéristo U C X, jolla f[U] C V. Jos f on jatkuva jokaisessa

11



pisteessd, sanotaan ettd f on jatkuva. Yhtdpitévisti kuvaus f : X — Y on
jatkuva, jos Y:1l14 on kanta tai esikanta, jonka joukkojen alkukuvat ovat avoimia
avaruudessa X [Va2:3.3]. Kuvaus f : X — Y on avoin, jos f[U] CY on avoin
kaikilla avoimilla U C X.

Kuvaus f : X — Y on homeomorfismi, jos f on bijektio ja f sekd f~! ovat
jatkuvia. Kuvaus f : X — Y on upotus, jos se on homeomorfismi avaruudelta
X avaruudelle f[X] CY.
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Luku 2

Deskriptiivista joukko-oppia

2.1 Puolalaiset avaruudet

Deskriptiivinen joukko-oppi sai alkunsa reaalilukujoukkojen tutkimuksesta. Sit-
temmin tarkastelun kohteeksi on otettu yleisemmét puolalaiset avaruudet eli se-
paroituvat ja taydellisesti metristyvét topologiset avaruudet. Puolalaisten ava-
ruuksien luokalle kiytetddn merkintdd X'

Lauseen [V&2:12.21] mukaan metristyvilla avaruudella on numeroituva kan-
ta, jos ja vain jos avaruus on separoituva. Erityisesti puolalaisilla avaruuksilla on
numeroituva kanta. Todistetaan seuraavaksi eriité tapauksia, joissa puolalaisuus
sédilyy tuloissa, topologisessa summassa ja relatiivitopologiaan siirryttaessa.

Lause 2.1.1. Olkoon 0 < £ < w ja olkoot avaruudet X; tdydellisesti metristyvid
kaikilla i < &. Tallomn tuloavaruus X = Hi<£ X; on tiydellisesti metristyvd.
Todistus. Madritkoon kaikilla i < ¢ taydellinen metriikka d; : X; x X; — [0, 1]
avaruuden X; topologian ([V&1:10.7]). T&lloin my6s iiiifl on avaruuden X; tay-
dellinen metriikka. Olkoon d : X x X — [0, 1] kuvaus

d(z,y) zmax{W:i<§}.

T&ll6in d on X:n metriikka, joka m#irdd avaruuden X topologian. (Tapaus
& <w:[Va2:7.2] ja £ = w : lause [V42:10.3]). Osoitetaan, ettd d on tdydellinen.
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Olkoon (27);<, avaruuden X Cauchy-jono. Téllsin

. 1
VYn > 03dmVy, k> m (d(arj,xk) < n)

(o ok
:>Vn>OEImVj,k>m<max{dl(,l“):i<§}<1)
1+1 n

1
::vn>0%wmk>mW<§<@@4ﬁ)<“*)

17
n

; 1
= Vi <&Vn > 03ImVj,k>m (di(xg,:cf) < > ,
n
missd viimeinen implikaatio seuraa, koska kiinnittdmalld indeksi ¢ < £ ja luku
n > 0 voidaan implikaation etujdsenen nojalla valita lukua (i 4+ 1)n > 0 kohden
sellainen m, etta

—_ 41
Vi k> mVl <& (dg(xe,me) < (i+1)n> ,

jolloin tapauksessa ¢ = i saadaan

. ik itl 1
Vj,k:>m<dl(xi, ’)<(i+1)n_n .

Siis (27) ;<. on avaruuden (X;,d;) Cauchy-jono kaikilla i < £ ja koska (X;,d;)
on téydellinen, jono (:vf )j<w suppenee kohti avaruuden X; alkiota. Olkoon kai-
killa i < ¢ alkio y; € X; jonon (xg)j@) raja-arvo. Télloin lauseen [V&2:7.13]
mukaan jono (27);<. suppenee avaruudessa X kohti alkiota y = (yi)i<e € X.
Siis metriikka d on tiydellinen. O

Lause 2.1.2. Olkoon 0 < £ < w ja olkoot avaruudet X; puolalaisia kaikilla
i <& Tdllgin tuloavaruus X =[], X; on puolalainen.

Todistus. Koska avaruuksilla X; on numeroituva kanta, niin lauseen [V#2:12.12]
mukaan my6s avaruudella X on numeroituva kanta. Lisdksi lauseen 2.1.1 nojalla
X on tiydellisesti metristyvi. O

Lause 2.1.3. Olkoot X ja'Y erillisii puolalaisia avaruvuksia. Talloin topologinen
summa X @Y on puolalainen avaruus.

Todistus. Olkoot dx : X x X — [0,1] jady : Y xY — [0,1] tdydellisii met-
riikoita, jotka méadrddvit avaruuksien X ja Y topologiat. Méairitellddn kuvaus
dy : (XUY) x (XUY) — [0,2] ehdolla

dx(u,v), joswu,v€X
dy(u,v) =< dy(u,v), josu,v€Y
2 muutoin.

)
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Koska dx ja dy ovat metriikoita, niin kaikilla u,v € X UY dy (u,v) = d4(v,u)
ja dy(u,v) = 0, jos ja vain jos u = v. Olkoon w,v,w € X UY. Jos {u,v,w} C
Z, jollakin Z € {X,Y}, niin dy(u,w) = dz(u,w) < dz(u,v) + dz(v,w) =
dy(u,v) + di (v, w), joten kolmioepdyhtild on voimassa. Oletetaan {u,v,w} N
X # 0 ja{u,v,w}NY # (. Talloin ainakin toinen luvuista d (u,v) ja d4 (v, w)
on 2 ja koska di (u,w) < 2 < dy(u,v) + dy(v,w), niin kolmioepayhtéls pitee
myo0s tdssi tapauksessa. Siis d4 on joukon X UY metriikka.

Olkoon v € X UY ja 0 < r < 2. Jos u € X, niin By (u,r) = Bx(u,r) ja
jos w € Y, niin By (u,r) = By (u,r). Jos r > 2, niin By(u,r) = X UY. Siis
avaruuden (X UY,d;) avoimet kuulat ovat

{Bx(z,7):x € X Ar >0}U{By(y,7):y €Y Ar >0} U{XUY},

joten avaruuden (X UY, d;) topologia muodostuu joukoista UUV, missda U C X
on avoin avaruudessa X ja V C Y on avoin avaruudessa Y. Tamé osoittaa
(XUY.ds) = XPY.

Jos (u;)i<w on avaruuden (XUY, d ) Cauchy-jono, niin on olemassa sellainen
n € N, ettd dy(u;,u;) < 2, kun 4,5 > n. Talloin joko {w; : ¢ > n} C X tai
{u; : i > n} CY. Tarkastellaan tapausta {u; : ¢ > n} C X. Talloin dy (u;,u;) =
dx (u;,u;) kaikilla 4,5 > n, joten (u;);>n on avaruuden (X,dx) Cauchy-jono.
Koska dx on tdydellinen metriikka, niin on olemassa u € X, jota kohti jono
(u;)i>n suppenee metriikassa dx. Koska d (v, w) = dx (v, w) kaikilla v,w € X,
niin jono (u;);>n, suppenee kohti alkiota u € X my0s metriikassa d. . Vastaavasti
jos {u; : i > n} C Y, niin 16ydetddn u € Y, jota kohti jono (u;);>, suppenee
metriikassa d. Siis jokainen Cauchy-jono suppenee ja avaruus X Y = (X U
Y,d.) on téydellinen.

Osoitetaan vield avaruuden X @Y separoituvuus. Olkoot Dx C X ja Dy C
Y avaruuksien X ja Y numeroituvia tiheitd osajoukkoja. Merkitdén D, = Dx U
Dy. Talloin Dy € X UY on numeroituva. Olkoon G C X UY avoin epityhji
joukko avaruudessa X @Y. Télléin G = U UV, jollain dx-avoimella U C X ja
dy-avoimella V' C Y, joista ainakin toinen on epatyhji. T&ll6in ainakin toinen
joukoista U N Dx ja V N Dy on epidtyhja, joten

GNDy=UUV)N(DxUDy)=(UNDx)U(VNDy)#0.
Siis Dy on numeroituva tihed joukko avaruudessa X @Y. O

Topologisen avaruuden osajoukkoa sanotaan Gs-joukoksi, jos se voidaan esit-
tda avointen joukkojen numeroituvana leikkauksena ja F,-joukokst, jos se voi-
daan esittdd suljettujen joukkojen numeroituvana yhdisteena.

Lause 2.1.4. (i) Metristyvin avaruuden suljetut joukot ovat Gs-joukkoja.

(i) Metristyvin avarvuden avoimet joukot ovat F,-joukkoja.

(ii1) Gs-joukkojen ddrellinen yhdiste ja numeroituva leikkaus oval Gs-joukkoja.
(iv) F,-joukkojen ddrellinen leikkaus ja numeroituva yhdiste ovat F,-joukkoja.

Todistus. (i) Olkoon X metristyvi avaruus ja d avaruuden X topologian mai-
radvi metriikka. Olkoon F' C X suljettu. Koska @ = (), 0, voidaan olettaa
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F # (. Olkoon G,, = {z € X : d(z,F) < %ﬂ} kaikilla n € N. Osoitetaan,
ettd G, C X on avoin kaikilla n ja F' = (), Gy, jolloin F' on Gj;-joukko.
Olkoon n € N ja x € G,. Koska d(z,F) < n%rl, on olemassa z € F, jol-
la d(z,z) < %—H Olkoon r = %_H —d(z,z) > 0 jay € B(zx,r). Talloin
d(y,z) < d(y,z)+d(z, z) < r+d(z,z) = %_H,joten d(y, F) < %—H jay € Gy,. Siis
B(z,r) € Gy, ja Gy, on avoin. Selvésti F' C G, kaikillan € N, joten FF C 1, Gy,
Olkoon z € (), Gy. Télléin d(z, F) < %-;—1 kaikilla n € N, joten d(z,F') = 0 ja
z € F =F. Siis myds (,, G, C Feli F =, G,.

(#4) Olkoon X metristyvd avaruus ja G C X avoin. Kohdan () nojalla (X \
G) =, G joillain avoimilla joukoilla G,, € X. Merkitdédn F;,, = X\ G, kaikilla
n € N, jolloin joukot F),, ovat suljettuja ja de Morganin lain perusteella

n

on F,-joukko.

(iv) Olkoot A ja B topologisen avaruuden X F,-joukkoja. Télléin on ole-
massa avaruuden X suljettujen joukkojen perheet (A;);en ja (Bj)jen, joilla
A=, A jaB= Uj Bj. Koska A; N B; C X on suljettu kaikilla 4, j € N, niin

AnB=JAanJB =JJMKinB)= |J (4nB)

(4,4)EN?

on F,-joukko, silli N* on numeroituva. Samoin jos A; = |J; F} kaikilla i € N,
misséd F C X on suljettu kaikilla 4, j € N, niin

LiJAi:LiJLjJF;: U F

(4,7)EN?

on F,-joukko.
(#4i) Seuraa de Morganin laeista ja kohdasta (iv). O

Koska puolalaisen avaruuden X suljettu osajoukko F' on tidydellisesti met-
ristyvd [V42:10.6] ja silld on numeroituva kanta, niin F' on puolalainen avaruus.
Osoitetaan, etti yleisesti puolalaisen avaruuden Gs-joukon relatiivitopologia on
puolalainen, vaikka avaruuden alkuperdisen metriikan rajoittuma Gjs-joukkoon
ei vilttaméatta ole tdydellinen.

Lause 2.1.5. Olkoon X puolalainen avaruus ja A C X. Tdllgin joukon A
relatiivitopologia on puolalainen, jos ja vain jos A on Gs-joukko.

Todistus. (=) Oletetaan, ettd joukon A relatiivitopologia on puolalainen. Ol-
koon d : A x A — [0, 00 avaruuden A topologian midriivi tiydellinen metriik-
ka. Olkoon {V;};en avaruuden X kanta ja

B =cx(4)n ) U{Vi:ieN/\AﬁVi%Q/\d(AﬂVi)<%}.

m>0
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Lauseen 2.1.4 (i) mukaan clx(A) C X on Gs-joukko, joten B on Gs-joukkojen
leikkauksena Gs-joukko avaruudessa X. Voidaan olettaa A # (.

Osoitetaan A C B. Olkoon z € A ja m > 0. Koska By(z, 577) = ANU,
jollakin avoimella U C X, niin on olemassa i,, € N, jolla x € V; C U. Téll6in
e ANV, jad(AnV;, ) <d(ANU) < L. Siisz € B.

Osoitetaan B C A. Olkoon =z € B ja olkoon kaikilla m > 0 indeksi i, € N
sellainen, etti z € V;, ja ANV;,, # 0 seki d(ANV;,,) < L. Koska V;,N...NV;,, C
X on pisteen z ympiristd ja x € clx(A), niim ANV, N...NV,; # 0. Olkoon
ym € ANV, N...V;  kaikilla m > 0. Talloin d(yg, ye) < d(ANV;,) < % kaikilla
>k > 0. Siis (Ym)m>0 on Cauchy-jono metriikassa d ja téydellisyyden nojalla
suppenee kohti erdstd alkiota y € A. Koska x € clx(A), on olemassa joukon A
jono (z;);>0, joka suppenee kohti alkiota z avaruudessa X. Koska V; C X on
pisteen x ympéristo, voidaan olettaa z,, € ANV, kaikilla m > 0 tarvittaessa
siirtymélla sopivaan osajonoon. TAlSIn d(Xm,ym) < d(ANV; ) < % kaikilla
m > 0. Olkoon ¢ > 0. Valitaan sellainen k& > %, ettd d(y:,y) < 5, kun ¢ > k.
Tallsin d(x;,y) < d(z;,y:) +d(yi, y) < %—k% < g, kun i > k. Siis z; — y. Koska
avaruuden X jono (z;);>o voi supeta korkeintaan yhté pistettd kohti [Val:11.4],
niin z = y € A. Siis A = B on Gjs-joukko avaruudessa X.

(<) Olkoon d : X x X — [0, co[ avaruuden X topologian médriévi taydelli-
nen metriikka ja (G;)ien perhe avaruuden X avoimia joukkoja, jolla A =, G;.

Maaritellaan kuvaus f: A — X x RY ehdolla

m

1 1
fle) = (l d(m,X\GO)’d(Jc,X\Gl)”">'

Koska kaikilla i joukko X \ G; on suljettu avaruudessa X, niin d(z, X \ G;) > 0
kaikilla x € A ja i € N, joten kuvaus f on hyvin méiritelty. Selvisti f on
jatkuva injektio ja koska jatkuvan kuvauksen pry : X x RY — X rajoittuma
joukkoon f[A] on kuvauksen f kifinteiskuvaus, niin f on upotus. Osoitetaan,
etti f[A] € X x RY on suljettu, jolloin f[A] on puolalainen avaruus. Koska A
ja f[A] ovat homeomorfiset, niin t&lléin my&s A on puolalainen avaruus.

Voidaan olettaa A # (). Olkoon (x,79,71,...) € f[A] ja olkoon (x;);<. sel-
lainen jono avaruudessa A, etté

1 1
flaj) = (””ﬂ"d(zj,x\Go)’d(mjaX\Gl)“”

> — (z,70,71,...), kun j — oo.

Tallsin z; — « ja 1/d(z;, X \ Gi) — r; kaikilla 4, joten erityisesti d(z;, X \
G;) /4 0. Toisaalta etdisyysfunktion jatkuvuuden perusteella d(z;, X \ G;) —
d(z, X \ G;), joten d(x,X \ G;) > 0 ja = € G; kaikilla ¢ € N. Siis z € A ja
(z,r0,71,...) = f(z) € fIA]. O

Reaalilukujen joukko R standarditopologiallaan varustettuna on téydellisesti
metristyvd [V#1:12.5] ja separoituva (Q = R), joten suljettu yksikkovili I =
[0,1] € R on puolalainen avaruus ja lauseen 2.1.2 mukaan tuloavaruus H = “I
on puolalainen. Avaruutta H kutsutaan Hilbertin kuutioksi ja silld on seuraava

universaalisuusominaisuus.
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Lause 2.1.6. Olkoon X puolalainen avaruus. Tdlldin Hilbertin kuutiolla H on
avaruuden X kanssa homeomorfinen osajoukko.

Todistus. Voidaan olettaa X # ). Olkoon dx : X x X — [0,1] avaruuden X
topologian mairadavé tiydellinen metriikka ja dy : H x H — R avaruuden H
topologian masrdavi metriikka

du((zi)ien, (Yi)ien) = max {mm{m vkl € N} :
1+1
Olkoon D C X numeroituva tihei osajoukko D = {z; : i € N}. Madiritellddn
kuvaus f : X — H ehdolla f(x) = (dx(z,x0),dx(z,x1),...) ja osoitetaan, ettd
f on upotus.
Olkoon z € X jae > 0. Jos y € X ja dx(x,y) < e, niin lauseen [V&1:2.10]
mukaan |dx (z,z;) —dx(y,x;)| < dx(z,y) < € kaikilla i € N, joten

dia(f(x), f(y)) < max { 'dX(‘”’x"Z?;fX(y’m' i€ N} <e.
Siis f on jatkuva.

Oletetaan y € (X \ {z}) ja olkoon r = dx(z,y) > 0. Koska D on tihed
avaruudessa X, on olemassa i € N, jolla dx(z,x;) < 5. Talldin dx(y,z;) >
dx(x,y) — dx(x,x;) > § > dx(v,2;), joten f(x) # f(y). Siis f on injektio.

Osoitetaan f~! jatkuvaksi kuvaukseksi joukossa f[X]. Olkoon z € X, ¢ €
]0,1[ ja i € N indeksi, jolla dx (z,2;) < £. Jos y € X ja dx (y,z;) > %, niin

ldx (z,x;) — dx (y, ;)| £
du(f(x), f(y) = == i+1X )

Siis jos y € X ja du(f(2), f(y) < 5573y, niin dx(y, i) < Z ja dx(z,y) <
dx(z,z;) +dx(y,x;) < e. Téten f~! on jatkuva kuvaus joukossa f[X]. O

Olkoon A joukko. Tarkastellaan joukkoa “A = [, ., A topologisena ava-
ruutena, jonka topologiana on A:n diskreetin topologian tulotopologia. Lauseen
2.1.1 todistuksesta kiy ilmi, ettd “ A metristyy taydelliselld metriikalla

d(c, B) = ﬁ, kun a # B jan =min{i < w: a; # b;}.
0, kun a = (.
Metriikan madrddmat epdtyhjat kuulaympéaristot

N, ={a€¥A:0Ca}, missioce VA

muodostavat avaruuden “ A standardikannan {Ny},c<wa. Jos A on numeroitu-
va, niin A diskreettind avaruutena on puolalainen ja lauseen 2.1.2 mukaan myos
“ A on puolalainen avaruus. Téll6in yhden tihedn numeroituvan osajoukon muo-
dostavat jonot, joiden loppuosa on vakio:

{a €A :In(Vm > nlam = an))}.
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Jatkossa avaruuteen “ A oletetaan aina joukon A diskreetin topologian tulotopo-
logia. Seuraava tulos osoittaa suljettujen joukkojen ja puiden runkojen vilisen
vhteyden.

Lause 2.1.7. Olkoon n € N ja (A;)i<n perhe joukkoja. Télloin F C [[, ., “A;
on suljettu, jos ja vain jos F' = [T] jollakin puulla T C [],,, <“A;. B

Todistus. Merkintdjen yksinkertaistamiseksi kisitellddn tapaus n = 1. Merki-
tadn A = A() ja B = Al.

(=) Olkoon F C (“A x “B) suljettu. Koska ) = [{(0,0)}], voidaan olettaa
F # (. Miéritellddn

T={(a]4,B1i)e(YAXx YB):i<wA(a,B3) € F}.

Selvisti T on puu. Jos («a, ) € F, niin (« [ 4,5 | i) € T kaikilla ¢ < w, joten
(o, B) € [T]. Jos taas (o, B) € (*A x “B) \ F, niin koska F':n komplementti on
avoin, on olemassa i < w, jolla Nqpi g1y € (YAx“B)\ F. Siis ([ 4,3 [ i) ¢ T
ja (o, B) ¢ [T]. On osoitettu F = [T7].

(<) Olkoon F = [T] jollakin puulla T' C (<¥A x <“B). Oletetaan («,3) €
(YA x“B)\ F. Koska («,3) ¢ [T], on olemassa i < w, jolla (a [ 4,3 [ i) ¢ T.
Tallsin Napipry € (YA x“B)\ [T] = (YA x “B) \ F, joten alkiolla (c, 3) on
ympiristo, joka sisdltyy joukon F' komplementtiin. Siis F' on suljettu. O

Topologisen avaruuden X osajoukko A on X:n retrakti, jos on olemassa
jatkuva kuvaus f: X — A, jolla f [ A=1id4.

Lause 2.1.8. Olkoon A joukko. Jokainen epdtyhji suljettu ' C “ A on avaruu-
den “ A retrakti.

Todistus. Oletetaan, ettd F' C “A on epdtyhji ja suljettu. Valitaan jokaiselle
o€ <¥A, jolla FNN, # (), alkio 8, € FN N,. Méiritellidn kuvaus f : “A — F

fla) = «, josa e F.
@)= Batm, jos a ¢ F, missd m = max{i <w : F'N Nyp; # 0}.

Jos « ¢ F, niin koska F' on suljettu, on olemassa n € N, jolla d(«, F) > n%rl
Tillin FNN,; = 0 kaikilla i > n. Lisiksi FNNyjo = FNNy = FN9A = F # 0,
joten 0 < max{i <w: F N Ny # 0} <n jakuvaus f on hyvin méaritelty.

Osoitetaan, ettd f on jatkuva jokaisessa avaruuden “A pisteessi. Olkoon
a € Fjai <w,jolloin N,; on kuvapisteen f(o) = o ympéristd, jonka halkaisija
on 2%1 Osoitetaan f[Ng] € Ngypi, jolloin f on jatkuva pisteessd . Olkoon
v € Nypi- Jos v € F, niin f(y) = € Nupi. Jos v ¢ F, niin koska o € F N Ny,
joukko F'N N, ; on epétyhjé ja kuvauksen f médritelmésts seuraa f(y) = Byim
jollakin m > 4, joten

f(’Y) € N’yFm c N'ﬂi = Noz[i-

Oletetaan o € “A \ F. Edelld todetun nojalla on olemassa m = max{i < w :
Fn Na[i 7é 0} Télléin f[Na[(m+1)] = {Ba[m} = {f(Oé)}, joten f on jatkuva
pisteessd «. Selvisti f [ A =1id4. O
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Keskeisid, puolalaisia avaruuksia ovat Bairen avaruus N = “N ja Cantorin
avaruus C = “2. Tihonovin lauseen [VA2:18.4] perustella C on kompakti.

Lemma 2.1.9. Avarvudet C ja “C ovat homeomorfiset.

Todistus. Olkoon ¢ : N> — N bijektio (n,m) — (2"(2m + 1) — 1) ja olkoon
Y : N — N? kuvauksen ¢ kiifinteiskuvaus. Madritelliin f : C — “C ehdolla

v = (7)) j<w, missd v (1) = y(4(4, 1)) kaikilla 7, j € N.

Koska ¢ on bijektio, niin myds f on bijektio. Olkoon o € <2 ja j € N. Olkoon
E = pr}l[Ng} C “C ja kiinnitetdfin v € f~1[E]. Olkoon m = |o| ja v €
N’y[((ﬁ(j,m))' Talloin (f(l/))j(l) = I/(gb(],l)) = ’7((;5(],%)) = O'(Z) kaikilla ¢ < m =
|lo|. Siis f(v) € E ja Nyjg(j,my S fHE], joten f~'[E] on avoin. Koska “C:114
on esikanta, jonka alkukuvat ovat avoimia, niin f on jatkuva.

Olkoon (7)j<w € f[No] ja olkoon m = max{e;(n) : i € {0,1}An < |o|}+1.

Olkoon
(Vj)j<w € m prjl[Nijm}-

j<m

Osoitetaan (v;);j<w € f[Ny], jolloin f on avoin kuvaus. Selvésti v;(i) = ~;(¢)
kaikilla j,i < m. Erityisesti jos ¢(j,4) < |o|, niin ¢,j < m ja v;(i) = v;(i) =
o(¢(j,1)). Siis (vj)j<w € f[No]- O

Seuraavat tulokset osoittavat, miksi avaruuksilla N ja C on keskeinen rooli
puolalaisten avaruuksien luokassa.

Lause 2.1.10. Olkoon (X,d) taydellinen metrinen avaruus. Jos (F;)i<w on
laskeva jono avarwuden X suljetiuja epdatyhjia osajoukkoja, joilla d(F;) — 0,
kun i — oo, niin (), F; on yksio.

Todistus. Olkoon x; € F; kaikilla ¢ < w. Koska jono (F;);<., on laskeva, niin z; €
F; kaikilla j > i > 0, joten d(z;, i) < d(F;), kun j, k > i. Koska d(F;) — 0, niin
(2;)i<w on avaruuden X Cauchy-jono ja X:m téydellisyyden nojalla suppenee
kohti erasté pistettd x € X. Koska {x; : j > i} C F; ja F; on suljettu, niin joukon
{x; : j > i} kosketuspiste 2 kuuluu joukkoon F; kaikilla i < w. Siis z € ), Fi.
Jos y € (), Fi, niin d(z,y) < d(F;) kaikilla i < w, joten d(z,y) =0 ja z = y.
Siis N, Fi = {z}. O

<w T

Maaritelma 2.1.11. Olkoon (X, d) puolalainen avaruus ja A joukko. Avaruu-
den X osajoukkojen kokoelmaa (F,)y,c<wa sanotaan avaruuden X Lusinin per-
heeksi, jos

(i) YoVa € A(Fyq C Fy,),
(1) Yoo € YA(d(Fupi) — 0, kun i — 00),
(t4i) VoV7(0c L T — F, N F, =0).
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Lemma 2.1.12. Olkoon X puolalainen avaruus, A joukko ja (Fy)oe<wa VG-
ruuden X Lusinin perhe. Talldin

(1) Joukko D = {av € “A:Vi(Fp; #0)} C“A on suljettu.
(2) Joukko m Fopi = ﬂ Fopi on yksio kaikilla o € D.

i<w i<w
(3) Ehdolla {f(a)} = ﬂ Fopi mddrdytyva kuvaus f: D — X on jatkuwva injektio.
i<w
(4) Jos Fy =X ja F, = U F kaikille 0 € <Y A, niin f on surjektio.
acA

Todistus. (1) Jos Fy = 0, niin D = (§ on suljettu. Jos Fy # 0, niin T' = {0 €
<YA: F, # 0} on ehdon (i) nojalla joukon A puu ja D = [T]. Lauseen 2.1.7
nojalla D C “A on suljettu.

(2)
ﬂFamQ ﬂmg mmg ﬂFari,

i<w i<w i>1 i<w
miss# viimeinen inkluusio seuraa ehdosta (7). Siis ;. Fapi = Nicw Fali- J0s
a € D, niin F,|; on epityhji suljettu joukko kaikilla i < w ja ehtojen (i) ja
(ii) mukaan jono (Fyu;)i<e on laskeva ja halkaisijaltaan hiividvi. Lauseen 2.1.10
nojalla joukko (7, Fupi on yksio.
(3) Olkoon o € D ja € > 0. Ehdon (i) nojalla on olemassa i < w, jolla
d(Fypi) < e. Télloin D N Ny on alkion o ymparisté avaruudessa D ja

f[DmNa[i] g Fa[i g B(f(Oé),E),

joten f on jatkuva. Olkoon 8 € D ja 3 # «. Olkoon m € N* pienin luku, jolla
a(m —1) # B(m —1). Talldin o | m # B | m, joten ehdon (iii) perusteella
Fopm N Fgpn, = 0. Koska f(a) € Fapm ja f(8) € Fgpm, niin f(«) # f(B). Siis f
on injektio.

(4) Olkoon z € X. Konstruoidaan jonot o,, € ™A kaikilla n < w niin, etti
x € F, jao, Copkunm>n>0. Tallsin o =, 00 € “Ajaz € (), Fans
joten f(a) = z ja f on surjektio. Konstruktio etenee rekursiivisesti luvun n
suhteen. Olkoon oy = ). Koska Fy = X, niin = € F,,. Olkoon n > 1 ja oletetaan,
etté jonot o) on konstruoitu kaikilla k < n. Télldin € F;,,_, ja koska oletuksen
mukaan F, = Usca Fo,_17a, niin on olemassa a € A, jolla x € F,, _ .

On—1

Olkoon o,, = 0,_1a. O

Kohdan (3) kuvausta f kutsutaan Lusinin perheen (Fy),e<w 4 médrdaméiksi
kuvaukseksi.

Lause 2.1.13. Olkoon X metristyvd avaruus ja f : C — X jatkuva injektio.
Talloin f[C] on epdtyhji perfekti joukko avaruudessa X.

Todistus. Kiinnitetdin avaruuden X topologian méirdava metriikka dx . Koska
C on kompakti ja f jatkuva, niin f[C] on kompakti [VA2:15.6] siis erityisesti
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suljettu |V&2:15:3] avaruudessa X. C # (), joten f[C] # 0. Olkoon z € f[C] ja
€ > 0. Olkoon « € C alkio, jolla f(v) = « ja valitaan kuvauksen f jatkuvuuden
perusteella sellainen n € N*, ettd dx (f(7), f(v)) < &, kun d¢(v,v) < +. Olkoon
v € C médritelty ehdoilla v [ n =~ [ n, v(n) = 1 —v(n) ja v(i) = 0, kun
i > n. Télléin v # 7 koska v(n) # v(n) ja de(y,v) < %, silda v [n=v]
n. Kuvauksen f injektiivisyyden perusteella f(v) # f(vy) ja luvun n valinnan
perusteella dx (f(v), f(v)) < €. On osoitettu, ettd jokainen pisteen x = f(v)
ympéristo sisiltaa pisteen y € f[C]\ {z}. Siis joukolla f[C] ei ole erakkopisteiti.

U

Lause 2.1.14. Olkoon X epdtyhjd perfekti puolalainen avaruus. Tdlloin on
olemassa upotus f : C — X.

Todistus. Olkoon d : X x X — [0, 1] avaruuden X téydellinen metriikka. Kon-
struoidaan avaruuden X Lusinin perhe (G, ),e<wo avoimista epétyhjistd jou-
koista niin, ettd d(G,) < 271°l. Konstruktio etenee jonon o pituuden suhteen.
Olkoon Gy = X. Tilléin Gy on avoin ja epiityhji ja d(Gy) < 1 = 2°. Olkoon
n > 0 ja oletetaan, etté joukot G, on konstruoitu kaikilla o € <2 joilla |o| < n.
Kiinnitetiin o € "2 ja konstruoidaan joukot G, ja G, . Koska X on perfekti
ja G, € X avoin ja epiityhji, on olemassa kaksi eri alkiota z,y € G,. Olkoon

€= %min{d(x, y),d(z, X \ Gy),d(y, X \ G,), 2_”_1}.

Koska x # y ja z,y € G, ja G, on avoin, niin € > 0. Asetetaan G, = B(z,¢)
ja Gy = B(y,¢), jolloin joukot G, ovat epétyhjid ja avoimia, kun ¢ € {0,1}.
Luvun ¢ valinnasta seuraa Go9NGo =0, Goy C Gy ja d(Goy) < 27D kun
i € {0, 1}. Konstruktio on valmis ja (G4 )se<w2 on annetut ehdot tayttiava joukon
X Lusinin perhe. Koska kaikki joukot G, ovat epityhjid, perheen (Gy)se<ws
midrdimé kuvaus f on médritelty kaikilla o € C. Koska C on kompakti ja
f: C — X jatkuva injektio (lause 2.1.11 (3)), niin f on upotus [V&2:15.17]. O

Lause 2.1.15. (Cantor-Bendizson). Olkoon X topologinen avaruus, jolla on
numeroituva kanta. Tdlldin on olemassa perfekti P C X ja numeroituva avoin
CCX,joilla PNC=0ja PUC = X.

Todistus. Sanotaan pistettd x € X tiheyspisteeksi, jos jokainen x:n ympdéristd on
ylinumeroituva. Olkoon P = {z € X : x on tiheyspiste} ja C = X \ P. Olkoon
{Vi}ien avaruuden X kanta. Jos z € C, niin z:114 on numeroituva ymparisto,
joten on olemassa i € N, jolla € V; ja |V;| < Y. Toisaalta jos |V;| < Ng, niin
V; C C.Siis C = J{V; : i € NA|V;| < Np}, joten C on numeroituvien joukkojen
numeroituvana yhdisteend numeroituva ja avointen joukkojen yhdisteeni avoin.
Koska P = X \ C, niin P on suljettu. Tyhji joukko on perfekti, joten voidaan
olettaa, ettd P on epityhji. Olkoon = € P ja U C X pisteen & ympéristo.
U= (UNP)U(UNC) on ylinumeroituva ja koska C' on numeroituva, niin UN P
on ylinumeroituva. Erityisesti on olemassa y € (UNP)\ {x}. Siis z ei ole joukon
P erakkopiste. On osoitettu joukko P perfektiksi avaruudessa X. O
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Luokalle T' puolalaisten avaruuksien osajoukkoja pétee perfektisyysdikoto-
mia, jos jokainen I':n joukko on numeroituva tai sisiltdéd epityhjan perfektin
osajoukon. Lauseiden 2.1.14 ja 2.1.13 nojalla tdm&n kanssa on yhtapitavai, etta
jokainen ylinumeroituva I':n joukko sisdltdi C:n kanssa homeomorfisen osajou-
kon. Koska |C| = 2", perfektisyysdikotomia on kontinuumihypoteesin deskrip-
tiivinen vahvennus. Seuraavan lauseen nojalla puolalaisten avaruuksien luokalle
pétee perfektisyysdikotomia.

Lause 2.1.16. Olkoon X ylinumeroituve puolalainen avaruwus. Tdllgin X sisdl-
tdd avaruuden C kanssa homeomorfisen osajoukon.

Todistus. Cantor-Bendixsonin lauseen (2.1.15) nojalla on olemassa sellainen per-
fekti P C X, ettd X \ P on numeroituva. Koska X on ylinumeroituva, niin P
on ylinumeroituva ja erityisesti epatyhja. Lauseen 2.1.14 nojalla on olemassa
Y C P, joka on homeomorfinen avaruuden C kanssa. O

Seuraavat kolme lemmaa tarvitaan lauseen 2.1.20 todistamiseen.

Lemma 2.1.17. Olkoon (X,d) separoituva metrinen avaruus, G C X avoin
joukko ja e > 0. Tdlloin on olemassa perhe (G;)ien avaruuden X avoimia jouk-
koja, joilla d(G;) < € kaikilla i € N ja J;cpy Gi = U;en Gi = G.

Todistus. Olkoon C' C X numeroituva tihed joukko avaruudessa X ja olkoon
{ — ¢y surjektio joukolta N joukolle C. Olkoon m € N* luku, jolla % < £,

2
Merkitdin kaikilla ¢ € N

Ut =

{ Ble, %), jos j > 1.
J

0, jos 7 =0.

Olkoon U = {Uf : £ e NAj € NAU! C G}. U on epiityhja (U = 0 € U)
ja numeroituva, joten on olemassa surjektio ¢ — G; joukolta N joukolle U.
Osoitetaan, ettd (G;);en on etsitty perhe avoimia joukkoja.

Koska d(U) < 2 < ¢ kaikilla U € U, niin d(G;) < ¢ kaikilla i € N. Oletetaan
x € G. Koska G on avoin, niin on olemassa j € N* jolla B(x, J%n) C G. Koska
C on tihed avaruudessa X, niin on olemassa £ € N, jolla ¢; € B(x, 5= ). Téllsin

7 3jm
o S 1 Ny _ 770 5
x € Bleg, 35,,) = Us; Ja

B 1 = 2 1
4
Us; =B (c@, 3 ) CB <x7 5 ) CB (xﬂj ) CaG.

Siis U:fj € U jaon olemassa ¢ € N, jolla G; = Ufj. Talloin x € G; ja on osoitettu
G C |, G;. Toisaalta joukon U midritelmén perusteella G; C _ G kaikilla 7, joten

Lemma 2.1.18. Olkoon (X,d) separoituva metrinen avaruus, F' C X suljettu,
G C X avoin ja € > 0. Tdllgin on olemassa perhe (Y;)ien pareittain eriﬂlsid
avaruuden X F,-joukkoja, joilla d(Y;) < € kaikillai € N ja ;. Yi = U;en Yi =
FNG.
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Todistus. Olkoon (G;)ien lemman 2.1.17 mukainen perhe avaruuden X avoimia

joukkoja, joilla d(G;) < e ja G = J; Gi = J,; G;. Olkoon kaikilla i € N
Y; :FQ(GZ'\(G()U.‘.UGifl)).

Koska V; = FNG; N ﬂz;t(X \ G;) niin Y; on F,-joukkojen &arellisend leik-
kauksena F,-joukko kaikilla ¢ € N. Jos j < ¢, niin ¥; C G, ja Y, NG, = 0,
joten joukot Y; ovat pareittain erillisid. Koska Y; C G, niin d(Y;) < d(G;) < ¢,
kaikilla ¢ € N. Olkoon z € FNG. Télléin « € G = J, G;. Olkoon m € N pienin
indekseistd 7, jolla € G;. Talldin x € G, \ (Go U ... U G—1). Koska lisdksi
x € F, niin x € Yy,. Siis FNG C |, ;. Olkoon = € Y;. Tallsin

r€FNG;\(GoU...UG;_1) CFNG;\ (GoU...UG;_1) CFNG; CFNG.

Siis ¥; C F N G, kaikilla i € N. On osoitettu F'NG C U, Y: € Ul?lg Fna@G,
joten FNG=J,Y: =1, Y. O

Lemma 2.1.19. Olkoon (X,d) separoituva metrinen avaruus, ¥ C X F,-
joukko ja e > 0. Talléin on olemassa perhe (Y;);en pareittain erillisia avaruuden
X F,-joukkoja, joilla d(Y;) < ¢ kaikilla i € N jo ;e Yi = U;en Yi = Y-

Todistus. Olkoon (Fy)eecn perhe avaruuden X suljettuja joukkoja, jolla YV =
U, Fe. Voidaan olettaa Fy, C Fy; kaikilla ¢ € N korvaamalla tarvittaessa joukko
Fy suljetulla joukolla Fy U ... U Fy. Masritellddn joukot (Ag)een asettamalla
Ao = Fyja Ay = Fy\ Fy_1, kaikilla ¢ € N*. T4alloin joukot (Ay)een ovat pareittain
erillisid ja Y = (J, As. Koska Ag = Fy N X ja Ay = F; N (X \ Fy_1) kaikilla
¢ € N* niin lemman 2.1.18 nojalla kaikilla ¢ € N on olemassa perhe (Ef)jeN
pareittain erillisida F,-joukkoja, joiden halkaisija on pienempi kuin e ja joilla
A=, Ef = U; EX. Koska liséiksi joukot (Ag)een ovat pareittain erillisid, niin
perheen (Ef )¢ jen joukot ovat pareittain erillisid. Olkoon kuvaus ¢ — Y; sellainen
surjektio joukolta N joukolle {Ef 20,5 e NFU{D}, ettd Y;NY,; =0, kun ¢ # j.
T&ll6in d(Y;) < € kaikilla ¢ € N ja joukot (Y;);en ovat pareittain erillisid F,-
joukkoja. Jos z € Y, niin z € Ay jollakin £ € N ja edelleen z € Ef jollakin
j € N. Siis on olemassa i € N, jolla z € Y; jaz € |J,Y;. Jos z € Y; ja £ ja j
ovat lukuja, joilla Y; = Ef, niin = € Ef C A, CY. Siis Ulf C Y. On osoitettu
YU YicUYicYjotenY =U,Y; =,V O

Lause 2.1.20. Olkoon X puolalainen avaruus. Tdlléin on olemassa suljettu
F C N ja jatkuva bijektio f : F — X.

Todistus. Olkoon d : X x X — [0,1] avaruuden X topologian maaraéva tay-
dellinen metriikka. Konstruoidaan avaruuden X Lusinin perhe (Y;),c<wn Fo-
joukoista niin, ettd Yy = X, Y, = U, Yo ja d(Y5) < ‘J‘% kaikilla ¢ € <¢N.
Konstruktio etenee rekursiivisesti jonon o pituuden suhteen. Y; = X on sul-
jettu, siis erityisesti Fi,-joukko ja d(Yp) < 1 = (Tlrl' Oletetaan, ettd n € N ja
joukot Y, on maaritelty kaikilla o, joilla |o| < n. Kiinnitetddn o € "N ja mii-

ritellddn joukot Y,~ kaikilla ¢ € N. Olkoon (A4;);en perhe lemman 2.1.19 mu-

kaisia pareittain erillisii F,-joukkoja, joiden halkaisija on pienempi kuin %-1-2
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ja joilla Y, = U, 4; = UA,;. Asetetaan Y, = A; kaikilla i € N. T&lloin
d(Yeri) = d(Aj) < 75 = ﬁ kaikilla i ja Y, = J; 4; = |, Yori. Konstruktio
on valmis.

Jos 0 € <“Njai € N, niin |J,; Yo~ = Y5, joten erityisesti Yo~ C Y, ja Lusinin
perheen miiritelmissi annettu ehto (¢) on voimassa. Ehto (i) seuraa, koska
d(Yy) < Mﬁ Ehdon (iii) tarkastamiseksi olkoot o ja 7 yhteensopimattomia

jonoja ja m € N pienin luku, jolla o(m) # 7(m). Konstruktiosta seuraa, ettd
Yo1(m+1) J& Yri(m1) ovat erillisid ja koska Yo C Y5 i(m41) ja Yr € Yr(m41), niin
my6s Y, ja Y; ovat erillisid. Siis ehto (i47) on voimassa ja (Y5 )se<wn on Lusinin
perhe. Olkoon F = {a € N : Vi(Yy; # 0)} ja f : F — X Lusinin perheen
(Y,)pe<en midrddma kuvaus. Lemman 2.1.12 nojalla F C N on suljettu ja f
jatkuva bijektio. O

Lause 2.1.21. Olkoon X epdtyhjd puolalainen avaruus. Tdlléin on olemassa
jatkuva surjektio f: N — X.

Todistus. Lauseen 2.1.20 mukaan on olemassa suljettu FF C N ja jatkuva bijektio
g: F — X. Koska X on epétyhjé, niin F' on epdtyhja ja lauseen 2.1.8 mukaan
on olemassa jatkuva surjektio h : N — F. Télloin yhdistetty kuvaus f = (goh) :
N — X on jatkuva surjektio. O

Erityisesti lauseesta 2.1.21 yhdessé lauseen 2.1.16 kanssa seuraa, ettd jokai-
sen ylinumeroituvan puolalaisen avaruuden mahtavuus on 2%°.

2.2 Borelin joukot

Deskriptiivisessad joukko-opissa tutkitaan joukkoja, joiden topologinen rakenne
on madriteltavissa yksinkertaisten operaatioiden avulla. Tarkasteltavat joukot
jaetaan rakenteen monimutkaisuuden perusteella hierarkian eri tasoille. Topolo-
gian mielessd avoimet joukot ovat yksinkertaisimpia. Sulkemalla avointen jouk-
kojen perhe komplementoinnin ja numeroituvan yhdisteen suhteen saadaan Bo-
relin joukoista muodostuva o-algebra.

Maéritelmd 2.2.1. Olkoon X joukko. Perhe M C P(X) on joukon X o-
algebra, jos seuraavat kolme ehtoa ovat voimassa:
(1) 0eM,
(2) Ae M= (X\A4) e M,
(3) An €M, kaikillan € N= | ] A, € M.
neN

Maaritelméstd seuraa, ettd o-algebra on suljettu numeroituvan leikkauk-
sen ja joukkojen erotuksen suhteen. Lisdksi joukko itse kuuluu jokaiseen o-
algebraansa. Jos M C P(X) on joukon X o-algebra, paria (X, M) kutsutaan
mitta-avarvudeksi ja perheen M joukkoja mitallisiksi joukoiksi. Jos G C P(X),
merkitdin

a(g) = ﬂ{/\/l C P(X) : M on o-algebra ja G C M}.
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Koska P(X) on joukon X o-algebra, niin o(G) on hyvin mééritelty kaikilla
G C P(X).

Lemma 2.2.2. Olkoon X joukko ja G C P(X). Talloin o(G) on suppein joukon
X o-algebra, joka sisdltid perheen G.

Todistus. Osoitetaan o(G) o-algebraksi. Tyhja joukko kuuluu jokaiseen o-algebraan,
joten erityisesti se kuuluu erdiden o-algebrojen leikkaukseen o(G). Olkoon A €
o(G) ja M joukon X o-algebra, joka sisiltdd perheen G. Tallsin A € M ja kos-
ka M on o-algebra, niin (X \ A) € M. Siis (X \ A) kuuluu jokaiseen joukon X
o-algebraan, joka sisiltdd perheen G eli (X \ A) € (G). Olkoot A,, € o(G) kai-
killa n € N ja M joukon X o-algebra, joka siséltdi perheen G. Talloin A,, € M
kaikilla n € N ja koska M on o-algebra, niin (J,, A, € M. Siis |J,, 4, kuuluu
jokaiseen joukon X c-algebraan, joka siséltdd perheen G, joten J,, Ay, € 0(G).
On osoitettu o(G) o-algebraksi. Selvisti G C o(G) ja 0(G) C M jokaisella o-
algebralla M, joka siséltda perheen G. Siis 0(G) on suppein joukon X o-algebra,
joka sisdltdd perheen G. O

Sigma-algebraa o(G) kutsutaan perheen G virittamdksi o-algebraksi. Luon-
nollinen sd&nnollisyysvaatimus mitta-avaruuksien véliselle kuvaukselle on mital-
lisuus.

Maéaéritelmé 2.2.3. Olkoot (X, M) ja (Y,K) mitta-avarvuksia. Kuvaus f :
X — Y on mitallinen, jos f~[A] € M kaikilla A € K.

Lause 2.2.4. Olkoot (X, M) ja (Y,K) mitta-avaruuksia ja G C P(Y) perhe,
joka virittid o-algebran K. Kuvaus f : X — Y on mitallinen, jos ja vain jos
f7YA] € M kaikilla A€ G.

Todistus. Jos f : X — Y on mitallinen, niin f~![A] € M kaikilla A € K ja
erityisesti kaikilla A € G C K. Oletetaan f~'[A] € M kaikilla A € G. Merkitiin
F={ACY: f!A] € M}. Tillsin G C F. Osoitetaan, etti F on o-algebra,
jolloin K = o(G) C F ja f on mitallinen. Koska f~1[0] = 0 € M, niin 0 € F.
Jos f7A] € M jollakin A C Y, niin f~1[Y \ 4] = (X \ f7![A]) € M, joten
(Y \ A) € F. Oletetaan A, C Y ja f~1[A,] € M kaikilla n € N. Tallgin
U, Al = U, f 1AL € M, joten |, A, € F. O

Maaritelma 2.2.5. Olkoon (X, T) topologinen avarwus. Madritelliin avaruu-
den (X, T) Borelin joukkojen perhe B(T) topologian T wvirittamdnd o-algebrana
(7).

Jos on selvdd, mitd joukon X topologiaa tarkoitetaan, merkitdin Borelin
joukkojen perhettd myds B(X). Jos B C X on Borelin joukko avaruudessa X,
niin avaruuden B Borelin joukot ovat myos avaruuden X Borelin joukkoja, silld
avaruuden B avoimet joukot ovat muotoa B N U, missd U C X on avoin ja siis
Borelin joukkoja avaruudessa X.

Topologisten avaruuksien X ja Y vilinen kuvaus f on Borelin kuvaus, jos f
on mitallinen mitta-avaruuksien (X, B(X)) ja (Y,B(Y)) suhteen. Lauseen 2.2.4
nojalla f on Borelin kuvaus, jos ja vain jos avointen joukkojen alkukuvat ovat
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Borelin joukkoja. Erityisesti jatkuvat kuvaukset ovat Borelin kuvauksia. Jos f
on bijektio ja f sekdi f~! ovat Borelin kuvauksia, sanotaan etti f on Borel-
isomorfismi ja avaruudet X ja Y ovat Borel-isomorfiset.

Puolalaisten avaruuksien Borelin joukot voidaan jakaa ordinaalilla wq indek-
stityvéksi hierarkiaksi.

Maéritelmi 2.2.6. Olkoon X puolalainen avaruus. Madritellidn transfiniitti-
sella rekursiolla Borelin hierarkian perheet 3(X) C P(X) ja T(X) C P(X)
kaikilla ordinaaleilla 1 < § < wq :

(X)) = {AC X : A avoin},
IY(X) = {AC X : (X \4) € LX)},

=UX) = { U 4n: 3t (6, <€n 4, eI, (X))} jos € > 1.

neN

Lisiksi médritellddn kaikilla 1 < € < wy perhe AY(X) C P(X) :
A(X) = BY(X) NIIY(X).

Lause 2.2.7. Olkoon X puolalainen avaruus. Tdlldin

Ez))Eg(X) UTIY(X) C A2, | (X) kaikilla 0 < & < wi ja

i

Bx)= | =)= | mx) = |J alx).
0<€é<wy 0<é<wy 0<€<wy

Todistus. (i) Todistetaan viite induktiolla ordinaalin & > 1 suhteen. Koska
A2+1(X) on suljettu komplementoinnin suhteen, riittdd todistaa Eg(X) -
A, | (X) kaikilla § > 1. Olkoon G € %9(X). Lauseen 2.1.4(i7) mukaan G on F,-
joukko eli 9. Toisaalta (X \ G) € II{(X), joten (X \G) =, (X \G) € ZY(X)
ja G € IIY(X). Siis G € AY(X). Oletetaan £ > 1 ja £9(X) C A, (X) kaikilla
0 < d <& Olkoon A € 32(X). Téllsin A = J,, A, joillain A, € II{ (X), missi
&n < € kaikilla n € N. Induktio-oletuksen mukaan A, € A¢ | (X) CIIY |, (X)
kaikilla n € N. Koska &, + 1 < <+ 1, niin A=, 4, € 22+1(X)‘ Lisaksi
(X\A) € IY(X), joten (X \ A) =, (X \A4) € 22,,(X) ja A € I, | (X). Siis
Ae Al (X).

(73) Todistetaan induktiolla ordinaalin 0 < £ < w; suhteen EE(X) C B(X)
ja Hg(X) C B(X). Koska B(X) on suljettu komplemetoinnin suhteen, riittid
todistaa EQ(X) C B(X) kaikilla 0 < £ < wy. Avoimet joukot virittévit o-
algebran B(X), joten £9(X) C B(X). Olkoon ¢ > 1 ja oletetaan X9(X) C B(X)
ja IIY(X) C B(X) kaikilla 0 < 6§ < £. Olkoon A € EE(X). Téll6in on olemassa
ordinaalit &, < ¢ ja joukot A, € I (X), joilla A = J,, A,. Induktio-oletuksen
mukaan A, € B(X) kaikilla n, joten koska B(X) on suljettu numeroituvien
yhdisteiden suhteen, A € B(X). Siis Eg(X) C B(X). On todistettu | J, EE(X) C
B(X) ja U, IIY(X) C B(X).
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Osoitetaan joukko [J; 2(X) o-algebraksi, jolloin B(X) = o(X9(X)) <
Ue 32(X). Ensinnékin § € 39(X) C Ue 2(X). Olkoon A € Ue Z2(X) ja ol-
koon ¢ < w; ordinaali, jolla A € Eg(X). Kohdan (7) perusteella A € Ag_H(X) -
I, , (X), joten (X \ A) € 22, (X) C U, Z(X). Siis joukko |J, Z2(X) on sul-
jettu komplementoinnin suhteen. Olkoon A, € |J; Eg(X ) kaikilla n € N ja
olkoot ordinaalit &, < w; sellaisia, ettd A, € Egn (X). Olkoon & = sup{¢&, :
n € N}, jolloin ordinaalin w; sd#nnollisyyden perusteella £ < wq. T&lloin
A, e A (X)) ST, (X) kaikillan ja A = |, An € 32,,(X) € U, Z2(X).
Siis U, ES(X ) on suljettu numeroituvien yhdisteiden suhteen ja muodostaa o-
algebran. On osoitettu B(X) = Uy¢<., 22 (X). Selvasti [, AS(X) C U Eg(X)
jale Ag(X) c U, Hg (X) ja toisaalta kohdan (i) perusteella myds (J, EE(X) -
Ue AZ(X) ja U TIY(X) € U, AZ(X). Siis

Bx)= | =)= | mx) = | alx).

0<€<wy 0<€<wy 0<€<wy
O

Lause 2.2.8. Olkoon 0 < §{ < w, (X;)i<e perhe puolalaisia avaruuksia jo B; €
B(X;) kaikilla i < £. Tadllgin Hi<§ B; € B(HKg Xi).

Todistus. Olkoon A; = pr; '[B;] C IL-
kuvaukset ovat jatkuvia, niin A; € B(Hi <
mz‘<§ AT? € B(Hi<g Xz)

Todistetaan seuraavaksi, ettd hienontamalla puolalaista topologiaa sopivasti
voidaan etukiiteen valitusta Borelin joukosta tehds A-joukko ja samalla sii-
lyttad alkuperdinen Borelin joukkojen perhe.

X; kaikilla ¢ < £. Koska projektio-

fXZ) kaikilla i < ¢ ja Hi<§ B; E

Lemma 2.2.9. Olkoon (X,7T) puolalainen avaruus joa F' C X suljetiu joukko.
Talldgin on olemassa sellainen joukon X puolalainen topologia Tp O T, ettd F
on avoin ja suljettu avaruudesse (X, Tr) ja B(7Tr) = B(T).

Todistus. Koska F' on T-suljettu, niin avaruus (F,7|F) on puolalainen ja koska
X \ F on T-avoin, niin lauseen 2.1.5 mukaan avaruus (X \ F,7|(X \ F)) on
puolalainen. Olkoon 7r topologisen summan F@(X \ F) topologia joukossa
FU(X\F) = X. Lauseen 2.1.3 mukaan avaruus (X, 7p) on puolalainen ja selvésti
F on sekd avoin ettd suljettu topologiassa 7p. Jos G C X on 7-avoin, niin
relatiivitopologian méadritelmén perusteella GN F on T |F-avoin ja GN (X \ F)
on T|(X \ F)-avoin. Siis G on Tp-avoin ja T C 7. Jos G C X on Tp-avoin,
niin G=U UV, missd U C F on 7|F-avoin jaV C X \ F on 7|(X \ F)-avoin.
Tallsin V' on 7T-avoin ja U = F NW jollakin 7-avoimella joukolla W C X.
Siis G = (FNW)UU on X9%-joukko ja erityisesti Borelin joukko avaruudessa
(X,7), joten B(Tr) C B(T). Koska 7T C T, niin B(7) C B(7F). Siis B(Tr) =
B(T). O
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Lemma 2.2.10. Olkoon (X, T) puolalainen avaruus ja (7;);en perhe avaruuden
X puolalaisia topologioita, joilla T C T; kaikilla i € N. Tdlloin perheen | J; o Ti
virittamd joukon X topologia To, on puolalainen ja jos B(T;) = B(T) kaikilla
i € N, niin myds B(Ts) = B(T).

Todistus. Olkoot X; = X kaikilla i € N ja olkoon f : X — [], X; ehdolla x —
(z,x,,...) midrdytyvd kuvaus. Merkitddn F = f[X]| = {(z,z,z,...): 2 € X}.
Osoitetaan, ettd F' on suljettu (puolalaisessa) avaruudessa [[,(X;,7;) ja f on
upotus avaruudesta (X, 7. ) avaruuteen [[,(X;,7;). Olkoon x € (I[, X;) \ F
ja merkitddn y = (o, 21, 22,...). Koska x ¢ F, on olemassa luvut m,n € N,
joilla z,, # x,. Koska topologia 7 on puolalainen (erityisesti Hausdorfl), niin
on olemassa erilliset 7-avoimet joukot U C X ja V C X, joilla x,, € U ja
Tn € V. Koska T C 7, ja 7 C 7,, niin U on 7,,-avoin ja V on 7,-avoin.
Téllsin G = pr,,,' [U]Npr, *[V] on alkion y ympéristd avaruudessa [[,(X;, 7;) ja
xl, # xl kaikilla X' = (zf, 2}, 2h,...) € G, sillaxl, € U, 2}, e VjaUNV =10.
Siis G C [, Xi \ F ja F on suljettu.
Selvisti kuvaus f on injektio. Olkoon i € N ja U € 7;. Téllsin

o U =U €T € T
Siis kuvaus f on jatkuva. Lisdksi
flU) ={(z,z,z,...) ;2 €U} = Fﬂprfl[U]

on avoin avaruudessa F, joten f kuvaa avaruuden (X, 7.,) esikannan | J; 7; avoi-
miksi joukoiksi eli f~! on jatkuva kuvaus joukossa F. On osoitettu, etts (X, 7o)
on homeomorfinen puolalaisen avaruuden [[,(X;,7;) suljetun joukon F' kanssa
ja siis itsekin puolalainen avaruus.

Jos B(7;) = B(T) kaikilla ¢ € N, niin avaruuden (X, 7)) esikanta |J; 7;
siséltyy perheeseen B(7T) ja siten B(75) C B(T). Koska 7 C Ty C 7, niin
B(T) C B(7)- Siis B(7T) = B(T). O

Lause 2.2.11. Olkoon (X,7T) puolalainen avaruus. Tdlldin jokaisella Borelin
joukolla B € B(T) on olemassa sellainen joukon X puolalainen topologia Tg 2
T, etti B on avoin ja suljettu topologiassa Tp ja B(Tp) = B(T).

Todistus. OlkoonU C B(7) niiden Borelin joukkojen B perhe, joilla on olemassa
topologiaa 7 hienontava puolalainen topologia 7g, jossa B on avoin ja suljettu
ja B(7p) = B(T). Osoitetaan B(7T) C Y.

Maaritelménsd perusteella U on suljettu komplementoinnin suhteen. Lem-
man 2.2.9 perusteella U sisdltdd suljetut joukot. Riittaa siis osoittaa, ettd U on
suljettu numeroituvien yhdisteiden suhteen. Olkoon B; € U kaikilla i € N ja
merkitdén B = |J, B;. Olkoot joukon X puolalaiset topologiat 7; sellaisia, etta
T C T;, B; € AY(T;) ja B(T;) = B(T) kaikilla i € N. Lemman 2.2.10 mukaan
perheen | J; 7; virittdmé joukon X topologia 7., on puolalainen ja B(7.) =
B(T). Téllsin B € 7., ja joukko X \ B on 7,-suljettu, joten lemman 2.2.9 mu-
kaan on olemassa joukon X puolalainen topologia Tp D 7, jossa (X \ B) on
avoin ja jolle B(75) = B(T). Téallsin B € AY(Tg), T C 7o € T C T3 ja
B(7g) = B(7Ts) = B(T). Siis B € U. O
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Edeltévien tulosten avulla voidaan siirtdd puolalaisten avaruuksien keskeiset
ominaisuudet my6s Borelin joukoille.

Lause 2.2.12. Olkoon X puolalainen avaruus ja B C X ylinumeroituva Borelin
joukko. Téllgin on olemassa epdtyhji P C B, joka on perfekti avaruudessa X.

Todistus. Olkoon 7 avaruuden X topologia. Olkoon 7p lauseen 2.2.11 mukai-
nen puolalainen topologia, jolla 7 C 75 ja B € AY(7p). Téllsin (B, 75|B) on
ylinumeroituva puolalainen avaruus ja lauseen 2.1.16 mukaan on olemassa upo-
tus g : C — B. Koska 7 C 7p, niin g on jatkuva my06s topologian 7 |B suhteen.
Madritellddn f : C — X ehdolla f(v) = g(7), jolloin f on 7 -jatkuva injektio ja
lauseen 2.1.13 mukaan f[C] C B on perfekti avaruudessa (X, 7). O

Lause 2.2.13. Olkoon X puolalainen avaruus ja B € B(X) epdtyhjd. Tdlléin
on olemassa jatkuva kuvaus f : N'— X, jonka kuvajoukko on B.

Todistus. Olkoon 7 avaruuden X topologia. Lauseen 2.2.11 mukaan on olemassa
sellainen joukon X puolalainen topologia 73, etti 7 C T ja B € A{(7p).
T4llsin (B, 7p|B) on puolalainen avaruus ja lauseen 2.1.21 mukaan on olemassa
Tp|B-jatkuva surjektio g : NN — B. Koska 7 C 7p, niin g on jatkuva myos
topologiassa 7 |B. Méadritellién f : N'— X ehdolla f(a) = g(«). Selvisti f on
T-jatkuva ja fIN] = B. O

Seuraavia kolmea tulosta kiytetddn Borel-isomorfian (lause 2.2.17) todista-
miseen.

Lause 2.2.14. Cantorin avaruus C on Borel-isomorfinen yksikkévalin T = [0, 1]
kanssa.

Todistus. Merkitddn D = {x € 1 : Im3In(r = F)}. Joukon D alkioita kutsu-
taan dyadisiksi rationaaliluvuiksi. Selvésti |D| = Ng. Merkitdéin C = {y € C :
Invk > n(y(k) = ~v(n))}. Tallsin |C| = |<¥2| - 2 = Ny. Merkitdén kaikilla v € C
jakeN

2 (i) ") 2. (i)
Ty = 9it1’ sk(7) = Z 9if1 ja Sk(y) = 9i+1"
1=0 =0 i=k+1

Talloin z, = si(y) + Sk(y) kaikilla v ja k sekdi 0 < @y < 300 5oy = 1. Siis
z~ € I kaikilla v € C.

Olkoon v € C. Osoitetaan z, € D. Olkoon n € N luku, jolla v(k) = v(n)
kaikilla k > n. Merkitddn p = Y7 (2" 74(i)) € N, jolloin

) =26 p
sn(7) = 9i+1 _Z gntl gntl-
i=0 i=0

Jos y(n) = 0, niin S, () = 0 ja 2, = s,(y) = 5z € D. Jos y(n) = 1, niin
Sn(V) = Z’(i)i’nfl*l 27% = 271% jazy = sn('Y)‘i'Sn('Y) = 271%4_2”% = 2;0:5—11 eD.
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Jos v € (C\ C), niin kaikilla & € N on olemassa j, ¢ > k, joilla v(j) = 0 ja
~v(€) =1, joten kaikilla k € N

1
Olkoon v € (C\ C). Osoitetaan =, € (I'\ D). Ehdosta 2.1 seuraa 0 < z, < 1.
Olkoon d € D\ {0,1} ja m,n € N* lukuja, joilla d = . Osoitetaan z, # d.

Olkoon p = Y"1~ (2"~ 1=~ (4)) € N, jolloin

Ehdon 2.1 nojalla 0 < S,,—1(7) < 2%7 joten

2 01(3) < Sut (DSt (1) = @ = 8y (DS () < o = 2o
eli p<2'z, <p+1ja2'z, ¢ N. Erityisesti 2., # 7 = d.

Olkoon g : (C\ C) — (I\ D) kuvaus v — .. Osoitetaan, ettd g on ho-
meomorfismi. Aloitetaan injektiivisyydestd. Olkoon v,v € (C\ C) eri alkioita ja
m = min{i € N : v(i) # v(i)}. Voidaan olettaa v(m) = 0 ja v(m) = 1. Ehdon
2.1 nojalla Sy, (y) < 2,,,)%7 joten

1
Ty = Sm(Y) + Sm (V) = $m(v) — gmat t S (7) < $m(v) < zy.

Siis x, # x, ja g on injektio.

Osoitetaan g surjektioksi. Koska =, € D kaikilla v € C, riittdé osoittaa, ettd
jokaisella z € I on olemassa v € C, jolla x = x,. Olkoon z € I. Valitaan luvut
¢; € {0,1} kaikilla i < w niin, ettd kaikilla k < w

k

1 - Ci
Tk S T S Tk + W, missa Tk = Z 2247»1 . (22)
i=0
Asetetaan
0, josO<z<3
DTV 1, josi<az<i
, Jos 5 <z<
Tallsin ehto 2.2 on voimassa kun k = 0. Oletetaan, ettdn < w jaluvut cg, ..., c,

on valittu siten, ettd ehto 2.2 on voimassa kaikilla k < n. Erityisesti T,, < x <
T, + 211% Asetetaan

c _ 0, jOS T, <z<T,+ 2n1+2-
T L jos T+ i <@ < T+ g

Talléin

Cn+1 1 1

+

Cn
+1<-'17§Tn+2n+2 2n+2:Tn+1+W-

Tn+1 — Tn + ont2 =
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Olkoon v = (¢;)i<w, jolloin si(vy) = Ty kaikilla k& € N. Maéaritelladn kaikilla
keN suljettu vali I, = [Sk(’y), Sk(’y) + ﬁ} Talloin I, D Ik+1 kaikilla k € NJ&
koska d(I;) = 5 — O, niin lauseen 2.1.10 mukaan (), I, on yksi6. Alkioiden
¢; konstruktion nojalla x € (1, I ja vélien I}, mé&rittelyn nojalla z, € (N, I,
joten z = x,.

Kuvaus g on jatkuva, koska kaikilla v,» € C jan € N

de(rv) < — = =7 [ (1 1) = v [ (14 1) = 50(3) = s (1)

= |z, —z,| < onFl
Osoitetaan g avoimeksi kuvaukseksi. Olkoon o € <“2\{0} jan = |o|. Merkitdén
a=" g(l)l Selviisti g[Ny \ C] C [a,a + 3=] ja edelld esitetyn konstruktion
nojalla ndhdaan, etté kaikilla x € [a,a + 2%] on olemassa v € N, jolla x = .
Siis g[N, \C] = [a,a+ 5]\ D =]a,a+ 5= [N(I\ D), silld a ja a+ 5= ovat dyadisia
rationaalilukuja. Siksi [N, N (C\ C)] on avoin avaruudessa I\ D ja g on avoin
kuvaus.

Koska C' ja D ovat numeroituvia, on olemassa bijektio A : C — D. Olkoon
f:C — 1 kuvaus

(v), josyecC\C.
s ={ 4 el

Kuvaus f on bijektio, silli g ja h ovat bijektioita. Osoitetaan, ettd f~! ja f
ovat Borelin kuvauksia. Olkoon U C C avoin. Koska g on homeomorfismi, niin
g[U\C] = V\D, jollakin avoimella V' C I. Lisdksi N = h[UNC] on numeroituva.
Koska metristyviin avaruuden numeroituvat joukot ovat 39-joukkoja, niin

flU}=glU\CJUR[UNC]=(V\D)UN € (ZINTI3) Ux)

on Borelin joukko. Olkoon V C T avoin. Téllsin g~ [V \ D] = U \ C, jollakin
avoimella U C C ja N = h=}[V N D] on numeroituva. Siis

fHV]=g¢ YV\DJUh I [VND]=(U\C)UN € (ZInII)) U X
on Borelin joukko. O

Todistetaan Borelin kuvauksille muotoiltu versio Shroder-Bernsteinin lausees-
ta.

Lause 2.2.15. Olkoot X ja'Y puolalaisia avaruvksia, A C X ja B CY Borelin
joukkoja sekd f : X — B ja g:Y — A Borel-isomorfismeja. Talloin avaruudet
X ja'Y ovat Borel-isomorfiset.

Todistus. Méaaritelladn Xy = X, Yy = Y ja kaikilla n € N asetetaan X, 41
glf[Xn]] sekd Y11 = flg[Ya]]- Selvisti g[Yo] = A C X = Xy ja f[Xo] = B
Y =Y). Oletetaan n € N ja g[V;,,] C X,, sekd f[X,] C Y, . Tallin g[V,41]
glflglYalll € glf[Xnl] = Xnga ja f[Xnga] = flglf[Xnll] € flglYnl] = Yaya. Siis

N
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g[Yn] C X, ja f[X,] CY, kaikilla n € N. Koska liséksi Y,,41 = flg[Yn]] € f[Xn]
ja Xpp1 = g[f[Xn]] C ¢[Ya], niin kaikilla n € N

XnJrl g g[Yn] g Xn ja Yn+1 g f[Xn] g Yn

T4lloin

glYn \ fIXnl] = g[Ya] \ glf[Xn]] = 9[Yn] \ Xns1
ja

FIXn \ glYall = FIXR]\ flg[Yn]] = fIXn] \ Yoy

Olkoot X™* =, cy Xn ja Y™ =), cy Yn- Koska

Y = (Ya2 () fIX] 2 () Yora =Y~

neN neN neN

ja f on bijektio, niin f[X*] = f[,, Xn] =N, f[Xn] = Y*. Koska X on erillinen
yhdiste

X = XU [J (X0 \ g[Ya]) U (9[Ya] \ Xn41))
neN

ja Y on erillinen yhdiste

Y =Y U [J (Yo \ FIXa)) U (F[Xa] \ Yas1)),

neN

niin kuvaus h : X — Y

h(z) = { fa), josz e X*UlJ, (X, \ g[Ya])
g7 (@), Josw €U, (g9[Va] \ Xns1)-

on bijektio. Koska f ja g ovat Borel-isomorfismeja ja A C X seki B C Y ovat
Borelin joukkoja, niin X,,, g[¥,], X* C X ja Y,, f[X,],Y* C Y ovat Borelin
joukkoja kaikilla n € N. Tésté seuraa, ettd h : X — Y on Borel-isomorfismi. [

Lemma 2.2.16. Olkoon X ylinumeroituva puolalainen avaruus. Tdlloin X on
Borel-isomorfinen Cantorin avaruuden C kanssa.

Todistus. Koska lauseen 2.2.14 mukaan C ja I ovat Borel-isomorfiset, niin lauseen
2.2.8 nojalla avaruudet “C ja “I = H ovat Borel-isomorfiset. Koska “C on homeo-
morfinen avaruuden C kanssa (lemma 2.1.9), niin C ja H ovat Borel-isomorfiset.
Olkoon f5 : H — C Borel-isomorfismi. Lauseiden 2.1.6 ja 2.1.5 nojalla on ole-
massa avaruuden X kanssa homeomorfinen G € II3(H). Olkoon f; : X — G
homeomorfismi. Olkoon B = f5[G] C C. Talléin f = (fz0f1) : X — B on Borel-
isomorfismi. Toisaalta lauseen 2.1.16 mukaan on olemassa A C X ja homeomor-
fismi g : C — A. Koska C on kompakti, A on kompakti ja koska X on metristyva,
A on suljettu. Lauseen 2.2.15 mukaan X ja C ovat Borel-isomorfiset. O

Lause 2.2.17. (Borel-isomorfia.) Olkoot X ja'Y yhtd mahtavia puolalaisia ava-
ruuksia. Tdlloin X ja'Y ovat Borel-isomorfiset.
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Todistus. Oletetaan | X| = |Y| < Ng. Olkoon h : X — Y bijektio. Koska puola-
laisen avaruuden numeroituvat joukot ovat Borelin joukkoja (tarkemmin X9),

h on Borel-isomorfismi.
Oletetaan |X| = |Y] > Ny. Lemman 2.2.16 nojalla X ja Y ovat Borel-
isomorfisia avaruuden C kanssa, joten X ja Y ovat kesken&iin Borel-isomorfiset.
O

2.3 Analyyttiset joukot

Borelin joukkojen luokka B ei yleisesti ole suljettu projektiokuvausten suhteen.
Taméa antaa aiheen projektiivisen hierarkian ensimmaéisen tason méaarittelemi-
seen.

Maéritelma 2.3.1. Olkoon X puolalainen avaruus. Madritellidn avaruuden
X analyyttisten joukkojen perhe

SHX) =3V (X x V).

Analyyttisen joukon kisitteen otti kiiytt6on Suslin vuonna 1916 huomattu-
aan virheen Lebesguen artikkelissa "Sur les fonctions représentables analytique-
ment". Lebesgue oli pitényt (virheellisesti) selviini, etti tason R? Borelin joukon
projektio on aina Borelin joukko R:ssi.

Seuraavia kahta aputulosta kiytetdan analyyttisten joukkojen karakterisoin-
nissa.

Lemma 2.3.2. Olkoon X Hausdorff-avaruus. Tdlloin avaruuden X identtisyys-
relaatio Ax = {(z,z) : © € X} on suljettu joukko tuloavaruudessa X x X.

Todistus. Olkoon (z,y) € (X x X)\ Ax eli z # y. Haudorff-ominaisuuden
nojalla on olemassa erilliset avoimet joukot U C X ja V C X, joilla z € U ja
y € V. Talléin U x V on alkion (z,y) ympéristd avaruudessa X x X ja koska
UNV =0,niin U xV C (X x X)\ Ax. Siis (X x X)\ Ax on avoin ja Ax
suljettu. O

Merkitadn funktion f: X — Y kuvaajaa

graph(f) = {(z,y) € X x Y : f(z) = y}.

Lemma 2.3.3. Olkoon X topologinen avaruus, Y Hoausdorff-avaruus ja f :
X — Y jatkuva kwvaus. Tdlloin kuvauksen f kuvaaja graph(f) on suljettu joukko
avaruudessa X X Y.

Todistus. Maaritellddin kuvaus g : X x Y — Y x Y ehdolla (z,y) — (f(z),y).
Télloin g = (f x idy) on jatkuva. Koska lemman 2.3.2 mukaan joukko Ay on
suljettu, niin myds graph(f) = g~ [Ay] on suljettu. O

Suslinin alkuperiinen analyyttisen joukon méiritelmé perustuu Suslinin ope-
raatioon.
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Maésritelmé 2.3.4. Olkoon X joukko ja A, C X, kaikilla o € <“N. Mdadritel-
lddn Suslinin operaatio A joukko-operaationa

A(A!T)UE<“’N = U ﬂ Aa[n-

a€N neN
Jatkossa kiytetadn Suslinin operaatiolle lyhemp#4 merkintd4 A(A,).

Lause 2.3.5. Olkoon X puolalainen avaruus ja A C X. Seuraavat ehdot ovat
yhtapitivid:

(1) A on analyyttinen.

(2) A =0 tai on olemassa jatkuva kwvaus f: N — X, jonka kuvajoukko on A.
(3) On olemassa perhe (Fy)yc<wn avaruuden X suljettuja joukkoja, joilla

A= A(F,).
(4) On olemassa puolalainen avaruus Y ja B € B(X x Y), jolla A =3Y B.

Todistus. (1) = (2). Oletetaan, ettd A on epityhji ja analyyttinen. Olkoon
F € IIY(X x N) joukko, jolla A = FVF. Lauseen 2.2.13 mukaan on olemassa
jatkuva kuvaus g : N' — (X xN), jonka kuvajoukko on F. Olkoon f = (pryog) :
N — X. T&llsin f on jatkuva ja f[N] = pry[glN]] = pry[F] = N F = A.

(2) = (3). Jos A = 0, valitaan F, =  kaikilla ¢ € N<¢. T&lléin joukot F,
ovat suljettuja ja A(F,) = ) = A. Oletetaan, ettd on olemassa jatkuva kuvaus
f: N — X, jonka kuvajoukko on A. Olkoon F, = f[N,] kaikilla ¢ € <“N.
Talloin joukot F, C X ovat suljettuja. Osoitetaan (); Fapi = {f(a)} kaikilla o €
N. Olkoon a € N. Selviisti f(a) € N, f[Nari) C ) Fapi- Valitaan kuvauksen
f jatkuvuuden perusteella jokaista lukua n € N kohden luku m, > 0, jolla

dx(f(a), f(B)) < ﬁ, kun dy(a, B) < - Télloin

n

1
n+1

dX(Farmn) = dX(f[Narmn]) = dX(f[Narmn]) <

kaikilla n € N, joten dx(ﬂl Fa“‘> =0 ja ﬂl Fa“‘ = {f(a)} Siis

AES) = () Fari = Ut F(@) = FIV] = A.
(3) = (4). Olkoon {F,},c<wn perhe avaruuden X suljettuja joukkoja ja
A = A(F,). Olkoon
B=() U @F xN,),

n {otlol=n}

missi N, = {a € N : 0 C a}. Koska joukot F, ja N, ovat suljettuja, niin
B C X x N on Borelin joukko (tarkemmin II3) ja

(r,a) € B <= VYndo(lo|=nAz € F;No Ca) < Yn(z € Fan)
> 2 ()| Fan-

n
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Siis
2€IVB < ze|J[Faim <= 7€ AF,) < z€A

eli A=3VB.

(4) = (1). Olkoon Y puolalainen avaruus, B € B(X xY) ja A = 3¥ B. Jos
B =, niin A = § = V0 on analyyttinen. Oletetaan B # (). Lauseen 2.2.13
nojalla on olemassa jatkuva kuvaus g : N' — X x Y, jonka kuvajoukko on B.
Tallsin kuvaus f = (pry og) : N'— X on jatkuva ja

A =3"B=3"g[N] = prx[gN]] = fIN].

Olkoon F’ = graph(f) C (N x X). Lemman 2.3.3 nojalla F’ on suljettu joukko.
Olkoon F = {(z,a) € (X x N) : (o, z) € F'}. Koska kuvaus (a,z) — (z,a) on
homeomorfismi, niin F' on suljettu ja

€A = zefIN] & zepry|[F] « zepry|[F] < zecIVF

Siis A = 3V F on analyyttinen. O

Ehdosta (2) seuraa, ettd analyyttisen joukon jatkuva kuva on analyyttinen
ja lauseesta 2.2.13 yhdessi ehdon (2) kanssa seuraa, ettd Borelin joukot ovat
analyyttisid. Usein kiiytetty esitys avaruuden N analyyttiselle joukolle saadaan
vhdistdmélla lause 2.1.7 ja midritelmé 2.3.1. Nimittiin joukko A C A on ana-
lyyttinen, jos ja vain jos on olemassa puu 7' C N<% x N<¢ jolla

A=3VT).

Analyyttisilld joukoilla on monia sdédnnollisyysominaisuuksia, esimerkiksi Bai-
ren ominaisuus (lause 3.2.6) ja perfektisyysdikotomia (lause 4.2.5 ). Jatkamalla
projisointia 3V ja komplementointia paiddytiin kuitenkin nopeasti joukkoihin,
joiden ominaisuuksia ei enfd voida ratkaista ZFC:ssé.

Maéritelmi 2.3.6. Olkoon X puolalainen avaruus. Madritellidn joukkoperheet
2L (X)), L (X) ja AL(X) kaikilla n > 1 seuraavasti:

EWIH-I(X) = ENHWIL(X X N)
IL,(X) = {AC X : (X\ 4) € 3, (X)}
AL(X) = ,(X) NI, (X).

Avaruuden X projektiivisten joukkojen perhe P(X) mééritelldsin ndiden
joukkoperheiden yhdisteend. Erityisesti ITj-joukkoja kutsutaan koanalyyttisik-
si. Koska Borelin joukkojen komplementit ovat Borelin joukkoja ja erityisesti
analyyttisii, niin Borelin joukot ovat myos koanalyyttisi. Siis B(X) C A}(X).
Koska tutkielman paatulokset kisittelevat projektiivisen hierarkian ensimmaéis-
td tasoa (X1, I} ja A1), jatkossa kiisitelldéin vain niité luokkia, vaikka useat
tulokset saadaan induktiolla todistettua myos korkeammille projektiivisen hie-
rarkian tasoille.
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Lemma 2.3.7. Olkoot X ja Y puolalaisia avaruuksia ja f : X — Y Borelin
kuvaus. Tdlloin kuvauksen f kuvaaja graph(f) on Borelin joukko avaruudessa
X xY.

Todistus. Olkoon (V;);en avaruuden Y kanta. Koska metristyvit avaruudet ovat
Hausdorff-avaruuksia, kaikilla € X ja y € Y pétee

flx) #y <= Ji(f(x) e Viny ¢ Vi),

joten

graph(f) = C(U(f_l[Vi] x (Y \V0))).
Koska f~1[Vi] € B(X) ja (Y \ Vi) € B(Y), lauseen 2.2.8 nojalla graph(f) €
B(X xY). O

Lause 2.3.8. Kaikilla puolalaisilla avaruuksilla X :

(i) Luokat 31, T1} ja Al ovat suljettuja Borelin kuvausten alkukuvien suhteen.
(1) Perheet £1(X), I} (X) ja A}(X) ovat suljettuja numeroituvan yhdisteen ja
numeroituvan leikkauksen suhleen.

(i7i) Luokat X1, TI1 ja Al ovat suljettuja numeroituvan karteesisen tulon suh-
teen.

(iv) Luokka X1 on suljettu kvantifioinnin 3% suhteen ja luokka TI} on suljettu
kvantifioinnin ¥X suhteen.

(v) Luokka 31 on suljettu Borelin kuvausten kuvien suhteen.

Todistus. Tulokset luokalle Al seuraavat vilittomisti tuloksista luokille 1 ja
.

(i) Olkoot X ja Y puolalaisia avaruuksia ja f : X — Y Borelin kuvaus.
Olkoon A € (V) ja C € TIY(Y x N) joukko, jolla A = IV C. Méiritelldéin

B={(z,0) € X x N: (f(x),a) € C} = (f x idn) " [C].
Koska (f x idar) on Borelin kuvaus, niin B on Borelin joukko ja

r€ fA] = f(z)c A <= Ja((f(x),a) € O) <= Ja((z,a) € B)
— zeIVB.

Lauseen 2.3.5 (4) nojalla f~'[A] = VB € Z}(X).
Koska X} on suljettu Borelin kuvausten alkukuvien suhteen, niin myos IT} on
suljettu Borelin kuvausten alkukuvien suhteen, silli f~1[C] = (X\ f[Y'\C]) €
IT1 (X) kaikilla C € II} (Y).

(ii) Olkoot A; € X1(X) kaikilla i € N ja olkoot joukot C; € II{(X x N)
sellaisia, ettd A; = IVC; kaikilla i € N. Merkitasin C' = |J, C; € Z3(X x N).

Tlléin
Uai=JzVa=3V{Ja =3¢,

i %
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joten lauseen 2.3.5 (4) nojalla |J, 4, = INC € =}(X). Olkoon f : N — NN
jatkuva surjektio (lause 2.1.21) ja merkitdan

D ={(z,0) € X x N :Vi((z, fi(a)) € C;)} = m(idx x f)7YC).

K2

Talléin D on suljettujen joukkojen leikkauksena suljettu ja
x € ﬂAZ- — z¢€ ﬂHNCZ- — Vida((z,a) € C;)
— JaVi((z, fi(a)) € C;) < z e IND.

Siis N, 4; = 3V D € 2} (X). Koska X1(X) on suljettu numeroituvien yhdistei-
den ja leikkausten suhteen, de Morganin lakien perusteella sama pétee luokalle
I (X).

(#91) Olkoon 0 < £ < w ja X; puolalainen avaruus kaikilla ¢ < £. Olkoon
A; € B1(X;) kaikilla i < ¢. Kohdan (i) nojalla B; = pr; '[4;] C [lice Xi on
¥1{-joukko kaikilla i < £ ja kohdan (ii) perusteella [, . A; = (), B; on Xi-
joukko. Samoin todistetaan viite luokalle IT3.

(iv) Olkoon Y puolalainen avaruus ja A € £1(Y x X). Koska X1 on suljettu
jatkuvien kuvien suhteen (lause 2.3.5 (2)), niin 3¥ A = pry [4] € Z1(Y). Olkoon
C e I (Y x X). Tallsin ((Y x X)\ C) kuuluu perheeseen 31(Y x X) ja edell
todistetun nojalla joukko A = 3X((Y x X)\ C) on Z}(Y). Kaikillay € YV :

<€

y eVXC = Va((y,r) € O) <= —-Io-((y,2) € C)
= -Ja((y,2) € (Y x X)\O) < ~(y € I*((Y x X)\ )
— y¢ A = ye(Y\A).
Siis VXC = (Y \ A) € IT} (V).
(v) Olkoot X ja Y puolalaisia avaruuksia ja f : X — Y Borelin kuvaus.
Merkitddn G'(f) = graph(f) C (X xY). Lauseen 2.3.7 mukaan G’(f) on Borelin
joukko. Koska (x,y) — (y,x) on homeomorfismi avaruuksien (X xY) ja (Y x X)

valilld, my6s G(f) = {(y,z) € Y x X : (z,y) € G'} on Borelin joukko. Olkoon
A€ 3(X)ja C e TY(X x N) joukko, jolla A = FINC. Madritellizn

B ={(y,5,0) € Y x X<\ : (3,2) € G(f)A(w,0) € C} = (G(f) x \)N(Y X C),
Koska G(f) ja C ovat Borelin joukkoja, niin B on Borelin joukko ja

y€ flA] <= Jre Aly= f(z)) < Fadz((z,a) € C A (z,y) € G'(f))
— JoTz((z,a) e CA(y,2) € G(f)) < yeIXIVB

Siis f[A] = 3¥3V B ja koska 3V B on X1-joukko, kohdan (iv) nojalla myds f[A]
on X1 joukko. O
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2.4 Universaalit joukot

Numeroituvalle puolalaiselle avaruudelle edelld esitetyt hierarkiat eivét ole tar-
koituksenmukaisia vaan kutistuvat tasolle 39, silli metristyviin avaruuden yk-
siot ovat suljettuja ja jokainen numeroituvan avaruuden osajoukko voidaan esit-
td4 yksididen numeroituvana yhdisteend. Voidaan kuitenkin osoittaa, ettad ylinu-
merotuvalle puolalaiselle avaruudelle sekd Borelin hierarkia ettd projektiivinen
hierarkia ovat aidosti kasvavia. Tdméa tehdasn universaalien joukkojen avulla.
Tassd tutkielmassa kiiytetdin universaaleja joukkoja osoittamaan sellaisen ana-
lyyttisen joukon olemassaolo, joka ei ole koanalyyttinen. T&td tulosta tarvitaan
S1-rajoittuvuuden todistamiseen (lause 2.8.2).

Olkoon T luokka puolalaisten avaruuksien osajoukkoja. Joukkoa U € T'(N x
X) sanotaan X:n I'-universaaliksi joukoksi, jos kaikilla A C X

AED(X) < Ja(A=U,),

missd U, = {z € X : (o, z) € U} on joukon U a-leikkaus. Luokalla I" on univer-

saalisuusominaisuus, jos kaikilla avaruuksilla X € X on olemassa I'-universaali
joukko U € (W x X).

Lause 2.4.1. Luokilla 9 ja 1Y on universaalisuusominaisuus.

Todistus. Olkoon X puolalainen avaruus. Kiinnitetdin avaruuden X numeroi-
tuva kanta (V,)nen, missd Vo = 0. Maaritellasin joukko U C N x X ehdolla

(,z) eU <= z € U Va(n)-
neN

Selviisti G € X9(X), jos ja vain jos on olemassa o € N, jolla G = U,,. Osoitetaan
U avoimeksi. Jos (o, x) € U, niin x € {J,, Vo(n), joten x € V() jollakin i € N.
Téllgin pisteen (o, x) ympéristd (No i1y X Va@y) € U ja U on avoin. Siis U on
avaruuden X X{-universaali joukko.

Merkitdin C = (N x X)\U € IIY(NV x X). Téllgin kaikilla o« € N jaz € X

x€C, — (zr)elC = (a,2)¢U <= 2¢U, <— z€ X \U,.

Siis C,, = X \ U, ja koska U, on avoin, niin C,, on suljettu kaikilla « € N. Jos
F € IY(X), niin (X\F) € £{(X), joten on olemassa «, jolla X\ F' = U,,. Tillsin
F = X\ U, = C,. Tdmé osoittaa joukon C avaruuden X IT{-universaaliksi
joukoksi. O

Lause 2.4.2. Luokilla 31 ja TI} on universaalisuusominaisuus.

Todistus. Olkoon X puolalainen avaruus ja C' C N x (X xN) avaruuden (X xN)
ITY-universaali joukko (lause 2.4.1). Olkoon U = 3INC € Z}(N x X). Tillsin
U, = pry[U N ({a} x X)] on Bljoukon jatkuva kuva, joten U, € Xi(X)
kaikilla o € N. Olkoon A € ¥1(X). Télléin on olemassa F € TI{(X x N), jolla
A =3FNF. Olkoon a € N alkio, jolla C, = F. Tillsin

A=3INF=3"¢c, = 30), = U..
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Siis U on X:n ¥1-universaali joukko. Téllgin (A x X)\U on X:n IT}-universaali
joukko (perustelu kuten lauseen 2.4.1 todistuksessa). O

Lause 2.4.3. Olkoon X ylinumeroituve puolalainen avaruus. Tdlloin on ole-
massa A € £1(X) \ IT} (X).

Todistus. Olkoon U C (N x N) lauseen 2.4.2 mukainen avaruuden A 31-
universaali joukko ja olkoon

A={aeN:(a,a) €U} = (id,id) U] € Z}(N).
Jos myds N\ A olisi ¥1-joukko, niin (N'\ A) = U, erdilli a € N ja tilldin
a€A <= (a)elU <= a€l, < a€ N\A) <= a¢ A,

miké on ristiriita. Siis (V'\ 4) ¢ Z1(N) eli A ¢ TI}(N). Koska X on Borel-
isomorfinen avaruuden N kanssa (lause 2.2.17), viite seuraa. O

Erityisesti jos A € £1(X) \ IT}(X), niin A ¢ Al(X) ja A ei ole Borelin
joukko. Siis analyyttisten joukkojen perhe on aidosti Borelin joukkoja laajempi
ylinumeroituvalle puolalaiselle avaruudelle.

2.5 Laskettavuuden teoria

Deskriptiivisen joukko-opin tutkimus sai uuden kddnteen, kun 1950-luvulla huo-
mattiin sen kéisitteiden ja tulosten ldheinen yhteys laskettavuuden teoriaan, joka
tuolloin oli varsin uusi matemaattisen logiikan haara. Laskettavuuden kisitteis-
t6a deskriptiiviseen joukko-oppiin yhdistdvas teoriaa kutsutaan efektiiviseksi.

Maiéritelma 2.5.1. Kuvaus f on joukon X osittainen kuvaus, jos dom(f) C X.
Jos lisiksi ran(f) C Y, merkitiin f : X =Y.
Joukon X osittaista kuvausta [ sanotaan totaaliksi, jos dom(f) = X.

Laskettavuuden teorian peruskisite on laskettava funktio, jolla tarkoitetaan
Adrellisen algoritmin m#irdimii osittaista kuvausta f : N¥ — N. Intuitiivisena
ideana on, ettid osittainen kuvaus on laskettava, jos periaatteessa olisi mahdol-
lista tehd& tietokoneohjelma, joka pysdhtyy ja tulostaa arvon f(m) syotteilld
n = (no,n1,...,ng—1) € dom(f) ja joka ei pysihdy syotteilld 7 ¢ dom(f). Tété
intuitiivista ideaa ovat formalisoineet ainakin Godel-Kleene (rekursiiviset funk-
tiot), Church (A-kalkyyli), Turing (Turingin koneet), Post ja Markov (yleiset
paattelyjirjestelmét) sekd Shepherdson-Sturgis (URM-kone). Kaikkien néiden
eri lahtokohdista syntyneiden formalisointien on osoitettu johtavan tdsmaélleen
samoihin laskettaviin funktioihin. Tdma antaa vahvaa tukea Churchin teesin ni-
melld kulkevalle vaittdmalle, ettd intuitiivinen laskettavan funktion kisite on
formalisoitu. Téasséd tutkielmassa annetaan Churchin teesin mukainen méaaritel-
mé laskettavuudelle (osittaisten) rekursiivisten funktioiden avulla.

Sovitaan seuraavasta merkinnésté. Jos ¢(T) ja ¢(Z) ovat muuttujia T sisilté-
vid (numeerisia) lausekkeita, niin merkitdén ¢(Z) ~ ¢ (), jos ¢ ja ¢ ovat madri-
teltyjéd tdsmaélleen samoilla muuttujien arvoilla ja saavat samat arvot yhteisessa
méirittelyjoukossaan.
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Maaritelma 2.5.2. Rekursiivisten funktioiden joukko R on suppein joukko
osittaisia kuvauksia f : NF —~ N, k € N*, joka sisdltid

(1)nollafunktion (7w +— 0),

(2)seuraajafunktion (n — n+ 1),

(8)projektiofunktiot ((ng,...,ng—1) — n;) kaikilla k > i >0

ja joka on suljettu seuraavien operaatioiden suhteen.

(4) (Yhdistiminen.) Jos k,m € N* ja f1,..., fm,g € R, dom(f;) C N* kaikilla
1 <i < m ja dom(g) C N™ seki h : N¥ —~ N on mddritelty lausekkeella

h(ﬁ) zg(fl(ﬁ)""7fm(ﬁ))7

niin h € R.
(5) (Pimitiivirekursio.) Jos k € N* ja fi, fo € R, dom(f1) € N*¥ dom(fs) C
NF+2 sekd h : NEt1 ~ N on mddritelty ehdoilla

h(m,0) ~ f1(m)
h(m,i+1) ~ fa(m, i, h(m, 1)),

nitn h € R.
(6) (Minimalisaatio.) Jos k € N* ja f € R, dom(f) C N**1 sekd h : N¥ ~ N
on mdaritelty lausekkeella

h(n) ~ min{m € N : f(7,m) = 0},
niin h € R.

Mésritellasn osittaisen kuvauksen f : NF — N’ olevan rekursiivinen, jos
projektiokuvaukset f; = (pr; o f) : N¥ — N ovat rekursiivisia kaikilla 0 <1 < £.

Jos a € N, niin rekursiivisten funktioiden joukko voidaan laajentaa a:lla
rekursiivisten funktioiden joukoksi R, joka madritelldsin suppeimmaksi a:n si-
saltaviksi ja ehdot 1-6 téyttiaviksi joukoksi. Téssi siis « € N = “N tulkitaan
luonnollisella tavalla kuvaukseksi o : N — N. Intuitiivisesti R, sisdltda kaikki
osittaiset kuvaukset, joiden laskemiseen on olemassa &irellinen algoritmi, jo-
ka voi edelld mainittujen operaatioiden liséksi kiiyttdad hyvikseen mielivaltaista
mutta ddrellistd madrdd a:n arvoista. Selvisti R C Ry, jos « ei itsessddn ole
rekursiivinen.

Voidaan osoittaa, ettd tavanomaiset aritmeettiset operaatiot kuten yhteen-
lasku, rajoitettu vihennyslasku, maksimi- ja minimifunktiot ja tavanomaisten
relaatioiden kuten = ja < karakteristiset funktiot ovat rekursiivisia. Todistukset
on esitetty matemaattisen logiikan kurssilla. Jatkossa funktion rekursiivisuuden
toteamiseksi tyydytdidn osoittamaan funktion intuitiivinen laskettavuus ja ve-
dotaan Churchin teesiin.

Laskettavuuden teorian yhteydessé tulee vastaan kahdenlaisia joukkoja. Jouk-
ko A C N on rekursiivinen, jos sen karakteristinen funktio on rekursiivinen.
Intuitiivisesti rekursiiviselle joukolle on olemagsa algoritmi, joka ratkaisee kuu-
luuko annettu alkio joukkoon vai ei. Rekursiivisten joukkojen perhe on sul-
jettu yhdisteen ja leikkauksen suhteen, silléd jos xp ja xq ovat rekursiivisten
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joukkojen P ja @ karakteristisia funktioita, niin rekursiivinen funktio n —
max{xp(n), xo(n)} karakterisoi joukon P U @ ja rekursiivinen funktio n —
(xp(n)xo(n)) karakterisoi joukon P N Q. Toinen kisite on rekursiivinen nu-
meroituvuus. Joukko A C N on rekursiivisesti numeroituva, jos se on jonkin
rekursiivisen funktion f : N — N kuvajoukko. Jokainen epétyhji rekursiivisesti
numeroituva joukko A C N on jonkin totaalin rekursiivisen funktion f: N — N
kuvajoukko [Cu:7.2.1].

Rekursiivisuuden kisitteiston laajentamiseksi tarvitaan rekursiivinen tapa
koodata objekteja kokonaisluvuilla. Olkoon ¢ : NxN — N rekursiivinen bijektio
L. Maéritelldisin koodausfunktiot | |1 : N¥ — N kaikilla k > 1 seuraavasti :

[nol1 = no
[(no,n1) |2 = @(no, 1)
[(no,n1y -y ne—1) e = [([(no,n1, - nk—2) k=1, k—1) |2, kun k > 2.

Lisaksi méiritelladn direllisten jonojen koodausfunktio | | : <“N — N
|_(n0, no, ... ,nk,l)J = |_(I€7 L(no, Ny, ... ,nkfl)Jk)Jg + 1, kun k Z 1 ja I_@J =0.

Kaikki koodausfunktiot ovat rekursiivisia bijektioita ja niille on olemassa rekur-
siiviset kiifinteisfunktiot []* : N — N¥ ja []: N — N<%. Jos n € Nja k > 1,

merkitdan
[n1* = ([n1g, ..., [n]i_y)-

Jos lisdksi |[n]| = k, merkitidin

[n] = (Inlo,- s [n]k—1)-

Maaritelldan funktion f : N — <¢“N olevan rekursiivinen, jos yhdistetty
kuvaus |f] : N — N on rekursiivinen. Vastaavasti bijektion | | vélitykselld
méidritellidn myds <“N:n rekursiiviset ja rekursiivisesti numeroituvat joukot.

Efektiivisen teorian yhteydessi tarkastellaan vain muotoa N¥ x A¢ ja N'¢ x NF
olevien avaruuksien aliavaruuksien joukkoa, jota merkitisin X,. Jos X = NF x
N, merkitiin

SX — Nk: % (<WN)£,

jolloin X':n standardikanta muodostuu joukoista
No = {(’no, ey NE—1, 00, . .. Oégfl) Vi< Z(Tz C ai)},

missd ® = (ng,...,Nk—1,70,-.-Te—1) € Sx.

Maéaritelldan funktion f : N — Sy olevan rekursiivinen, jos projektiokuvauk-
set f; = pr; o f ovat rekursiivisia kaikilla i < k + £. Tapauksessa X = N¥ timi
médritelmd on yhtdpitdva alkuperdisen rekursiivisuuden maéritelmén kanssa.
Madritellddn joukon A C Sx olevan rekursiivisesti numeroituva, jos A on jon-
kin rekursiivisen funktion f: N — Sy kuvajoukko.

Lesimerkiksi (n,m) +— 2" (2m 4+ 1) — 1
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2.6 Efektiivinen hierarkia

Yleisesti X{-joukko voidaan esitt#iii numeroituvana yhdisteeni standardikannan
joukoista. Vaatimalla indeksijoukon olevan rekursiivisesti numeroituva paady-
tadn efektiivisesti avoimiin joukkoihin.

Maéritelméa 2.6.1. Olkoon X € X.. Joukko G C X on efektiivisesti avoin,
jos G =, Ny jollakin rekursiivisella funktiolla f : N — Sx. Avaruuden X
efektiivisesti avointen joukkojen perhettid merkitidin Y9 (X).

Erityisesti siis (), standardikannan joukot { Ne }eocsy ja koko avaruus X ovat
efektiivisesti avoimia. Perhe ¥9(X) on numeroituva, silléi rekursiivisia funktioita
on numeroituva mééra [Mo 3F.3].

Jos a € N, niin ¥) voidaan laajentaa a:lla efektiivisesti avointen joukkojen
perheeksi ¥9(a) korvaamalla médritelméissi 2.6.1 vaatimus fmn rekursiivisuu-
desta lievemmalld vaatimuksella, ettd f on rekursiivinen ac:lla.

Jos n,m € N ja a € N, merkitddn m(n) = [(m,...,m)|, missid m esiintyy
n kertaa koodattavassa jonossa ja @(n) = |« [ n] = |(«(0),...,a(n —1))]. Jos
lisiksi © € N¥ x N, merkitiisin T(n) = (To(n), ..., Trie_1(n)).

Lause 2.6.2. Olkoon X = NF x N/ ja R C NEHE rekursiivinen. Ehdolla
A(z) < FiR(z(7))
mdadritelty joukko A C X on efektiivisesti avoin.

Todistus. Oletetaan merkintéjen yksinkertaistamiseksi X = N x N.
Olkoon R C N? rekursiivinen joukko. Maéritelliin rekursiivinen kuvaus f : N —
N x <“N ehdolla

(IT1810, [Tn131), jos R([n13, [n13), [ [n13]] = I[[n13]|
n— ja [n]3 koodaa vakiojonon.
médrittelemédtdén, muutoin.

Osoitetaan B
ran(f) = {(i,0) € (N x =“N) : R(i(|o]), [0 ])}.

Olkoon (i,0) € ran(f). Télléin (i,0) = ([m]o, [m']) joillakin luvuilla m, m’ €
N, joilla [[m]| = |[m/]] = |o| ja m = i(|o|). Lisdksi R(m,m’) eli R(i(|a]), |o]).
Oletetaan i € N,o € <“N ja R(i(|o]), |c]). Olkoon n = |(i(|o]), [c])]2. T&l-
16in [n]§ = i(|o]) koodaa vakiojonon, |[[n]§]| = |o| = |[[]1] = [[[n]i]] ja
R((o1), L)) eli R([n]3, [n]3). Siis (i,0) = f(n) € ran(f).

Osoitetaan A = |J,, Nf(n), jolloin A € E9(X). Olkoon A(i,a) jan € N
luku, jolla R(i(n),a@(n)). Olkoon ¢ = « | n. Télldin |o| = n ja R(i(|o]), |o]).
Siis (i,0) € ran(f). Olkoon m € N luku, jolla f(m) = (i,0). Talléin (i,«) €
Nym) S U, Ny eli A S U, Ny(n)-

Olkoon (i,a) € |J,, Nf(n) ja olkoon m € N luku, jolla (i, ) € Ny(,,). Olkoon
(4,0) = f(m). Koska (i, ) € N(j o), niin j =i ja o C a. Liséksi (j,0) € ran(f),

joten R((|o|), o)) eli R(i(|o]),a(|o])). Siis Ai,a) ja U, Nym) C A. 0
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Lause 2.6.3. Olkoon X = N* x N ja A C X. A € ¥9(X), jos ja vain jos on
olemassa sellainen rekursiivinen R C N*TC ettd kaikilla v € X

A(z) = JiR(@(i))

ja
VYrVm[(R(Z(n)) A (m > n)) — R(T(m))]. (2.3)

Todistus. Oletetaan merkintéjen yksinkertaistamiseksi X = N x N.

(=) Jos A = 0, valitaan R = . Olkoon A epityhji X{-joukko ja olkoot
i — m,; ja i — o, totaaleja rekursiivisia funktioita, joilla A = (J;({m;} x N,).
Maaritelldin

R={(p,q) €N*:3i3j <i([p] = (my,....,m;) Nl[q]| =i Ao C [q])}.

R on rekursiivinen, koska annettua paria (p,q) kohden riittdd tarkastaa &&-
rellinen méaard rekursiivisia ehtoja luvuilla ¢ = |[q]| ja j < 4. Lisiksi kaikilla
(m,a) € X

Am,a) <<= Fjm=mjNoj C )
— FF<ilm=m;ANo; Cali)
< FR(m(i),a(q)).

Osoitetaan, etta joukolla R on ominaisuus (2.3). Oletetaan i < m ja R(7(i), @(7))
jollakin (n, o) € X. T4ll6in on olemassa j < 1, jollan =m; ja o; C a | i. Koska
i <m,niin j <m jao; Cam,joten R((m),a(m)).

(<) Seuraa lauseesta 2.6.2. O

Jatkossa joukko A C X todetaan efektiivisesti avoimeksi, jos relaation A(x)
voimassaolo voidaan todeta rekursiivisesti alkioiden x; dérellisten, mutta mieli-
valtaisen pitkien alkusegmenttien 7Z;(n) perusteella.

Jotta ¥9-joukoille saadaan sulkeumaominaisuus kuvausten alkukuvien suh-
teen, tarvitaan efektiivinen versio jatkuvuudesta.

Mésritelmé 2.6.4. Olkoon X = NF x Nt
Kuvaus f: X — N on rekursiivinen, jos joukko Gy C (X x N)

Gy(a,i) = f(&)=i

on efektitvisesti avoin.
Kuvaus f : X — N on rekursiivinen, jos joukko Gy C (X x N)

Gs(z,|o]) <= f(z) e N,
on efektitvisesti avoin.

Jos Y = NP x N9 niin kuwvaus f : X — Y on rekursiivinen, jos projektioku-
vaukset f; ovat rekursiivisia kaikilla 0 < i < p+q.

44



Osoitetaan, ettd tapauksessa X = N¥|Y = NP timi médritelmi yhtyy ai-
emmin annettuun rekursiivisuuden méiritelméiin. Jos f : N¥ — NP on rekur-
siivinen alaluvun 2.5 mielessd ja 0 < j < p, niin maérittelemalld rekursiivinen
funktio g : N — (N* x N) ehdolla

i ([d1%, £ (107,

nihdéin Gy, = J;{g(i)} € ZY(NF xN). Siis projektiokuvaukset f; ovat rekursii-
visia mééritelmén 2.6.4 mielessi ja siten kuvaus f on rekursiivinen méiritelméin
2.6.4 mielessd. Olkoon f : N*¥ — NP kuvaus, jolla G #, on epityhja ja efektiivises-
ti avoin kaikilla 0 < j < p. Kiinnitetddn j < p. On olemassa totaalit rekursiiviset
funktiot i — 7; € N¥ ja i — m; € N, joilla Gy, = U, {(7;, m;)}. Médiritelldén
rekursiivinen funktio ¢ : N¥* x N — N ehdolla

k-1

9(@,i) =Y [()e — ().

=0
Koska dom(f) = N* niin ¥nJi(g(7,4) = 0) ja minimalisaation nojalla kuvaus
h(7) = min{i : g(m,7) = 0} = min{i : @ = 7;}

on totaali ja rekursiivinen. Tallsin f; = (W — mym)) on rekursiivisten funk-
tioiden yhdistelménd rekursiivinen funktio. Koska projektiokuvaukset f; ovat
rekursiivisia kaikilla j < p alaluvun 2.5 mielessé, my6s f on rekursiivinen alalu-
vun 2.5 mielessa.

Todetaan jatkoa varten, etts avaruuden X = N¥ x N projektiokuvaukset
pr; ovat rekursiivisia kaikilla 0 < ¢ < k + ¢. Ehdot pr;(z) = 7, 0 < i < k voi-
daan tarkistaa rekursiivisesti yhden pituisesta alkion x alkusegmentisti ja ehdot
o C pr;(x), k <i < k+ £ voidaan tarkistaa rekursiivisesti |o| pituisesta z:n al-
kusegmentisté. Siis joukot Gy, ovat efektiivisesti avoimia ja projektiokuvaukset
rekursiivisia.

My6s rekursiivisuuden kisite voidaan luonnollisella tavalla laajentaa rekur-
sitvisuudeksi a:lla vaatimalla kuvaukselta f, ettd G € ¥9(«).

Lause 2.6.5. Luokka X\ on suljettu yhdisteen, leikkauksen, kvantifioinnin 3
ja rekursiivisten kuvausten alkukuvien suhteen.

Todistus. Olkoon X = NF x N* ja P,Q € ¥{(X). Olkoon Rp, Rg C Nk+¢
rekursiivisia joukkoja, joilla P(z) <= InRp(Z(n)) ja Q(z) <= InRg(T(n))
ja joilla on ominaisuus 2.3. Talldin joukot Ry = Rp U Rg C NF+¢ ja Rn =
Rp N Rg C N ovat rekursiivisia ja selviisti

P(z)VQ(z) < InRy(x(n)).
Siis P U Q € X9(X). Liséiksi

P(z) A Q(z) < InRq(T(n)),
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silla jos P(x) A Q(z), niin Rp(T(n)) ja Rq(T(m)) joillakin n,m € N ja tilléin
ominaisuuden 2.3 nojalla R (Z(max{m,n}). Siis PN Q € ¥9(X).

Olkoon A € X{(X x N) ja olkoon f : N — Sy x N rekursiivinen kuvaus,
jolla A = J,(Ngyiy) x {f1(4)}). Téllsin kuvaus fo : N — Sx on rekursiivinen ja
joukko

FA={zr e X:3nA(z,n)} = UNfo(i)

on efektiivisesti avoin.

Olkoon Y = NP x N? ja f : X — Y rekursiivinen. Olkoon P € %{(Y)
ja Q = f71[P]. Osoitetaan @ € ¥9(X). Voidaan olettaa P # (). Olkoon g :
N — Sy totaali rekursiivinen funktio, jolla P = |J; Ny(;y. Méritellddn joukko
K C Nrtetl ehdolla

K(i, ko, k1,..., kpyg—1) <=
(90(i) = ko Ao A gp—1(8) = kp—1 A gp(i)  [kp] Ao A gprq—1(8) C [hpyq-1])-
Selvisti K on rekursiivinen ja erityisesti efektiivisesti avoin. Lisdksi
K (i, ko k1 - s kprg—1) == Nikg,..ky1,[kp]sThpra1l) S No(o)-
Mésritelldan joukot G; € X x NPT kaikilla 0 < j < p + ¢ ehdolla
Gi(@ kos .. kprg1) <= Gy, (2.kj).

Koska joukko G;- voidaan karakterisoida olennaisesti samalla rekursiivisella jou-

kolla kuin GV, , niin G;- on efektiivisesti avoin kaikilla j. Maaritellidan joukko
G C X x NP4 ehdolla

G(l‘, ko, kp+q_1) < Gfo (.23, kio) VANRAN Gfp«}»q—l(x’ kip+q_1).
Talloin G = ﬂ?:gil G; on efektiivisesti avoin. Liséksi
Q(z) <= f(x) e P < Ji(f(x) € Nyui)
<— didkg... Hl{ip+q,1(K(i, ko,..., k‘erq,l) A G’(.’JS7 ko,..., k;DJrqfl))’

joten edelld todistettujen sulkeumaominaisuuksien nojalla Q on efektiivisesti
avoin. O

Efektiivisten kisitteiden yhteys topologiaan on seuraava.

Lause 2.6.6. Olkoot X = NF x N, AC X ja Y = NP x N9 Tillgin

(i) A € XY, jos ja vain jos A € ¥9(a) jollakin o € N

(#) Kuvaus f : X — Y on jatkuva, jos ja vain jos f on rekursiivinen a:lla
jollakin o € N.
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Todistus. (i)(=) Jos A = (), niin A on efektiivisesti avoin. Oletetaan, ettd A on
avoin ja epétyhja. Talléin A = |J; Ng, jollakin kuvauksella i — ®,. Jokainen
® = (ng,...,Nk—1,70,---Te—1) € Sx voidaan koodata luonnolliseksi luvuksi
c(®) = [(no,---sMk—1, |T0]s- -+, |7e—1])]. Olkoon a(i) = ¢(®;). Télléin kuvaus
i — ®; on rekursiivinen a:lla ja A € ¥9(a).

(i)(«=) A=, No, jollakin o:lla rekursiivisella kuvauksella, joten erityisesti A
on kantajoukkojen yhdisteend avoin.

(ii)(=) Olkoon g : X — N jatkuva. Tallsin G, = {J,(f*[{i}] x {i}) € X9.
Vastaavasti jos g : X — N on jatkuva, niin Gy = J, (f 7' [Ns] x {[o]}) € 2.
Molemmissa tapauksissa kohdan (i) perusteella G, € ¥9(«a) jollakin o € N
eli g on rekursiivinen a:lla. Olkoon f : X — Y jatkuva ja olkoot alkiot «; €
N sellaisia, ettd f; on rekursiivinen «;:lla kaikilla i < p + ¢q. Olkoon o« € N
méidritty ehdolla a(n(p + ¢) + i) = a;(n) kaikilla n € N ja ¢ < p + ¢. Tall6in
projektiofunktiot f; ovat rekursiivisia a:lla ja siten f on rekursiivinen a:lla.
(ii)(«) Jos g : X — N on rekursiivinen «:lla, niin G, € ¥Y(a) ja kohdan (i)
perusteella G, on avoin. Téllsin ¢~ '[{i}] = {z : Gy(z,i)} on avoimen joukon
G4 alkukuva jatkuvassa kuvauksessa x — (x,1) ja siis avoin kaikilla 4, joten g
on jatkuva. Vastaavasti jos g : X — A on rekursiivinen «a:lla, niin g=![N,] =
{z : G4(z,|o])} on avoin kaikilla o, koska G, on avoin. Siis g on jatkuva. On
osoitettu, ettd kuvauksen f projektiokuvaukset ovat jatkuvia, joten myos kuvaus
f on jatkuva. O

Efektiivinen versio Borelin hierarkian #érellisistd tasoista maaritellddn kor-
vaamalla klassisessa hierarkiassa esiintyvd numeroituva yhdiste projektiolla 3V.

Maésritelmi 2.6.7. Mddritelliin luokat X9 |, 119 ja A% kaikilla n > 1 ja
X € X, seuraavasti:
Sh(X) = (X x N),
I (X) = {AC X : (X\4) e (X))},
AL(X) = 35 (X) NI (X).

Luokan IIY joukkoja kutsutaan efektiivisesti suljetuiksi. Lauseen 2.1.7 efek-
tiivinen vastine on

Lause 2.6.8. Olkoon n > 1. Joukko F C N™ on efektiivisesti suljettu, jos ja
vain jos F = [T jollakin rekursiivisella puulla T C (S“N)".

Todistus. (=) Jos F = 0, niin F = [{(0,...,0)}] ja {(,...,0)} C (<“N)"™ on
rekursiivinen puu. Oletetaan F' € TI{(N™) ja F # (). Lauseen 2.6.3 nojalla on
olemassa rekursiivinen R C N”, jolla

F(ag,...,an_1) <= —FiR(ag(i),...,an_1(1)).
Madritelldin T C (<“N)" ehdolla
(00y.-yon—1) €T <=

(loo| = ... = |on-1|) AVEk < |oo|(=R(loo [ k],...,|on-1 T E])).
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Koska F' # (), niin T # () ja mééritelmistd seuraa, etti T on rekursiivinen puu.

(g, yan_1) €[T] <= Vi((ag [ 4,...,0n-1 [7) €T)
— ViVk <i(-R(lao T k],..., [an—1 | k]))
< ViVk < i(-R(ag(k),...,an_1(k)))
= Vi(-R@g), . .., a1 (0)
= —JiR(ao(i), . .., 0—1(1))
<~ Flag,...,0n—1).

(<) Olkoon T' C (<“N)™ rekursiivinen puu ja F = [T]. Maaritelliin R C N"
ehdolla
R(loo],.--y |on-1]) <= —((00,...,0n-1) €T).

Talléin R on rekursiivinen ja

F(ag,...an-1) <= Vi((ag [4y...,an_1 [i)€T)
<~ _‘Hi_‘((ao r TyovvyQip_1 r ’L) S T)
<~ —JiR(ap(i),. .., 0n_1(%)).
Siis F' on efektiivisesti suljettu. O

Lause 2.6.9. Olkoon n > 1. Luokka X0 on suljettu yhdisteen, leikkauksen,
kvantifioinnin 3V ja rekursiivisten alkukuvien suhteen. Luokka 112 on suljettu
yhdisteen, leikkauksen, kvantifioinnin Y~ ja rekursiivisten alkukuvien suhteen.

Todistus. Todistetaan vaite induktiolla luvun n > 1 suhteen. Koska lauseessa
2.6.5 on todistettu viite luokalle X9, niin riittia todistaa, ettd jos luokalla X9 on
vilitetyt ominaisuudet, niin myds luokilla II? ja ¥9 ., on viitetyt ominaisuudet.
Olkoon n > 1 ja oletetaan, ettd luokalla ¥ on viitetyt ominaisuudet. Olkoon
P,Q €112 (X). Tallsin

PUQ = (X\((X\ P)(X\Q))) € ~(~112 A-I1%) = ~(S5,AX0) € -5 = 119
ja
PAQ = (X\((X\ P)U(X\Q))) € ~(-115v=I10) = ~(30v59) € =50 =TI,
Olkoon A € 119 (X x N). Téllsin
WA = -4 ¢ -3N-110 = =380 € -%0 =119,
Jos f: X — Y on rekursiivinen, P € I%(Y) ja Q@ = (Y \ P) € XY, niin
P = (X\ Q) € %0 — 1.

Siis luokalla 1Y on viitetyt ominaisuudet.
Todistetaan luokan X2, sulkeumaominaisuudet kiyttamélld luokan IO sul-
keumaominaisuuksia. Olkoon f : X — Y rekursiivinen, B € %9 ,(Y) ja
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A = f71B]. Olkoon P € TY%(Y x N) joukko, jolla B = VP ja midritel-
ld8n Q = (f x idy)~![P]. Koska kuvaus (f x idy) on rekursiivinen, niin @ on
Y (X x N)-joukko ja

Alx) <= B(f(x)) <= In(P(f(z),n)) < 3n(Q(z,n)).

Siis A = IQ € X9, (X) eli X2, ; on suljettu rekursiivisten alkukuvien suhteen.
Olkoot A, B € X0 ,(X) ja olkoot P,Q € IIY (X x N) joukkoja, joilla A = IVP
ja B =3YQ. Tallsin AU B = 3Y(PUQ) ja luokan TI° sulkeumaominaisuuksien
perusteella PUQ on I19. Siis AUB on X0 . Médritellddn R C (X x N) ehdolla

R(z,n) <= P(z,[n]5) A Q(=, [n]}).

Téllsin R = P' N Q’, missd P’ = (idx, [ 13)71[P] ja Q" = (idx, [ 13)7[Q] ovat
1% (X x N) joukkoja, joten R € IT%. Lisiiksi
InR(z,n) <= In(P(x,[n]2) AQ(z,[n]?)) < InIm(P(z,n) A Q(x,m))
<~ A(x) A B(z).

Siis ANB = 3R € £9 ;. Olkoon A € £Y | (X xN) ja olkoon P € IT? (X xNxN)
joukko, jolla A = IVP. Mésritelliin P’ = (idx x []?)7![P]. Téllsin P €
0 (X x N) ja

InA(z,n) <= ImIn(P(z,n,m)) <= In(P(z, [n]Z, [n]3))

< InP'(z,n).
Siis VA = FVP" € 30 | ja luokalla 0 on viitetyt ominaisuudet. O

Borelin hierarkian transfiniitille osallekin on efektiivinen vastineensa, mutta
koska sitd ei tarvita tdmin tutkielman p&dtulosten todistamiseen, siirrytdin
efektiiviseen versioon projektiivisesta hierarkiasta.

Maéritelmi 2.6.10. Olkoon X € X,. Mddaritellian efektiivisesti analyyttisten
joukkojen perhe
SHX) =3VI(X x N).

Miééritelmé 2.6.11. Mdadritellidn luokat X}, 11} ja Al kaikilla n > 1 ja
X € X, seuraavasti:

Sha(X) = VI (X x N),
I,(X) = {AC X : (X \A4) € X, (X)},
AL(X) = T3(X) NI, (X).
Erityisesti I1}-joukkoja kutsutaan efektiivisesti koanalyyttisiksi. Efektiivisen
hierarkian luokat relativoituvat luonnollisesti alkioon o € A" kunhan rekursiivi-

set médritelmiit 2.6.7, 2.6.10 ja 2.6.11 aloitetaan perheestd %9(«). Lauseen 2.6.6
nojalla saadaan yhteys klassiseen hierarkiaan:

Tyixe=J S, M [X= ] ja ALlX =] AL).
aeN aeN aeN
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Efektiivinen hierarkia siis vain hienontaa klassista hierarkiaa eikd mitdin klas-
sisia joukkoja jad sen ulkopuolelle.

Sulkeumaominaisuuksien todistamiseksi maéritelladn kuvaus, joka liitt&4 jo-
kaiseen pariin (a,n) € (M x N) jonon (), € N :

(@)n(i) = a([(n,9)]2)

ja kuvaus a — o*, jolla a*(i) = a(i+ 1) kaikilla ¢ € N. Selvéisti ndmé kuvaukset
ovat rekursiivisia.

Lause 2.6.12. (Sulkeumaominaisuudet)

(i) Luokat 1,11} ja Al ovat suljettuja rekursiivisten alkukuvien suhteen.

(1) Luokat ¥}, 11} ja Al ovat suljettuja yhdisteen ja leikkauksen suhteen.

(i71) Luokat 1,11} ja Al ovat suljettuja ddrellisen karteesisen tulon suhteen.
(iv) Luokat 1,11} ja Al ovat suljettuja kvantifiointien IV ja VN suhteen.

(v) Luokka X} on suljettu kvantifioinnin 3V suhteen ja luokka TI3 on suljettu
kvantifioinnin VN suhteen.

Todistus. Viiteet luokalle Al seuraavat vilittomisti viitteistd luokille ¥} ja
I3

(i) Olkoot X,Y € X., f : X — Y rekursiivinen ja B € %}(Y). Osoitetaan
A = f~'[B] € B}. Olkoon P € (Y x N) joukko, jolla B = FVP. Tllsin
Q = (f xidy) " [P] € (X x \) ja

A(r) < B(f(z)) < JaP(f(x),a) <= JaQ(z,q).

Siis A =3NVQ e ¥1. Koska joukon komplementin alkukuva on joukon alkukuvan
komplementti, niin my6s I1} on suljettu rekursiivisten alkukuvien suhteen.

(ii) Olkoon X € X, ja A, B € ©}(X) seki joukot P,Q € TI9(X x N) sellaisia,
etti A=3IVPja B=3VQ. Tallsin PUQ € II% ja AUB = 3N(PUQ) € 1.
Mééritelladin R C (X x N') ehdolla

R(z,a) <= P(z,(a)o) A Q(z, (a)1)-

Tillsin R = P/ N Q', missi P’ = (idx x ()o)"'[P] ja @ = (dx x (1)@
ovat II{(X x N) joukkoja, joten R € I1Y. Lisiksi

JaR(z,a) <= FJa(P(z,(@)o) A Q(z,(a)1)) <= JadB(P(z,a) A Q(x,3))
< A(x) A B(z).

Siis ANB =3VR e ¥1. De Morganin lakien perusteella myds luokka IT3 on
suljettu yhdisteen ja leikkauksen suhteen.

(i7i) Olkoon 0 < & < w, X; € X, kaikilla i < &, ja A; € X}(X;) kaikilla i < &.
Kohdan (i) nojalla B; = pr;'[A;] C [, X; on ¥} joukko kaikilla i < ¢ ja
télldin kohdan (i7) perusteella myds [[,_ Ai = ;¢ Bi on ¥1 joukko. Samoin
todistetaan viite luokalle IT7.

(iv) Olkoon A € ¥} (X x N) ja P € T9(X x N x N) joukko, jolla A = VP,
Mairitelldin Q C (X x A) ehdolla

Q(z,a) <= P(z,a(0),a”).

50



Tillsin Q = (idx x ((a — a(0)), (e — a*)))~L[P] on I1{-joukko ja

JaQ(z,a) <= JaP(z,a(0),a”) < IndaP(x,n, )
<~ dnA(z,n)

Siis VA = IVQ € ¥ eli luokka ! on suljettu kvantifioinnin 3V suhteen.
Madritelldsn joukko R C (X x N x N) ehdolla

R(z,a,n) < P(z,n,(a),).
Téllsin R = (idx x (pry, (o, n) = (a),))"1[P] € I ja S = VN R on T19-joukko.

JaS(z,a) <= JaVnR(z,a,n) <= JaVnP(z,n,(a),)
<= VYndaP(z,n,a) <= VnA(z,n).

Siis VN A = VS € B1. Koska
F(=A4) = -vVA ja VN (=4) = -3VA

niin my6s luokka ITj on suljettu avaruuden N yli tapahtuvan kvantifioinnin suh-
teen.

(v) Olkoon A € LH(X x N) ja P € Y (X x N x N) joukko, jolla A = VP,
Madritelldsin Q C (X x A) ehdolla

Qz,a) <= P(z,(a)o, (a)1).
Tallsin Q = (idx x (()o, ()1)) ' [P] €11} ja
JaQ(z,a) < JaP(z,(a)o,(a)1) < FFTaP(z,a,p)
<— JaA(z,a).
Siis VA = IVNQ € ¥1. Koska
vV (=4) = -3V 4,
niin luokka I} on suljettu kvantifioinnin vV suhteen. O
Lemma 2.6.13. 2(1) - Eg.

Todistus. Olkoon X = NF x N ja A € X{(X). Lauseen 2.6.3 mukaan on
olemassa rekursiivinen R C NF jolla A(z) <= 3InR(T(n)). Miiritelliin
P C (X x N) ehdolla

P(z,n) < R(Z(n))

ja S C NFH+1 ehdolla
S(lools- s [orpe] [7]) = (T#0OA|r] > 7(0)

ANool = o1 = ... = |okye—1] = |7]
A=R(loo [ 7(0)],..., [Okte—1 | T(0)])
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Selvisti S on rekursiivinen ja kaikilla z € X jan,t € N
S(E(t),n(t)) < ((t>0)A(t>n)A-R(T(n))).
Siis kaikilla x € X jan e N

P(z,n) < R(=(n)) < Vt(t=0)V (t <n)V R(Z(n)))
< Vi-((t > 0)A(t >n)A-R(@T(n))) < Vi=S(Z(t),n(t))
— -3tS(Z(¢t),n(t)).

Koska S on rekursiivinen, niin P € II(X x N). Tillsin IVP € ¥ ja kaikilla
zeX
(IP)(z) <= InP(x,n) < InR(Z(n)) < A(z).

Siis A =3P € ¥J(X). O
Lause 2.6.14. X0 UIIY C Al kaikilla n > 1.

Todistus. Ma#ritelminsi perusteella Al = S1NIIL, joten Al on suljettu komple-
mentoinnin suhteen. Liséksi lauseen 2.6.12 kohdan (iv) nojalla Al on suljettu
kvantifioinnin 3V suhteen. Riitti4 siis osoittaa IIY C Al. Olkoon X € X, ja
P e IY(X). Merkitédn pry : (X x N) — X projektiokuvausta. Koska pry on
rekursiivinen, niin pr*[P] = (PxN) on I9(X x N)-joukko ja P = 3V (PxN) €
Y1H(X). Siis 11 € ¥1. Olkoon Q = —P. Téllsin Q € £Y(X) ja lemman 2.6.13
nojalla @ € £9(X). Olkoon A € TI9(X x N) joukko, jolla @ = IVA. Tillsin
edelld todistetun nojalla A € ¥1(X x N), joten =A € II} (X x N) ja lauseen
2.6.12 kohdan (iv) nojalla V¥(—A) € I} (X). Koska

P=-Q=-3A=Y(-4),
niin P € I} (X) ja I C II}. O

Alaluvussa 2.4 konstruoiduille klassisen hierarkian universaaleille joukoille
on myo0s efektiiviset vastineensa. Tdméan néyttdmiseksi tarvitaan rekursiivisesti
numeroituvien joukkojen parametrisointia.

Lause 2.6.15. Olkoon k € N*. On olemassa sellainen rekursiivisesti numeroi-
tuva UF C NFHL ettd kaikilla A C NF

)

A on rekursiivisesti numeroituva <= A = U" jollakin n € N.

Todistus. Laskettavuuden teorian kursilla on osoitettu, ettd on olemassa sel-
lainen rekursiivisten kuvausten f : N — N numerointi {f;}icn, ettd kuvaus
F:N?2 ~N

F(m,n) =~ fi(n)
on rekursiivinen [Cu:5.1.2]. Médritelldsin g : N — N2 ehdollan — ([n]3, F([n]?)).
Selviisti g on rekursiivinen. Asetetaan U! = ran(g). Téllgin U on rekursiivisesti
numeroituva ja kaikilla p,q € N

Ul(p,q) < 3n(g(n) = (p,q)) <= In([n]§=pAF([n]*)=q)
< 3dn(g=F(p,n)) <= 3n(q= fp(n)) < g€ ran(fy).
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Siis joukolla U on viitetty ominaisuus. Asetetaan U* = (idy x [ ]¥)[U*] kaikilla
k > 1. T&llsin joukoilla U* on viitetty ominaisuus kaikilla k € N*. O

Olkoon T luokka efektiivisid joukkoja. Joukkoa U € I'(N x X) sanotaan X:m
I'-universaaliksi joukoksi, jos kaikilla A C X

AET(X) < n(A=U,).

Luokalla I' on universaalisuusominaisuus, jos kaikilla avaruuksilla X € X, on
I-universaali joukko U € T'(N x X).

Lause 2.6.16. Luokilla 9,119, %1 ja TI1 on universaalisuusominaisuus.

Todistus. Olkoon X = NP x N9, k = p+ ¢ ja UF kuten lauseessa 2.6.15. Mari-
tellddn

SPTa — {(n,no,...,np—1,70, ..., Tg—1) : (N, N0, ..., Np—1, |T0],. .., [Tg=1]) € Uk}.

Koska U* on rekursiivisesti numeroituva, niin myts SP*9 C N x Sx on rekur-
siivisesti numeroituva ja kaikilla A C X pétee

AeX)(X) <= A= U Ny jollakin rekursiivisesti numeroituvalla S C Sx
Pes
— A= U Ng jollakin n € N.
pespte

Siis joukko U = Upegrra No € LN x X) on universaali X efektiivisesti
avoimille joukoille. Muille efektiivisen hierarkian luokille voidaan nyt méaaritella
universaalit joukot samoin periaattein kuin lauseiden 2.4.1 ja 2.4.2 todistuksissa
on tehty klassisen hierarkian luokille. O

2.7 Tl}-normi

Olkoon A joukko. Kuvausta ¢ : A — On sanotaan joukon A normiksi. Jokaiseen
normiin ¢ liittyy esihyvinjarjestys

r<sy = o) < (y).

Jos esihyvinjarjestys tayttad joukkona tietyt médriteltdvyysehdot, niin normia
kiyttden saadaan todistettua joukkojen rakenteeseen liittyvia tuloksia.

Maaritelma 2.7.1. Olkoon I luokka puolalaisten avaruuksien osajoukkoja, A €
I'(X) ja ¢ : A — On joukon A normi. Normia ¢ sanotaan I'-normiksi, jos on
olemassa sellaiset relaatiot §g€ I'X x X) ja §;F€ -I'(X x X), ettd kaikilla
ye A

x € ANP(x) < oPly) — afggy — nggry.
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Joukon A C X normi ¢ voidaan jatkaa koko avaruuden X normiksi asetta-
malla ¢(z) = sup{o(y) : y € A} + 1 kaikilla x € X \ A. Jatketun normin avulla
madritellddn relaatiot <2, <3C (X x X) ehdoilla

r<jy <= xeANd(z) < dy),
<Gy = € ANY(x) < B(y).

Lemma 2.7.2. Oletetaan, ettd I' on suljettu rekursiivisten alkukuvien sekd yh-
disteen ja leikkauksen suhteen. Jos A € T, niin ¢ : A — On on I'-normi, jos ja
vain jos <ge ' jo <je .

Todistus. (=) Oletetaan, ettd ¢ on joukon A I'-normi. Todetaan ensin, ettd
relaatioiden <j ja <j maédritelmét voidaan antaa seuraavasti:

T <Gy a:EA/\—\(y<;FJ;),
r<jy xeA/\(m<¢y\/ —(y <5' 2)).

Nimittdin jos ¢ A, niin ekvivalenssien oikeat puolet ovat epitosia kuten
relaatioiden x <7 y ja x <j y médritelmét vaativat. Jos y ¢ A, niin kaikilla

x € A pétee —(y <;F x) ja annettUJen ekvivalenssien oikeat puolet ovat tosia
kaikilla = € A kuten relaatioiden x <% o Y ja x <} y maaritelmit vaativat. Jos
taas y € A, niin

T €AN(y<Nx) <= z€AN(y¢ AV o(y) £ é(x))

— e ANP(y) £ o(x)
= z€ANP(z) < 9(y)
= <5,
reAN(r < yV(y<gh ) <= z€ AN (d(x) < o(y)V (y¢AV¢ ) £ ¢(x)
= v AN (D) < B(y) Voy) £ o(2)
<= ze€ANP(x) < d(y)
= <,

Koska projektiokuvaukset ovat rekursiivisia, niin joukot 4 x X = pry'[A4] ja
{(z,y) € X? :.—\(y g;r‘x)} = (pry, pro) ' [X?\ <] kuuluvat luokkaan T. Siis
edelld annettujen méiritelmien perusteella

=(AxX)N{(z,y) =y <" 2)} €T

ja
5= (Ax X)N (< U{(z,y) s =(y <3 2)}) €T

(<) Oletetaan <7, <fe€ I'. Méaritelldéin relaatiot <L <; ja <;F ehdoilla

;vggy = z <3y,
<Ny =y < a).
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Selvésti relaatio Sg tayttdd [-normin méairitelméssi annetun ehdon.

Jos y € A, niin

r<ly = S(y<jr) = -(ye ANd(y) < o(x))
= y¢AVo(y) £ d(x) <= o(x) < o(y)
= zeAN(x) < d(y),

missé viimeinen implikaatio vasemmalta oikealle seuraa, koska jatketun normin
médritelmén perusteella ¢(x) > ¢(y) kaikilla x ¢ A. My0s relaatio Sgr tayttas
-normin médritelméssi annetun ehdon, silla <;"'= (pry, pro) "' [X?\ <}], joten
<ze -T. Siis ¢ on T-normi. O

Puolalaisten avaruuksien osajoukkojen luokkaa I' sanotaan normitetuksi, jos
kaikilla joukoilla A € T' on I'normi. Normin avulla todistettavista joukkojen
rakenteellisista tuloksista esitetddn téssd reduktio- ja separaatiolauseet. Naitd
tarvitaan luokille IT ja ¥} Silverin lauseen todistukseen liittyvéissi lemmassa
4.2.2.

Luokalla T' on reduktio-ominaisuus, jos kaikilla avaruuksilla X ja joukoilla
A, B € T'(X) on olemassa joukot A*, B* € T'(X), joilla A* C A,B* C B, A* N
B*=(ja A*UB*= AUB.

Lause 2.7.3. Olkoon I suljettu rekursiivisten alkukuvien, yhdisteen ja leikkauk-

sen suhteen sekd E? C T. Jos T' on normitettu, niin luokalla T on reduktio-
0MINGISUUS.

Todistus. Olkoon X € X, ja A, B € T'(X). Merkitdsn C = (Ax {0})U(B x {1}).
Koska A, {0} € ', niin Ax {0} = pry' [A]Npry'[{0}] € I'. Vastaavasti Bx {1} €
I' jaedelleen C € T'. Olkoon ¢ : C — On joukon C I'-normi. Méiritelldsn joukot
A* C X ja B* C X ehdoilla
reA" = (z,0) < (x,1),
r€ B = (x,1)<j (z,0).

—~

Talloin
r €A <= (z,0) € CAP(z,0) < @(z,1) < z € ANP(z,0) < ¢(z, 1),
x € B «— (x,1) e CAd(x,1) < ¢(x,0) <= x € BA@(x,1) < ¢(x,0).
Selviisti A* C A ja B* C B.
Jos x € A\ B, niin (x,0) € C ja (z,1) ¢ C, joten ¢(x,0) < ¢(x,1) ja z € A*.
Jos x € B\ A, niin (z,1) € C ja (2,0) ¢ C, joten ¢(z,1) < ¢(z,0) ja = € B*.
Jos ¢ € AN B, niin tasmilleen yksi ehdoista ¢(z,0) < ¢(z, 1) ja d(z,1) < ¢(z,0)
on voimassa. Siispd A* N B* = ja A*UB* = AUB.
Maééritelldsin rekursiiviset kuvaukset f,g: X — (X x N)? ehdoilla

f(x) = (ZE,O,:L’, 1) ja g(:E) - (l'v 17x30)'

Koska oletuksen mukaan relaatiot <j ja <j ovat I'-joukkoja, niin myds A* =
fHUS el ja B =g <] e T. O
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Luokalla T on separaatio-ominaisuus, jos kaikilla avaruuksilla X ja erillisilla
joukoilla A, B € T'(X) on olemassa C € T'(X)N—I'(X), jolla A C C ja BNC = .

Lause 2.7.4. Olkoon I suljettu rekursiivisten alkukuvien, yhdisteen ja leikkauk-
sen suhteen seki X C T. Jos T' on normitettu, niin luokalla —T' on separaatio-
OMINALSUUS.

Todistus. Olkoot A, B € =I'(X) erillisié joukkoja. Sovelletaan lausetta 2.7.3 I'-
joukkoihin X \ A ja X \ B. Saadaan I'-joukot A* C X \ A ja B* C X\ B, joilla
A*NB*=0ja A*UB* = (X\A)UX\B) =X\ (4N B) = X. Téllsin
B* = X \ A* € -I'(X), joten B* € I'(X) N —I'(X). Koska A* C (X \ A), niin
A C (X\ A*) = B* jakoska B* C (X \ B) niin BNB* = (). Joukko B* € TN-T
separoi joukot A ja B. O

Jos T' on luokka puolalaisten avaruuksien osajoukkoja, niin joukkoa C' €
I'(Y) sanotaan T'-taydelliseksi, jos kaikilla avaruuksilla X ja joukoilla A € T'(X)
on olemassa rekursiivinen kuvaus f : X — Y, jolla A = f~1[C].

Luokan I' osoittaminen normitetuksi voidaan tehd& konstruoimalla jollekin
I-téydelliselle joukolle I'-normi. Kéytetisin tissd I1}-tdydellisens joukkona hy-
vinjérjestettyjen puiden joukkoa (sopivasti koodattuna Cantorin avaruuden os-
ajoukoksi).

Jos a € C, niin «a koodaa joukon

Code(a) = {0 € ““N:a(|c]) = 1}.

Merkitdan

Tr = {a € C: Code(a) on puu} ja

WF = {a € C: Code(e) on hyvinperustettu puu}.

Lause 2.7.5. Tr € II{(N).
Todistus. Mairitellddn R C N ehdolla
R(|lo]) <= o ¢ <“2Vo(0)#1V

InIm(n <|o]Am <|o|A[n] C[m]Ac(m)=1A0c(n)#1).
Talléin R on rekursiivinen ja

-Tr(a) < JtR(a(t)),
joten =Tr € X9 ja Tr € 1IY. O
Lause 2.7.6. WF € II1(N).
Todistus.
W) = Tr(e) A VAn(an) = 1) = 3n(] ¢ o]
(

)
Tr(a) AVB(ER(a(by) # 1) V 3n([bn] € [bnt1]))
Tr(a) ANYBIn(a(bn) # 1V [bn] & [bpi1])

— Tr(oc) AVBIn—(a(by) =1 A [by] C [brt1])-
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Taman perusteella

WF € I AVNVIN(29 A x9) C I} AVVIN-29 C I A vV IV
C M AVNANIE c I AV C 1T AT
C Il

Lause 2.7.7. WF C Tr on 11} -tdydellinen.

Todistus. Olkoon X = NF x N* ja A € TI1(X). Osoitetaan, ettd on olemassa
rekursiivinen f : X — Tr, jolla A = f~1[WF]. Koska A € II}, niin —A € %1} ja
on olemassa P € TI(X x ), jolla ~A = 3V P. Olkoon R C N¥+¢+1 rekursiivinen
joukko, jolla on ominaisuus (2.3) eli

VnVm(R(g(n)) A (m > n) = R(g(m)))

jajolla P(z,a) <= —3tR(z(t),a(t)). Voidaan olettaa ~R(0,0,...,0), koska
joukko R\ {(0,0,...,0)} on rekursiivinen, silld on ominaisuus (2.3) ja ominai-
suuden (2.3) nojalla

P(z,a) < —-3R(Z(t),a(t)) < -3t > 0R(T(t),a(t)).

Tallsin

Alz) <= —(-A(z)) <= —JaP(z,a) < —-Ja-FR(T(t),a(t))

< VaItR(z(t),a(t)).

Madritellddn kaikilla z € X joukko T'(z) = {o € <“N: =R(z(|o]), |c])}. Koska
-R(0,0,...,0), niin § € T(z) kaikilla z € X. Olkoon = € X, o € T(z) ja
7 C 0. Koska ~R(Z(|o]), |o]), niin ominaisuuden (2.3) nojalla ~R(Z(|7|), [7])
eli 7 € T(x). Siis T'(x) on puu kaikilla z € X. Lisdksi kaikilla € X

Ja(a € [T(x)]) < JaVi(a |t e T(x)) < JaVt-R(Z(t),a(t))

<— Ja—ItR(Z(t),a(t)) < JaP(z,a)

= ~A2),

joten T'(x) on hyvinperustettu tdsmélleen silloin kun A(z). Madritellddn kuvaus
f X — Tr ehdolla

=
—
-
S
S~—
I
—N
-o
11
. .
RS [—
m R
=4S
NN
8 8
S—

T4ll6in Code(f(x)) = T'(x), joten f(z) € Tr ja
A(z) <= [T(z)] =0 < [Code(f(z))] =0 < f(z) e WF

kaikilla z € X. Siis A = f~{WF].
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Kuvauksen f rekursiivisuuden osoittamiseksi méiritelliin Q C NF+6+1

Q(io, ce ,ik+g_1,j) < Jre Xdo e <w¥2Ite N
(VA< (k+1=1)(in =Tn(t) AN j= o)A
vn < |o|(|[n]] <t) A
vn < |o|(=R(z(|[n]]),n) < o(n) =1)).
Mééritelmassd mainitut (mahdolliset) o ja t 16ydetdan rekursiivisesti luvusta
J ja (mahdollisen) alkion x ¢:n pituiset alkusegmentit 16ydetdéin rekursiivises-
ti luvuista g, ..., %%+e—1. Lisdksi méiritelmésséd tarkistetaan direllinen maird
(2|o| kappaletta) rekursiivisia ehtoja, joten @ on rekursiivinen. Kaikilla z € X
jao € <“N
FHQE(1), [0](1)) <= o€ ““2AVn < |o|(=R(Z(|[n]]),n) <= o(n) = 1)
> o€ W2AVn < |o|([n] € T(z) < o(n) =1)
> o€ “2AVn < |o|((f(x))(n) =1« a(n)=1)
<~ f(z) € N,.
Lauseen 2.6.3 nojalla joukko Gy :
Gy(z,|o]) <= f(z) €N,

on efektiivisesti avoin ja kuvaus f rekursiivinen. O

Lemma 2.7.8. {(S,T) € Tr x Tr : p(S) < p(T)} € Z1(N x N).

Todistus. Lemman 1.1.6 mukaan joukolle saadaan mairitelmé : S, T € T'r ja on
olemassa jarjestyksen séilyttéva kuvaus S:1td T:lle. Formaalisti

Tr(S)ANTr(T) A 3o ( Ym¥n((S(m) =1AS(n)=1A[m] C [n]) —
(T(am) =1AT(an) =1A Jam] C [an])).
Siis joukko {(S,T) € Tr x Tr : p(S) < p(T)} kuuluu luokkaan
9 AT A V(Y — 29)) I A IVVIY C T A VT c Y A BE C 2
O
Lemma 2.7.9. {(S,7) e WF x WF : p(S) < p(T)} € IT(N x N).
Todistus. Osoitetaan ensin, etti
A={(S,T) € Tr x Tr:3c #0(3f : S — T, joka sailyttds jirjestyksen)}
on Y1-joukko.
A(S,T) < Tr(S)ANTr(T)A
FkJalk £ 0 AT(k) = 1 AVm(T(am) = 1 — [k] C [am]) A
Vmvn((S(m) =1ASMn)=1A[m] C [n]) —
(T(am) =1AT(an) = 1A [am] C [an]))]-
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Joten maaritelménsd perusteella

A e AT ATV (D0 A DI AR - 29 AR - 29))
119 A IVIV(29 AV A VNITY) € 119 A VIV (29 A TI9)
ANl cmIAFnl cmdaxl

1.

N

N 1N

Huomioimalla lemma 1.1.7 saadaan

WE(S)ANWF(T) A p(S) < p(T) = WEF(S)ANWF(T)A=(p(T) < p(5))
& WF(S) A\WF(T) A-A(T, S).

Siis {(S,T) e WF x WF : p(S) < p(T)} kuuluu luokkaan

I} ATI; A =81 C IO} ATI C TG

Lause 2.7.10. Luokka I} on normitettu.

Todistus. Olkoon X € X,, A € II{(X) ja f : X — Tr lauseen 2.7.7 mukainen
rekursiivinen kuvaus, jolla A = f~1[WF]. Méiritelldin joukon A normi ¢ =
po f:A— On ja osoitetaan ¢ ITi-normiksi.
Merkitaan

On = {(8,T) € WF x WF : p(S) < p(T)}
ja

Os ={(S,T)eTr xTr:p(S) <p(T)}.

Lemmojen 2.7.9 ja 2.7.8 nojalla Oy € II}(N x N) ja Os € ZH(N x N).
Midritellisin relaatio <M= (f x f)~'[On] € (X x X). Jos y € A, niin
WE(f(y)) ja

v <My = (f(2).fW) € On = WF(f(x)) Ap(f(2) < p(f(y))
= z€ANG(z) < (y).

Miiritelliin relaatio <®1= (f x f)71[Ox] € (X x X). Jos y € A, niin
WE(f(y)) ja

2 <Py = (f(2),f(y) € Os < Tr(f(z)) Ap(f(x)) < p(f(y))
<

— WF(f(z)) Ap(f(x)) <p(f(y) <= z€ AN(x) < 6(y).

Relaatiot §Hi ja 321 osoittavat kuvauksen ¢ I13-normiksi.
O

Erityisesti todistuksesta seuraa, etti p : W F — w; on joukon W F II}-normi.

Lause 2.7.11. Luokalla I3 on reduktio-ominaisuus ja luokalla ¥} on separaa-
tio-ominaisuus.
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Todistus. Koska ITi on normitettu, suljettu rekursiivisten alkukuvien, yhdisteen
ja leikkauksen suhteen sekdi ¥Y C IIi, viite seuraa lauseista 2.7.3 ja 2.7.4. O

On selviii, ettil tissi alaluvussa esitetyt luokkaa I} koskevat tulokset saa-
daan sellaisinaan pitemiin kaikille luokille 1} (), kunhan korvataan mééritel-
missi ja tuloksissa esiintyvét rekursiiviset funktiot «:lla rekursiivisilla funktioil-
la. Edelleen tésté seuraa klassiset tulokset luokalle IT1.

Lause 2.7.12. (i) Olkoon X € X, ja A € II}(X). Télléin on olemassa jatkuva
kuvaus f : X — Tr, jolla A= f~1[WF].
(ii) Olkoon X puolalainen avaruus ja A € I} (X). Tdlldin on olemassa Borelin
kuvaus f : X — Tr, jolla A= f~1[WF].

Todistus. (i) Koska A € Ii(«a) jollakin o € N, niin lauseen 2.7.7 a:aan re-
lativoidun version nojalla on olemassa a:lla rekursiivinen f : X — T'r, jolla
A = f~YWF]. Lauseen 2.6.6 mukaan f on jatkuva.

(#4) Olkoon Y € X, avaruus, jolla |Y| = |X| ja olkoon g : X — Y Borel-
isomorfismi (lause 2.2.17). Téllsin B = g[A] € I1}(Y) ja kohdan (i) nojalla on
olemassa jatkuva h : Y — Tr, jolla B = h=[WF]. Téllgin f = (hog) : X — Tr
on Borelin kuvaus ja f~{{WF] =g [ (WF]] = g }[B] = A. O

Lause 2.7.13. Luokka I1} on normitettu.

Todistus. Tasmalleen kuten lauseen 2.7.10 todistus, kunhan korvataan rekursii-
vinen kuvaus f vastaavalla Borelin kuvauksella. O

2.8 Xi-rajoittuvuus

Eras varhaisista deskriptiivisen joukko-opin tuloksista on Suslinin nime# kan-
tava Borelin joukkojen karakterisointi Al-joukkoina. Tém#in mukaan Borelin
joukkoja ovat siis tdsmaélleen ne analyyttiset joukot, joiden komplementtikin on
analyyttinen. Perinteinen todistus on osoittaa, ettd kaksi erillistd analyyttis-
td joukkoa voidaan separoida Borelin joukoilla. T#ssd Suslinin tulos saadaan
Burgessin lausetta varten todistettavan ¥i-rajoittuvuuden seurauksena.

Kun ¢ < wq, merkitddn

WFe ={T €e WF : p(T) < ¢}.
Lause 2.8.1. WF; on Borelin joukko kaikilla £ < w;.

Todistus. Edetdan induktiolla ordinaalin & suhteen.
WEy =0 € B. Olkoon 0 < £ < w; ja oletetaan W Fs; € B kaikilla § < £. Jos &
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on seuraajaordinaali 6 + 1, niin

WF; = WFs ={T € WF:p(T) <4 +1}
={T eTr:pr(0) <3}
={T eTr:VoeT(oc#0— pr(oc) <)}
={TeTr:No#Woc ¢TVpT,) <)}
= ﬂ{TeTr:agéT\/TUeWFg}
o#D
(UT €Tr:T(|o]) =0} U(T — T,)" ' [WF))
o0

Koska ehdon T'(|o]) = 0 mddrddma Tr:n osajoukko on suljettu ja induktio-
oletuksen nojalla W Fs on Borelin joukko, riitdé todeta, ettd ehdolla T — T,
médrdytyva kuvaus g, : {T' € Tr : T(|lo]) = 1} — C on jatkuva kaikilla
o € <“N. Olkoon 7 = (tg,t1,...tn_1) € <¥2, missid n > 1. Tilloin

97 N ={T eTr:T(loc])=1}N ﬂ{T eTr:T(lo[i])) =t;}

on avointen joukkojen darellisend leikkauksena avoin ja g, on jatkuva kaikilla
o € <“N. Jos ¢ on rajaordinaali, niin WFe = {J;_ WFs on Borelin joukkojen
numeroituvana yhdisteend Borelin joukko. O

Sanotaan koanalyyttisen joukon A ITj-normia ¢ kanoniseksi, jos ¢ = po f
jollakin Borelin kuvauksella f : X — T, jolla A = f~1[WF]. Lauseen 2.7.13
todistuksen mukaan kaikilla koanalyyttisilla joukoilla on kanoninen normi.

Lause 2.8.2. (X}-rajoittuvuus.) Olkoon X puolalainen avaruus, A € I} (X) ja
¢ : X — On joukon A kanoninen I1}-normi. Télldin kaikilla B C A

B € {(X) = sup{¢(y) : y € B} < wi.

Todistus. Olkoon f: X — Tr Borelin kuvaus, jolla A = f~}[WF]ja ¢ =po f.
Oletetaan vastoin viitettd, etti B C A on ¥1-joukko mutta

sup{d(y) 1y € B} = w1.

Koska w; on séddnndllinen, joukon B ja avaruuden X on oltava ylinumeroituvia.
Lauseesta 2.4.3 seuraa, ettd on olemassa C' € IT}(X) \ £1(X). Olkoon g : X —
Tr Borelin kuvaus, jolla C = g~ '[WF]. Koska p : WF — On on joukon WF
ITi-normi, kaikilla z € X

zeC < gx) e WF <= (pog)(x) <wy
< ylye BA(pog)(z) < o(y)

s
— Tyly € BAg(x) <3 f(y))
— zeI(X xB)n(gx )<
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Joten C on Xi-joukko vastoin joukon C' valintaa. TAm3 ristiriita osoittaa

sup{o(y) : y € B} < wy.

Nyt voidaan todistaa Suslinin lause.
Lause 2.8.3. Olkoon X puolalainen avaruus. Tilloin Al(X) = B(X).

Todistus. (=) Olkoon D € Al(X) ja ¢ : X — On joukon D kanoninen IT}-
normi. Olkoon f : X — Tr Borelin kuvaus, jolla D = f~Y[WF]ja ¢ = po f.
Koska D € ¥1(X), lauseen 2.8.2 nojalla ¢ = sup{¢(z) : z € D} < wy. Téllsin
D = f’l[WFg] ja koska lauseen 2.8.1 mukaan WF; on Borelin joukko, niin
D e B(X).

(<) Lauseen 2.3.5 yhteydessi todettiin B(X) C A(X). O
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Luku 3
Topologiaa

Silverin lauseen todistuksessa tarvitaan topologiset kisitteet laiha joukko, Bai-
ren ominaisuus ja Bairen kategoriaehto. Intuitiivisesti laihat joukot ovat kate-
goriachdon tayttivissd avaruuksissa kooltaan pienié avoimiin joukkoihin verrat-
tuina. Bairen ominaisuus on joukoilla, jotka ovat laihaa joukkoa vaille avoimia
ja ne muodostavat analyyttiset joukot sisdltévin o-algebran.

3.1 Kategoriaehto

Maéritelmi 3.1.1. Olkoon X topologinen avaruus. Joukko H C X on harva,

jos int(H) = 0.

Lause 3.1.2. Olkoot X ja Y topologisia avaruuksia.
(i) H C X on harva, jos ja vain jos H on harva.
(i) H C X on harva, jos ja vain jos X \ H on tihed.

(#i1) Jos H C X on harva, niin A C H on harva.

(iv) Jos H C X on harva, niin H XY C X XY on harva.

Todistus. (i) clx(H) = H.

(ii) Kohdan (i) nojalla voidaan olettaa H = H. H on harva, joss G € H kaikilla
epatyhjilla avoimilla G C X, joss G N (X \ H) # 0 kaikilla epétyhjilla avoimilla
G C X, joss X \ H on tihed.

(ii7) int(A) C int(H) = 0.

(iv) Lauseen [VA2:7.14(2)] nojalla

int(H x Y) =int(H xY) = int(H) x int(Y) = int(H) x Y,
joten jos int(H) = (), niin int(H x Y) = 0. O
Lause 3.1.3. Olkoon X topologinen avaruus.

(7) Jos G C X on avoin ja epatyhja, niin G ei ole harva.
(#4) Jos F C X on suljettu, niin OF on harva.
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(#it) Jos A C X ja H C A on harva joukon A relatiivitopologiassa, niin H on
harva avarvudessa X.

(iv) Jos U C X on avoin, niin H C U on harva avaruudessa X, jos ja vain jos
H on harva joukon U relatiivitopologiassa.

Todistus. (i) Jos G on avoin, niin G = int(G) C int(G), joten jos G # 0, niin
int(G) # 0.
(74) Olkoon F' C X suljettu. Todetaan, ettd OF = F \int F' = F N (X \int F)
on suljettu. Voidaan olettaa OF # (). Olkoon V C X avoin joukko, joka kohtaa
joukon OF ja olkoon x € VNOF. Koska V on alkion x ympéristd ja x € F, niin
VN (X \F) on avoin ja epétyhja. Olkoon y € VN (X \ F). Talloin y ¢ OF, silld
y:118 on ympéristd VN (X \ F), joka ei kohtaa joukkoa F. Tasté seuraa V & OF.
On osoitettu, ettei mikéiin avoin epityhji joukko sisélly joukkoon OF = OF.
Siis OF on harva.
(#it) Olkoon H C A harva joukon A C X relatiivitopologiassa. Edellisen lauseen
kohdan () nojalla voidaan olettaa H = cls(H). Oletetaan vastoin véitettd, et-
td H ei ole harva avaruudessa X. Olkoon U C clx(H) epétyhja avoin jouk-
ko. Kohdan (¢) nojalla U ei ole harva X:ssé, joten kohdan (i7) nojalla U ¢
clx(H) \ intx (H). Siis U Nintx (H) on avoin ja epatyhji. Koska H C A, niin
UnNintx(H) C H on avoin epityhji joukko my6s avaruudessa A ja toisaalta
H:n alijoukkona harva avaruudessa A. Saadaan ristiriita kohdan (i) kanssa.
(iv) Olkoon U C X avoin ja H C U harva avaruudessa X. Koska U on avoin,
niin

intU(clU(H)) = intx(clx(H) n U) - intx(Clx(H)) = 0.
Siis H on harva joukon U relatiivitopologiassa. Kadanteinen viite seuraa kohdas-
ta (ii1). U

Maiéritelma 3.1.4. Joukko A C X on laiha, jos A on numeroituva yhdiste
harvoista joukoista. Kaytetddn avaruuden X laihojen joukkojen perheelle mer-
kintad M(X) (engl. meager).

Joukko A C X on lihava, jos X \ A on laiha. Kdaytetddn avaruuden X lihavien
joukkojen perheelle merkintidc CM(X) (engl. comeager).

Laihoja joukkoja kutsutaan my6s ensimmdisen kategorian joukoiksi. Joukot,
jotka eivit ole laihoja muodostavat toisen kategorian joukot.

Lause 3.1.5. Olkoot X ja Y topologisia avaruuksia.

(i) M(X) on suljettu alijoukkojen ja numeroituvan yhdisteen suhteen.

(it) CM(X) on suljettu ylijoukkojen ja numeroituvan leikkauksen suhteen.

(ii7) Jos M C X on latha, niin M XY C X XY on laiha.

(iv) Jos A C X ja M C A on laiha joukon A relatiivitopologiassa, niin M on
laiha avarvudessa X.

(v) Jos U C X on avoin, niin M C U on latha avarvudessa X, jos ja vain jos
M on latha joukon U relatitvitopologiassa.

Todistus. (i) Olkoon M C X laiha ja {H,}nen perhe X:n harvoja joukkoja,
joilla M = |J,, Hp. Olkoon A C M ja A, = AN H, kaikilla n € N. Téll6in

64



A, C H, on harva kaikilla n € N ja

A=AnM=An{JH, = JAnH,) =] A,

n n

on laiha.
Olkoon M, C X laiha kaikilla n € N ja olkoot kaikilla n € N {H"},en perhe
X:n harvoja joukkoja, joilla M, = J, H}*. Talléin

LnJMn:LnJLZJH,;”: U &

(n,i)eN?

on laiha, silld N2 on numeroituva.

(73) Olkoon C' C X lihava ja B joukko, jolla C C B C X. Talloin (X \ B) C
(X \ C) on laihan joukon alijoukkona laiha. Siis B on lihava.

Olkoon C,, lihava kaikilla n € N. Télloin X \ (,, Cr, = |,,(X \ Cy,) on laihojen
joukkojen numeroituvana yhdisteena, laiha. Siis ), C), on lihava.

(t73) Olkoon {Hy }nen perhe X:n harvoja joukkoja, joilla M = |J,, H,. Lauseen
3.1.2 kohdan (iv) nojalla (H, xY) C (X x Y) on harva kaikilla n € N. Tallin
M xY =U,(H, xY) on laiha.

(iv) Seuraa lauseen 3.1.3 kohdasta (4i7).

(v) Seuraa lauseen 3.1.3 kohdasta (iv). O

Lause 3.1.6. Topologisen avarvuden X osajoukko C on lihava, jos jo vain jos
C sisdltdd avointen tiheiden joukkojen numeroituvan leikkauksen.

Todistus. C' C X on lihava,

joss on olemassa perhe {H,},en harvoja joukkoja, joilla X \ C C |, H,,
joss on olemassa perhe {H, },en harvoja joukkoja, joilla C' 2 (), (X \ Hy),
joss on olemassa perhe {G, } e avoimia tiheité joukkoja, joilla C O (), G. O

Lemma 3.1.7. Olkoot X ja Y topologisia avaruuksia jo Y :lld numeroituva
kanta. Jos F C X xY on harva, niin B = {x € X : F, CY on harva} on
lihava.

Todistus. Voidaan olettaa Y # () ja FF = F. Olkoon U = (X xY)\ F, jolloin U on
avoin ja tihed. Olkoon {V,, },en avaruuden Y epétyhjien joukkojen muodostama
kanta. Merkitdén U, = pry(U N (X x V,,)) kaikilla n € N. Koska pry on
avoin kuvaus [V42:7.19], joukot U,, C X ovat avoimia. Olkoon G C X avoin ja
epétyhja. Koska U on tihed, niin U N (G x V,,) # 0, joten U, NG = pry (U N
(G x V) # 0 ja U, on tihed X:ssi.

Jos x € (N, Un, niin U, NV}, # 0 kaikilla n eli U, on tihed Y:ssé. Joukko F, =
(y — (z,y)) [F] on suljetun joukon jatkuvana alkukuvana suljettu. Lisiksi
joukon F, =Y \ U, komplementti on tihed, joten F, on harva. Siis (), U, C B
ja lauseen 3.1.6 nojalla B on lihava. O

Lemma 3.1.8. Olkoot X ja Y topologisia avaruuksia ja Y :lld numeroituva
kanta. Jos M C X x Y on laiha, niin B = {& € X : M, CY on laiha} on
lihava.
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Todistus. Olkoon M = J,, H,, missd joukot H, C X x Y ovat harvoja. Merki-
taan kaikilla n: C,, = {x € X : (H,), on harva}. Lemman 3.1.7 nojalla C,, on
lihava kaikilla n € N, joten my6s (), C;, on lihava. Liséksi kaikilla = € (,, C,, ja
n € N joukko (Hy), on harva, joten M, = J,,(Hy), on laiha. B:n mééritelmén
nojalla (,, C, C B, joten B on lihavan joukon ylijoukkona lihava. O

Lemma 3.1.9. Olkoot X ja Y topologisia avaruuksia jo Y :lli numeroituva
kanta. Kaikilla joukoilla A C X ja BCY

AXxBeMX xY) < AeM(X) tai B M(Y).

Todistus. (=) Olkoon A x B C X xY laiha. Lemman 3.1.8 nojalla on olemassa
sellainen lihava C' C X ettd kaikilla = € C joukko (A x B), on laiha. Jos talloin
A ei ole laiha, niin A € (X \ C), koska X \ C on laiha, joten ANC # . Olkoon
x € ANC. Koska x € A niin (A x B), = B; koska & € C niin (A x B), on laiha.
Siis B on laiha.

(<) Jos A on laiha, niin lauseen 3.1.5 kohdan (iii) nojalla A x Y on laiha ja
erityisesti A x B C A x Y on laiha. Vastaavasti jos B on laiha, niin X x B on
laiha ja erityisesti A x B C X x B on laiha. O

Lause 3.1.10. Olkoon X topologinen avaruus. Seuraavat ehdot ovat yhitdpita-
vid.

(1) Mikdin avaruuden X avoin epdtyhjd joukko ei ole laiha.

(2) Jokainen avaruuden X lihava joukko on tihed.

(3) Avarvuden X tiheiden avointen joukkojen numeroituva leikkaus on tihed.

Todistus. (1) = (2). Olkoon C' C X lihava. Ehdon (1) nojalla laiha joukko
X\ C ei sisalld epatyhjda avointa joukkoa, joten jokainen epétyhji avoin joukko
leikkaa C':té. Siis C' on tihed.

(2) = (3). Olkoot joukot G,, C X tiheitd ja avoimia kaikilla n € N. T&llin
joukot X \ G,, ovat harvoja, joten X \ (), G» = U,,(X \ G,) on laiha ja siis
N, G» lihava. Ehdon (2) nojalla ), G5, on tiheé.

(3) = (1). Olkoon M C X laiha ja {H,}»en perhe X:m harvoja joukkoja, joilla
M =J,, H,. Télléin joukot G, = X \ H,, ovat avoimia ja tiheitd kaikilla n € N.
Ehdon (3) nojalla N, G,, on tihed, joten M =J,, H, C U,, H, = X \,, G» €i
vol olla avoin ja epétyhja, silld se ei leikkaa tihedd joukkoa (), G- O

Maéaritelmé 3.1.11. Topologiselle avaruudelle X pdtee (Bairen) kategoriaehto,
jos lauseen 8.1.10 ehdot ovat voimassa.

Téydellisesti metristyville avaruuksille pitee kategoriachto [Vd2:10.8], joten
erityisesti puolalaisille avaruuksille pitee kategoriaehto.

Lause 3.1.12. Jos X ja Y owvat kategoriaehdon toteuttavia topologisia ava-
ruuksia, joista toisella on numeroituva kanta, niin tuloevaruvudelle X XY pdtee
kategoriaehto.
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Todistus. Voidaan olettaa, ettd Y :114 on numeroituva kanta. Todistetaan avaruu-
delle X xY lauseen 3.1.10 ehto (1). Olkoon G C X xY avoin ja epatyhja. Talloin
A x B C G, joillain avoimilla ja epatyhjilla A C X ja B C Y. Kategoriaehdon
nojalla kumpikaan joukoista A C X tai B C Y ei ole laiha. Lemman 3.1.9
nojalla A x B C X XY ei ole laiha, joten G O A x B e€i ole laiha. O

Lause 3.1.13. Olkoon X topologinen avaruus, jolle pitee Bairen kategoria-
ehto. Jos U C X on avoin, niin joukon U relatiivitopologialle pitee Bairen
kategoriaehto.

Todistus. Olkoon U C X avoin. Oletetaan vastoin viitettd, ettd on olemassa
M C U, joka on avoin, epdtyhja ja laiha avaruudessa U. Koska U C X on avoin,
niin M on avoin epétyhji joukko avaruudessa X ja lauseen 3.1.5 kohdan (v)
nojalla M on laiha avaruudessa X. Tdma on ristiriidassa avaruuden X katego-
riaehdon kanssa. Siis mikiin avaruuden U avoin epityhji joukko ei ole laiha
avaruudessa U. O

Silverin lauseen todistuksessa kiytetdin kategoriaehtoa seuraavan lemman
kautta.

Lemma 3.1.14. Olkoon X topologinen avaruus, jolle pitee Bairen kategoriaeh-
to. Jos U C X on avoin ja M C U laiha avaruudessa X, niin on olemassa laske-
va ketju (Gi)i<w avarvuden X avoimia joukkoja, jotka ovat tiheitd avaruudessa
U ja joilla ;. Gi € (U\ M).

Todistus. Olkoon U C X avoin ja M C U laiha avaruudessa X. Lauseen 3.1.5
kohdan (v) nojalla M on laiha avaruudessa U eli U \ M on lihava avaruudessa
U. Lauseen 3.1.6 mukaan on olemassa numeroituva perhe {U; };cn avaruuden U
avoimia tiheitd joukkoja joiden leikkaus sisaltyy joukkoon U \ M. Mairitelldin
kaikilla 7 € N

G,=UsnNUiN...NU;, kun i > 0.

Joukot G; ovat avoimia avaruudessa U ja koska U on avoin X:ssi, niin joukot G;
ovat avoimia X :ssd. Lisiksi G; O Gy kaikillai € Nja (), G; = (), U; € (U\M).
Koska Bairen kategoriaehto péatee avaruudelle X, niin lauseen 3.1.13 nojalla se
pétee my6s avaruudelle U. Siispd joukot G; ovat tiheiden ja avointen joukkojen
aarellisind leikkauksina tiheitd U:ssa (lause 3.1.10 (3)). O

3.2 Bairen ominaisuus
Kaytetddn symbolia A joukkojen symmetriselle erotukselle:

AAB = (A\ B)U(B\ A).

Maaritelmi 3.2.1. Olkoon X topologinen avaruus. Joukolla A C X on Bairen
ominaisuus, jos AAG on laiha jollakin avoimella G C X. Merkitiin BP(X):1lld
niiden avaruuden X osajoukkojen perhettd, joilla on Bairen ominaisuus (engl.
Baire property).
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Bairen ominaisuus siis sallii joukoille pienen (=laihan) poikkeaman avoi-
muudesta. TAma kuitenkin laajentaa avointen joukkojen perhettd merkittivas-
ti. Luokan BP sulkeumaominaisuudet saadaan seuraavista lauseista. Lauseiden
todistuksissa kiiytetdin symmetrisen erotuksen ominaisuuksia:

AAB = BAA,
AA(BAC) = (AAB)AC,
C(AAB) = (CA)AB = AA(LB),

AAB =C +<— AAC =B < BAC = A.

Lause 3.2.2. Olkoon X topologinen avaruus, A C X ja B € BP(X). Jos AAB
on laiha, niin A:lla on Bairen ominaisuus.

Todistus. Olkoon M = AAB C X laiha. Joukon B Bairen ominaisuuden nojalla
on olemassa avoin G C X, jolla BAG on laiha. Tall6in

AAG = (A\G)U(G\A)C((A\B)U(B\G)U(G\B)U(B\A)

= (A\B)U(B\A))U(B\G)U(G\B))
= (AAB)U(BAG)= MU (BAG) € M(X).

Siis AAG on laiha ja A € BP(X). O

Lause 3.2.3. Olkoon X topologinen avaruus. BP(X) on avaruuden X suppein
o-algebra, joka sisdltdd avoimet ja lathat joukot.

Todistus. Viite 1: Jos A € BP(X), niin (X \ A) € BP(X).

Olkoon A € BP(X) ja olkoot avoin G C X ja latha M C X sellaisia, ettd
AAG = M. Tallsin GAM = A. Merkitddn F' = X \ G, jolloin F on suljettu.
Koska joukot int(F') ja OF ovat erillisid, niin int(F) U OF = int FAJF ja

X\A = X\ (GAM) = (X \G)AM = FAM = (int F UOF)AM
= (int FAOF)AM = int FA(OFAM).

Koska joukot M ja OF ovat laihoja (lause 3.1.3 (i¢)), niin OFAM on laiha.
Lisdksi int F' on avoin, joten X \ A € BP(X). O
Viite 2: Jos A, € BP(X) kaikilla n € N, niin A =J,, 4, € BP(X).
Olkoot A,, € BP(X) kaikilla n € N ja olkoot avoimet joukot G,, C X ja laihat
joukot M,, C X sellaisia, ettd A,AG, = M, kaikilla n € N. Téll6in G = |J,, G»
on avoin ja M = J,, M,, on laiha. Lisdksi

AAG = UA AUG UA \UG uJen\JAn)
CUA \ G,) UUG \An) = (A0 \ Gr) U (G \ An))

n

= U (A, AG,,) = UMn = M € M(X).

n
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Siis AAG on laiha ja A € BP(X). &

Selvisi avoimilla ja laihoilla joukoilla on Bairen ominaisuus. Ta&mé& yhdes-
si vaitteiden 1 ja 2 kanssa osoittaa, ettd BP(X) on o-algebra, joka siséltdd
avoimet ja laihat joukot. Lisiiksi jokainen avoimet ja laihat joukot sisiltivi o-
algebra siséltdd myos ndiden symmetriset erotukset eli joukot, joilla on Bairen
ominaisuus. O

Erityisesti lauseesta seuraa, ettd B(X) C BP(X). Itse asiassa puolalaisen
avaruuden analyyttisillakin joukoilla on Bairen ominaisuus. Tdméan todistami-
seen tarvitaan seuraavaa lemmaa.

Lemma 3.2.4. Olkoon X topologinen avaruus, jolla on numeroituva kanta ja
olkoon A C X. Tdlléin on olemassa sellainen B € BP(X), etti A C B ja jos
A C B’ jollakin B' € BP(X), niin B\ B’ on laiha.

Todistus. Olkoon {V;};eny Xm kanta. Merkitiaén
A ={zeX:Vi(zeV, - V,NnA¢M(X))}

Jos z € X'\ A*, niin on olemassa j € N, jolla z € V; ja V;N A on laiha. Jos myos
y € V; niin y ¢ A*, koska V; N A on laiha. Siis V; on pisteen = ympéristd, jolle
V; N A* =0, joten A* on suljettu ja erityisesti A* € BP(X). Liséksi joukko

ANA" = J{AnVi:i e NAANY; € M(X)}

on laihojen joukkojen numeroituvana yhdisteeni laiha ja erityisesti silld on Bai-
ren ominaisuus. Olkoon B =AU A* = (A\ A*) U A* € BP(X).

Olkon B’ O A joukko, jolla on Bairen ominaisuus ja olkoon M = B\ B’
Koska B, B’ € BP(X), niin joukolla M on Bairen ominaisuus. Osoitetaan,
ettd M on laiha. Tehd&in vastaoletus: M ei ole laiha. Koska M:114 on Bairen
ominaisuus, niin on olemassa avoin ja epidtyhji G C X, jolla GAM on laiha.
Koska M ei ole laiha, mutta M \ G on laiha, niin M NG # (). On siis olemassa
sellainen ¢ € N, ettd V; C G ja M NV; # 0. Lisdksi V; \ M on laiha, silld se
sisdltyy laihaan joukkoon G\ M.

Vi\M =V;nCM =V;nC(BNCB)=V;Nn(CBUB)2V,NnB' DV;NA,

joten V; N A on laiha. Koska V; N M # 0 ja M = (AU A*)\ B’ C A*, niin on
olemassa x € V; N A*. Joukon A* méiidritelmén perusteella V; N A ei ole laiha,
miki on ristiriidassa edelld todetun kanssa. Siis M = B \ B’ on laiha. O

Lause 3.2.5. Olkoon X topologinen avaruus, jolla on numeroituva kanta. Jos
{A,}oe<wn on perhe avaruuden X osajoukkoja, joilla on Bairen ominaisuus,
niin joukolla A = A({As}) C X on Bairen ominaisuus.

Todistus. Maaritelmén mukaan A = A({45}) = Upenr Nhen Aatn, joten voi-
daan olettaa A, C A,, kun 7 C 0. Merkitiin kaikilla o € <“N

A7 = () Aatn € 4,

aDo neN
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Tallsin A” = A.

Lemman 3.2.4 nojalla kaikilla 0 € <“N on olemassa sellainen B D A7, ettd
B?:lla on Bairen ominaisuus ja kaikilla B O A?, joilla on Bairen ominaisuus,
joukko B \ B on laiha. Voidaan olettaa B C A, ja B° C B7, jos 7 C o,
tarpeen vaatiessa korvaamalla B? joukolla (A, N B7) N (), -, B") € BP(X).

Olkoon M, = B\ U, ey B ™. Koska A7 =J,, A°™ C UJ,, B°" ja joukolla
U,, B°™ on Bairen ominaisuus, niin B?:n mééritelmén perusteella M, on laiha.
Olkoon M = J,c<wy Mo, jolloin M on laiha.

Osoitetaan B? \ M C A.

Voidaan olettaa BY \ M # (). Olkoon z € B” \ M. Valitaan rekursiivisesti
luvut a;, i < w niin, ettd z € (), B*'", missd a = (ag,a1,as,...). Télldin
re(), Beln C N, Aain € A. Koska

zeB"\My=B"\(B"\ | JB"™) =B"n] B™,
neN neN

niin on olemassa ag, jolla z € B(@), Oletetaan, ettd luvut ag,...,a, on valittu
siten, ettd o € B(@0:n) Koska x ¢ M, niin @ ¢ M4, a,), joten

= B(D.(J ..... an) \M(ao,...,an) — B(ag o) \ (B(ag,....,an) \ U B(ao,...,an)Am)

— Blaos-wan) A U B(ao,-u,an)m7
meN

ja on olemassa a1, jolla z € B(@-an+1)  Konstruktio on valmis.

Koska B \ M C A, niin B \ A C M ja on siten laiha. A = A? C B?, joten
A\ B? = () ja AAB® = U (B%\ A) on laiha. Koska joukolla B? on Bairen
ominaisuus, niin lauseen 3.2.2 nojalla joukolla A on Bairen ominaisuus. O

Lause 3.2.6. Olkoon X puolalainen avaruus. Tdlléin
1(X) UTLL(X) € BP(X).

Todistus. Puolalaisella avaruudella X on numeroituva kanta, joten lauseen 3.2.5
nojalla Suslinin operaatio siilyttd4 Bairen ominaisuuden avaruudessa X. Sulje-
tuilla joukoilla on Bairen ominaisuus lauseen 3.2.3 nojalla ja koska analyyttiset
joukot saadaan soveltamalla Suslinin operaatiota suljettuihin joukkoihin (lause
2.3.5), £1(X) € BP(X). Koska BP on suljettu komplementoinnin suhteen,
myos I} (X) € BP(X). O

Huomautetaan vield, ettdi BP(X) on epitriviaali o-algebra ylinumeroitu-
valle puolalaiselle avaruudelle X, sill& valinta-aksiooman nojalla on olemassa
avaruuden X osajoukko, jolla ei ole Bairen ominaisuutta [Ke 8.48].
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Luku 4

Ekvivalenssirelaatiot

Joukko F on joukon X ekuvivalenssirelaatio, jos E C X x X ja seuraavat kolme
ehtoa ovat voimassa:

(1) Vz e X(zEx),
(2) Vz,y € X(eFy — yEx),
(3) Va,y,z € X((xEy ANyEz) — 2E2).

Ehto 1 on refleksiivisyys X:114, ehto 2 on symmetrisyys ja ehto 3 on transitii-
visuus. Ekvivalenssirelaation yhteydessd merkintd xEy tarkoittaa (x,y) € F ja
talloin sanotaan, ettd x ja y ovat ekvivalentit. Ekvivalenssirelaatio osittaa joukon
X pareittain erillisiin ekvivalenssiluokkiin. Voidaan ajatella ekvivalenssirelaa-
tion samastavan tiettyyn luokkaan kuuluvat alkiot kesken&én ja siten yleistédvin
identtisyyden kisitteen. Alkion z € X ekvivalenssiluokkaa merkitdan [z]g. Siis
[]g = {y € X : xEy}. Ekvivalenssiluokkien joukkoa kutsutaan E:n tekijiava-
ruudeksi ja sitd merkitdin X/E. Jos T on luokka joukkoja ja E C X x X joukon
X ekvivalenssirelaatio, niin E on I'-ekvivalenssirelaatio, jos E € T'(X x X).

Johdannossa mainittu Vaughtin konjektuuri pitéisi paikkansa, jos puolalais-
ten avaruuksien 31-ekvivalenssirelaatioiden tekijiavaruuden mahtavuus olisi ai-
na numeroituva tai 2% [M&W: s.108]. Seuraava esimerkki kuitenkin osoittaa,
ettd ndin ei tarvitse olla.

Olkoon ~C T'r x T'r ehdolla

T~S < p(T)=p(S)

madratty ekvivalenssirelaatio puiden muodostamassa puolalaisessa avaruudessa.
Tallsin

T~S < p(T) < p(S)Ap(S) < p(T),
joten lauseen 2.7.8 nojalla ~ on Yi-ekvivalenssirelaatio. Jokaisen joukon N puun
korkeus on korkeintaan w; ja lauseen 1.1.5 mukaan jokaista ordinaalia £ < w;
kohden on olemassa joukon N puu, jonka korkeus on &, joten ekvivalenssirelaa-
tiolla ~ on tasmalleen N; ekvivalenssiluokkaa.
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Kiy ilmi, ettii Xi-ekvivalenssirelaatiolle tekijiavaruuden mahtavuus N; on
ainoa mahdollinen numeroituvuuden ja kontinuumin mahtavuuden lisdksi. Ta-
méan Burgessin lauseen todistus esitetddn alaluvussa 4.3 ja se perustuu alalu-
vussa 4.2 todistettavaan Silverin lauseeseen. Silverin lause osoittaa, ettd ITi-
ekvivalenssirelaatioiden tekijaavaruuksille pitee kontinuumihypoteesin mukai-
nen dikotomia.

Silverin alkuperdinen todistus [Si] vuodelta 1974 perustuu joukko-opilliseen
pakotukseen ja kdyttdd siten huomattavasti vahvempia keinoja kuin téssi esitet-
tavd efektiiviseen teoriaan pohjautuva todistus. Samalla tdma todistus on hyva
esimerkki efektiivisen teorian kiyttokelpoisuudesta, silld toistaiseksi Silverin lau-
seelle ei tunneta klassiseen deskriptiiviseen joukko-oppiin perustuvaa todistusta.
Silverin lauseen todisti efektiivisilli menetelmills Harrington vuonna 1976. To-
distuksen ideana on 16ytd4 annetulle koanalyyttiselle ekvivalenssirelaatiolle
sellainen epidtyhja avoin joukko V', ettd E on laiha V x V:ssd ja konstruoida
kategoriaehdon avulla riittdvd mé&drd keskenddn eri luokkiin kuuluvia V:n al-
kioita. T&t& varten tarvitaan standarditopologiaa hienontava topologia, joka on
alaluvun 4.1 aiheena.

4.1 Gandy-topologia

Puolalaisen avaruuden X € X, Yi-joukkojen perhe muodostaa X:m peitteen
ja on suljettu leikkauksen suhteen. Siis ¥1-joukot muodostavat erdién joukon
X topologian kannan [Vd2:2.9]. Kyseistd topologiaa kutsutaan X:n Gandy-
topologiaksi.

Merkitiiin A" Gandy-topologiaa 7% ja avaruuksien (N*, T%) ja (NV*, T5)
tulotopologiaa ’TGk’Z. T4ll6in lauseen 2.6.12 kohdan (4i4) nojalla ’TC’;’Z C ThH

Topologialla 7/ on numeroituva kanta, koska 1 (N™)-joukkoja on numeroi-
tuva méari. Lisdksi Gandy-topologia 7/ hienontaa Bairen avaruuden standardi-
topologiaa, silld standardikannan joukot {N, },c<wn ovat efektiivisesti avoimia
ja erityisesti efektiivisesti analyyttisia.

Lause 4.1.1. Topologialle T2 pitee Bairen kategoriaehto.

Todistus. Todistetaan lauseen 3.1.10 ehto (3): tiheiden avointen joukkojen nu-
meroituva leikkaus on tihei. Olkoot joukot G; C N T2-avoimia ja tiheité kaikilla
i € N* ja olkoon U € X}(N) epityhji. Osoitetaan U N (N;cn- Gi) # 0, jolloin
(; G: on tihe.

Konstruoidaan jokaista lukua n € N kohden rekursiivinen puu 7;, € <“Nx <¢N,
jono o, € "N ja jonot TfL € "N, kaikilla 0 < 7 < n niin, ettéd kaikilla n € N ja
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(1) o; Cop,

(2) Tf§7f+1§...§7',i,

(3) (on,7) €Ty,

(4) {aeN:aDo, AIBDT((a,p) € [T3])} C Gy, josi >0,

(5) ﬁ{a EN:aDdo, AIBDTL((a,B) € [TH])} # 0.

=0

Konstruktio etenee rekursiivisesti luvun n € N suhteen.
Asetetaan g = 70 = () ja T, rekursiiviseksi puuksi, jolla U = FV[Ty]. Selvisti
ehdot 1-5 ovat voimassa, kun n = 0.

Olkoon m > 0 ja oletetaan, etté T),, o, ja 7. ovat médriteltyji ja toteuttavat
ehdot 1-5, kun 0 <7 < n <m.

Merkitadn

C= ﬂ{a EN:aDdon, ANIBDTH((a,B) € [TH])}

=0

Ehdon (5) nojalla C on epétyhji. Liséiksi C' on #érellinen leikkaus muotoa Y{ A
IV A X)) C B olevista joukoista, joten C' on ©}. Koska G, 11 on tihed ja
C avoin ja epidtyhjd, niin C N G,,,11 # 0. Koska G541 on avoin, on olemassa
sellainen L1-joukko A C G,41, etti C N A # (. Olkoon v € C' N A. Olkoon
T'n+1 rekursiivinen puu, jolla A = NV [Tin+1]. Koska v € C, on olemassa sellaiset
B0, 51, - -+, Bm, ettid (v, 3;) € [T3] ja B; D 7¢, kaikilla i < m. Koska lisiksi v € A4,

on olemassa B,,41, jolla (7, Bm+1) € [Tm+1]-
Asgetetaan

Omt1 =7 [ (m+1),
T:n—&-l =6 (m+1), kaikilla i <m +1

ja tarkistetaan ehtojen 1-5 voimassaolo, kun n = m + 1.

Koskay € C)niiny Doy jaomyr =7 [ (m+1) Dy [ m=o,, elehto (1)
on voimassa.
Koska (; D 7., niin 77,y = 8; | (m+1) D B; | m =7, kun i < m, joten ehto
(2) on voimassa.
Kun 0 <i <m+ 1, niin (v, 5;) € [T}], joten (041, 7441) € T} ja

m—+1
ve (MHaeN:adomnAIBD7,.((a.f) € L)

=0

eli ehdot (3) ja (5) ovat voimassa.
Kun 0 < ¢ < m, niin

{aeN :aDdop AIB D (e, 8) € [T)}
C{aeN:ado, AIBDTL((a,B) € [TH])} C Gy,
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induktio-oletuksen nojalla. Kun ¢ = m + 1, niin

{a €N aD o AIB DT (o, B) € [Tinsa])}
C {Oé eN: Eﬁ((avﬁ) € [Tm+1])} =A - G7rz+1-

Siis myos ehto (4) on voimassa ja konstruktio valmis.
Olkoot

a:UUnja

neN
| 7, kaikilla i € N.

n>i

ﬂi

Ehdon (1) nojalla o € A ja ehdon (2) nojalla 3* € N kaikilla i € N. Koska
ehdon (3) nojalla (0, 7.) € T; kaikilla n > i, niin (a, 3%) € [T}] kaikilla i € N.
Erityisesti (a,3°) € [Tp), joten o € FV[Ty] = U. Lisiiksi ehdon (4) nojalla
@ € Nyen- Gi- Siis a € U N (N;en- Gi), joten U N ((;en- Gi) on epdtyhjé ja
ﬂieN* Gi tihed. O

Lemma 4.1.2. Avaruudet (N, 72) ja (N, 1%) ovat homeomorfiset, kunn > 1.
Todistus. Olkoon n > 1 ja h : N — N™ kuvaus, joka midraytyy ehdolla
hi(a) = (@i, Qigyn, Gigon, - . .) kaikilla 0 < i < n, kun a = (ag, a1, a2, ...).

Selviisti h on bijektio. Osoitetaan, ettd h ja h~! ovat rekursiivisia. Kiinnitetdin
i < n.Olkoon o = (ag,a1,a2,...) € N'jao = (s0,51,...,5-1) € ““N. Talloin

hl(Oé) €N, — (CL,L' =SS0 N\ Qjgp =81 N ... A Ait(|lo|-1)n = S|U|,1).
Mééritelldsin kuvaus f : N2 — <“N x N seuraavalla algoritmilla

(m, [o]) = (7 := [m] 1770 g)
7,0), missé on korvattu 7(i + nk) ;== o(k), kun 0 < k <|o| — 1

(7, o).

Talléin f on rekursiivinen funktio ja

1

1

h7(0é) €N, < (Ot, LUJ) € U Nf(m,k)
(m;k)

Siis projektiokuvaukset h; ovat rekursiivisia, joten my6s h on rekursiivinen.
Tarkastellaan kuvausta h~! :

h_l(ao, . ,a”_l) eEN, — ai—“ = Sktin, kaikilla k ja i, joilla
0<k<n-1ljak+in<|o|
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Madritellddn kuvaus g : N — (S“N)™ x N seuraavasti:

lo| — (7% ..., 7" 71, o), missd 7%(i) = o(k +in), kun k 4 in < |o]|.

— (.. o).
Tall6in g on rekursiivinen funktio ja

h'(a®,...,a" ) €Ny <= (a°,...,a"", [o]) € | Nym)-

Siis A~! on rekursiivinen.

Koska h ja h~! ovat rekursiivisia bijektioita, niin ¥1-joukot (eli kantajoukot)
kuvautuvat toisilleen ja h on homeomorfismi avaruuksien (N, 72) ja (N™,7%)
valilla. U

Todistuksesta seuraa, ettd h on samalla homeomorfismi avaruuksien N ja
N™ standarditopologioiden vélilli, koska rekursiiviset kuvaukset ovat jatkuvia
standarditopologioiden suhteen.

Lause 4.1.3. Topologioille 7% ja Tg’e pitee Bairen kategoriaehto, kun n, k,{ €
N*.
Todistus. Lauseen 4.1.1 mukaan topologialle 72 pitee kategoriehto ja lemman
4.1.2 nojalla 7% ~ T}. Siis kategoriaehto pétee myds topologialle 7.

Koska ’TC’;C ja Té toteuttavat kategoriaehdon ja niilld on numeroituvat kannat,
niin lauseen 3.1.12 nojalla kategoriaehto pétee myds tulotopologialle Tcif LooO

Lemma 4.1.4. Jos A € 31(N?), niin A:lla on Bairen ominaisuus topologiassa
1.
G

Todistus. Olkoon A € X1 (N?) ja olkoon {F,},c<wn lauseen 2.3.5 mukainen per-
he avaruuden N? suljettuja joukkoja, joilla A = A({F,}). Koska Té’l hienontaa
avaruuden N? standarditopologiaa, joukot F, ovat suljettuja myds topologiassa
’Té’l ja erityisesti niilld on Bairen ominaisuus topologiassa ’Té’l. Koska topolo-
gialla Té"l on numeroituva kanta, lauseen 3.2.5 mukaan joukolla A = A({F,})
on Bairen ominaisuus topologiassa ’Té’l‘ O

Jatkoa varten tarvitaan vield seuraava Gandy-topologioita koskeva lemma.

Lemma 4.1.5. Jos A C N? on ’Té’l-harva, nein
A" ={(a,8,7) e N? : (a,7) € A}
on Té’l—harva.

Todistus. Olkoot B* € £1(N?)ja C* € 2}(N) epityhjiéi. Osoitetaan B* x C* ¢
ClTé,l(A*). Téllsin joukko A* on Té"l—harva.

Merkitisn B’ = 3V B*, jolloin B’ on epétyhji 1 (N)-joukko. Koska A on
Té’l—harva, niin B’ x C* ¢ ClTé,l(A) ja on olemassa epityhjit ©1(N)-joukot
BC B jaCCC*joilla (BxC)NnA=10.

75



Merkitdin B; = {(a,8) € B* : a € B}. Koska B C B’ = 3V B*, niin B,
on epityhji. Koska projektiokuvaus on rekursiivinen, niin pry*(B) € L1(NV?).
Siispd By = B* Npry '(B) on epityhji %} (N?)-joukko.

Jos (o, 8,7) € (B1 x C), niin a € B jay € C, joten (a,7) ¢ Aja (a,5,7) ¢
A*. Siis avoin ja epdtyhjd joukko By x C' ei kohtaa joukkoa A* eli By x C
ei sisdlld joukon A* kosketuspisteitd, joten (By x C)N CITGZ,I(A*) = (). Koska
By x C C B* x C*, niin erityisesti B* x C* € CITGZ,I(A*). O

Gandy-topologia voidaan luonnollisella tavalla relativoida alkioon o € N,
jolloin topologian kanta muodostuu avaruuden Y1 (a)-joukoista ja kaikki tiissé
luvussa todistetut tulokset pétevit myos relativoiduille Gandy-topologioille.

4.2 Silverin lause

Téssé alaluvussa todistetaan Silverin lause:

Lause 4.2.1. (Silver). Olkoon X puolalainen avaruus, E € II{(X x X) ekvi-
valenssirelaatio ja A € X3(X). Jos A/E on ylinumeroituva, niin on olemassa
avarvuden X epdtyhji perfekti joukko P C A, jonka alkiot kuuluvat keskenddin
eri ekvivalenssiluokkiin ekvivalenssirelaatiossa E. Erityisesti |A/E| < Nq tai
|A/E| = 2%,

Todistus. Koska Borel-isomorfismi kuvaa TI} ekvivalenssirelaation I} ekviva-
lenssirelaatioksi, Xi-joukon 31-joukoksi ja epétyhjin perfektin joukon kuva si-
saltad epétyhjan perfektin joukon (lause 2.2.12), niin Borel-isomorfian nojalla
riittdi todistaa viite avaruudelle V.

Olkoon siis E € II}(N?) ekvivalenssirelaatio, A € $1(N) ja oletetaan, ett

A/FE on ylinumeroituva. Osoitetaan, ettd on olemassa avaruuden A epatyhji
perfekti P C A, jonka alkiot kuuluvat kesken&in eri ekvivalenssiluokkiin ekvi-
valenssirelaatiossa F.
Lauseesta 2.6.6 seuraa, ettii on olemassa a®,a! € N, joilla E € IIi(a) ja
A€ Xi(al). Jos a¥ = (a9)icw, @t = (a})icw ja a = (a,a},al, al,...), niin
E € IIj(a) ja A € Xi(a). Siis voidaan merkintdjen yksinkertaistamiseksi olet-
taa F €11} ja A € ¥1.

Olkoon

W =| J{U € S{WV) : 3a(U < [a]r)}

jaV=AnWN\W).
Lemma 4.2.2. V on epétyhji X1 -joukko.

Todistus. Koska X1 (N)-joukkoja on numeroituva méiré ja A/E on ylinume-
roituva, on olemassa a € A, jolla mikii&in epétyhji X1-joukko ei sisélly joukkoon
[a]g ja télloin « € V eli V on epidtyhja.

Osoitetaan W € II1. Voidaan olettaa W # (), silld () € I1}. Niytetiidin, etti
joukon W mééritelméissi voidaan ¥} korvata Al:lld. Olkoon tété varten o € N,
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UeSHN)\ {0} jaU C [a]g. Tillsin kaikilla 8 € N

Belale — Vy(U() — BEY)
— V(=U()VBEY),
joten [a]gz on VN (=% v II}) € W (II v II}) C IIl. Separaatiolauseen (lause

2.7.11) mukaan on olemassa Al-joukko D, jolla U C D ja DN (N \ [a]g) = 0.
Siis U C D C [a]g. Tdmé osoittaa

W= (HUeSiWV): 3aU C [ar)}
= (JH{DeAlW): 3D C [a]p)}-

Olkoon Q € I} (N x N) avaruuden A ITi-universaali joukko (lause 2.6.16).
Miééritelliin Q:n "kopiot"Q® C (N x A) ja Q' C (N x N) ehdoilla

Q° ja Q' ovat IT}-joukojen rekursiivisina alkukuvina ITi-joukkoja.
Merkitsemilli joukon sektiota Qi = {a : Q% (n, )} mééritelldsin D C N :

D(n) < QY UQ,=N
= Q") VQ(n, ).
Jilkimméisen ehdon perusteella D € VN (IT} v IT}) C T13.

Olkoot R® C QY ja R C Q! reduktiolauseen (lause 2.7.11) mukaisia IT}-
joukkoja, joilla RN R = () ja R° U R! = Q° U Q*. Tilléin

D(n) <= QYUQL =N < RUR.=N
ja koska sektiot R! = (a +— (n,a)) ![R] ovat II}-joukkoja, niin

C e AYWN) InIm(C = Qn AN\ C) = Q)
In(C=QuNN\C)=Qy)
In(C =R A(N\C)=R})

In(D(n) AC = RY).

1ot

Kaikilla a € N

W () ae| J{C e ATWN) : 3y(C C 1r)}

on olemassa C' € A}, jolla (C(a) AVAYB((C(y) AC(B)) — YER))
In[D(n) A Ry (a) AVWYVB((R, (7) A R, (8)) — vEB)]

In[D(n) A Ry (a) AAYB(=R, (1) V 2R, (B) V 1 EB)]

In[D(n) A Ry (a) AVYB(R, (1) V Ry (B) VYEB)],

[
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joten
W oe I ATl AV vl v C
ja
V=AnWN\W)eXAXICY. <
Lemma 4.2.3. EN(V x V) on laiha topologiassa ’Té"l.

Todistus. Todistuksen tarkastelut tehddin topologian Té’l suhteen. Tehddin
vastaoletus: EN(V x V) ei ole laiha. Avoimella joukolla V x V' on Bairen ominai-
suus ja lemman 4.1.4 nojalla X} (N?)-joukolla (N2 \ E) on Bairen ominaisuus.
T4ll6in myds joukoilla E ja EN(V x V) on Bairen ominaisuus. Siis on olemassa
avoin G, jolla (EN(V x V))AG on laiha. Koska EN(V x V) ei ole laiha mutta
(EN(V xV))\G on laiha, niin G on epétyhji ja koska G\ (EN(V xV)) on laiha,
on olemassa epiityhjit $1(N)-joukot B’ ja C’, joilla (B’ x C")\ (EN(V x V))
on laiha.

Olkoon B = B'NV ja C = C'NV. Télléin B ja C ovat 31(N)-joukkoja.
Lisaksi B ja C ovat epétyhjid, silld muutoin (B’ x C") = (B’ xC")\(EN(V xV))
on laiha vastoin Bairen kategoriaehtoa topologialle 7, él

(BxC)\ E

(BxC)\ (EN(Bx(C))
= (BxC)\(En(VxV)n(B' xC")
C (B'xCO)\(EN(VxV))eMT:h,
joten (B x C) \ E on laiha.

Olkoon B* = {(ap,a1) € B X B : ag Fay}. Joukot (B x B) ja (N?\ E)
kuuluvat perheeseen ¥1(N?), joten myds B* = (B x B)N (N2 \ E) € HN?).
Koska B C V, niin V:n mééritelmén perusteella B Z [a]g kaikilla o € NV, joten
B* on epéityhja.

Olkoon D; = {(ag,1,7) : (@, 1) € BNy € CAa; By}, kun i € {0,1}.
Osoitetaan, ettd D; on 75 -laiha. Edelli on todettu, ettéi (B x C) \ E on laiha.
Olkoon {H,}nen perhe Té’l—harvoja joukkoja, joilla (B x C)\ E = ,, Hy.
Lemman 4.1.5 nojalla joukot

H}, = {(a, a1,7) : ag—i) € BA(ai,y) € Hy}
ovat T'-harvoja kaikilla i € {0,1} ja n € N. Olkoon i € {0,1}.

(o, a1,7) € D; = (g, 1) € B"Aye CNa; By
= (ap,a1) € BPAyEC Ay By
= a1y € BA(as,7) € (BxC)\E
= In(an—y € BA (a,7) € Hy)
= In((ag,a1,7) € HY).
Siis D; C U, Hi, joten D; on 75 -laiha, kun i € {0,1}.
Lauseen 4.1.3 mukaan topologialle Té’l pétee Bairen kategoriaehto, joten
epétyhja Té’l—avoin joukko (B* x C) ei ole laiha. Koska Té’l—laiha joukko
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(Do U Dy) siséltyy joukkoon (B* x C), niin (B* x C) \ (Dy U Dy) on epi-
tyhja. Olkoon (ag,aq,7) € (B* x C)\ (Do U Dy). Télloin oy Fay ja agEy
sekd aq Ey, mikd on ristiriidassa sen kanssa, ettd ekvivalenssirelaatio £ on seki
symmetrinen etti transitiivinen. Ristiriita osoittaa, ettd E N (V x V) on laiha
topologiassa Té"l. <&

Perfektin joukon P konstruoimista varten madritellain joukkoon <“2 line-
aarijarjestys <.

Maéritelmi 4.2.4. Olkoon m,n € N ja

g = (807817'“7871—1) S <w2’
= (thtla s 7tm—1) € <¥2.

Mddritelldan
o<T <= (n<m)V[n=m)ATi<nlVj<i(s; =t;) As; <t;)l.

Merkitian (, = Card({T € <“2:|7| = |o| AT <0}), kun o € <¥2.

Luku ¢, siis kertoo jonon ¢ samanpituisten edeltidjien lukuméaran, 0 < ¢, <
2lel — 1.

Nyt voidaan viimeistella Silverin lauseen todistus. Olkoon (G;)o<i<w lem-
man 3.1.14 mukainen laskeva jono ’Té’l—avoimia joukkoja, jotka ovat Té’l—tiheitéi
joukossa (V' x V) ja joilla (,cn G € (V x V) \ E.

Mééritelldan jokaista jonoa o € <“2 kohden U, C V niin, ettd seuraavat
kolme ehtoa ovat voimassa kaikilla o, 7 € <“2 jan € N* :

(1) U, #0AU, € S{(N),

(2) TCo=U, CU,,

3) (lol=|rl=nAo<7)= (U, x U;) C Gyp.
Liséksi halutaan varmistaa, ettd (), Uy, on epatyhjd kaikilla v € “2. Taté
varten méaritelladn kaikilla jonoilla o € <¥2 ja 7 C o jonot p, € lIN ja

n7 € 191N seks rekursiivinen puu T, C (S“N x <“N) siten, etti seuraavat nelji
ehtoa ovat voimassa kaikilla o, 01, 09,7 € <¥2:

(Z) o CT= s C fir,

(i) (1 Co1Co2) =1, Snyys

(ii7) U, = 3V[T,],

(i) {a €N :a> uy ATB D ni((a,B) € [T1])} # 0.

7Co

Kun o € <“2, merkitasan

Co=[V{a €N :aDpu, A8 D n}((a, B) € [T1])}.

7Co
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Ehdon (iv) nojalla C, on epiityhji ja méiritelménsi perusteella X1-joukko.
Konstruktio etenee rekursiivisesti jonon o pituuden suhteen. Asetetaan Uy =
V,pg = ng = () sekd Tj rekursiiviseksi puuksi, jolla IV [Ty] = V. Selviisti ehdot
1-3 ja ¢ — iv péteviit, kun o = 0.
Olkoon n € N ja oletetaan, ettd U,, pq, 07 ja T, on médritelty kaikilla 7,0 €
<w2, joilla 7 C o ja |o| < n niin, ettd ehdot 1-3 ja ¢ — iv ovat voimassa.
Miédritelldan joukot Uy, kun |o| = n+ 1. T#td varten konstruoidaan jokaista
jonoa o € "T12 kohden 2"*! epiityhjii L1 (N)-joukkoa

ndl_
B} OB, 2...2B; !

niin, etta

B x BMl C G,
kaikilla 0 < k < m < 27!, Merkinti /, liittyy méiritelmiin 4.2.4. Asetetaan
kaikilla o € "*'2 B) = Cyp, joka on induktio-oletuksen mukaan epétyhja X}-
joukko. Joukkojen B}U, 1 < i < 27! misrittely tapahtuu pareittain seuraavassa
jarjestyksessa:

gn+1 on+l_q

(B2n+1:;7 BQ7L+171)'
Maarittelyssd esiintyvat siis tdsmélleen parit
(B, B, missia 0 < k <m < 2"T!
ja noudattamalla ylld annettua jirjestystd joukko Bi tulee maritellyksi ennen
joukkoa B,i, jos j < 1.

Oletetaan k < m < 2"*! ja ettéi midritelyssi on edetty parin (BJ*, BE+!)
kohdalle. Erityisesti siis B,’c"_1 ja BF on miiritelty epiityhjiksi ¥1-joukoiksi.
Tallsin

(B~ x Bl,) € (B x B) = (Cotn X Coa) SV XV
on Té’l—avoin ja epéityhja. Koska G, 41 on Té’l—avoin ja tihed joukossa V x V,
on olemassa epiityhjit 21 (N)-joukot Dy ja Da, joilla Dy x Dy C Gpyq ja (Dy X
Do) N (B! x BE) on epiityhji. Asetetaan
B =DyNB" ' ja B¥ = Dyn BE.
Tallsin BY* € B;" ! ja BEFL C BE ovat epiityhjia 1-joukkoja ja
B x BE1 C Dy x Dy € Gys.

Lopuksi asetetaan kaikilla o € 12

gn+1_4
Us =By,
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ja tarkastetaan ehdot 1-3.

Y14 olevan konstruktion mukaan U, = BZH_l on epityhji Yi-joukko,
joten ehto (1) on voimassa.
Oletetaan || =n+ 1 ja 7 C 0. Tallin

2n+1

UO':Beg -1 gB?g':CU[n gUa[n gUT?

missd vilmeinen inkluusio seuraa induktio-oletuksesta, jonka mukaan ehto (2)
patee jonoille, joiden pituus on korkeintaan n. Siis ehto (2) on voimassa.
Oletetaan o] = |7| =n+1ja o < 7. Télléin 4, < ¢, ja
U, x Uy = B2 =15 B2 =1 C B x B+l C Gy

Siis ehto (3) on voimassa.

Siirrytaén konstruoimaan jonoja p, ja 1) seké rekursiivisia puita 75. Olkoon
o € "2, Koska U, on ¥1-joukko, niin on olemassa rekursiivinen puu 7', jolla
FNIT) = U,. Asetetaan T, = T. Tillsin ehto (i) toteutuu. Olkoon o € U,.
Talloin o € ng = Con, joten iy, C o ja jokaisella 7 C o [ n on olemassa
jono BT € N, jolla 07, C 07 ja (a,B7) € [T]. Olkoon lisiksi 37 jono, jolla
(o, B7) € [T,]. Asetetaan

He = & r (n+ 1), ja
nr = A7 (n+1), kaikilla 7 C 0.
Talloin
e =« T(TL—Fl)DOz [n:MU““
ja

ng=0B71(n+1)>p | n=nj, kikillat Co | n,

joten ehdot (i) ja (i1) ovat voimassa. Lisdksi koska o D e, 87 D 07 ja (o, 87) €
[T;] kaikilla 7 C o, niin « € C, ja my6s ehto (iv) on voimassa. Konstruktio on
valmis.

Olkoon kaikilla ~ € «2

Qy = U Heyn

neN
ja kaikilla 7 € <“2, joilla 7 C ~
ﬂ; = U nz;[n'
n>|7|

Ehtojen (i) ja (i) nojalla ., € N ja 87 € N. Osoitetaan (., 37) € [T] kaikilla
T € <¥2. Vastaoletuksesta seuraa, ettii on olemassa m € N, jolla

(ay [m,B] [ m) ¢ T

Voidaan olettaa m > ||, jolloin (fypm,n]y,,) = (o [ m, 85 [ m) ¢ T;. Mutta
ehdon (iv) nojalla on olemassa jonot v D tiypm ja v D 0, joilla (v,v) € [17]
ja saadaan ristiriita. Siis (v, 37) € [T7] eli ay, € IV[T;] = U, kaikilla 7 C 7.
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Olkoon P = {ay : v € “2}. Olkoon v, v € “2 eri alkioita. Osoitetaan o, Koy, .
Olkoon m € N sellainen luku, ettd v [ m # v [ m. Oletetaan, ettd v [ m<v [ m,
jolloin v [ n<v | n, my0s kaikilla n > m. Ehdon (3) nojalla (U, X Uytp) C G,
kaikilla n > m ja siten (o, @) € (Uypn X Uppn) € Gy, kaikilla n > m. Koska
ketju (G;)o<i<w on laskeva, niin (o, o) € G; kaikilla ¢ > 1. Erityisesti

(ay,00) € () Gi € (V x V\ E)

i>1

ja siis ay Fa,,. On osoitettu P C V C A ja P alkiot kuuluvat keskendén eri
ekvivalenssiluokkiin ekvivalenssirelaatiossa E. Osoitetaan, ettd P on perfekti
avaruudessa N. Olkoon f : C — N ehdolla v — «, mairitty kuvaus. Jos v # v,
niin o, Ko, ja erityisesti o, # . Siis f on injektio. Olkoon o € <“N. Talléin

fHNG ] ={v€C:iay €N} ={yEC: o] =0}

Jos v € fTHN,], niin Nyjjp C f7No], joten f~1[N,] on avoin ja f jatkuva.
Lauseen 2.1.13 nojalla P = f[C] on epétyhji perfekti joukko avaruudessa . O

Silverin lause antaa yksinkertaisen tavan todistaa perfektisyysdikotomia ana-
lyyttisille joukoille.

Lause 4.2.5. Olkoon X puolalainen avaruus ja A C X analyyttinen. Tdlléin
A on numeroituva tai A sisiltad avaruuden X perfektin epatyhjin osajoukon.

Todistus. Oletetaan, ettd A on ylinumeroituva. Olkoon E = A = {(z,z) :
x € X} identtisyysrelaatio. Lemman 2.3.2 nojalla F on suljettu ja erityisesti
koanalyyttinen avaruudessa X2. Lisiksi E:n ekvivalenssiluokat ovat avaruuden
X yksict. Koska |A/E| = |A| > Yo, niin Silverin lauseen mukaan on olemassa
avaruuden X perfekti epatyhja P C A. O

Silverin lause esitettiin relativoituna analyyttiseen joukkoon A. Lausetta ei
yleisesti voi relativoida IT}-joukkoon. Jos esimerkiksi E C N2 médritelliiéin eh-
dolla

QBB < a =BV (WF(a) \WF(B) A p(a) = p(8)),

niin lauseen 2.7.9 nojalla E € IT}(N?) mutta I1}-joukko W F siséltdd edustajia
tasmélleen Np:sté eri ekvivalenssiluokasta.

4.3 Burgessin lause

Lause 4.3.1. (Burgess). Olkoon X puolalainen avaruus, E € (X x X) ekvi-
valenssirelaatio ja A € £1(X). Téllsin |A/E| < Xy tai on olemassa avaruuden
X epatyhja perfekti joukko P C A, jonka alkiot kuuluvat keskenddan eri ekviva-
lenssiluokkiin ekvivalenssirelaatiossa E. Erityisesti |A/E| < Xy tai |A/E| = 2%0.

82



Todistus. Koska Borel-isomorfismi kuvaa 31-ekvivalenssirelaation 31-ekviva-
lenssirelaatioksi, X1-joukon 31-joukoksi ja epityhjin perfektin joukon kuva si-
saltad epityhjan perfektin joukon (lause 2.2.12), niin Borel-isomorfian nojalla
riittdé todistaa viite avaruudelle V.

Olkoon E C N? Xl-ekvivalenssirelaatio ja A € 1(N). Lauseen 2.7.12 no-
jalla on olemassa jatkuva f : N2 — Tr, jolla

aEf < f(a,B) ¢ WE.
Merkitadn kaikilla ordinaaleilla & < wy
Re = {(a, B) e N? : p(f(a, B)) = €}

Koska,
N2\ Re = {(, 8) e N : p(f (e, 8)) < €} = [ W F]

on Borelin joukko (lause 2.8.1), mys Re on Borelin joukko. Lis&ksi

Re C Rs, jos 6 <& < wi,

Re = ﬂ Rs,kun ¢ < w; on rajaordinaali ja
6<§

E= () R
E<ws

Olkoon O = {£ < wy : R¢ on ekvivalenssirelaatio}.
Lemma 4.3.2. O on ordinaalin w1 osajoukkona suljettu ja rajoittamaton.

Todistus. Oletetaan, ettd (&;);<. on aidosti kasvava jono O:n alkioita ja ol-
koon £ = sup{¢; : i < w}. Koska Re =, _,, R, ja jokainen R, on refleksiivinen,
my0s R¢ on refleksiivinen. Liséksi koska jokainen R¢, on symmetrinen,

OéRgﬂ - Vi(OzRgiﬂ) - VZ'(BR&OL) - ﬁR&Oz
ja koska jokainen R¢, on transitiivinen,
(OéRfﬁ A BREFY) = VZ(O‘szﬂ A ﬂRfiV) = Vi(OARfi"y) = alRey,

joten my6s Re on symmetrinen ja transitiivinen. Siis R¢ on ekvivalenssirelaatio
ja & € O. Taméi osoittaa joukon O C wy suljetuksi.

O:n rajoittamattomuuden osoittamiseksi todistetaan kaksi apuvaitetta.
Viite 1: Kaikilla £ < w; on olemassa sellainen § < wq, ettéd

VoV (o Reff — B Rscv).

Olkoon & < wy ja B={f(B,a):a e NAB €N ANa Re(}. Koska E C R
on ekvivalenssirelaatio, kaikilla o, 8 € N

aRef = a BB = B Fa = f(B,a) € WF,
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eli B C WF. Liséksi B on Borelin joukon N? \ R¢ kuva jatkuvassa kuvauksessa
f o (pry,pry), joten B on Xi-joukko ja Ei-rajoittuvuuden (lause 2.8.2) nojalla
on olemassa § < wy, jolla B C W Fy. Téllgin kaikilla o, 8 € N

aﬁﬁﬁ:}f(ﬁaa)EWF5:>p(f(ﬁaa))<6:>ﬁR§a~ <&

Viite 2: Kaikilla £ < w; on olemassa sellainen § < wi, ettd

VaVBVy((aReB A BRey AN a Rey) — (a RsBV B Rs))-
Olkoon £ < w1 ja

C=A{T €Tr:3a363y(aReB ABRey Ao ReyN
p(T) < p(f(er, B)) Ap(T) < p(f(B,7))}-

Osoitetaan, ettd C C WF on Zi-joukko. Oletetaan a, 3,7 € N ja
aReB N BRey N o Rery.

Koska E C Rg, niin a Fv. Relaation £ transitiivisuudesta seuraa o F§ tai

B Ky, joten
min{p(f(a,B)), p(f(3,7))} < w1.

Téamé osoittaa p(T') < wy kaikilla T € C ja C C WF.
Olkoon r jatkuva kuvaus (o, 3,7) — (o, 8, 8,7, @, ). Télldin

B={(a,8,7) € N?: aR¢B A BRey A Ry} =17 [Re X Re x (N2 \ Ry)]
on Borelin joukko. Edelleen

B* = {(f(e, 3), f(B,7)) : (v, B,7) € B} = ((f o (prg, pr1)), (f 0 (Pry,pro)))[B]

on Borelin joukon jatkuvana kuvana 1. Mé#ritelldsin

B = {(T, f(a, ), T, f(B,7)) : T € Tr Ao, 8,7) € B}
= (pro,prl,pr07pr2)[TT X B*L

joka on analyyttisen joukon jatkuvana kuvana 1. Lauseen 2.7.8 nojalla myos
K ={(S,T)eTr xTr:p(S)<pT)}cX].
Tallsin
¢ =(KxK)nB

={(T, f(e, ), T, f(B,7)) : T €TrA(a,f,7) € BA
p(T) < p(f(e, B)) A p(T) < p(f(B;7))}

on Xi-joukko ja C' = pry[C'] € X}.

84



Slrajoittuvuuden perusteella on olemassa 6 < wy, jolla C C WF;s. Jos
o, B,y €N ja
aR¢B N BRey N o Rery,

matalampi puista f(«, ) ja f(3,7) kuuluu joukkoon C' ja sen korkeus on pie-
nempi kuin 0. Jos p(f(a, B)) < 6, niin « Rs0 ja jos p(f(8,7)) < 4, niin 8 Rs7.

Siis aina
aRsBV B Rsy. <&

Maaritellddn kuvaukset g, h : w; — wy ehdoilla

g(&) = min{d < wy :VaVB(a ReB — [ Rsar)} ja

h(€) = min{d < wy : VaVBYy((aReB A BRey Ao Rey) — (a RsBV B Rsy))}-

Viitteiden 1 ja 2 nojalla g ja h ovat hyvin méaériteltyjd. Olkoon £ < wy. Osoi-
tetaan, ettd on olemassa 6 € O, jolla 6 > £. Talldin O on rajoittamaton w:ssé.
Mééritelldin jono (&)<, ordinaaleja ehdoilla

& = ¢
§iv1 = sup{g(&),h(&), &} +1, kun i >0,

ja asetetaan 0 = sup{¢; : i < w}. Télloin § > & > & = . Lisiksi jono (&;)i<w
on aidosti kasvava, joten 0 on rajaordinaali ja Rs =), Re,. Osoltetaan, etté
Rs on ekvivalenssirelaatio, jolloin 6 € O.

Koska F C Rs ja E on refleksiivinen, my6s Rg on refleksiivinen.

Jos o Rs3, niin « Re, 3 jollakin i < w ja koska &1 > g(&;), niin B R, , o, josta
seuraa 0 Rsa. Siis Rs on symmetrinen.

Oletetaan aRsf3 ja BRs7y. Osoitetaan aRsy. Vastaoletuksesta a Rsy seuraa

a Re,y jollakin ¢ < w. Koska aRe, 3 ja BRe, v ja &ip1 > h(&;), niin o Re,,, 0 tai
B Re,.,v- Mutta téstd seuraa o B3 tai 8 sy, mikd on ristiriita. Siis vastaoletus
on vaidra ja R;s on transitiivinen. Rs on osoitettu ekvivalenssirelaatioksi, joten
4 € O ja O C wy on rajoittamaton. <&

i<w

Lause 4.3.3. On olemassa joukon N Borelin ekvivalenssirelaatiot (E¢)e<w,,
joilla

(1) EgQE(;, jos§<6<w1,

(2) Ee= ﬂ6<£ Es, jos & < wi on rajaordinaali,

(3) E=ecy, Ee.

Todistus. Lemman 4.3.2 nojalla O C w; on rajoittamaton siis erityisesti epé-
tyhjd. Olkoon & € O. Koska O C w; on suljettu ja rajoittamaton, voidaan
transfiniittisella rekursiolla m#aritelld kuvaus ¢ : w; — O, joka tayttda seuraa-
vat kolme ehtoa:

¢ (0) = &o,
o (E+1) > ¢(§) kaikilla & < w1,
@ (8) = sup{o(§) : £ < 6}, jos & < wy on rajaordinaali.
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Olkoon E¢ = Ry kaikilla £ < w. Koska ¢(§) € O, E¢ on Borelin ekvivalenssi-
relaatio ja ehdot 1-3 toteutuvat kaikilla £ < wy. O

Oletetaan jatkossa |A/E| > Ny ja osoitetaan, ettd on olemassa avaruuden
N epityhji perfekti joukko P C A, jonka alkiot kuuluvat keskeniin eri ekvi-
valenssiluokkiin ekvivalenssirelaatiossa E. Olkoon (F¢)¢<w, lauseen 4.3.3 mu-
kainen laskeva jono Borelin ekvivalenssirelaatioita, jolla E' = (., E¢. Jos
|A/E¢| > Ny jollakin § < wq, niin Silverin lauseen nojalla on olemassa N:n
epityhja perfekti P C A, jonka alkiot kuuluvat eri ekivivalenssiluokkiin ekviva-
lenssirelaatiossa F¢. Koska E C Fg, niin télldin P:n alkiot kuuluvat eri luokkiin
my0s ekvivalenssirelaatiossa E. Voidaan siis olettaa |A/E¢| < Ng kaikilla £ < wy.

Lemma 4.3.4. Oletetaan B C A ja |B/E| > Rq. Tdlldin on olemassa & < w
Jja ag € B, joilla

(BN [agle)/El = Rg ja [(B\ a¢]e,)/E| = Ra.
Erityisesti on olemassa B € B, jolla 3 Keag ja

(BN [BlE:)/E| > No.

Todistus. Olkoon ¢ < wy. Jos |[(BN[a]g,)/E| < N; kaikilla a € B, niin koska
|B/Es| < Xg saadaan
|B/E| <N N =8y < NQ,
mikd on ristiriidassa oletuksen |B/E| > Wy kanssa. Siis kaikilla 6 < w; on

olemassa ag € B, jolla
(BN [ass,)/E| > .

Jos [(B\ [as)es)/E| < Ry kaikilla 6 < wy, niin joukolle

C = |J (B\[oslg,) pitee [C/E| <Xy - Ry =Ry ja

d<wi

B\C = B\ |J (B\[wlg,) =Bn [ N\ (B\ [as]g,))
E<wr d<wi
= () (BN(W\B)Ulaslg,) = [ (BN [as]s,).
d<wi d<wi

Jos a, 0 € B\ C, niin aFsp kaikilla 6 < wy eli aEB. Siis B\ C:n alkiot ovat
ekvivalentteja kesken&én ja

B/E| < |C/E|+1 <R +1 =1,

miké on ristiriidassa oletuksen |B/E| > Ng kanssa. Siis on olemassa & < wy, jolla
|(B\ ag]e )/ E| > Ra.
Jos oletetaan vastoin lemman viimeistd viitetta

VB((6 € B\ [aelg.) = (BN [Ble)/E| < X)),
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niin koska |B/E¢| < Ry saadaan
|(B\ [ag]g)/E| <Np-Ro =Ry < Ry,

miké on ristiriidassa o¢:n madrittelyn kanssa. <&

Konstruoidaan jokaista jonoa o € <#2 kohden joukko U, C A niin, ettéd
seuraavat ehdot ovat voimassa kaikilla 0,7 € <“2 ja a,3 € N :

(1) Us #0 AUy € Z1(N),

(2) o CT=U, CU,,

(3) [Us/E| = Ry,

(4) (a €Uy NP € Upr) = a EB.

Liséksi halutaan varmistaa, ettd (1, Uy, on epdtyhjéd kaikilla v € “2. Me-
netelldin kuten Silverin lauseen todistuksessa ja méiritellddn kaikilla jonoilla
o€ <“2jaT Cojonot y, € l°IN jan7 € (7I=I"DN sekd puut 7, € <“N x <“N
siten, ettd seuraavat nelji ehtoa ovat voimassa kaikilla 0,01, 09,7 € <¥2:

(i) 7C o= s C ho,

(1) T C o1 C oy =0, SNy,

(i1i) U, = IN[T,],

(i) Up = (J{a €N :a D o ATB D ] ((a, B) € [T])}-

7Co

Konstruktio etenee rekursiivisesti jonon o pituuden suhteen. Asetetaan Uy =
A g = ng)) = ) sekii Tj puuksi, jolla IV[Ty] = A. Selvisti ehdot 1-4 ja i — iv
patevat, kun o = (.

Olkoon n € N ja oletetaan, ettd U,, pq, 07 ja T, on médritelty kaikilla 7,0 €
2<¢ joilla 7 C o ja |o| < n niin, ettéd ehdot 1-4 ja ¢ — jv patevat. Kiinnitetddn
o € "2 ja madritellddn konstruktiossa tarvittavat joukot, jonot ja puut jonoille
00 jao’l.

Koska ehdon (3) mukaan |U,/E| > Rs ja ehdon (2) mukaan U, C Uy = A,
niin lemman 4.3.4 nojalla on olemassa sellaiset ap,a; € U, ja & < wi, ettd
ag Feay ja joukot B; = U, N[k, , @ € {0, 1} leikkaavat ainakin N:ta relaation
E eri ekvivalenssiluokkaa. Merkit&sin kaikilla ¢ € {0,1}, j e Nja ¢ : {7 € <¥2:
TCo}—N

Bi(j,v) = [{a € Bi: a D uo’i A3B > 07 w(r)((ar, B) € [T])}-

7Co

Talléin B;(5,v) C By, kun i € {0,1}. Jos a € B; C U,, ehdon (iv) nojalla
a D pe ja kaikilla 7 C o on olemassa 57 D 07, jolla («a, ) € [T;]. Jos merkitdin
Jj=a(n)jay(r) = F7(n— |7|) kaikilla 7 C o, niin o € B;(j,v). Siis

B; =|JBi(j,v), kun i € {0,1}.
J
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Koska yhdiste on numeroituva ja |B;/E| > Na, on olemassa j; ja v;, joilla
|Bl(j“’(/)z)/E| > Ng, kun i € {O, 1}

Agetetaan Uy = B;(ji, 1:), kun i € {0,1}. Alkioiden j; ja v; valinnasta
seuraa, etti ehto (3) on voimassa jonoille "0 ja o"1.

Koska [a;]g, = FN(Ee 0 (N x {a;})) on Borelin joukon projektiona 3}, niin
B; = U,N[a] g, on 1 ja edelleen médritelménss perusteella Uy~ = B;(ji, i) €
31, Lisiiksi |Uy| > |Uyri/E| > Ra, joten Uy on myds epityhji ja ehto (1) péitee
jonoille 60 ja o71.

Uy = Bi(ji,¥i) C B; C Uy, joten ehto (2) pétee jonoille 070 ja o1.

Jos a € Uy ja B € Uy, niin a € By ja B € By, joten o f¢3, mistéd erityisesti
seuraa « F (3. Siis ehto (4) on voimassa jonoille 60 ja o71.

Kun i € {0,1}, asetetaan p,% = poji ja ni-, = ny (1) kaikilla 7 C o
sekd 9% = (). Koska U,~ on analyyttinen, on olemassa puu 7' C (<“N)2, jolla
Uyi = FV[T]. Madritelldzn T, = T. Tallgin ehdot (i) — (iii) ovat voimassa.
Lis&ksi

Uys = Bi(ji, i) = Bi(ji, i) 0V [T

N{e €N :aD g A38 D n%i((a,0) € [T7)} N 3V(T0]

7Co

m {aeN:aD e ANIB D nl((a, B) € [T7])}

7Co

N{a €N oD i A3B D D((, B) € [Tori])}
= ﬂ {a e NtaD pei A3B D ngy((e, B) € [T7])}

7C0™

C NT,4] = Uy

N

Siis ehto (iv) on voimassa ja konstruktio valmis.
Olkoon kaikilla v € “2 ja 7 € <2, joilla 7 C v

Qry = U Hyn ja’
neN

57 = U

n=|7|

Ehdon (i) nojalla ., € N ja ehdon (ii) nojalla 3] € N. Osoitetaan (., 57) €
[T7]. Vastaoletuksesta seuraa, ettd on olemassa m € N, jolla (a,, [ m, ] [ m) ¢
T Merkitdédn n = m+|7[. TASIn (tiym,17),) = (ay [ m, 8] [ m) ¢ T Mutta
joukon U,y epétyhjyyden ja ehdon (iv) nojalla on olemassa jonot v D fiyp, 2
fytm ja v D07y, joilla (v,v) € [T7] ja saadaan ristiriita. Siis (o, 87) € [17] eli
o, € WV[T,] = U, kaikilla 7 C .

Olkoon P = {ay : v € “2}. Koska o, € Uy = A kaikilla v € “2, niin
P C A. Olkoon v, v € “2 eri alkioita ja m € N pienin luku, jolla v(m) # v(m).
Edelld todistetun nojalla a, € Uyjtm41) ja @ € Uypm+1), joten ehdon (4)
perusteella oy Ko, . Siis P alkiot kuuluvat kesken&én eri ekvivalenssiluokkiin
ekvivalenssirelaatiossa E. Osoitetaan, ettd P on perfekti avaruudessa V. Olkoon
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f:C — N ehdolla v — ., méardytyvda kuvaus. Jos v # v, niin o, P, ja
erityisesti v, # . Siis f on injektio. Olkoon o € <“N. Talldin

FUNG) ={y€Cray € No} = {7 €C: piypio) = 0}

Jos v € f7N,], niin Nyjjp C f7No], joten f~1[N,] on avoin ja f jatkuva.
Lauseen 2.1.13 nojalla P = f[C] on epityhja perfekti joukko avaruudessa N'. O

Lause 4.3.5. Olkoon X puolalainen avaruus jo C C X koanalyyttinen. Tal-
loin |C| < Ny tai on olemassa avarvuden X perfekti epatyhji joukko P C C.
Erityisesti |C| < Ny tai |C| = 2%0.

Todistus. Oletetaan |C| > Ry. Olkoon E = (X \ C)?2 U A, missi A = {(z,2) :
x € X} on identtisyysrelaatio. Lemman 2.3.2 nojalla A on suljettu, joten E €
S1UTI) C 1. Selviisti E on ekvivalenssirelaatio, jonka ekvivalenssiluokat ovat
yksiot {{z}}zec ja joukko X \ C. Koska |[N/E| > |C| > Ry, Burgessin lauseen
mukaan on olemassa perfekti epéityhja P* C N, jonka alkiot kuuluvat keskenéiin
eri ekvivalenssiluokkiin. Jos P* C C, lause on todistettu (P = P*). Jos P* Z C,
niin P* N (X \ C) = {z}, jollakin = € (X \ C), koska X \ C muodostaa yhden
ekvivalenssiluokan. T&llin P* \ {z} C C kuuluu luokkaan ITf N X9 C X} ja
|P*\ {z}] = 2% > R, joten lauseen 4.2.5 nojalla on olemassa avaruuden X
perfekti epityhja joukko P C P*\ {z}. O

ZFC:n pohjalta ei voida ratkaista, sisiltdiko jokainen ylinumeroituva IT}-
joukko epétyhjan perfektin osajoukon [Sr: s.147].
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