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∞
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〈ψ1, Cqψ2〉 = E (〈q − E q, ψ1〉〈q − E q, ψ2〉).
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kq(x, y) = E ((q(x)− E q(x))(q(y)− E q(y))).
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kq(z1, z2) = −cµ(z2) log |z1 − z2|+ f(z1, z2)
Äj¬B�£}

c
¨¿±D¶L¤X±}¨©¡�¨³ÉX�§�¤X�B±U¡�¯H�9¡�¯H�B¥

f
¨¿±D¯Ô²©¤4§<¯H²©²³Ì�ÐL¤X¦B�G¥B�¥�µF¦B�G§�¡�¨©¤X�
�%D4¡�£}��BÂZ¡�¬

µ
¨¿±D§�²¿¤X±}�²³Ì

£��²¿¯Z¡��¥Í¡�¤�¡�¬B�²¿¤4§�¯H²L§�¤X£�£}�²¿¯Z¡�¨©¤X�°²¿��BÂH¡�¬�¤Hµ1¡�¬B�£�¯H�B¥G¤X® Å0�²¿¥
�,µ�¯Z®°�²©ÌK-
µ(z)

¥Bm¡��£�®�¨¿�B�±
¯H¶B¶B£}¤(¾;¨¿®°¯Z¡��²©Ì�¡�¬B�£�¯H¥G¨¿¦B±f¤HµD¡�¬G�±�m¡ {z1 : kq(z1, z2) > M} Äj¨©¡�¬,¯�ÂX¨³ÉX���²·¯H£}ÂX�ÐL¤X¦B�B¥

M
��� ��¡�¬G�§<¯H±}

0 < κ < 1/2
¡�¬B#¯H±UÌ4®°¶G¡�¤H¡�¨©§�£��¯H¥B±�¯H±

kq(z1, z2) = −cµ(z2)|z1 − z2|2κ + f(z1, z2),
Äj¬B�£}

f
¨¿±�±�®�¤4¤H¡�¬B�£�¡�¬B¯H� ¡�¬B!ÅB£�±}¡#¡��£�®7-¯H±�Ä�°±�¬B¯H²¿²�±}�°²·¯:¡��£��°� � ¡�¬B¨©±#±}�¡}¡�¨¿�GÂ�¡�¬B

¶0¯H£�¯Z®°m¡��£
κ
¨¿± ¡�¨¿�¥�¡�¤!¡�¬B#Ö!FX²©¥B�£f§�¤X�9¡�¨¿�¢¦B¨©¡ ÌÍ¤HµD¡�¬B�£��¯H²¿¨21<¯Z¡�¨©¤X�G± ¤Hµ¡�¬B�¶L¤H¡���¢¡�¨·¯H²b�

ª;��ª4� �¶�����·�@��¸s¹��o��� RN#�Bh¾4¡ÔµF¤X£}® ¦B²·¯:¡��¡�¬G#®�<¯H±}¦B£��®°��¢¡�§�¤H�GÅ0ÂX¦B£�¯Z¡�¨©¤X�
��Ëj�§�¯H²¿²'¡�¬B¯Z¡
us
¨¿± ¡�¬G�±�§<¯:¡�¡��£��¥,Å0�²¿¥�§�¤X£}£��±�¶L¤X�B¥B¨©�BÂ!¡�¤!¶B£}¤XÐB²¿�®ºIU�X�³�
Lh�

%���¬%�4�o�
�£���w����� x�¨³ÉX��
ω ∈ Ω

¯H�G¥
x, y ∈ U

-�¡�¬G*®�<¯H±}¦B£��®°��¢¡
m(x, y, ω)

¨¿±�¡�¬B
¶{¤H¨¿�9¡äÄj¨©±��²¿¨©®�¨x¡

m(x, y, ω) = lim
K→∞

1

K − 1

∫ K

1

k4+2κ|us(x, y, k, ω)|2dk.
Irª;�uªyL

Á���¨¿®�¶L¤X£}¡�¯H�9¡f±�¶L�§�¨¿¯H²1§�¯H±�#¨©± ¡�¬B�Ð0¯Z§hÈ¢±�§�¯Z¡�¡��£}¨¿�BÂ�®°�¯H±�¦G£��®���¢¡
m(x, x, ω)

�

µÔ¤Z¡��¡�¬0¯Z¡R¡�¬B�®��¯H±�¦B£}�®���9¡j¨©��¡�¬B�¯HÐL¤(ÉX�¥BmÅ0�B¨³¡�¨¿¤H�*¨©±f¯H��¯<ÉX�£�¯ZÂX�¤(ÉX�£ µF£}�Õ¢¦B��B§�¨©�±
Äj¬B��B§�N¨©¡*¨¿±*�B¤H¡�±}��B±}¨©¡�¨©ÉXK¡�¤ ®°�¯H±�¦G£��®���9¡��£}£�¤X£}±��»+0¤X£*m¾G¯H®�¶B²©K¡�¬BKÄj¬B¨©¡���B¤X¨©±�
�£�£}¤X£°¨©� ¡�¬B,®°�¯H±�¦B£}�®���9¡Í¨¿±!Å0²©¡��£}�¥ ¤X¦G¡°Ð¢Ì µF£��Õ¢¦B��B§mÌ ¯(ÉX�£�¯HÂH¨¿�BÂB�]µ�¤H¡�)¯H²©±�¤ ¡�¬B¯Z¡
¡�¬B ®�<¯H±}¦B£��®°��¢¡�¦B±��±�¨¿�GµF¤X£}®Í¯:¡�¨³¤X�,¤X�B²³Ì�µF£}¤X®Ø¡�¬G�¯H®°¶G²¿¨³¡�¦B¥B�IF�B¤H¡�¡�¬B ¶B¬B¯H±�sL�¤Hµ�¡�¬G
±�§<¯:¡�¡��£��¥ Å0�²¿¥
���o¡�¨¿±�¡�£�¦G²©Ì ¯*�B¤X��)o¡�£}¨©É4¨·¯Z²Dµ`¯H§m¡�¡�¬B¯Z¡�¡�¬B�¯HÐL¤(ÉX!¥G�Å0�B¨³¡�¨©¤X�KÂX¨³ÉX�±�¯�ÄR�²¿²q)
¥B�Å0�G�¥�-BÅ0�B¨³¡��¯H�B¥*�B¤X�u)�1��£�¤!Õ¢¦0¯H�9¡�¨³¡äÌH��«f¬0¯Z¡f¡�¬B¨¿± ¨©± ±�¤�-B¨¿± ¶B¯H£}¡f¤HµD«f¬B�¤X£��®Øª;�k» ÐL�²¿¤(Ä�-
Äj¬B¨¿§�¬�¨¿± ¡�¬G#®°¯H¨©�*£��±�¦B²³¡�¤HµD¡�¬B¨©±f¶0¯H¶L�£��

�����8���
��� ��2¼W�¾½ a�i
D ⊂ R

2 ¿ a!c ¿ l@e�h�j�aQj�d�no`¨©�¤ÁÀ�¥±l@h�h�a±¥�iªaQj�jul@`mcKnoh�Â U ⊂ R
2 \D ¿ a¨c

¿ l@e�h�j�aQj�cKh�jT¥±l*h�ÃKaGÄTj�l@`mcKnoh�Â¾cKh�j0¤�a�i q ¿ aOcb`�nA¥�fgl@¤�l}¥QcK¤o¤ÁÀ�n�d}l@i?fgl±©�nA¥mÅ«cKe�d±d�n�cKh�fQcKh�j�l@`Æ a�¤qj�l6§³l@fGj�a�f
κ ∈ [0, 1

2
)
noh
D
Â�c@dOj�a±d}¥�fn ¿ agjmnohvÇ³a Æ h�noi�nAl@h*ª;�©��p0È�¢�a�h

É ��Ê�Ë l@f7cKh�À
x, y ∈ U

i£¢�a�`baQc*deufga�`ba�h�i
m(x, y, ω)

n�d�Ì�a�¤o¤ÁÍÎj�a Æ h�aQj~IÎio¢�cKiOn�d±Â�io¢�a
¤Áno`�noi¾nohÏIrª;�uªyL³aGÄyn�d�iodOcK¤Á`bl}d�i,d�e�fga�¤ÁÀsL�p

É ����Ê È�¢�a�fgamaGÄyn�d�iod�c¡¥±l@h�i�noh�e�l@e�d�j�a�iªa�f�`�noh�n�d�i�nA¥¾§e�h�¥�i?nAl@h
m0(x, y)

d�e�¥±¢¡i£¢�cKi�§sl@f³cKh�À
x, y ∈ U

io¢�a�aQÐ�e�cK¤Ánoi?À
m(x, y, ω) = m0(x, y)

¢�l@¤qj@d\cK¤Á`bl}d�iÑd�e�f±a�¤ÁÀKpÓÒ�h�©�cKf�Í
i�nA¥�eu¤qcKfgÂOio¢�a�§e�h�¥�i?nAl@h

n0(x) := m0(x, x)
n�d7cK¤Á`bl}d�i¨d�eufga�¤ÁÀ�j�a�iªa�f�`�noh�aQj ¿ ÀÏio¢�a

¿ c�¥±Ô}d}¥QcKi�i6a�fnoh�¦bj�cKi�c {m(x, x, ω) : x ∈ U} pÉ �?���AÊ È�¢�a ¿ c�¥±Ô}d}¥gcKi�iªa�f�noh�¦7j�cKi�c7n�p�a�p n0(x), x ∈ U
e�h�n�Ð�e�a�¤ÁÀvj�a�i6a�f`�noh�a±d³io¢�aJ`�nA¥�fgl@Í

¥±l@ffga�¤qcKi?nAl@hÏd�i�fga�h�¦Ki£¢
µ
noh
Ω
pmÕ�l@fga±l@ÃKa�fgÂ_i£¢�a�fgabaGÄyn�d�i c7¤Ánoh�aQcKfml±©�a�fQcKiªl@f

T
d�e�¥±¢

io¢�cKi
T (n0) = µ.



Ö þ ÿ��������Hÿ�����ÿ��
	��Zÿ�������
���������������Hÿ�	mÿ��������������mÿ�����þ ÿ��
Ã�Ì ¡�¬B�¯HÐL¤7ÉH�£��±�¦B²³¡!¡�¬G�¶G£�¨¿�G§�¨¿¶B¯H² ±U¡�£}¦B§�¡�¦B£��¤HµÔ¡�¬B�§�¤(ÉZ¯H£�¨¿¯H�B§��¨¿±�¥Bm¡��£}®°¨©�B�¥ Ð¢Ì

®�<¯H±}¦B£��®°��¢¡�±�µF£�¤H®¹¤H�B²©Ì�¤X�GÍ±}¨¿�BÂH²¿�£}<¯H²©¨�1�¯Z¡�¨©¤H� ¤Hµ ¡�¬B°¶{¤Z¡���¢¡�¨¿¯H²r��/�ÐB±��£}ÉXÍ¡�¬0¯Z¡#¡�¬B
�B��¥B�¥ ¥0¯Z¡�¯ ¨¿±�¡�¬B���B�£}ÂHÌ ¯(ÉH�£�¯ZÂX�±�¤Hµ#¡�¬B�Ð0¯H§�Èy) ±}§<¯Z¡}¡��£}�¥úÅ0�²¿¥�² �B¤ ¨¿�;µF¤X£�®°¯Z¡�¨©¤H�
¤X� ¡�¬B�¶B¬0¯H±}�¨©± �B��¥B�¥
��RN*£�mµF�£ ¡�¤ ¡�¬B*Ë��®Í¯Z£�ÈN»�¯:¡ ¡�¬B���B¥ ¤Hµ¨D;�§�¡�¨¿¤X� Î)µF¤X£ ¯
®�¤X£��¡�¬G¤X£�¤X¦GÂX¬ ¥B¨©±�§�¦G±�±�¨©¤X� ¤Hµ�¡�¬B)£��²·¯Z¡�¨¿¤H� ¤Zµ�¡�¬B ¯HÐL¤(ÉX £��±�¦B²³¡Í¡�¤ ¨³¡�±°¥Bm¡��£}®°¨©�B¨¿±U¡�¨©§
§�¤H¦B�¢¡��£�¶B¯H£}¡�±��k:�£}¤X¶L�£U¡äÌXI`¨©¨oL�¨¿��«f¬G�¤X£}�® ª;�k»�¨¿±f§<¯Z²¿²¿�¥�±U¡�¯Z¡�¨¿±U¡�¨¿§�¯H²'±}¡�¯HÐB¨©²¿¨³¡ Ìy-G§Z�Çµä�«<CB@>r�
+0¤H£�¡�¬B ±�¨¿®�¶B²©¨©§�¨³¡ Ì�¤Hµ��B¤H¡�¯Z¡�¨©¤X�B±ÔÄR Äj¨¿²¿²¯H±�±}¦B®°�¨©� ¡�¬B ¶B£�¤4¤Hµ�¤Hµ�«f¬B�¤X£��®¹ª;�k»Í¡�¬0¯Z¡

E q = 0 × ¤X�G�§<¯H��<¯Z±�¨¿²³Ì)¥G¨¿±�¶L��B±��Äj¨³¡�¬ ¡�¬B¨©±�¯Z±�±�¦B®�¶G¡�¨¿¤X�'�ÑR �£}�µF�£�¡�¬B�£�<¯Z¥B�£�¡�¤�¡�¬BËj�®°¯H£�È¢±�¯:¡Í¡�¬B)��G¥ ¤Hµ�¡�¬B)±}�§m¡�¨¿¤H� Äj¬B�£})¡�¬B¨©±�µ`¯H§�¡�¯H�B¥ ¤Z¡�¬B�£ÍÂX��B�£�¯H²¿¨21<¯Z¡�¨¿¤H�B±°¯H£}
§�¤H�B±�¨©¥B�£}�¥
�
Ó�±�¨©�BÂ�¡�¬G�µ`¯H§�¡R¡�¬0¯Z¡R¡�¬B�®�<¯H±}¦B£��®°��¢¡�±

m(x, y, ω)
m¾;¨¿±U¡s-G¤X¦B£ ¯Z�0¯H²³Ì;±}¨¿±�§�¤X¦G²¿¥�ÐL�ÂX��u)

�£�¯H²¿¨21��¥ ¡�¤�¤H¡�¬B�£�È¢¨©�B¥�¤HµL®°�¯H±�¦B£}�®���9¡�±��=+0¤X£�¨©�B±}¡�¯H�B§�K-9¨©¡6Ä�¤X¦B²©¥�¯Z²¿±�¤�ÐLf¶B¬9Ì4±�¨©§<¯H²©²©Ì�£��²q)
�É:¯H�¢¡�¡�¤�¯H�0¯Z²©Ì�1��®�<¯Z±�¦B£��®���¢¡�±�¤Hµ'Å;¾G�¥�±�¤H¦B£�§��¶L¤H¨¿�¢¡

x 7→ m(x, y0, ω)
-¢Äj¬B�£�

y0 ∈ U
�

RN�¬G¤X¶L�¡�¤�§�¤X®��Ð0¯H§�È)¡�¤�¡�¬B¨¿±�¯Z�B¥ ¤H¡�¬G�£�£}�²·¯:¡��¥�±}¡�¤4§h¬B¯H±}¡�¨¿§!±}§<¯Z¡}¡��£}¨¿�BÂ�¶B£�¤HÐB²¿�®°±�¨¿�
µF¦G¡�¦B£��ÄR¤H£�È��

ª;�k»G� �!ØW���~�4����®�Ù°�T�����£��Ú�����¸0�������
��ÛK�
�£���#���j�³�@��Ü0�4�£����¬%�����4¸K� N?m¡�¦B±�£��§<¯Z²¿²?¡�¬0¯Z¡
±}¡�¯H�B¥0¯Z£�¥�ÃR£�¤(Äj�B¨·¯Z�K®�¤H¡�¨¿¤H�)¨¿�)¡�¬B ¶B²·¯Z�B�¨¿±�¯�ÂX¯H¦B±�±}¨·¯H� ¶B£}¤4§��±}±�¤H� ¡�¬B £}<¯H²²¿¨©�B#Äj¨©¡�¬
¡�¬Gj§�¤(ÉZ¯H£�¨¿¯H�B§�

C(t, s) = max(t, s)
µF¤X£

t, s ∈ R
-¢¯H�B¥!Äj¨³¡�¬�¯G�Ç±���§�¤X�¢¡�¨¿�¢¦B¤X¦B±�£�<¯Z²¿¨�1�¯Z¡�¨©¤X�B±��

«f¬B�ÃR£}¤7Äj�B¨¿¯H� ¶B¯Z¡�¬B±�¯H£��µ`¯H¨©£�²³ÌK£}�ÂX¦B²¿¯H£�À�¡�¬B�Ì ¯Z£�Í¯G�Ç±��,Ö!FH²¿¥B�£�§�¤X�¢¡�¨¿�¢¦B¤X¦B±#Äj¨³¡�¬ ¯H�9Ì
m¾;¶L¤X�G��¢¡�²¿�±�±�¡�¬B¯Z¡�¤X�GK¬0¯H²©µä� � � ¤H£�¥B�£�¡�¤ ¤HÐG¡�¯H¨©� ®�¤X£� £}¤X¦BÂX¬ ±}¡�¤4§�¬0¯Z±}¡�¨©§K®°¤4¥B�²�¯
�0¯Z¡�¦B£�¯Z²�¯Z�0¯H²¿¤HÂX¦B�¨¿±ÔµF£�¯H§m¡�¨©¤X�0¯H²ÃR£}¤7Äj�G¨·¯H� ®�¤H¡�¨©¤X�

FBMH
-{Äj¬B�£}�¡�¬B�ÖÔ¦B£}±}¡�¨¿�B¥Gm¾

H¡�¯ZÈH�±�ÉZ¯H²©¦B�±�µF£}¤X®½¡�¬BÍ¨©�¢¡��£}ÉZ¯Z²
H ∈ (0, 1). «f¬B�§�¯H±� H = 1/2

§�¤X£}£��±}¶L¤X�B¥B± m¾G¯Z§�¡�²³Ì
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n ¯H�B¥�Äj¨³¡�¬*¡�¬B�µF¤X²©²©¤7Äj¨©�GÂ�¶B£}¤X¶L�£U¡�¨¿�±�À

E |XH(z1)−XH(z2)|2 = |z1 − z2|2H
µF¤H£j¯H²¿²

z1, z2 ∈ R
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±}Ì4® ÐL¤X²
¬0¯Z± ¡�¬B�µF¤H£�®

cH(a(z))
2|ξ|−2−2H -B¨b�kZ��¡�¬B�¶L¤H¡���¢¡�¨·¯H² q ¨¿± ®�¨¿§�£�¤X²©¤¢§<¯H²³²³Ì�¨¿±}¤H¡�£}¤X¶B¨©§¤Hµ�¤X£�¥B�£

κ = H.
R *®°¯<ÌN¡�¬4¦B± É4¨¿mÄEIrª;�k»�L�¯Z±!¯ ±�¨©®°¶B²©�±U¡�¡äÌ4¶L*¤Hµ��0¯Z¡�¦B£�¯H²Rh¾G¯H®�¶B²¿�±

¤Hµ�®°¨©§�£�¤H²©¤4§<¯Z²©²³Ì,¨©±�¤H¡�£�¤X¶B¨©§Jx�¯H¦B±}±�¨·¯Z��¶L¤H¡���¢¡�¨·¯H²©±�¤Hµ�¶L¤X±�¨³¡�¨³ÉX�¤X£}¥B�£t-1µF¤X£�Äj¬G¨¿§�¬ ¤X¦B£�®°¯H¨¿�
£��±}¦B²©¡�¯H¶B¶B²©¨¿�±���¸,¤X£��§�¤X®�¶B²¿¨©§<¯Z¡��¥*h¾B¯Z®°¶B²©�±f§<¯H��ÐL�<¯H±}¨¿²³Ì�§�¤X�B±}¡�£�¦B§m¡��¥
�

ª;�k´G� �¨ØW�����%�£��WÙ,�¶���
ß��uàá¬4���?��¸K� RN!¨¿�9¡�£}¤4¥B¦B§� ¡�¬B!�B¤H¡�¨¿¤X�K¤Hµ ¸)¯Z£�ÈH¤7É)Å0�²©¥B±#¯H�G¥
ÐB£�¨©tâBÌ ¤7ÉX�£}É4¨¿mÄ ¡�¬B�¨¿£ÍÐB¯H±�¨©§ ¶G£�¤X¶L�£}¡�¨©�±ÏIAÄR £��µF�£Í¡�¤ ¡�¬B ®°¤H�B¤XÂX£�¯H¶B¬ã<Ç´XÆ*>ÔµF¤X£Í®�¤X£�
¨¿�GµF¤X£}®Í¯:¡�¨³¤X��Lm�6«f¬B�±}#Å0�²¿¥B±j¶B£}¤7É4¨¿¥G��0¯:¡�¦B£�¯Z²
m¾G¯H®�¶B²¿�±j¤Hµ®°¨©§�£}¤X²©¤4§<¯Z²©²xÌÍ¨¿±}¤H¡�£}¤X¶B¨©§�Å0�²©¥B±��
N?m¡�¦B±�¯H±}±�¦B®�f¨¿��¡�¬Bf¶G£��±}��9¡�±�¦BÐB±}�§m¡�¨¿¤H�!¡�¬B¯Z¡�¤X¦B£�£�¯H�G¥B¤X® ¶L¤H¡���¢¡�¨·¯H²

q
¨©±�¯�²¿¤4§<¯Z²¿¨21�¯Z¡�¨³¤X�

¤HµB¡�¬GRÂH��B�£�¯H²©¨�1��¥³x#¯H¦G±�±�¨¿¯H� ¸)¯H£}ÈH¤7É�Å0�²¿¥
Q
-Z¡�¬0¯:¡6¨©±�-

q = χQ
-:Äj¬B�£�

χ ∈ C∞0 (D)
�6«f¬G

¥B�Å0�G¨©¡�¨©¤X��¤Zµ6¸)¯H£}ÈH¤7É°Å0�²¿¥B± ®�¨¿®�¨³§�±�¡�¬B�±}¨©¡�¦B¯Z¡�¨©¤X�°Äj¬B�£}�¶B¬¢Ì4±�¨©§<¯Z²
¶0¯Z£}¡�¨©§�²©�±R¨©�*¯ ²¿¯Z¡�¡�¨¿§�
¬0¯(ÉX��G¤�²©¤X�BÂ*)r¡��£�® ¨¿�9¡��£�¯H§�¡�¨¿¤X��-:¨b�kZ�2-:¤X�B²³Ì��G�¨©ÂX¬4ÐL¤X£}¨¿�BÂj¶0¯H£U¡�¨©§�²¿�±?¬0¯(ÉX�¥B¨¿£}�§�¡¨©�¢¡��£�¯H§�¡�¨¿¤X�
�
Á�±�±}¦B®�f¡�¬0¯:¡

S1 ⊂ D
¨¿±�¯H�!¤X¶L���±�m¡�Äj¨©¡�¬

S1 ⊂ D
�4RNj±�m¡

S2 = D\S1 and Sε = {x ∈
D : d(x, ∂S1) ≤ ε}, ε > 0

-L¯�§�¤X²©²·¯Z£f�B�¨©ÂX¬4ÐL¤H£�¬B¤4¤4¥�¤Hµ6¡�¬B#ÐL¤X¦B�B¥0¯Z£}Ì
∂S1

� � �9¡�¦B¨³¡�¨³ÉX�²³Ì
¡�¬B�¸)¯Z£�ÈH¤7É�¶B£�¤X¶L�£}¡ Ì,®�<¯H�B±�¡�¬0¯:¡Ô¡�¬B�¨©��â0¦B��B§��µF£�¤X® ¡�¬B�¨©�B±�¨©¥B#¡�¤Í¡�¬B�¤X¦;¡�±�¨©¥B�®�¦G±}¡
¶0¯H±�±f¡�¬B£}¤X¦BÂX¬*¡�¬B�§�¤H²¿²¿¯H£��

%���¬%�4�o�
�£���r��9ä#� Á&ÂH��B�£�¯H²©¨�1��¥*£�¯H�G¥B¤X® Å0�²©¥
Q
¤X�

R
2 ±�¯Z¡�¨¿±}ÅB�± ¡�¬B#¸)¯Z£�ÈH¤7É�¶G£�¤X¶L�£}¡ Ì

¨©µ
µF¤X£R¯Z�¢Ì
S1, S2

¯H�B¥
Sε
¯H±R¥G�±�§�£�¨©ÐL�¥�¯HÐL¤7ÉX*-B¯H�B¥

ε > 0
±�®°¯H²¿²���B¤X¦BÂH¬�-;¡�¬G�§�¤X�B¥B¨³¡�¨©¤X�0¯H²

m¾;¶L�§m¡�¯Z¡�¨¿¤X�B±j±�¯Z¡�¨¿±}µAÌ

E (h ◦Q(ψ)|B(Sε)) = E (h ◦Q(ψ)|B(Sε ∪ S1))
µF¤X£j¯H�¢Ì�§�¤X®�¶B²©m¾*¶L¤X²³Ì4�B¤X®�¨·¯Z²

h
¯Z�B¥�µF¤X£j¯H�9Ì�¡��±}¡jµF¦B�B§m¡�¨¿¤H�

ψ ∈ C∞0 (S2)
�

ÖÔ�£� B(Sj)
¨¿±D¡�¬B

σ
) ¯H²¿ÂH�ÐB£�¯�ÂX��B�£�¯Z¡��¥�Ð9Ì#¡�¬BR£�¯Z�B¥B¤X®&É:¯H£�¨¿¯HÐB²¿�±

Q(φ), φ ∈ C∞0 (Sj)
-

j = 1, 2
-�¯H�G¥ B(Sε)

¨©±j¥G�Å0�B�¥)£}�±}¶{�§�¡�¨©ÉX�²©ÌH�
«f¬B*¸)¯H£}ÈH¤7É ¶B£�¤H¶L�£}¡ ÌN¬B¯H±�¥G£�¯H®°¯Z¡�¨©§!¨¿®�¶B²©¨©§�¯Z¡�¨³¤X�G±�¡�¤�¡�¬B°±}¡�£}¦B§�¡�¦B£�Í¤Hµ ¡�¬B°Å0�²¿¥

Q¯H�B¥°�±�¶L�§�¨¿¯H²¿²³Ì�¡�¤#¨³¡�±�§�¤7É:¯H£�¨¿¯H�B§�j¤X¶L�£�¯Z¡�¤X£
CQ
��Ó��B¥B�£�®�¨©�B¤X£�¯H¥B¥B¨³¡�¨©¤X�0¯H²;§�¤X�G¥B¨©¡�¨¿¤X�B± IF§�µä�

<Ç´9Æu-BH�ÇÂB��¶'�j�X�(ª@>oL-GÄ��®Í¯<ÌÍ¥B�Å0�G�¡�¬G�¨¿�9ÉX�£}±��¤X¶L�£�¯Z¡�¤X£
(CQ)

−1 Äj¬B¨©§h¬*¡�¦B£}�B±j¤X¦G¡f¡�¤!ÐL
¯ ²©¤4§<¯H²L¤H¶L�£�¯:¡�¤X£�À�¨©¡R§<¯Z�B�B¤H¡ ¨¿�B§�£�<¯Z±��¡�¬B�±�¦B¶G¶L¤X£}¡f¤HµD¯�¡��±}¡ µF¦B�G§�¡�¨©¤X�
��Ã�ÌÍ¯�ÄR�²©²q) È¢�B¤(Äj�



å þ ÿ��������Hÿ�����ÿ��
	��Zÿ�������
���������������Hÿ�	mÿ��������������mÿ�����þ ÿ��
¡�¬G�¤X£}�®$¤Hµ�æG��:�m¡�£}7< ´¢º
>

(CQ)
−1 ® ¦B±}¡�ÐL!¯�²©¨¿�B�¯H£Ô¶0¯H£U¡�¨·¯Z²¥B¨q{{�£���¢¡�¨·¯H²D¤X¶L�£�¯Z¡�¤H£���Á�±

CQ
¨©±��G¤X�u) �G�Â9¯:¡�¨©ÉX�¤X¶L�£�¯Z¡�¤X£�-

(CQ)
−1 ¬0¯Z±�¡�¤�ÐL�¤Zµ1�ÉX��*¤X£�¥G�£���«D¤ ¤HÐG¡�¯Z¨¿�Í¯H�Í¨©±�¤H¡�£�¤X¶B¨©§

±�¨³¡�¦0¯:¡�¨¿¤H� ÄR Å0�B¯H²¿²³Ì ¯Z±�±�¦G®° ¡�¬0¯Z¡
(CQ)

−1 ¨©±*¯ �B¤X�u)o¥B�ÂH��B�£�¯Z¡���²¿²©¨©¶G¡�¨³§)¤H¶L�£�¯:¡�¤X£t-�¨¿±
¤Hµ ªZ�B¥ ¤X£}¥B�£t-?¬0¯H±�±�®�¤4¤H¡�¬�§�¤4tç�§�¨¿��¢¡�±t-6¯Z�B¥�Å0�0¯H²©²©Ì,¨©¡�±�¶G£�¨¿�G§�¨¿¶B¯H²6¶0¯H£U¡#¨©±�¶{¤H±�¨³¡�¨©ÉX�¯H�B¥
¬B¤X®�¤XÂH��B�¤X¦B±���«f¬B¨¿±j¨©®°¶G²©¨©�±R¡�¬0¯Z¡

(CQ)
−1 = P (z,Dz) = −

2∑

j,k=1

∂

∂zj
a(z)

∂

∂zk
+ b(z),

Irª;�Ç´8L

Äj¬B�£�
a(z) > 0

¯H�G¥
b(z)

¯H£�Ô±}®°¤4¤H¡�¬Í£}<¯H²�µF¦B�G§�¡�¨©¤X�B±�¨©�
R
2 ��«f¬G���¡�¬BÔÅB�²¿¥ Q ¨©±�®�¨¿§�£�¤*)

²¿¤4§�¯H²©²³Ì�¨¿±}¤H¡�£}¤X¶B¨¿§R¤Hµ{¤X£}¥B�£�¡ ÄR¤#¯H±
CQ

¨©±�¯�¶B±}�¦B¥G¤4¥B¨2{{�£}��¢¡�¨·¯H²B¤H¶L�£�¯:¡�¤X£6Äj¨©¡�¬�¯Z��¨©±�¤H¡�£�¤X¶B¨©§
¶B£}¨¿�B§�¨¿¶0¯H²'±UÌ4®�ÐL¤H²r�
«D¤*®�¤H¡�¨©ÉZ¯:¡�#¡�¬B�¯H±}±�¦B®�¶G¡�¨©¤X�)¡�¬B¯Z¡�¡�¬B ¤H£�¥B�£�¤Hµ

(CQ)
−1 ¨¿±Ô¡ ÄR¤�-'²¿m¡�¦B±�§�¤X�B±�¨©¥B�£Ô¡�¬B

§<¯Z±��Äj¬B�£�
(CQ)

−1 ÄR¤H¦B²¿¥�ÐL�¤Zµ;µF¤X¦B£U¡�¬#¤H£�¥B�£?¤X£?¬G¨¿ÂX¬G�£�-(Äj¨©¡�¬#±}®°¤4¤H¡�¬#§�¤4tç�§�¨¿��9¡�±��6«f¬B��
¤X�Bf§�¤X¦B²¿¥�<¯H±}¨¿²³Ì�ÉX�£�¨©µAÌTI`§�µä�¡�¬Bj¶B£}¤4¤Hµ{¤Zµ{«f¬B�¤X£��® »G�u»yL¡�¬0¯Z¡�¡�¬Bf£�<¯Z²¿¨�1�¯Z¡�¨³¤X�B±6¤Hµ

q
¯H£}f¨¿�

¡�¬GÑD;¤HÐL¤X²¿mÉÍ§�²·¯H±}±
Hs,p

comp(R
2)
µF¤H£f¯H²©²

s < 1
¯H�B¥

1 < p <∞ ��Á�±f¤H¦B£f¯H¨©® ¨¿±�¡�¤ §�¤X�B±}¨¿¥B�£
¡�¬G §�¯H±� ¤Hµ��B¤X�u)o±�®�¤4¤H¡�¬)¶L¤Z¡���9¡�¨¿¯H²¿±t-L¡�¬B�±��§�¤X�B¥K¤X£�¥B�£�§<¯H±} ¨¿±�¡�¬B�®�¤X±}¡�¨¿�9¡��£��±U¡�¨©�BÂÍ¨¿�
É4¨¿mÄ ¤Hµ{®°¯H�¢Ì ¯H¶B¶G²¿¨¿§�¯Z¡�¨©¤H�B±��Á��!¨¿®�¶L¤X£}¡�¯H�¢¡�h¾G¯H®�¶B²¿ ¤Hµ{±�¦B§�¬°£�¯H�B¥B¤H® Å0�²¿¥B±�¤HµL¡�¬G¨¿±�¡ Ì4¶L
¨¿± ¤XÐG¡�¯H¨¿�B�¥ Ð¢Ì ¡�¬B�µF£��vx#¯Z¦B±�±}¨·¯H� Å0�²©¥B±�-�Äj¬B¨¿§�¬ ¯Z¶B¶L<¯H£�¨¿� ¡äÄ�¤ ¥B¨©®°��B±�¨©¤X� Õ¢¦0¯H�9¡�¦B®
Å0�²¿¥ ¡�¬B�¤H£}ÌèI`§Z�Çµä� H�ÇÂB�è<uªZÒ*>MLm� «f¬B�µF£��vx#¯H¦G±�±�¨¿¯H� Å0�²¿¥ ¤X� ¡�¬B�ÐL¤X¦B�G¥B�¥ ¥B¤H®Í¯H¨©�

D
-

§�¤H£�£��±�¶L¤X�G¥B¨¿�BÂ�¡�¤�Ï�¨©£�¨©§h¬G²¿�¡ ÐL¤X¦B�G¥0¯H£}ÌÍÉZ¯H²©¦B�±t-0¬0¯Z±f¡�¬G0IbÏ�¨©£�¨©§h¬G²¿�¡Î)ÎLGx�£�����ék±RµF¦B�B§�¡�¨¿¤H��¯H±
¡�¬GjÈH�£��B�²�¤Zµ{¨©¡�±�§�¤7ÉZ¯Z£�¨·¯Z�B§�f¤X¶L�£�¯Z¡�¤X£��«f¬B¨¿±�§�¤X£�£��±�¶L¤X�G¥B±�¡�¤�§h¬G¤X¨¿§��±

a(z) = 1
-
b(z) = 0

�
¼6¾G¯H®°¶G²¿�±fÄj¨©¡�¬�É:¯H£�¨¿¯HÐB²¿

a(z)
§<¯H��ÐL�§�¤X�G±}¡�£}¦B§�¡��¥)�¯H±�¨©²©ÌH�

+¨¿�0¯Z²¿²xÌy-;¡�¬B�§�¤(ÉZ¯H£}¨·¯H�G§��¤H¶{�£�¯:¡�¤X£
Cq

¤Zµ¡�¬B�¶L¤H¡���¢¡�¨¿¯H²
q
¬B¯H±f¡�¬B�ÈH�£��B�²

kq(z1, z2) = χ(z1)kQ(z1, z2)χ(z2).
«f¬B¨©±�¨©®�¶B²©¨©�±Ô¡�¬B¯Z¡

q
¨¿±�®°¨©§�£}¤X²©¤4§<¯Z²©²³Ì�¨¿±}¤H¡�£}¤X¶B¨¿§�¤Hµ�¤X£�¥B�£z1��£�¤�¨©�

D
¯H�B¥K¬0¯H±�¡�¬G�®�¨¿§�£�¤*)

§�¤H£�£��²·¯Z¡�¨¿¤H�*±}¡�£���GÂH¡�¬�µF¦B�B§�¡�¨¿¤X�
µ(z) = χ(z)2 a(z)−1.

»G�zê ��ë,&��8�%"#(·��ì �%íK� � � �(�?�=' � ��(�#(o'�îL��?�L�?�#(M�%�
RN�Äj¨¿²©²�±U¡�¦B¥;Ì�Äj¬0¯Z¡RÈ¢¨¿�B¥°¤Hµ1£��ÂX¦B²¿¯H£�¨³¡äÌ�I`¤X£�¨¿£}£��ÂX¦B²·¯Z£�¨x¡äÌ�L�¨©±�¨©®°¶G²¿¨³�¥!µF¤X£�¡�¬BÔ¶L¤H¡���9¡�¨·¯Z²

Ð¢Ì Ï�mÅ0�B¨©¡�¨¿¤X� ª;�uª;��� � ¡�¬B�§<¯H±}
κ > 0

Ä��Äj¨¿²©²�±��*¡�¬0¯Z¡ ¡�¬B*£}<¯H²©¨�1�¯Z¡�¨©¤H�B±�¯H£�*¯H²©®°¤H±}¡
Ö!FH²¿¥B�£�§�¤X�9¡�¨¿�¢¦B¤X¦G±°¤Hµ�h¾G¶L¤H�B��9¡

κ.
� � §<¯H±}

κ = 0
¨³¡�¡�¦G£��B±°¤X¦G¡°¡�¬0¯Z¡

q(ω)
¨©±��B¤H¡�¯

µF¦B�B§m¡�¨©¤X�7I`¤X£�mÉX��°¯�®��¯H±�¦B£}}L × ¯Z²¿®�¤X±}¡6±�¦B£}�²³Ì ¨©¡�¨¿±�¯�¶B£}¤X¶L�£�¥B¨©±}¡�£�¨¿ÐG¦G¡�¨©¤X�
�D«f¬G¨¿±�¨©±��B¤H¡�±�¤±�¦G£�¶B£}¨¿±�¨©�BÂ�±}¨¿�B§��±�¨©®°¨©²©¯H£
¶B¬G��B¤X®���G¤X��¨¿±1Ä��²©²¢È¢�B¤(Äj��¨©��¡�¬G�§<¯Z±��¤HµB¯jµF£}�kx#¯H¦G±�±�¨¿¯H��Å0�²¿¥
�
ÖÔ¤(ÄRmÉX�£�-G¡�¬B�¶L¤H¡���¢¡�¨¿¯H²y.}¦G±}¡ Ð0¯H£}�²©Ì!µ`¯H¨©²©±�¡�¤ ÐL�¯�µF¦B�G§�¡�¨©¤X�
À�¯H²¿®�¤X±U¡��ÉX�£}ÌÍ£�<¯Z²¿¨21<¯Z¡�¨©¤X�°¤Zµ
¡�¬G#¶L¤Z¡���9¡�¨¿¯H²
±�¯Z¡�¨©±}Å0�±

q(ω) ∈ H−ε,p
0 (D) for all ε > 0 and 1 < p <∞.

I`»G�³�
L
ÖÔ�£�*-

Hs,p(R2) = F−1((1+ |ξ|2)−s/2FLp(R2))
¨¿±6¡�¬Gf±}¡�¯Z�B¥0¯H£}¥bD4¤XÐL¤X²¿mÉ�±�¶0¯Z§�*-4¥G�Å0�B�¥

Äj¨©¡�¬�¡�¬GO+0¤X¦G£�¨¿�£ ¡�£�¯H�B±UµF¤X£�® F ¯H�B¥
Hs,p
0 (D)

¨¿± ¡�¬B�§�²©¤X±�¦B£}�¤Hµ
C∞0 (D)

¨©�
Hs,p(R2)

��� �
¡�¬G¨¿±j±��§�¡�¨©¤X��Ä�#ÉX�£}¨©µAÌ�¡�¬G#±}¡�¯:¡��¥)Ö!FH²¿¥B�£j§�¤X�9¡�¨©�4¦B¨³¡äÌ�¨©��§<¯H±}

κ > 0
-L¯Z�B¥�µF¤X£

κ = 0
¡�¬G

µ`¯H§m¡�I`»G�©�}L�-GÄj¬B¨©§h¬�¨©±f�B��¥B�¥)¨©�*¡�¬B�±}¦BÐB±}�Õ¢¦B��¢¡�¯H�0¯Z²©Ì4±�¨©±f¤Hµ6¤H¦B£j¶G£�¤XÐB²©�®��
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RNj±U¡�¯H£U¡�Ð¢Ì £}�§�¤X£�¥B¨©�BÂ�¯�£��±�¦B²³¡�Äj¬B¨©§h¬�Ì4¨¿�²¿¥B±�¯�§�£�¨³¡��£}¨¿¤X��µF¤X£�£}<¯H²©¨�1<¯:¡�¨©¤H�B±6¤Hµ'¯�£�¯H�G¥B¤X®

Å0�²©¥�¡�¤�²©¨¿ ¨©� ⋂
p>1 L

p(D).
«f¬B£�¤H¦BÂX¬B¤H¦G¡�¡�¬B�¶0¯H¶L�£

c
¥B��B¤H¡��±�¯*ÂX��G�£�¨©§!§�¤X�B±U¡�¯H�9¡#¡�¬B

ÉZ¯H²¿¦G�¤HµDÄj¬B¨©§h¬�®°¯(Ì�§�¬0¯Z�BÂX��ÉX��)¨©�B±�¨©¥B�¯�µF¤H£�® ¦B²·¯;�

�¾�����~�·¼��?®��!ð d±d�eu`bamio¢�cyi!io¢�a�¥±l@Ã@cKfn�cKh�¥±a�l±©�a�fGcKiªl@f
K

l6§0c¡fQcKh�j�l@` Æ a�¤qj
F
l@h;io¢�a

l©�a�h ¿ l@e�h�j�aQjTd}a�i D ⊂ R
n ¢�c@dmc7¤�l}¥QcK¤o¤ÁÀTnoh�iªaA¦KfQc ¿ ¤�aOÔ�a�fh�a�¤Þ¯6j�a�h�l@iªaQjvcK¤ñd}l ¿ À K(x, y) °d�cKi?n�d£§À@noh�¦

|K(x, y)| ≤ c <∞ for every x, y ∈ D.È�¢�a�h�i£¢�a�f±aQcK¤Ánqò}cKi�nAl@h�d³l6§
F ¿ a�¤�l@h�¦bcK¤Á`bl}d�i,d�e�fga�¤ÁÀ0iªl ⋂

p>1 L
p(D).

�O�
�����g� «f¬B¨©±R¨¿±R¯H��¨©®°®��¥B¨¿¯Z¡��§�¤X�G±��Õ¢¦B��B§��¤Hµ|<kÎu-�:�£}¤X¶
��»G�³�X�X�³�7º@>b��«D¤ ±�ÈHm¡�§�¬�¯�¥B¨©£��§�¡
¶B£�¤4¤Hµf¤Hµ ¡�¬B¨©±�£}�±}¦B²©¡�-�¤X�BÍ®°¯(ÌKÅ0£�±}¡ ®�¤X²©²©¨³µ·Ì

F
¯H�G¥ ¤XÐB±��£}ÉXÍ¡�¬0¯:¡ ¨©�N¡�¬BÍ±�®�¤4¤H¡�¬ §�¯H±�

E (‖F‖p)p = cp
∫
D
|K(x, x)|p/2dx. ¤Ëj�§<¯Z²¿²R¡�¬0¯Z¡

Cq
¨¿± ¡�¬B�§�¤7ÉZ¯H£}¨·¯Z�B§�*¤X¶L�£�¯Z¡�¤X£ ¤HµÔ¡�¬B�£�¯Z�B¥B¤X®�¶L¤H¡���9¡�¨·¯Z²

q
��RN��Bh¾;¡

¯H�0¯H²³Ìu1��¡�¬B�±�¨¿�GÂX¦B²·¯Z£�¨³¡ ÌÍ¤HµD¡�¬G�D4§h¬9Ä ¯H£U¡g1#ÈH�£��B�²
kq(x, y)

¤Hµ
Cq.

�O�
���|��¸s�o�
�o���·¼��2W�«½ a�i
q ¿ a�cb`�nA¥�f±l@¤�l}¥QcK¤o¤ÁÀJn�d}l@i�f±l±©�nA¥mÅ«cKe8d±d�n�cKh\fGcKh�j�l@` Æ a�¤qj7l6§³l@fQj�a�f

κ ∈ [0, 1/2) p0È�¢�a�h¡i£¢�a�ó�¥±¢�Ì¾cKfi�ò�Ô�a�fh�a�¤4l6§�io¢�a�¥±l@Ã@cKfn�cKh�¥±a�l±©�a�fGcyiªl@f Cq
¢�c@d�i£¢�a,§sl*f`

Cq(x, y) =

{
c0(x, y) log |x− y|+ r1(x, y), κ = 0,
c0(x, y)|x− y|2κ + r1(x, y), κ ∈ (0, 1/2).

Ì=¢�a�fga
c0 ∈ C∞0 (D ×D)

cKh�j
r1 ∈ Cα

0 (D ×D)
§sl@fOcKh�À

α < 1
p

�O�
�����g� Ã�Ì ¥B�ÅB�B¨©¡�¨¿¤X��-
Cq(x, y)

¨¿±�¯ ÈH�£}�B�²#¤Zµ ¯áI`§�¤H®°¶0¯Z§�¡�²³Ì ±�¦G¶B¶L¤X£}¡��¥�L*§�²¿¯H±�±}¨¿§�¯H²
¶B±��¦B¥B¤4¥B¨q{'�£���9¡�¨¿¯H²�¤X¶L�£�¯Z¡�¤X£�Äj¨³¡�¬°±}Ì4® ÐL¤X²

a(x, ξ) = µ(x)(1−ψ(ξ))|ξ|−2−2κ+ b(x, ξ) ¨¿�¡�¬BR§�²¿¯H±�±
S−21,0(R

2×R
2)
I`§H� µä�Þ<kªH»@>oL-HÄj¬G�£�R¡�¬BR±�®�¤4¤H¡�¬�§�¦;¡�¤K{

ψ ∈ C∞0 (R2)
�Õ¢¦0¯H²¿±

1
�B<¯Z£

¡�¬B#¤X£}¨¿ÂX¨©��-0¯Z�B¥,¨¿�,¯H�9Ì�§<¯Z±�
b ∈ S−31,0(R2 × R

2)
¨¿±j§�¤H®°¶0¯Z§�¡�²³Ì*±}¦B¶B¶L¤X£U¡��¥)¨©�

x
)rÉZ¯H£�¨¿¯HÐB²©H�

R �¤XÐG¡�¯H¨¿�
2π2C(x, y) = I(x, y) + r2(x, y)

-BÄj¬B�£�

I(x, y) = µ(x)

∫

R2

ei(x−y)·ξ(1− ψ(ξ))|ξ|−2−2κdξ, r2(x, y) =

∫

R2

ei(x−y)·ξb(x, ξ)dξ.

+�¦G�B§�¡�¨¿¤X�
I(x, y)

®°¯<ÌÍ§�²©<¯Z£�²©Ì°ÐL�Äj£}¨©¡�¡���*¨¿��¡�¬B�µF¤X£�®
µ(x) log |x− y|+ r0(x, y)

I`£��±�¶
�
µ(x)|x− y|2κ + r0(x, y)

LRÄj¨³¡�¬
r0 ∈ C∞(R4)

¨³µ
κ = 0

I`£}�±}¶
�
κ ∈ (0, 1/2) Lm��o¡�£��¯H®�¨¿�B± ¡�¤ §�¬B�§�È ¡�¬0¯Z¡

r2
¨¿±�¨¿�

Cα µF¤X£!¯H�¢Ì α < 1.
N?m¡ ∑∞

j=0 φj(ξ) = 1
ÐL,¯

±�®�¤;¤Z¡�¬ ¶0¯H£}¡�¨©¡�¨¿¤H�)¤Hµ�¦B�B¨³¡äÌ�Äj¨©¡�¬
φ0, φ1 ∈ C∞(R2)

-
±}¦B¶B¶
(φ1) ⊂ {ξ : 1/2 < |ξ| < 2} -¯H�B¥

φj(ξ) = φ1(2
1−jξ)

µF¤H£
j ≥ 2 ��Ã�ÌÍÄj£�¨©¡�¨¿�BÂ R2(x, y) = r2(x, x− y),

ÄR�ÂX�¡

Dk
xφj(Dy)R2(x, y) =

∫

R2

eiy·ξφj(ξ)D
k
xb(x, ξ)dξ, j, k ≥ 0.

D;¨¿�B§� |Dk
xb| ≤ Ck(1+|ξ|)−3

ÄRR±}��¡�¬0¯:¡ ||Dk
xφj(Dy)R2||L∞(R4) ≤ Ck2

−j Äj¬G�£� Ck
¥B¤4�±

�B¤H¡�¥B�¶L��B¥N¤H�
j
� «f¬G¨¿±�¨¿®�¶B²©¨©�±�¨¿®�®��¥B¨¿¯Z¡��²³Ì�¡�¬0¯Z¡

R2
¨©�K¡�¬B�Ã��±�¤(É�) ±�¶B¯H§�

B1∞,∞(R
4)¡�¬0¯Z¡f§�¤X¨¿�G§�¨¿¥G�±RÄj¨©¡�¬�¡�¬B�Å0£�±U¡!ô{Ì4ÂX® ¦B�B¥*§�²¿¯H±�±

Λ1(R
4) ⊂ Cα(R4)

µF¤H£f¯H²©²
α < 1

IF±��J<kºHÒ�-
º;�u»@>r�

¤

«f¬B�µF¤H²¿²©¤(Äj¨©�BÂ�¨©®°®��¥B¨¿¯Z¡��¨©®°¶B²©¨³§<¯Z¡�¨©¤H�*¨¿±f�B��¥G�¥,µF¤X£f£}<¯H²©¨�1�¯Z¡�¨©¤H�B± ¤Hµ
q



üªõ þ ÿ��������Hÿ�����ÿ��
	��Zÿ�������
���������������Hÿ�	mÿ��������������mÿ�����þ ÿ��
���#�8���@��� ¼��2¼W� É �ªÊ ½ a�i

κ = 0.
ð ¤Á`bl}d�i%d�e�f±a�¤ÁÀ

q(ω) ∈ H−ε,p(D)
§sl@f�cK¤o¤

ε > 0
cKh�j

1 < p <∞ p
É ����Ê ½ a�i

κ ∈ (0, 1) p ð ¤Á`bl}d�i,d�eufga�¤ÁÀ q(ω) ∈ Cα §sl@fOcK¤o¤ α ∈ (0, κ).
�Ñ�@�����g� É �ªÊ Ë��§<¯H²©²6¡�¬0¯:¡�µF¤X£�ÂX¨³ÉX��

s ∈ R
¡�¬B�ÃR�±�±��²�¶L¤H¡���9¡�¨·¯Z²

Js ¶G£�¤7É4¨©¥B�±#¯H� ¨©±�¤*)
®�¤X£�¶B¬G¨¿±�®

Js : H t,p(R2) → H t+s,p(R2)
µF¤X£�¯H²©²

t ∈ R
¯H�G¥

1 < p < ∞ �#¸,¤X£}�¤7ÉX�£�-
J s

¨¿±�¯�¶B±}�¦B¥B¤4¥G¨2{{�£���¢¡�¨·¯H²�¤X¶L�£�¯Z¡�¤X£�-DÄj¬B��B§�Í¨©¡#¶B£��±��£}ÉX�± ±�¨©�BÂX¦B²¿¯H£�±}¦B¶B¶L¤X£U¡�±���«f¬4¦G±�¨©¡#¨¿±
��G¤X¦BÂX¬,¡�¤�ÉX�£�¨©µAÌ�¡�¬0¯Z¡�²¿¤4§<¯Z²¿²³Ì°¡�¬B#§�¤(ÉZ¯H£�¨¿¯H�B§�#¤Hµ

Jεq
¬0¯H±�¯�¦G�B¨©µF¤H£�®�²³Ì�ÐL¤X¦B�G¥B�¥)ÈH�£��G�²

µF¤X£�¯H�¢Ì)±�®°¯H²©²
ε > 0

��«f¬0¯Z¡�¨¿±t-
Ð¢Ì)²¿�¡}¡�¨©�BÂ
Jε
loc

±}¡�¯H�B¥KµF¤X£�¯*±}¦B¨©¡�¯HÐB²© ²©¤4§<¯H²©¨21�¯Z¡�¨³¤X�)¤Hµ
Jε

ÄR�¬0¯(ÉX#¡�¤°±U¡�¦B¥GÌ�¡�¬B�ÈH�£��B�²¤Hµ
Jε
locCqJ

ε
loc

�f�o¡�¨©±jÄR�²©²?È4�G¤7Äj�)¡�¬B¯Z¡�µF¤X£�±�®°¯H²©²
ε > 0

¡�¬B
ÈH�£}�B�²?¬B¯H±fµF¤X£�®

Jε(x, y) =
c

|x− y|2−ε
+ S(x, y),

Äj¬B�£�
S
¬0¯H±�¯�²©¤7ÄR�£�¤X£}¥B�£�±�¨©�BÂX¦B²¿¯H£�¨³¡ ÌX��µÔ¤(Ä ¡�¬B�§�²·¯H¨©®ÑµF¤X²¿²©¤(Äj±jÐ¢Ì�§�¤X® ÐB¨©�B¨¿�GÂm:�£}¤X¶L¤*)

±�¨³¡�¨©¤X��»G�uª!¯H�G¥�¡�¬B�µ`¯H§m¡
∫

B(0,R)

| log |x||
|x|2−ε

dx <∞
µF¤X£j¯H�9Ì*£�¯H¥B¨¿¦G±

R > 0.É �?��Ê /��B�®°¯<Ì)£}�¥B¦G§��¡�¬B�±}¨©¡�¦B¯Z¡�¨©¤X�)¡�¤�¡�¬B ¤X�B�¨©�K§�¯H±�7IF¨oL�Ð¢Ì)±�¨©®°¶G²©Ì�§�¤X�G±�¨¿¥G�£�¨©�BÂ
¡�¬G�Å0�²¿¥

J−κq
���o¡�µF¤X²¿²©¤(Äj±�¡�¬0¯:¡�µF¤X£�¯H�¢Ì

ε > 0
¯H�B¥

p ∈ (1,∞) ÄR ¬B¯(ÉX�¯H²©®°¤H±}¡Ô±�¦B£}�²³Ì¡�¬B¯Z¡
J−κq(ω) ∈ H−ε,p � ¼�Õ¢¦B¨³ÉZ¯H²©��¢¡�²©ÌK- q(ω) ∈ Hκ−ε,p ¯H�B¥�¡�¬G�§�²·¯Z¨¿®+�G¤7Ä µF¤X²¿²©¤(Äj±fµF£}¤X®

¡�¬G�D4¤XÐL¤X²¿mÉ�¨¿® ÐL�¥G¥B¨¿�GÂ ¡�¬B�¤X£��®,�
¤

´G�zö (o"?��'
� �
'��G�1�?��"#(A��ë·î�"'�=÷��4���»í4�%"S��$%(A�(�#"#(o÷�&?�#(A���#�%�7îL��?�L�?�#(M�4��ø
´B�³�X� ù ���?ú�¹��7Ûy�����
����¹��u�
�����|� R �±}¬B¤7Ä��¥�¯HÐL¤7ÉX�¡�¬0¯Z¡R¡�¬B�£�¯H�B¥G¤X® ¶L¤H¡���¢¡�¨¿¯H²

q(ω)
ÐL�)

²¿¤H�BÂX±�Äj¨³¡�¬N¶B£�¤HÐ0¯HÐB¨©²¿¨³¡ Ì ¤X�B�¡�¤,¡�¬B�D;¤XÐL¤X²©�É�±}¶0¯H§�
H−ε,p(D)

µF¤X£�¯H²©²
1 ≤ p < ∞ ¯H�G¥

ε > 0
�j×R¤X�B±}�Õ¢¦B��¢¡�²©ÌK-{Ä���G��¥)¡�¤°±}¡�¦B¥GÌ�¡�¬B#m¾;¨¿±U¡���B§� ¯H�B¥,¶B£�¤H¶L�£}¡�¨¿�±Ô¤Hµ6¡�¬B�±�¤H²¿¦G¡�¨¿¤X�

µF¤X£�¡�¬B7D;§�¬B£QF4¥B¨©�BÂX�£��Õ¢¦0¯Z¡�¨¿¤X� µF¤H£�±}¦B§h¬ ¨¿£}£��ÂH¦B²·¯Z£�¶L¤H¡���¢¡�¨·¯H²©±��N� � ¡�¬G¨¿±�±}�§m¡�¨¿¤H� Ä��¯H§�)
§�¤H®°¶B²©¨©±�¬ ¡�¬B¨¿±�Ð¢Ì §�¤H�B±�¨©¥B�£}¨¿�BÂ*±�§�¯Z¡�¡��£�¨©�BÂ*µF£}¤X® ¯*¥B�¡��£}®°¨©�B¨¿±U¡�¨©§��B¤X�u)o±�®�¤4¤H¡�¬K¶L¤H¡���9¡�¨·¯Z²
q0 ∈ H−ε,p(D)

-�¯Z�B¥�¡�¬B�¤HÐG¡�¯H¨©�B�¥�£}�±�¦G²©¡�±j¬B¯(ÉX#¨©�B¥B�¶L��B¥G��¢¡Ô¨©�¢¡��£��±}¡<�
« ¬B ¥G¨¿£��§�¡�±�§<¯:¡�¡��£�¨©�BÂ ¡�¬B�¤X£}Ì µF£�¤H® ¯ ¶L¤Z¡���9¡�¨¿¯H²�¡�¬B¯Z¡,¨¿±�¨¿�ú¯ ÄR�¨¿ÂX¬9¡��¥

L2
±�¶0¯Z§�

¨¿±�§�²·¯Z±�±�¨©§<¯Z²ÑI`§Z�Çµä�á<uÊ
>A-2<k»*>MLm�r+0¤X£�¡�¬B
Lp ±}§<¯Z¡}¡��£}¨¿�BÂ�¡�¬B�¤H£}Ì ¡�¬B�ÈHmÌ ¡�¤4¤H²f¨¿± ¡�¬B�¦G�B¨¿Õ¢¦B

§�¤H�¢¡�¨©�4¦B¯Z¡�¨©¤X� ¤Hµ�¡�¬B�±�¤X²©¦G¡�¨©¤X�
�ûæX�£�¨©±�¤X� ¯H�B¥áH���B¨©Â ±�¬B¤(ÄR�¥ ¨©�Ó<uªZ´*>�¡�¬0¯Z¡*¡�¬B�±U¡�£�¤H�BÂ
¦B�B¨©Õ¢¦B*§�¤X�¢¡�¨¿�¢¦0¯Z¡�¨©¤X� ¶B£�¨©�B§�¨¿¶B²©°µF¤H£

Lp ) ¶L¤Z¡���9¡�¨¿¯H²©±�¨©�
R

n ¬B¤X²¿¥G±�µF¤X£ p ≥ n/2
¯H�B¥ µ`¯H¨¿²©±

µF¤X£
p < n/2

¨¿� ¥G¨¿®���B±}¨¿¤X�B±
n > 2

��� �K¥B¨©®°��B±�¨©¤X�,¡äÄ�¤�¡�¬B ¦B�G¨¿Õ¢¦B §�¤X�9¡�¨©�4¦0¯:¡�¨¿¤H�)¬B¤X²©¥B±
¨¿� ¯,±�¶0¯Z§�Í¤Hµ µF¦B�B§m¡�¨¿¤H�B±#¡�¬0¯:¡�¨¿±#§�²¿¤H±��¡�¤

L1
<uª:´K>b�v+0¤X£³D4¤XÐL¤X²¿mÉ ±}¶0¯H§�Í¶L¤H¡���¢¡�¨·¯Z²¿±�-?¡�¬B

±��²©µ`¯H¥
.}¤X¨¿�9¡��B�±�± ¤Zµj¡�¬G*¤X¶L�£�¯Z¡�¤X£�¬0¯H± ÐL��� ±U¡�¦B¥B¨©�¥ ¨¿��<Ç»XÆ@>r� ÃR�²¿¤(Ä ¨¿�;N1�®�®Í¯,´B�uª,Ä�
±�¬G¤7Ä&¯!¶L¤H±�¨©¡�¨©ÉX�£}�±}¦B²©¡fµF¤X£f�B�Â9¯Z¡�¨³ÉX�¨©�B¥Bh¾vD;¤XÐL¤H²¿�É�±}¶0¯H§��±��
¸�¤X£��¶B£}�§�¨¿±��²©ÌK-BÄR�±}¡�¦G¥GÌ*¡�¬G�±�§<¯:¡�¡��£�¨©�BÂ�¶B£}¤XÐB²©�®

I`´G�©�
L
{
(∆− q0 + k2)u = δy(

∂
∂r
− ik

)
u(x) = o(|x|−1/2)



�������������T��UBÿ������8�����WVX������Y��*�;þ[ZK����ÿ\�{ÿ����#�1þ]�������8�����¿ÿ�� ü�ü

Äj¬B�£}�¡�¬B�¶L¤Z¡���9¡�¨¿¯H²
q0 ∈ H−ε,p′ü£ýªþWÿ (R2)

-
p−1+ (p′)−1 = 1

-
1 < p < 2

�=RN�§�²¿¯H¨¿® ¡�¬B¯Z¡R¡�¬B
¶B£�¤XÐG²¿�®ºIF´B�³�
LR¨¿±f�Õ4¦G¨©ÉZ¯H²©��9¡j¡�¤!¡�¬BÑN?¨©¶B¶B®°¯H�B��)ÎD;§�¬¢Äj¨©�BÂX�£f�Õ¢¦0¯Z¡�¨©¤X�

I`´B�uªyL
u(x) = u0(x)−

∫

R2

Φk(x− y)q0(y)u(y)dy.

� � ¡�¬G�¶B£�¤4¤Hµ�ÄR�±}¬B¤7Ä+¡�¬0¯Z¡�¡�¬G�¶L¤X¨¿�9¡äÄj¨©±�*¶G£�¤4¥B¦B§m¡
q0u

¨¿� ¡�¬B�¨©�¢¡��ÂX£�¯H�B¥ ¤Hµ³I`´G��ªKL
¨¿±�ÄR�²¿² ¥G�Å0�B�¥ ¯H�G¥ ¡�¬0¯Z¡ ¡�¬B*¨©�¢¡��ÂX£�¯H²Rh¾;¨¿±}¡�±!¨¿� ¡�¬B*±���B±��¤ZµÔ¥B¨©±}¡�£}¨¿ÐB¦;¡�¨¿¤H�B±��ÏRN�Äj¨¿²©²
¡�¬B���±}¬B¤7Äú¡�¬0¯Z¡ÑI`´G��ªyL�¬0¯H±j¯ ¦B�B¨©Õ4¦G�±�¤X²©¦G¡�¨©¤X�

u ∈ H2p,ε
loc (R

n)
��«f¬B�±U¡�¯H£U¡�¨¿�GÂ�¶L¤X¨©�¢¡ ¨¿±R¡�¬B

¦B�B¨¿Õ¢¦B°§�¤H�¢¡�¨©�4¦B¯Z¡�¨©¤X� ¶B£�¨©�B§�¨©¶B²¿Z��Ëj¤X¦BÂX¬G²©Ì�±}¶L<¯HÈ¢¨©�BÂ�-6¨©¡#±�¯(Ì4±�¡�¬0¯:¡�¨©µ
u
¨¿±�¯,§�¤H®°¶0¯Z§�¡�²©Ì

±�¦B¶B¶L¤X£U¡��¥ ±�¤H²¿¦G¡�¨¿¤X� ¤Hµ ¡�¬BTD;§�¬B£GF4¥B¨¿�GÂX�£��Õ4¦B¯Z¡�¨©¤X�NÄj¨©¡�¬
q0 ∈ H−ε,r, r > n/2

¯H�B¥ ¨©µ
ε¨¿±�±}®Í¯H²©²6¡�¬B��

u
® ¦B±}¡�ÉZ¯Z�B¨¿±}¬N¨¿¥G��¢¡�¨¿§�¯H²¿²xÌX�!�o¡�¯H¶G¶{�¯H£�±�¡�¤�¡�¬B°¯Z¦G¡�¬B¤H£�±�¡�¬0¯Z¡�¡�¬B¨¿±�£}�±�¦G²©¡

§�¤X¦B²©¥�¯H²©±�¤ ÐL�¤XÐG¡�¯H¨¿�G�¥�¯H±f¯ ±�¶L�§�¨·¯Z²
§�¯H±��¤HµÏ��G«6¯:¡�¯H£}¦�ék±f¯H�B¥�Ö���HÔ¤4§�¬�ék±f£}�§���¢¡j¦B�B¨©Õ¢¦B
§�¤X�9¡�¨¿�¢¦0¯Z¡�¨¿¤X�°£}�±}¦B²©¡�±RÐ0¯H±��¥*¤X�

Lp × ¯Z£�²©�®°¯H�Í�±}¡�¨¿®°¯Z¡��±¨<uªXÊ
>b��� ��¤X¦B£�§<¯Z±�K-;ÄR�¶B£}�±���¢¡j¯
¥B¨¿£}�§�¡j¯H�B¥�±}¨¿®�¶B²©�¶B£�¤4¤ZµDµF¤X£ ¦G�B¨¿Õ¢¦B�§�¤X�¢¡�¨¿�4¦B¯Z¡�¨©¤X�
�4RN�±U¡�¯H£U¡jÐ9Ì�¤XÐB±}�£}É4¨©�BÂ�¡�¬0¯Z¡fÈ¢�B¤(Äj�
¶{¤H¨¿�9¡äÄj¨©±��® ¦B²³¡�¨©¶B²©¨³§<¯Z¡�¨©¤H�*£��±�¦B²³¡�±�¯H²©²¿¤(Ä ¦B±f¡�¤!¥B�Å0�G�¡�¬B�¶B£�¤4¥G¦B§�¡�¥B¨©±}¡�£}¨¿ÐB¦;¡�¨¿¤H�

q0u
�

�¾�����~��ä#��®��,ð d±d�e�`ba io¢�cKi
u ∈ Hε,2p� ��� (Rn)

Â
q0 ∈ H−ε,p′

0 (Rn)
Â
1 < p <∞ Â

ε > 0
pJÈ�¢�a�h

i£¢�a_©�fgl�jKe�¥�i
q0u

n�dÑÌ�a�¤o¤ÁÍÎj�a Æ h�aQj0c@d�cKh�a�¤�a�`ba�h�iÞl6§
H−ε,ep
0 (Rn)

Â|Ì%¢�a�f±a
p̃ = 2p

2p−1
cKh�j

I`´B�k»�L ||q0u||H−ε,ep
0 (Rn)

≤ c||q0||H−ε,p′

0 (Rn)
||u||Hε,2p(Rn).

�Ñ�@�����gÙ «6¯ZÈH
φ ∈ C∞0 (R

n)
¡�¤�ÐL!¯�¡��±}¡�µF¦B�B§m¡�¨©¤X�
� Ã�Ì ¥B¦0¯Z²¿¨©¡ ÌK-'¡�¬B�¶B£�¤4¥G¦B§�¡

q0u ∈
D′(Rn)

¨©±j¯�ÄR�²¿²
¥B�ÅB�B�¥�¡�¬B£}¤X¦BÂX¬
I`´B�Ç´8L 〈q0u, φ〉 = 〈q0, φu〉
Äj¬B��

q0 ∈ H−ε,p′ü£ýªþWÿ (Rn)
¯Z�B¥

u ∈ Hε,p� ýGü (Rn)
� Ã�Ì ¦G±�¨¿�GÂ�ÃR¤H�¢Ì�ék±�¶B¯H£�¯H¶G£�¤4¥B¦B§m¡�± ¤X�B�§�¯H�

ÉX�£�¨³µAÌ�¡�¬B�µF¤X²©²¿¤(Äj¨©�BÂ ¶L¤X¨¿�9¡äÄj¨©±��® ¦B²³¡�¨©¶B²³¨©�£R�±U¡�¨¿®°¯Z¡��¨¿�vD4¤XÐL¤X²©�É�±�¶0¯Z§��±³IG<kºXª�-0¶G¶
�j�(Ò9º
>oL

I`´B�uºyL ‖φu‖Hε,p(Rn) ≤ c
(
‖φ‖Lr1 (Rn)‖u‖Hε,r2 (Rn) + ‖u‖Lr1 (Rn)‖φ‖Hε,r2 (Rn)

)
µF¤X£

1/p = 1/r1 + 1/r2
�Þ+0£�¤X® I`´G�k´8Lf¯H�G¥;IF´B��ºKL Äj¨³¡�¬

r1 = r2 = 2p
¨³¡�£}<¯H¥B¨©²©ÌÍµF¤X²©²¿¤(Äj±jÐ9Ì

¥B¦0¯H²©¨©¡ Ì°¡�¬B¯Z¡
q0u ∈ H−ε,ep

0 (Rn)
Äj¬B�£�

p̃ = 2p
2p−1 . ¤

�O�
���|��¸s�o�
�o���;ä#�2 IbÓ��B¨©Õ4¦G�§�¤H�¢¡�¨¿�4¦B¯Z¡�¨©¤X��¶G£�¨¿�G§�¨¿¶G²¿Ô¨¿�9¡�¤�¯H�*¨©�¢¡��£�¨©¤X£�¥B¤X®°¯H¨©��L �¾ð d±d�eu`ba
i£¢�cKi

p′ ∈ (n/2,∞) Â¨i6lQ¦�a�io¢�a�fmÌ,noio¢ 0 < ε < n
4
(2/n − 1/p′) p ½ a�i q0 ∈ H−ε,p′�����	� (Rn)

p�Ò£§
u ∈ Hε,2p� �
� (Rn)

n�d³¥±l@`¨©�c�¥�i?¤ÁÀ³d�e}©�©�l@f�iªaQj�cKh�jJd�cKi?n�d Æ a±d�io¢�a�ó�¥±¢�f���jKnoh�¦�a�fOaQÐ�e�cKi�nAl@h
(∆− q0 + k2)u = 0

noh\io¢�aÑÌ�aQc@Ô³d}a�h�d}a±Â|io¢�a�h
u = 0

n�j�a�h�i�nA¥QcK¤o¤ÁÀyp
�Ñ�@�����gÙ ÁÔ±�±}¦B®°�¡�¬0¯Z¡1¡�¬G�±}¦B¶B¶L¤X£U¡¤Hµ

q
¨©±?§�¤X�9¡�¯H¨©�B�¥#¨©��¡�¬B�ÐL¤X¦B�G¥B�¥�¥B¤X®°¯H¨©�

D ⊂ R
n.«¤#¶B£}¤7ÉXf¡�¬G�¦G�B¨¿Õ¢¦Bj§�¤X�¢¡�¨¿�4¦B¯Z¡�¨©¤X� ÄRj¦B±�f¡�¬BfÄR�²¿²9) È¢�B¤(Äj�!¡��§�¬B�B¨©Õ4¦G�±�¤Zµ'h¾;¶{¤H�B��9¡�¨¿¯H²¿²³Ì

ÂX£�¤(Äj¨¿�BÂ°±}¤X²¿¦G¡�¨¿¤X�G±jµF¤X£�¡�¬B�D4§h¬G£QF4¥B¨©�BÂX�£Ô�Õ¢¦0¯Z¡�¨©¤X��-L§�µä�O<kª;�t>A-%<kªHÆ@>b�Ô«D¤°¡�¬B¨©±Ô��G¥ Ä��Äj£�¨©¡�
¡�¬B��Õ¢¦0¯:¡�¨¿¤H�

(∆ + k2)u = q0u
¯H±

(∆ + 2iζ · ∇)e−iζ·xu = e−iζ·xq0u,



ü ý þ ÿ��������Hÿ�����ÿ��
	��Zÿ�������
���������������Hÿ�	mÿ��������������mÿ�����þ ÿ��
Äj¬B�£�

ζ ∈ C
n ¨¿±f±�¦B§�¬,¡�¬0¯Z¡ ζ · ζ = k2

��D;¨©�B§�
u
¨¿±f±�¦G¶B¶L¤X±��¥)¡�¤�¬0¯<ÉX#§�¤X®�¶0¯H§m¡�±�¦G¶B¶L¤X£}¡

ÄR�¬0¯(ÉX
v := e−iζ·xu ∈ Hε,2pü£ýªþWÿ (R2)

�|+0¤X£
v
Ä�#¤XÐG¡�¯H¨©�*¡�¬B��Õ¢¦0¯Z¡�¨©¤X�

I`´G�uÆ�L
v = Gζ(q0v)

Äj¬B�£��¡�¬BÑ+�¯Z¥B¥B�mÉ�¤H¶L�£�¯:¡�¤X£ Gζ
¨©±f¥B�Å0�G�¥ ¯Z±f¡�¬BÑ+0¤X¦B£}¨¿�£f® ¦G²©¡�¨©¶G²©¨©�£

Gζ(f)(x) = F−1(
−1

ξ2 + 2ζ · ξ f̂)(x).
�o¡�¨©±ÄR�²©²;È4�G¤7Äj�vI`±}� µF¤H£6m¾G¯H®�¶B²¿�¡�¬B ¶B£}¤4¤Hµ�¤HµL«f¬G�¤X£}�® ´B�³� ¨¿�T<Ç»XÎ@>oL?¡�¬0¯:¡�µF¤H£

0 ≤ s ≤ 1
2

I`´G��ÊyL ‖Gζ‖H−s
0 (D)→Hs(D) ≤

c

|ζ|1−2s
Äj¬B�£�

Hs(D) = Hs,2(D)
¯H�B¥

Hs
0(D) = Hs,2

0 (D)
¯Z£�

L2
) ÐB¯H±��¥;D;¤XÐL¤H²¿�ÉK±�¶B¯H§��±���Ã�Ì

<kªHÆ*>?-
Gζ

¨©±j¯!ÐL¤X¦G�B¥B�¥,¤H¶{�£�¯:¡�¤X£

I`´G�uÎ�L
Gζ : L

r(D)→ Lr′(D),

for r = 2n
n+2

¨³µ
n ≥ 3

¯Z�B¥ µF¤X£
r > 1

µF¤X£
n = 2

�¨R �§�¤X�9¡�¨¿�¢¦B�Å0£�±U¡�¨©�)¡�¬G §<¯Z±�
n ≥ 3

�
� �¢¡��£}¶L¤X²·¯Z¡�¨¿¤X��¤Hµ_IF´B��ÊKL ¯H�B¥~IF´B�uÎyL�Ì;¨©�²©¥B±
I`´G�ñB�L ||Gζ ||H−ε,ep

0 (D)→Hε,2p(D)
≤ c|ζ|−(1−2s)θ

Äj¬B�£�
ε = θs

¯Z�B¥
θ = 1− n

2p′
�|+6¨¿�0¯Z²¿²xÌy-WIF´B�k»�L�-#IF´B�kÆ�L�-0¯Z�B¥~I`´B�CB�LR±}¬B¤7Ä ¡�¬0¯Z¡

I`´G�©�(ÒyL ||v||Hε,2p(D) ≤
c

|ζ|(1−2s)θ ||v||Hε,2p(D).

×R¬B¤4¤X±}¨¿�BÂ
0 < s < 1

2

¯H�B¥
ζ
²·¯H£}ÂX���B¤X¦GÂX¬�-�ÄR�§�¤X�B§�²¿¦B¥G�¡�¬0¯Z¡

v
¯H�B¥ ¬B��B§�

u
® ¦B±U¡

ÉZ¯Z�B¨¿±}¬�¨©¥B��9¡�¨©§<¯H²©²³ÌH�,+¨¿�0¯Z²¿²xÌ�¨¿�Í¡�¬G�§�¯H±�
n = 2

Ä��¨¿�9¡��£}¶L¤X²·¯:¡�³I`´B�uÊyL�¯H�B¥XIF´B�uÎyL�µF¤H£
r > 1¯H�B¥�Ð9Ì*²¿m¡�¡�¨©�BÂ

r → 1
¡�¬B�±�¯H®��§�¤X�B§�²©¦B±�¨©¤X�*µF¤X²¿²©¤(Äj±��

¤�b�u�����
ß=� µ�¤H¡�*¡�¬0¯Z¡�µF¤X£
n = 2

¡�¬G�¦B�B¨¿Õ¢¦B��B�±}±�µF¤X²¿²©¤(Äj± µF¤H£
u ∈ Hε,r� ýGü (R2)

Äj¬B��

r > 2
-
0 < ε < 1

r

-�¯Z�B¥
q0 ∈ H−ε,r′ü�ýªþWÿ (R2)

�

´B�uª;� �!Ø#�?¸��}�u��Ûy�¶���4� ¹4����ú�¹����#�u¸�¸·�����è¸����?¹W�
�£���4¸S���¡�
�#�Ó¸sÛy���s�s���@����Ú �4�
��%�£�����
ÁÔµA¡��£�¬0¯<É;¨©�BÂ�¶B£}¤7ÉX��K¡�¬G ¦B�B¨©Õ¢¦B §�¤H�¢¡�¨©�4¦B¯Z¡�¨©¤X�)¶B£}¨¿�B§�¨¿¶B²©K-�¡�¬G ¶B£�¤4¤ZµF±�¤Zµ�«f¬B�¤X£}�®�±�´B�u»
¯H�B¥�´B�Ç´#ÐL�²¿¤(Ä ¯Z£�j£��²·¯Z¡�¨©ÉX�²©Ì�±}¡�£�¯H¨©ÂX¬¢¡}µF¤X£}ÄR¯H£�¥!h¾;¡���B±}¨¿¤X�G±�¤Hµ'§�²¿¯H±�±}¨¿§�¯H²0¶G£�¤4¤HµF±�µF¤X£�£��ÂH¦B²·¯Z£
¶L¤H¡���¢¡�¨·¯H²©±��,+0¤X£ ¡�¬B�§�¤H�¢ÉX��B¨¿��B§�#¤Hµ¡�¬B�£��¯H¥B�£t-BÄR#¨©�B§�²©¦B¥B�¡�¬B�¥B�¡�¯H¨¿²©±��
���#�8���@��� ä#�2¼W�«Ë l@f

q0 ∈ H−ε,p′�����	� (Rn)
Â¾Ì,noi£¢

n ≥ 2 Â p′ ∈ (n/2,∞) Â�cKh�j 0 < ε < n
4
( 2
n
−

1
p′
)
Â¾io¢�a ½ nñ©�©�`mcKh�h�Í�ó�¥±¢�Ì=noh�¦�a�fÑaQÐ�e�cKi�nAl@hÏI`´B�uªyLz¢�c@dOcbe�h�n�Ð�e�a�d}l@¤Áe�i?nAl@h

u ∈ Hε,2p� �
� (Rn)
p

�Ñ�
�����gÙ N1�¡
D
ÐL ¯NÐL¤X¦B�B¥G�¥ ¥G¤X®°¯H¨¿� ±�¦B§�¬ ¡�¬0¯Z¡Í±}¦B¶B¶

(q0) ⊂ D
� ×R¤X�B±�¨©¥B�£�¡�¬B

�Õ¢¦0¯:¡�¨¿¤H�~I`´G��ªKLR¨¿�
Hε,2p(D)

�kD;¨©�B§��¡�¬B�¤X¶L�£�¯Z¡�¤X£
Hk
-

Hkf = Φk ∗ f,
IF´B�©�H�
L
¥BmÅ0�B�±�¯ÍÐL¤X¦B�G¥B�¥�¤H¶L�£�¯:¡�¤X£

Hk : H
−s
0 (D) → Hs(D)

µF¤H£
s ≤ 1

ÄR ±�� µF£�¤H® D;¤HÐ{¤H²¿mÉ
�® ÐL�¥B¥B¨©�BÂ�¯Z�B¥#Ë��²¿²©¨©§h¬�ék±'§�¤X®�¶0¯H§m¡1�® ÐL�¥B¥G¨¿�BÂ ¡�¬B�¤X£��®ú¡�¬0¯:¡

Hk : H
−ε,ep
0 (D)→ Hε,2p(D)



�������������T��UBÿ������8�����WVX������Y��*�;þ[ZK����ÿ\�{ÿ����#�1þ]�������8�����¿ÿ�� ü ^
§�¤X®�¶0¯H§m¡�²©ÌH� «f¬B¨¿±)¯H�G¥¶:�£}¤X¶L¤X±�¨³¡�¨©¤X� ´B��ª ÂX¨©ÉX�¡�¬B¯Z¡,¡�¬B ¤H¶L�£�¯:¡�¤X£

Kk : Hε,2p(D) →
Hε,2p(D)

-
Kkf = Hkq0f

¨¿±f§�¤X®�¶0¯H§m¡<�
«f¬4¦G±�Ð¢Ì7+0£��¥G¬B¤X²¿®7éÇ±Ô¯Z²©¡��£��0¯:¡�¨©ÉX�¨³¡�¨¿±���B¤X¦BÂH¬,¡�¤°±�¬B¤(Ä&¡�¬B¯Z¡Ô¨¿�

Hε,2p(D)
¡�¬B�¬G¤X®°¤@)

ÂX��B�¤X¦B±��Õ¢¦0¯Z¡�¨©¤X�

I`´B�³�7ªyL
u = Hkq0u

¬0¯H±�¤H�B²©Ì�¡�¬B ¡�£�¨³É;¨¿¯H²D±}¤X²¿¦G¡�¨¿¤X�
u = 0

�#�oµ
u ∈ Hε,2p(D)

±�¯Z¡�¨¿±}ÅB�±mIF´B�©�(ªyLj¡�¬B��
u
ÐL�²©¤X�BÂX±

¡�¤�¡�¬B�D;§�¬¢Ä ¯H£U¡g1�§�²·¯H±}± S ′ ¯H�G¥*Ð9Ì�¡�¯HÈ¢¨©�BÂ�¡�¬Bz+0¤X¦B£}¨¿�£�¡�£�¯H�B±UµF¤X£�® ÄR�¤XÐG¡�¯Z¨¿�Í¨©�°¡�¬B�±���B±�
¤HµD¥B¨¿±U¡�£}¨¿ÐB¦G¡�¨¿¤H�B±�¡�¬0¯Z¡

(∆+ k2)u(x) = q0u.
� �*¶0¯H£}¡�¨¿§�¦B²·¯Z£

u
® ¦G±}¡fÐL�±}®°¤4¤Z¡�¬*¨©�

R
n \D¯H�B¥)±�¯:¡�¨¿±UµAÌ

(∆ + k2)u = 0
¡�¬B�£�H� µ�¤H¡��¡�¬0¯Z¡ÔÐ9Ì~I`´B�³�7ªyLR¡�¬B#É:¯H²¿¦B�±Ô¤Hµ

u
¨©�
D
¥G�Å0�B

u¨¿��¯H²©²
¤Zµ
R

n �
Á�±�¡�¬GÍµF¦G�B¥0¯H®���9¡�¯H²�±�¤H²¿¦G¡�¨¿¤X� ¯H�G¥ ¨©¡�±�¥B�£�¨³ÉZ¯Z¡�¨©ÉX�±�±�¯Z¡�¨¿±}µAÌ�¡�¬G�£�¯H¥B¨¿¯Z¡�¨©¤X� §�¤X�G¥B¨©¡�¨¿¤X��-

ÄR�±}��µF£�¤H® I`´B�³�7ªyLR¡�¬0¯Z¡
u
¯Z²¿±}¤°±�¯Z¡�¨¿±UÅ0�±�¡�¬B�£�¯H¥B¨·¯:¡�¨©¤X��§�¤X�B¥G¨©¡�¨©¤X��¨¿��Iä�X�³�
Lm�f«f¬¢¦B±�-'¯H±

u¨¿±Ô¯�§�²¿¯H±�±}¨¿§�¯H²?±}¤X²¿¦;¡�¨¿¤H��¨¿�
R

n \D ±�¯Z¡�¨¿±UµAÌ;¨©�BÂ!¡�¬B#£�¯H¥B¨¿¯Z¡�¨©¤H��§�¤X�B¥B¨³¡�¨©¤X��-0¨©¡�¬0¯Z±�¯!µ`¯H£jÅ0�²¿¥
m¾;¶0¯H�B±}¨¿¤X��I`§�µä�³<³�<»�-{«f¬B®,��ª;�³�<´K>MLm��Ã�Ì)Ë��²¿²¿¨©§�¬�éÇ±Ô²©�®�®Í¯vI`§�µä�³<³�<»�-�N?�®,��ª4�©�H��>oL�¯H�B¥)¡�¬G
¦B�B¨¿Õ¢¦B�§�¤X�¢¡�¨¿�¢¦0¯Z¡�¨©¤X�!¶B£}¨¿�B§�¨¿¶B²©f¨©¡�¨©±���B¤X¦BÂH¬°¡�¤�±}¬B¤7Ä ¡�¬0¯Z¡�¡�¬G�µ`¯Z£�Å0�²©¥

u∞
¤Hµ
u
-¢¥B�ÅB�B�¥

Ð¢Ì

u(x) =
eik|x|

4π|x|(n−1)/2u∞
(
x

|x|

)
+ o

(
|x|−(n−1)/2

)

¯H± |x| → ∞ -BÉ:¯H�B¨¿±}¬B�±fµF¤X£
u
�

µÔ¤Z¡��¡�¬0¯Z¡

∆u = (q0 − k2)u ∈ H−ε,ep(R2) +Hε,2p
loc (R

n).

«f¬B¨¿±#¨©®°¶G²©¨©�±�¡�¬0¯Z¡ ∇u ∈ L2loc
¯Z�B¥ ¡�¬0¯:¡

u
¯H�B¥

∆u
ÐL�²¿¤X�GÂ�²¿¤4§<¯Z²¿²³Ì,¡�¤�±�¶B¯H§��±�¡�¬0¯Z¡�¯H£�

¥B¦0¯H²?¡�¤Í�¯H§�¬K¤H¡�¬B�£��Ô«¯HÈH
r > 0

±�¤�²¿¯H£�ÂX�¡�¬0¯Z¡
D ⊂ B(0, r)

��«f¬4¦B±�Ð¢Ì)¯Z¶B¶B£�¤<¾;¨¿®°¯Z¡�¨©�GÂ

u
Ð¢Ì*±}®°¤4¤Z¡�¬*µF¦B�B§m¡�¨¿¤H�B±fÄ�#ÂXm¡jµF£�¤H® x�£}����ék±fµF¤X£�® ¦B²¿¯

� ® ∫

|x|=r

u
∂

∂ν
u ds =

� ® ∫

|x|≤r

(
|∇u|2 + (q0 − k2)|u|2

)
dx = 0.

«f¬4¦B±
∫

|x|=r

(∣∣∣∣
∂

∂ν
u

∣∣∣∣
2

+ k2|u|2
)
ds =

∫

|x|=r

∣∣∣∣
∂

∂ν
u− iku

∣∣∣∣
2

ds→ 0

¯H±
r → ∞ � ¼�±�¶L�§�¨·¯H²©²©ÌK-�¡�¬B¨¿±�¨©®�¶B²©¨©�± ¡�¬0¯Z¡ ||u||L2({|x|=r}) → 0

¯H±
r → ∞ � «f¬G¨¿±�¨¿±

¶{¤H±�±�¨©ÐB²¿�¤H�B²©ÌÍ¨©µ
u∞ ≡ 0

��«f¬4¦B±j¡�¬B#¯H±�±}�£}¡�¨¿¤X��¨¿±f¶B£}¤7ÉX��
�
¤

�����8���
��� ä#�9ä#�OË l@f
q0 ∈ H−ε,p′�����	� (Rn)

ÂJÌ,noio¢
n ≥ 2

Â
p′ ∈ (n/2,∞) Â0cKh�j 0 < ε <

n
4
( 2
n
− 1

p′
)
Â0i£¢�avd}¥QcKi�i6a�fnoh�¦�©�fgl ¿ ¤�a�` IF´B�³�
L�n�d�aQÐ�e�noÃ@cK¤�a�h�i³i6l;io¢�a ½ nñ©�©�`mcKh�h�Í�ó�¥±¢�Ì=noh�¦�af

agÐ�e�cKi�nAl@hXcKh�j0io¢�e8d�¢�c@dOc0euh�n�Ð�e�a�d}l@¤Áe�i?nAl@h
u ∈ Hε,2p� ��� (Rn)

p
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���������������Hÿ�	mÿ��������������mÿ�����þ ÿ��
�Ñ�
�����gÙ ÁÔ±�£��¯H±�¤H�B�¥ ¨¿� ¡�¬G ¶B£}¤4¤Hµ°¤Hµ�¡�¬B ¶B£�mÉ;¨©¤X¦B± ¡�¬B�¤X£��® ¯ ±}¤X²¿¦;¡�¨¿¤H�&¤Hµ!¡�¬B

N1¨¿¶B¶G®Í¯Z�B�u)ÎD4§h¬9Äj¨¿�BÂH�£f�Õ4¦B¯Z¡�¨©¤X��±�¯Z¡�¨¿±}ÅB�±�I`´G�©�}Lm��D4¦B¶B¶L¤X±}
u ∈ Hε,2p

loc (R
n) ∩ S ′ ¨¿±�¯!±}¤X²¿¦u)¡�¨©¤X��¤Zµ_IF´B�©�}Lm�=RN��B��¥,¡�¤�±}¬B¤7Ä ¡�¬0¯Z¡

I`´G�©�(»yL
us(x) =

∫
Φk(x− y)q0(y)u(y) dy.

D4¨¿�B§�
(∆+k2)us = q0u ∈ H−ε,epü£ýªþWÿ (Rn)

¯H�B¥
Φk(x−·) ∈ Hε,2p� ýÎü (Rn)

¯H�B¥�ÐL¤H¡�¬ µF¦B�B§�¡�¨¿¤X�G±
¯H£}�£}<¯H²9)ä¯H�B¯H²³Ì¢¡�¨©§j¤X¦G¡�±}¨¿¥B�¯�²·¯H£}ÂX�Ð0¯H²©²0ÄR�¬0¯(ÉXÔµF£�¤H® I`´G�©�
L�¨¿�°¡�¬B�±���B±}�¤Hµ1¥B¨©±}¡�£}¨¿ÐB¦;¡�¨¿¤H�B±
¡�¬B¯Z¡

I`´G�©�<´�L ∫

|y|≤r

Φk(x− y)(∆ + k2)us(y) dy = Hk(q0u).

Ï���B¤H¡��¡�¬B�¤X¶L�£�¯Z¡�¤H£Ô¡�¬0¯:¡�¤X¶L�£�¯Z¡��±�¡�¤
us
¨¿�)¡�¬B ²©�µA¡�¬0¯H�G¥K±�¨©¥B ¤Zµ!I`´B�³�<´8LjÐ¢Ì

T
��µÔ¤(Ä

µF¤X£
φ ∈ C∞(Rn)

-

Tφ = φ+

∫

|y|=r

(
Φk(· − y)

∂

∂r(y)
φ(y)− ∂

∂r(y)
Φk(· − y)φ(y)

)
ds(y).

«f¬4¦G±�-L¯H¶B¶G£�¤<¾G¨©®Í¯:¡�¨©�BÂ
us
Äj¨©¡�¬�±}®°¤4¤Z¡�¬*µF¦B�B§m¡�¨©¤X�B±fÄ�#¤XÐG¡�¯H¨©�

us(x) +

∫

|y|=r

(Φk(x− y)
∂

∂r(y)
us(y)−

∂

∂r(y)
Φk(x− y)us(y)) ds(y) = Hk(q0u).

+0£�¤H® ¡�¬G £�¯H¥G¨·¯Z¡�¨¿¤H� §�¤X�B¥B¨³¡�¨©¤X� ¨©¡°µF¤X²©²¿¤(Äj±�¡�¬B¯Z¡Í¡�¬B ÐL¤H¦B�B¥0¯H£UÌ ¨¿�9¡��ÂX£�¯H²�¨©� ¡�¬GK¯HÐL¤7ÉX
µF¤X£}®�¦G²·¯ ¯Z¶B¶B£�¤X¯H§�¬B�±J1��£�¤ ¯H±

r → ∞ -�§mµä��<³�<»�-�« ¬B®,� ª;�k´*>r� «f¬B¨©±!¶B£}¤7ÉX�±¡IF´B�©�<»�L�¯H�B¥
¬B��B§��¡�¬B�¡�¬B�¤H£��®��

¤µ�¤H¡��¡�¬0¯Z¡�-:¨©��É;¨©�Ä ¤HµG«f¬G�¤X£}�® »G�k»�-7«f¬B�¤H£��®&´B�k´j¨¿®�¶B²©¨³�±'¡�¬0¯:¡?¡�¬B�¤X£�¨©ÂX¨©�0¯H²Z±}¡�¤4§h¬B¯H±}¡�¨¿§
±�§�¯Z¡�¡��£}¨¿�BÂ!¶B£�¤HÐB²¿�®ºIU�X�³�
LR¬0¯H±�¯�¦B�B¨©Õ4¦G#±}¤X²¿¦;¡�¨¿¤H��¯H²¿®�¤X±U¡f±�¦B£}�²³ÌX�

º;�!��� �X���ì,��î0�?�6�#(o';(A��$6��î����4$�L��'1� �=í � � �Xí�(o"?�(� �="#$��"����="?� �?��"#�
Ã�Ì)¨©¡��£�¯Z¡�¨¿�BÂ�¡�¬B�N1¨¿¶B¶G®Í¯H�G�u)ÎD;§�¬9Äj¨¿�BÂX�£��Õ¢¦0¯Z¡�¨©¤X��-'¤X�B §<¯Z�KµF¤X£}®Í¯Z²¿²xÌ�£}�¶B£}�±���¢¡

u
¯H±

¡�¬G�Ã�¤X£���±��£}¨¿�±�-
Irº4�©�
L

u(x, y, k) = u0(x, y, k) + u1(x, y, k) + u2(x, y, k) + . . .
Äj¬B�£�

u0(x, y, k) = Φk(x− y)
¯H�B¥

un+1 = (∆+ k
2+ i0)−1(qun).

Á §�¤H�B±�¨©¥B�£�¯HÐB²¿Ô¶0¯H£U¡
¤Hµ ¤X¦B£�ÄR¤X£�È�§�¤X�B±}¨¿±}¡�¤Zµj¯H�B¯H²©Ì�1�¨©�BÂ�¡�¬B°¥B¨q{'�£���¢¡�¡��£}®°±#¨¿� ¡�¬G¨¿±#¥B�ÉX�²¿¤H¶B®°��¢¡��TR �Äj¨©²¿²
²·¯:¡��£ ¶B£�¤(ÉX#¨©�¡D4¦BÐB±��§�¡�¨¿¤X�)Æ;��ª�¡�¬0¯Z¡f¡�¬B�±��£�¨©�±�Ibº;�©�}L §�¤X�9ÉX�£�ÂH�±�µF¤X£f²¿¯H£�ÂX���B¤H¦BÂX¬�ÉZ¯H²©¦B�±
¤Hµ
k
��� ��¡�¬B�¶B£}¤4¤Hµ¤Hµ¤X¦B£f®°¯H¨¿��£��±}¦B²©¡fÄR��B��¥�¡�¤!�±}¡�¯ZÐB²¿¨©±�¬�¯H±UÌ;®�¶G¡�¤H¡�¨©§�¨¿�G¥B�¶L��B¥B��B§�

µF¤X£�¡�¬B�Å0£}±}¡�¡��£�®�± ¨¿� ¡�¬B�ÃR¤X£}� ±}�£�¨©�±t-�§�¤X£}£��±�¶L¤X�B¥G¨¿�BÂK¡�¤K¥B¨2{{�£}��¢¡ ÉZ¯Z²¿¦B�±�¤Hµ
k.
«f¬B

ÉX�£}¨©Å0§�¯Z¡�¨¿¤X��¤Hµ'¡�¬G¨¿±�µ`¯H§m¡�²¿�¯H¥B±�¡�¤��±}¡�¨¿®°¯Z¡�¨©¤H��¤Zµ
§��£U¡�¯H¨©�°¤X±�§�¨¿²©²·¯:¡�¤H£}Ì ¨©�¢¡��ÂX£�¯H²¿±t-4¯Z�B¥Í�G��¥G±
¯�µ`¯H¨©£�²³Ì,¨©�¢ÉX¤H²©ÉX�¥K§�¤X®�¶B¦G¡�¯Z¡�¨©¤X�
�#Á�±#¯�¦B±�mµF¦B²�¡�¤4¤H²6Ä��¯H¶B¶B²³Ì,¡�¬B�§<¯H²©§�¦B²©¦B±�¤Hµ�§�¤X�B¤X£}®Í¯H²
¥B¨©±}¡�£}¨¿ÐB¦;¡�¨¿¤H�B±���«f¬G#£��±�¦B²³¡�±j¤HµD¡�¬B¨©±f±��§m¡�¨©¤X��Äj¨¿²©²'ÐL�¯Z¶B¶B²©¨¿�¥*²·¯Z¡��£ ¨¿�vD;�§�¡�¨¿¤X�,Ê;�
ÁÔ±f¡�¬B�Å0£}±}¡j¡��£�® ¨©�*¡�¬B#ÃR¤H£���±}�£�¨©�±j¨¿±

u1(x, y, k) =

∫

D

Φk(x− z)q(z)Φk(z − y) dz,



�������������T��UBÿ������8�����WVX������Y��*�;þ[ZK����ÿ\�{ÿ����#�1þ]�������8�����¿ÿ�� ü ´
ÄR�±}¡�¯H£}¡�Äj¨©¡�¬K¡�¬B�¯H±UÌ;®�¶G¡�¤H¡�¨©§�±�¤Hµ

Φk(z) = − i
4
H
(1)
0 (k|z|) -1Äj¬B�� k → ∞ ��«f¬G�±�Í¯Z£�

ÂX¨©ÉX���Ð¢Ì

Φk(z) =

√
1

k|z|e
i(k|z|−π/4)F (

1

k|z|), F (t) =
∞∑

j=0

djt
j, t > 0,

Irº4��ªyL

Äj¬B�£}
d0 = − i√

8π

¯H�B¥
dj
¯H£�Ô§�¤X�B±U¡�¯H�9¡�±�Äj¬B¤X±}�¯H§m¡�¦0¯Z²�ÉZ¯H²©¦B�±R¯H£�Ô�G¤H¡R¨¿®�¶L¤X£U¡�¯H�9¡�µF¤X£�¦B±

¨¿�,¡�¬B�±��Õ4¦G�²r��«f¬B�±��£�¨¿�±�Irº;�uªyL�¯H�G¥ ¨©¡�±�¥B�£}¨©ÉZ¯:¡�¨©ÉX�¬B¯(ÉX�¡�¬B�¶B£}¤X¶L�£U¡äÌ�¡�¬0¯Z¡ÔµF¤X£
N > 1I`§H� µä� <x�y-GµF¤X£�® ¦B²¿¯HzBG�©�H��ªXÊ�-�BG�uª;�uÊ}²uBG�uª;�³�(Ò*>ML

|F (t)−
N∑

j=0

djt
j| ≤ ctN+1, | d

dt
(F (t)−

N∑

j=0

djt
j)| ≤ ctN , 0 < t < 1.

Irº4�u»�L

ÓÔ±�¨©�BÂ�Å0£�±}¡j¡�¬B£���¡��£�®�±f¨¿�*¡�¬G�¯Z±}Ì4®°¶;¡�¤H¡�¨¿§�±j¤Hµ
Φk
-GÄR�Äj£}¨©¡�

u1(x, y, k) = ũ1(x, y, k) + b(x, y, k)
Irº;�Ç´8L
Äj¬B�£}K-0µF¤X£

k ≥ 1

ũ1(x, y, k) =

∫

D

Φ
(3)
k (x− z)q(z)Φ

(3)
k (z − y) dz,

Φ
(3)
k (z) = (k|z|)−

1
2 ei(k|z|−π/4)

3∑

j=0

dj (k|z|)−j.

N1�¡�¦B±�¥B��B¤H¡��Ð¢Ì O(k−n1
1 k−n2

2 )
µF¦B�G§�¡�¨©¤X�B±

h(x, y, k1, k2)
Äj¬B¨¿§�¬�±�¯Z¡�¨¿±}µAÌ ¯H���±}¡�¨¿®°¯Z¡�

|h(x, y, k1, k2)| ≤ ck−n1
1 k−n2

2

µF¤X£
x, y ∈ U

¯H�B¥
k1, k2 ≥ 1

Äj¬B�£�
c
¨¿±�¨¿�G¥B�¶L��B¥B��9¡

¤Hµ
x, y, k1,

¯H�B¥
k2
��µ�m¾4¡�ÄR�§�¤X®�¶B¦G¡�!¡�¬GÍ¯Z±}Ì4®°¶;¡�¤H¡�¨¿§!h¾;¶0¯H�B±}¨¿¤X� µF¤X£�¡�¬B�§�¤7ÉZ¯Z£�¨·¯Z�B§�

¤Hµ
ũ1
¡�¬4¦B±#±�¬B¤(Äj¨¿�GÂ�¡�¬0¯:¡#¡�¬B!Å0�²©¥B±

ũ1
Äj¨©¡�¬N¥G¨2{{�£���¢¡�µF£��Õ4¦G��B§�¨¿�± ¯H£}°¯H±}Ì4®�¶G¡�¤Z¡�¨©§<¯H²©²³Ì

¨¿�B¥B�¶L��B¥G��¢¡��|RN��®�¶B¬0¯H±}¨�1��¡�¬0¯Z¡RµF¤X£�® ¦G²·¯bIrº;�kÎ�L�ÐL�²©¤7Ä ¨¿±R§�£}¦B§�¨¿¯H²LµF¤X£�¡�¬B�§�¤H�B±}¡�£�¦B§m¡�¨¿¤H�
¤Hµ
µ(z)

¨©�vD;�§m¡�¨©¤X�,ÎG�
�O�
���|��¸s�o�
�o��������®���ð d±d�`ba�io¢�cKi

κ ∈ [0, 1
2
).
Ë l@f

k1, k2 ≥ 1
i£¢�a�fGcKh�j�l@` Ã@cyfn�c ¿ ¤�a ũ1d�cKi?n�d Æ a±d�e�h�n §sl@f`�¤ÁÀ«§sl@f

x, y ∈ U io¢�a�a±d�i�no`mcKi6a±d

|E (ũ1(x, y, k1)ũ1(x, y, k2))| ≤
cn

(k1 + k2)4+2κ(1 + |k1 − k2|)n
,

Irº;�uºyL

|E (ũ1(x, y, k1)ũ1(x, y, k2))| ≤ c′n(k1 + k2)
−n,

Irº;�kÆ�L
Ì=¢�a�fga

n
n�d�cKf ¿ noi?fGcKfÀyp«Õ�l@fga±l@ÃKa�fgÂ�§sl@f k1 = k2 = k

Ì�az¢�cKÃKa�io¢�aOc@d�À*`¨©�iªl@i?nA¥±d

E (ũ1(x, y, k)ũ1(x, y, k)) = R(x, y)k−4−2κ +O(k−5)Irº;�uÊyL
Ì=¢�a�fga

R ∈ C∞(U × U)
p��|dª©�a±¥�n�cK¤o¤ÁÀ
Â,noi|¢�l@¤qj@d�io¢�cKi

R(x, x) =
1

28+2κπ2

∫

R2

µ(z)

|z − x|2 dz
§sl*f

x ∈ U.Irº4�uÎ�L



ü Ö þ ÿ��������Hÿ�����ÿ��
	��Zÿ�������
���������������Hÿ�	mÿ��������������mÿ�����þ ÿ��
�Ñ�@�����g� Ï���B¤Z¡�

φ(z, x, y) = |x− z| + |z − y|. ÁÔ±�¡�¬G�§�¤(ÉZ¯H£}¨·¯H�B§�#¤X¶L�£�¯Z¡�¤X£ Cq
¬0¯H±Ô¯

ÄR�¯HÈ¢²©Ì�±�¨¿�GÂX¦B²·¯Z£1ÈH�£��B�²
C(z1, z2) = kq(z1, z2)

Äj¨³¡�¬�¯H±UÌ4®°¶G¡�¤H¡�¨©§�±?ÂH¨©ÉX���¯H±?¨¿�Ñ:�£�¤X¶L¤X±}¨©¡�¨¿¤X�
»G�uªu-GÄR�±���¡�¬0¯Z¡

E (ũ1(x, y, k1)ũ1(x, y, k2)) =
3∑

j1,j2,l1,l2=0

Ij1,j2,l1,l2(k1, k2, x, y)
Ibº;�CB�L

Äj¬B�£�

Ij1,j2,l1,l2(k1, k2, x, y) =
Ibº;�³�(Ò�L

dj1dj2dl1dl2
k1+j1+j2
1 k1+l1+l2

2

∫

R4

m¾;¶ (
ik1φ(z1, x, y)− ik2φ(z2, x, y)

)
E (q(z1)q(z2))

|x− z1|j1+
1
2 |z1 − y|j2+ 1

2 |x− z2|l1+
1
2 |z2 − y|l2+

1
2

dz1dz2.

ÁÔ±�±}¦B®°¶;¡�¨¿¤H�&ª;�©�NÄj¨³¡�¬
κ ∈ [0, 1

2
)
±U¡�¯Z¡��±,¡�¬0¯:¡

kq(z1, z2) = E (q(z1)q(z2))
¨©±�¡�¬B

D;§�¬¢ÄR¯H£}¡Q1�ÈH�£}�B�²{¤Zµ?¯#¶B±��¦B¥B¤4¥B¨q{'�£���¢¡�¨¿¯H²�¤X¶L�£�¯Z¡�¤H£
Cq

Äj¨³¡�¬Í¯�§�²·¯H±}±�¨©§<¯H²0±}Ì4® ÐL¤X²
c(x, ξ) ∈

S−2−2κ1,0 (R2 × R
2)
-�¯H�B¥ ¡�¬B�¶B£�¨©�B§�¨©¶0¯H²�±}Ì4® ÐL¤X²R¤Hµ

Cq
¨©± ÂX¨³ÉX�� Ð¢Ì

cp(z, ξ) = µ(z)(1 +
|ξ|2)−1−κ.

«f¬B�±}¦B¶B¶L¤X£U¡j¤Zµ
Cq(z1, z2)

¨¿±R§�¤X�9¡�¯H¨©�B�¥�¨¿�
D×D �=RN�®Í¯<Ì�Äj£}¨©¡�JIF§H� µä�«<uªZ»*>ML

kq(z1, z2) = (2π)
−2
∫

R2

ei(z1−z2)·ξc(z1, ξ) dξ.
Irº;�³�X�
L

Á�²©²
±UÌ;® ÐL¤X²©±j¯H¶B¶L<¯Z£�¨¿�GÂ!ÐL�²¿¤(ÄúÄj¨©²¿²'ÐL�§�²¿¯H±�±}¨¿§<¯Z²
±}Ì4® ÐL¤X²¿±�<kªH»@>r�
� � ¤X£}¥B�£�¡�¤�¤XÐG¡�¯Z¨¿�K¦B�B¨©µF¤H£�®$�±}¡�¨¿®°¯Z¡��±�Äj¨©¡�¬ £��±�¶L�§�¡#¡�¤*ÉZ¯H£�¨¿¯HÐB²©�±

x
¯H�B¥

y
ÄR!±�¬0¯Z²¿²

¨¿�9¡�£}¤4¥B¦B§��¡�¬B�® ¯H±�ÉZ¯H£}¨·¯HÐG²¿�±�¨¿�N¡�¬BÍ§�¤7É:¯H£�¨¿¯H�B§�Í¨¿�N¡�¬B°µF¤X²¿²©¤(Äj¨©�BÂ�ÄR¯(ÌH�\N1�¡ ¦G± ¥BmÅ0�B
¡�¬GfµF¦B�B§m¡�¨¿¤H�

C1(z1, z2, x, y) = kq(z1, z2)θ(x)θ(y)
Äj¬G�£�

θ ∈ C∞0 (R2)
�Õ¢¦0¯Z²¿±�¤X�Gj¨¿� ¡�¬B

¥B¤X®°¯H¨©�
U
¯H�B¥�¬B¯H±j¨©¡�±f±}¦B¶B¶L¤X£U¡�¤X¦G¡�±}¨¿¥B

D
�

« ¬B�µF¤X£}®�¦G²·¯TIrº;�³�X�
L��B¤7Äú¡�¯HÈH�±j¡�¬B�µF¤X£�®

C1(z1, z2, x, y) = (2π)
−2
∫

R2

ei(z1−z2)·ξc1(z1, x, y, ξ) dξ
Irº;�³�7ªyL

Äj¬B�£�
c1(z1, x, y, ξ) ∈ S−2−2κ1,0 (R6 × R

2)
��� ��µ`¯H§m¡s-

c1 ∈ S−2−2κ1,0 ((D × R
4) × R

2)
-1ÐB¦G¡

ÄR�§�¤X�B±�¨©¥B�£�¨©¡Ôh¾4¡���G¥B�¥KÐ¢Ì71��£}¤Í¡�¤°É:¯H²¿¦G�±
z1 6∈ D.

Ã�Ì�¥B�ÅB�B¨©¡�¨¿¤X��-%Irº4�©�(ªyLf®°�¯H�B±�¡�¬0¯:¡
C1(z1, z2, x, y)

¨¿± ¯�§�¤X�G¤X£�®°¯H²L¥B¨¿±U¡�£}¨¿ÐB¦G¡�¨¿¤H�Í¨©�
R
8 ¤HµDÖ!FX£}®Í¯Z�B¥B�£�¡ Ì4¶L�¬0¯<É4¨¿�BÂ §�¤X�B¤X£}®Í¯H²

±�¨©�BÂX¦B²¿¯H£�¨³¡ Ì*¤X�,¡�¬B�±}¦B£}µ`¯H§�
S1 = {(z1, z2, x, y) ∈ R

8 : z1 − z2 = 0} ��Ó�±�¨©�BÂÍ�B¤H¡�¯:¡�¨¿¤H�B±¤Hµb<kªH»*>?-�¨³µ
X ⊂ R

n ¨©±�¯H��¤X¶L�� ±�m¡,¯H�B¥
S ⊂ X

¨¿±�¯ ±�®�¤4¤H¡�¬ ±�¦BÐB®°¯H�B¨³µF¤X²©¥ ¤Hµ
X
-

ÄR,¥B��B¤Z¡�)Ð9Ì
I(X;S)

¡�¬B,¥B¨¿±U¡�£}¨¿ÐB¦G¡�¨¿¤H�B±!¨¿� D′(X) ¡�¬0¯Z¡Í¯H£�,±}®°¤4¤Z¡�¬ ¨¿� X \ S ¯H�B¥
¬0¯<ÉX,¯�§�¤X�G¤X£�®°¯H² ±�¨©�BÂX¦G²·¯H£}¨³¡äÌ ¯:¡

S
� «f¬B�±�m¡°¤Hµ�¥B¨©±}¡�£}¨¿ÐB¦;¡�¨¿¤H�B± ¨¿�

I(X;S)
±}¦B¶B¶L¤X£U¡��¥

¨¿� ¯�§�¤H®°¶B¯H§�¡#±}¦BÐB±}�¡�¤Hµ
X
¨¿±�¥G��B¤H¡��¥NÐ¢Ì

Icomp(X;S)
�0N?m¡

D ⊂ R
8 ÐL°¯H� ¤X¶L��N±��¡

§�¤H�¢¡�¯Z¨¿�B¨©�BÂ
D ×D × ±}¦B¶B¶ (θ)× ±}¦B¶B¶ (θ) ±}¤!¡�¬0¯:¡ C1 ∈ Icomp(D;S1 ∩D)

�
RN��®°¶G²¿¤(Ì�¡�¬B�µ`¯H§�¡�¡�¬0¯Z¡�§�¤X�B¤X£}®Í¯Z²6¥G¨¿±}¡�£�¨©ÐB¦G¡�¨©¤X�G±�¯H£}�¨©�¢ÉZ¯Z£�¨¿¯H�¢¡�¦B�B¥G�£�¯�§h¬B¯H�BÂX�¤Zµ

§�¤4¤H£�¥B¨©�0¯Z¡��±���Áf§�¡�¦B¯H²¿²³Ìy-G¤X¦B£f¶B²·¯Z��¨¿± ¡�¤!§�¤H�B±�¨©¥B�£j±}�ÉX�£�¯H²?¥B¨q{'�£���9¡�§�¤4¤X£�¥G¨¿�0¯Z¡��±f±}Ì4±}¡��®�±��
« ¬BKÅ0£�±U¡�±�m¡�¤Hµ#§�¤4¤X£}¥B¨¿�0¯:¡��±Í¡�¬0¯Z¡�ÄR�§�¤X�B±�¨©¥B�£�¯H£}

(V,W, x, y)
-Ô¥BmÅ0�B�¥ ¯H±

V =
z1 − z2

¯H�B¥
W = z1 + z2

�fÏ���G¤H¡��Ð¢Ì
η
¡�¬B#§h¬0¯Z�BÂX�¤Hµ�§�¤4¤H£�¥B¨©�0¯Z¡��±

η : (V,W, x, y) 7→



�������������T��UBÿ������8�����WVX������Y��*�;þ[ZK����ÿ\�{ÿ����#�1þ]�������8�����¿ÿ�� ü Ý

(z1, z2, x, y)
¯H�B¥ §�¤X�B±}¨¿¥B�£�¡�¬B�¶B¦B²©²q) ÐB¯H§hÈ

C2 = η∗(C1)
� «f¬G�� ¯ ¥B¨©£��§m¡°±}¦BÐB±}¡�¨©¡�¦G¡�¨©¤X�

±�¬B¤(Äj±�¡�¬0¯Z¡

C2(V,W, x, y) = (2π)
−2
∫

R2

eiV ·ξc2(V,W, x, y, ξ) dξ,

c2(V,W, x, y, ξ) = c1(z1(V,W, x, y), x, y, ξ)
Äj¬B¨¿§�¬�®°�¯H�B±f¡�¬0¯Z¡

C2 ∈ I(R8;S2)
Äj¬B�£�

S2 = {(V,W, x, y) : V = 0} �«D¤°Å0�B¥ ¤H¦G¡�¬B¤(Ä&¡�¬B�±}Ì4® ÐL¤X²?¡�£�¯H�B±}µF¤H£�®�±�¨¿��¡�¬B�§�¬0¯H�BÂH�¤Hµ�§�¤4¤X£}¥B¨¿�B¯Z¡��±�-�ÄR�¬0¯(ÉX#¡�¤
£��¶G£��±}��9¡

C2(V,W, x, y)
Äj¨©¡�¬,¯�±}Ì4® ÐL¤X²'¡�¬0¯Z¡j¥B¤4�±j�B¤H¡j¥B�¶L��B¥)¤H�

V
�,RN�§�¯H�,¯H§�¬B¨¿mÉX

¡�¬B¨©±�Ð9Ì Ä ¯<ÌN¤Hµ ¡�¬BÍ£}�¶B£}�±���¢¡�¯Z¡�¨©¤X� ¡�¬B�¤X£��®¹µF¤X£�§�¤X�B¤X£}®Í¯Z²�¥B¨©±}¡�£�¨¿ÐG¦G¡�¨©¤X�B±0<kªH»u-,N1�®°®°¯
�(ÎG�uª;�©�t>1ÐL�§�¯H¦B±}�¤HµD¡�¬B�±�¶L�§�¨¿¯H²
µF¤X£}®+¤Hµ¡�¬B�±�¦G£}µ`¯H§�

S2 = {V = 0} �,RN�¬0¯(ÉHHÀ

C2(V,W, x, y) = (2π)
−2
∫

R2

eiV ·ξc3(W,x, y, ξ) dξ,
Ibº;�³�(»�L

c3(W,x, y, ξ) ∼
∞∑

l=0

〈−iDV , Dξ〉lc2(V,W, x, y, ξ)|V=0 ∈ S−2−2κ1,0 (R6 × R
2).

�ä��¶0¯Z£}¡�¨©§�¦B²¿¯H£t-;ÄR�±���¡�¬0¯Z¡
c3(W,x, y, ξ)

¬0¯H±f¡�¬B�¶G£�¨¿�G§�¨¿¶B¯H²'±}Ì4® ÐL¤X²

cp3(W,x, y, ξ) = µ(z1(V,W, x, y))(1 + |ξ|2)−1−κθ(x)θ(y)
∣∣
V=0

.
Irº;�³�<´8L
«f¬B�±��§�¤X�B¥�±�m¡j¤HµD§�¤4¤X£}¥B¨¿�0¯:¡��± ¡�¬0¯Z¡ ÄR�§�¤H�B±�¨©¥B�£j¯Z£�

(v, w, x, y)
¥G�Å0�B�¥�ÐL�²¿¤(Ä��|+0¤X£

¡�¬B¨©±�-1¡�¤�§�¤X�B±}¨¿¥B�£�¡�¬B!¤X±�§�¨¿²©²·¯:¡�¤H£}Ì)¨©�¢¡��ÂX£�¯H²¿±JIrº4�©�(ÒyLÔÄR�§�¬0¯H�BÂH!¡�¬B!§�¤4¤H£�¥B¨©�0¯Z¡��±�±}¤�¡�¬B¯Z¡
φ(z1, x, y) − φ(z2, x, y)

Äj¨¿²©²ÐL�¯�§�¤4¤H£�¥B¨©�0¯Z¡�Z��RN Äj¨©²¿²D¥B¤�¡�¬B¨©±�§�¬0¯H�GÂX�¤Hµ�§�¤4¤X£}¥B¨¿�0¯:¡��±
¨¿�N¡äÄR¤ ±U¡��¶G±��Ï+6¨¿£}±}¡�Ä��§h¬0¯Z�BÂXÍ¡�¬B�§�¤4¤X£�¥G¨¿�0¯Z¡��±

(z1, z2, x, y)
¡�¤
(Z1, Z2, x, y)

-6Äj¬B�£�
Zj = Zj(x, y, zj) ∈ R

2 - j = 1, 2
¯Z£� £}�²¿¯Z¡��¥ ¡�¤*�²¿²¿¨©¶B±}�±�¬0¯<É4¨¿�BÂÍµF¤4§<¯Z²6¶L¤H¨¿�¢¡�±�¨¿�

x
¯Z�B¥

y
��¸,¤X£��¶G£��§�¨¿±}�²³Ìy-BÄR�Äj£�¨³¡�

Zj = (tj, sj) ∈ R
2,

tj =
1

2
φ(zj, x, y), sj =

1

2
φ(zj, x, y)·

¯H£�§�±�¨¿�
(e1·

∇zjφ(zj, x, y)

||∇zjφ(zj, x, y)||
),

Äj¬B�£}
e1 = (1, 0)

��� � ¤H¡�¬B�£�ÄR¤X£}¥B±�-�¬B�£�
tj
§�¤X£}£��±�¶L¤X�B¥G±�¡�¤ ¡�¬B*±}�®�¨q) ®°¯
.}¤H£�¯:¾;¨©± ¤Hµ

¡�¬B��²¿²©¨©¶B±��¬B¯(É4¨¿�BÂ µF¤4§<¯H²'¶L¤X¨¿�9¡�±
x
¯H�B¥

y
¯H�B¥�§�¤H�¢¡�¯Z¨¿�B¨©�BÂ�¡�¬B�¶L¤H¨¿�9¡

zj
��«f¬B�ÉZ¯H£}¨·¯HÐG²¿

sj±�¶L�§�¨©Å0�±�¯¡éÇ�B¤X£�®°¯H²©¨21��¥�é{¯Z�BÂX²©�¤Zµ�¡�¬B��B¤X£}®Í¯H²1ÉX�§m¡�¤X£�¤Hµ�¡�¬B��²¿²©¨©¶B±�#Äf¨©¡�¬)¡�¬B
x
)ä¯7¾;¨¿±�¯Z¡

¡�¬BR¶L¤X¨¿�9¡
zj
�=D;¨¿�B§��¡�¬B ¥G¤X®°¯H¨¿�

U
¨©±6§�¤X�¢ÉXh¾!¯Z�B¥

D
¨©±6±�¨©®�¶B²©Ì�§�¤X�B�B�§�¡��¥�-¢¤H¦B£6¥B�ÅB�B¨©¡�¨¿¤X�

¤Hµ¡�¬B��B�Ä §�¤4¤X£�¥B¨©�0¯Z¡��±f¨¿± ÄR�²¿²q)o¶L¤X±��¥�¨¿��¯��B�¨©ÂX¬4ÐL¤X£}¬B¤4¤4¥�¤HµD¡�¬B�¥B¤X®°¯H¨©�
D
�

D;�§�¤X�B¥G²©ÌK-GÄR�§�¬0¯H�BÂH�µF£�¤X®
(Z1, Z2, x, y)

¡�¤ §�¤4¤X£}¥B¨¿�0¯:¡��±
(v, w, x, y)

Äj¬B�£�
v = Z1 −

Z2, w = Z1+Z2
�«D¤XÂXm¡�¬B�£�-H¡�¬BR¯HÐL¤7ÉX�±}¡��¶B±6¥B�ÅB�B�¡�¬B�§�¤4¤X£}¥B¨¿�B¯Z¡��±

(v, w, x, y)
¯H�B¥�¡�¬B

®Í¯H¶
τ : (v, w, x, y) 7→ (z1, z2, x, y)

�mµÔ¤Z¡��¡�¬B¯Z¡�¡�¬B�Å0£�±U¡�§�¤X®°¶L¤H�B��9¡#¤Hµ
v(z1, z2, x, y)�Õ¢¦0¯H²©±

(φ(z1, x, y)− φ(z2, x, y))/2
�

«D¤ ±�¨¿®�¶B²©¨³µAÌ ¡�¬BÍ�G¤H¡�¯Z¡�¨¿¤X��-Ä��¥B��B¤H¡�
X1 = D

-
X2 = η−1(D)

¯H�B¥
X3 = τ−1(D)±�¤�¡�¬0¯Z¡

τ : X3 → X1
¯H�B¥

η : X2 → X1
�0RNÍ¯H£}�£��¯H¥GÌK¡�¤,£}�¶B£}�±}��¢¡�¡�¬B�§�¤X�G¤X£�®°¯H²

¥B¨¿±U¡�£�¨©ÐB¦G¡�¨©¤X�
C1(z1, z2, x, y)

¨©� §�¤4¤X£�¥B¨©�0¯Z¡��±
(v, w, x, y)

¯Z±�¡�¬G�¶B¦B²©²q)oÐ0¯H§�ÈN¥G¨¿±}¡�£�¨©ÐB¦G¡�¨©¤X�
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C4 = τ ∗(C1) ∈ I(X3;S3 ∩ X3)
-
S3 = {(v, w, x, y) : v = 0} ��Ã�Ì�¡�¬B°¨©�¢ÉZ¯Z£�¨·¯Z�B§�!¤Hµ§�¤H�B¤X£�®°¯H²'¥B¨¿±U¡�£}¨¿ÐB¦G¡�¨¿¤H�B± ¦B�B¥B�£j¡�¬B�§h¬B¯H�BÂX�¤HµDÉZ¯H£�¨¿¯HÐB²©�±RÄR#®°¯(Ì°Äj£�¨³¡�

Icomp(X1;S1 ∩X1)

τ∗

))TTTTTTTTTTTTTTT

η∗

uujjjjjjjjjjjjjjj

Icomp(X2;S2 ∩X2) Icomp(X3;S3 ∩X3)

«D¤�¯H¶B¶B²³Ì°¡�¬G¨¿± ¥B¨¿¯HÂX£�¯Z®Ñ¯H�B¥�¡�¬B�¨©�¢¡��ÂX£�¯Z²'£}�¶B£}�±}��¢¡�¯Z¡�¨©¤X��Irº;�³�(»yL�¤Hµ
C2 ∈ Icomp(X2;S2 ∩

X2)
- §�¤X�B±�¨©¥B�£�¡�¬B�¡�£�¯H�B±}µF¤H£�®°¯Z¡�¨©¤X�

κ = η−1 ◦ τ ��RN�Äj¨¿²©²fÐL�²¿¤(Ä ¦B±}�<uªZ»�- «f¬B�¤X£��®
�(ÎG�uª;�CB*>?-L¡�¤�¶B£}¤7É4¨©¥B ¯Í£��¶B£��±���9¡�¯Z¡�¨¿¤H� µF¤X£�¡�¬B�¶B¦B²©²q) ÐB¯H§�È

C4 = κ∗C2
��D;¨©�B§��±�¦B£Uµ`¯H§��±

S2¯H�B¥
S3
¬B¯(ÉX�¡�¬B�±�¶L�§�¨¿¯H²'µF¤X£}®

S2 = {V = 0} ¯H�B¥ S3 = {v = 0}
-B¯H�B¥

κ
®°¯H¶B±

S3 ∩X3¤X�9¡�¤
S2 ∩X2

-GÄR#¤XÐ;¡�¯H¨©�

C4(v, w, x, y) = (2π)
−2
∫

R2

eiv·ξc4(w, x, y, ξ) dξ,

Äj¬B�£�
c4(w, x, y, ξ) ∈ S−2−2κ1,0 (R6 × R

2)
¨©±j¯!±UÌ;® ÐL¤X²
±�¯Z¡�¨¿±UµAÌ;¨©�BÂ

c4(w, x, y, ξ) =
Irº;�³�7ºyL

c3(κ2(v, w, x, y), ((κ
′
11(v, w, x, y))

−1)tξ)| ¥B�¡ κ′11(v, w, x, y)|−1
∣∣
v=0

+ r(w, x, y, ξ).
ÖÔ�£�*-

r(w, x, y, ξ) ∈ S−3−2κ1,0 (R6×R
2)
¯Z�B¥°¡�¬BÔ§�¤4¤X£�¥B¨©�0¯Z¡�j¡�£�¯H�B±UµF¤X£�®

κ
¨¿±�¥G�§�¤H®°¶L¤X±}�¥

¨¿�9¡�¤ ¡ ÄR¤ ¶0¯H£U¡�±t-�¡�¬B
R
2 )oÉ:¯H²¿¦G�¥ µF¦G�B§�¡�¨¿¤X� κ1(v, w, x, y) = V (v, w, x, y)

¯H�B¥ ¡�¬G
R
6 )

ÉZ¯Z²¿¦B�¥ µF¦B�B§m¡�¨¿¤H�
κ2(v, w, x, y) = (W (v, w, x, y), x, y)

��«f¬B¨©±�Ì4¨¿�²¿¥B±ÔµF¤X£�¡�¬B ¥B¨q{'�£���¢¡�¨¿¯H²
κ′
¤Hµ
κ
¡�¬G�§�¤X£}£��±}¶L¤X�B¥B¨©�BÂ�£��¶B£��±���9¡�¯:¡�¨¿¤H�

κ′ =

(
κ′11 κ′12
κ′21 κ′22

)
.

RN*�B¤Z¡�Í¡�¬0¯:¡ ¡�¬BÍ¡�£�¯H�B±}µF¤H£�®°¯Z¡�¨©¤H� £�¦B²©�¨©�
κ∗

¨©�]<kªH»u- «f¬G�¤X£}�® �(ÎG�uª;�CB*>R¨©± ¶B£}�±���¢¡��¥
µF¤X£�¬B¯H²©µM)o¥B��G±�¨©¡�¨¿�±���«f¬B�¶G£�¤4¤Hµf¤Hµ ¡�¬BÍ¯H�0¯H²©¤XÂX¤X¦G±�£}�±}¦B²©¡�µF¤X£�¥B¨©±}¡�£�¨¿ÐG¦G¡�¨©¤X�B±t-¬B¤(ÄR�ÉX�£�-�¨¿±
¨¿®�®��¥B¨¿¯Z¡�H�
:�²©¦BÂXÂX¨©�BÂ�¡�¬B�¶B£}¨¿�B§�¨¿¶0¯Z²L±}Ì4® ÐL¤X²{¤Hµ

c3(x, ξ)
ÂX¨©ÉX��*¨©�ÏIrº4�©�<´�L�¡�¤ µF¤H£�® ¦B²·¯0Irº;�³�7ºyL-4ÄR�±��

¡�¬B¯Z¡j¡�¬B�¶B£�¨©�B§�¨¿¶0¯H²'±UÌ;® ÐL¤X²
¤Hµ
c4(w, x, y, ξ)

¨©±

cp4(w, x, y, ξ) = µ(z1(v, w, x, y))(1 + |(κ′11(v, w, x, y))−1)tξ|2)−1−κ
∣∣
v=0

· θ(x)θ(y)J(w, x, y)
Äj¬B�£�

J(w, x, y) = | ¥G�¡ κ′11(0, w, x, y)|−1
�

RN ¯H£�)£}<¯H¥GÌ ¡�¤ §�¤X®�¶B¦G¡�,¡�¬B ¯H±}Ì4®�¶G¡�¤Z¡�¨¿§�±Í¤Hµ
Ij1,j2,l1,l2(k1, k2, x, y)

�[RN)¥B��B¤Z¡�
~j = (j1, j2, l1, l2)

�*Ã�ÌKÄj£�¨©¡�¨¿�BÂ*¡�¬G°¨¿�9¡��ÂH£�¯H²
I~j = Ij1,j2,l1,l2(k1, k2, x, y)

¨©�N§�¤4¤H£�¥B¨©�0¯Z¡��±

(v, w, x, y)
ÄR#¤HÐG¡�¯H¨©�

I~j = k
−(1+j1+j2)
1 k

−(1+l1+l2)
2

∫

R4

m¾;¶
(i
(
(k1 + k2)e1· v + (k1 − k2)e1·w

)
)·

·C4(v, w, x, y)H~j(v, w, x, y) dvdw
Irº4�©�(ÆyL



�������������T��UBÿ������8�����WVX������Y��*�;þ[ZK����ÿ\�{ÿ����#�1þ]�������8�����¿ÿ�� ü ï
Äj¬B�£}

e1 = (1, 0)
¨©± ¡�¬B�¦B�B¨³¡fÉX�§�¡�¤H£Ô¯H�B¥

H
~j = H

~j(v, w, x, y)
¨¿±

H
~j =

dj1dj2dl1dl2

|x− z1|j1+
1
2 |z1 − y|j2+ 1

2 |x− z2|l1+
1
2 |z2 − y|l2+

1
2

¥Bm¡
(τ ′(v, w, x, y))

Äj¬B�£}
z1 = z1(v, w, x, y)

¯H�G¥
z2 = z2(v, w, x, y)

�
D;¨©�B§�

H
~j ¨¿± ±�®�¤4¤H¡�¬ ¨¿� X3

¨¿� ¯H²©²�ÉZ¯Z£�¨·¯ZÐB²¿�±�¯H�B¥ ¡�¬B*§�²¿¯H±�±
I(R8;S3)

¨©±�§�²¿¤X±}�¥ ¦B�u)
¥B�£�® ¦B²³¡�¨©¶B²³¨©§<¯:¡�¨©¤H� Äj¨©¡�¬ ¯�±�®�¤4¤H¡�¬ µF¦B�B§m¡�¨¿¤H��-�ÄR�¬0¯<ÉX

C4(v, w, x, y)H
~j(v, w, x, y) ∈

I(R8;S3)
�f«D¤ÍmÉZ¯H²©¦0¯Z¡��¡�¬G�¤X±�§�¨¿²©²·¯:¡�¤H£}Ì�¨¿�9¡��ÂX£�¯H²©±OIrº4�©�<Æ�Lf¨©�)¯�§�¤X�9ÉX��B¨©��9¡�Ä ¯<Ìy-�ÄR��B��¥

¡�¤�£}�¶B£}�±}��9¡�¡�¬B¨©±�§�¤X�B¤H£�®°¯H²�¥G¨¿±}¡�£�¨©ÐB¦G¡�¨©¤X� Äf¨©¡�¬ ¯�±UÌ;® ÐL¤H²�¡�¬0¯:¡#¥B¤4�±#�B¤Z¡#¥B�¶L��B¥N¤X�
v
�

Á�Â9¯H¨©��-;Ð9ÌÍ¦B±�¨©�BÂ�¡�¬B�£��¶B£��±���¢¡�¯:¡�¨¿¤H�*¡�¬B�¤H£��® µF¤X£R§�¤X�B¤X£}®Í¯Z²{¥B¨©±}¡�£�¨¿ÐG¦G¡�¨©¤X�B±¨<kªH»u-�N1�®°®°¯
�(ÎG�uª;�©�t>A-GÄ�#¤XÐ;¡�¯H¨©�

C4(v, w, x, y)H
~j(v, w, x, y) = (2π)−2

∫

R2

eiv·ξc
~j
5(w, x, y, ξ) dξ,

Ibº;�³�7ÊyL

c
~j
5(w, x, y, ξ) ∼

∞∑

l=0

〈−iDv, Dξ〉l(c4(w, x, y, ξ)H~j(v, w, x, y))|v=0.

�ä��¶0¯Z£}¡�¨©§�¦B²¿¯H£t-;ÄR�±���¡�¬0¯Z¡
c
~j
5(w, x, y, ξ)

¬0¯H±f¡�¬B�¶B£�¨©�B§�¨©¶0¯H²'±}Ì4® ÐL¤X²

c
~jp
5 (w, x, y, ξ) = µ(z1(v, w, x, y))(1 + |((κ′11(v, w, x, y))−1)tξ|2)−1−κ·

· θ(x)θ(y) J(w, x, y)H~j(v, w, x, y)
∣∣∣
v=0

.
Irº;�³�(Î�L
Ã�Ì ±}¦BÐB±}¡�¨©¡�¦G¡�¨©�BÂ�Ibº;�³�7ÊyL�¨¿��¡�¤�Irº4�©�(ÆyL�¯Z�B¥ ¦G±�¨¿�GÂ�¡�¬Bb+0¤H¦B£�¨©�£�¨©�¢ÉX�£}±�¨©¤X�N£�¦G²¿�ÄR°¤XÐG¡�¯Z¨¿�
¡�¬B�¨¿®�¶L¤X£U¡�¯H�9¡ µF¤H£�® ¦B²·¯

I~j = k
−(1+j1+j2)
1 k

−(1+l1+l2)
2 (Fwc

~j
5)((k2 − k1)e1, x, y,−(k1 + k2)e1)

Irº;�³�}B�L
Äj¬B�£} Fw

¥B��B¤Z¡��±j¡�¬BÑ+0¤X¦B£}¨¿�£R¡�£�¯H�B±UµF¤X£�®+¨¿��¡�¬B
w
ÉZ¯Z£�¨·¯ZÐB²¿*-

Fwc
~j
5(η, x, y, ξ) =

∫

R2

e−iη·wc
~j
5(w, x, y, ξ) dw.

Á�±1¡�¬B�±}Ì4® ÐL¤X²
c
~j
5(w, x, y, ξ)

¨¿±
C∞

±�®�¤4¤H¡�¬#¯H�B¥#§�¤H®°¶B¯H§�¡�²©Ì�±}¦B¶B¶L¤X£U¡��¥�¨¿��¡�¬G
(x, y, w)

ÉZ¯H£�¨¿¯HÐB²©�±�-�ÄR�±�� ¡�¬0¯Z¡ |Dα
wc

~j
5(w, x, y, ξ)| ≤ cα(1 + |ξ|)−2−2κ

µF¤H£�¯H²¿² |α| ≥ 0
-LÄj¬B�£�

cα¨¿±f¨¿�G¥B�¶L��B¥B��9¡Ô¤Hµ
(w, x, y) ∈ R

6 ��«f¬G¨¿±j¨©®°¶B²©¨³�±f¯ZµA¡��£ n ¨¿�9¡��ÂH£�¯Z¡�¨¿¤X�G± Ð¢Ì*¶0¯H£U¡�±f¡�¬0¯Z¡

|I~j(k1, k2, x, y)| ≤ cn
1

1 + |k1 + k2|2+2κ
k−j1−j2−1
1 k−`1−`2−1

2 (1 + |k1 − k2|)−n

µF¤X£�¯H²©²
n ≥ 0.

Ã�Ì §�¤H�B±�¨©¥B�£}¨¿�BÂ ±��¶B¯H£�¯:¡��²³Ì ¡�¬B §�¯H±��± |k1 − k2| ≤ |k1 + k2|/2
¯H�G¥

|k1 − k2| ≥ |k1 + k2|/2
Ä�#¥B�¥B¦B§��¡�¬0¯:¡

Irº;�uªHÒ�L |I~j(k1, k2, x, y)| ≤ c′n(1+ |k1− k2|)−n(1+ |k1+ k2|)−4−2κ−j1−j2−l1−l2 , n > 0.
«f¬B¨¿±fÉX�£�¨³Å0�±f¡�¬B��±U¡�¨©®Í¯Z¡�mIbº;��ºKLm�
ÃRmµF¤X£��¶B£}¤7É4¨¿�GÂÏIbº;�uÆyLjÄ� §�¤H�B±�¨©¥B�£Ô¡�¬B ¯H±UÌ;®�¶G¡�¤H¡�¨©§�±�Äj¬B��

k1 = k2 = k
�!R �¥B��B¤H¡�

0 = (0, 0, 0, 0)
�S+0¤X£ ~j 6= 0

ÄR�¬B¯(ÉX
I~j(k, k, x, y) = O(k−5−2κ). «f¬¢¦B±�-R¨©� ¤H£�¥B�£�¡�¤
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�±U¡�¯HÐG²¿¨¿±}¬èIrº;�uÊyL#¨©¡ ¨¿±���B¤X¦GÂX¬ ¡�¤K§�¤H�B±�¨©¥B�£

I0(k, k, x, y)
�N«D¤�¤XÐ;¡�¯H¨©� ¡�¬B*²©<¯H¥G¨¿�BÂ ¤H£�¥B�£

¯H±UÌ;®�¶G¡�¤H¡�¨©§�±�¤Zµ
I0
-�ÄR�§�¤X�B±}¨¿¥B�£�¡�¬B�§�¤X�9¡�£�¨©ÐB¦G¡�¨©¤X�B±�¤Hµ�¡�¬G�¶B£}¨¿�B§�¨¿¶0¯Z²R±UÌ;® ÐL¤X²f¯Z�B¥ ¡�¬B

²¿¤(ÄR�£j¤H£�¥B�£j£��®Í¯H¨©�B¥B�£ ¡��£�®�±j±}�¶0¯Z£�¯Z¡��²©ÌH�,RN£�¨³¡�

c05(w, x, y, ξ) = c0p5 (w, x, y, ξ) + cr(w, x, y, ξ),

Äj¬B�£�
cr(w, x, y, ξ) ∈ S−3−2κ1,0 (R6 × R

2)
¨©±�±�®�¤4¤H¡�¬N¯H�B¥ §�¤X®�¶0¯H§m¡�²³ÌK±}¦B¶B¶L¤X£}¡��¥ ¨©��¡�¬B

(w, x, y)
ÉZ¯Z£�¨·¯ZÐB²¿�±��R«f¬4¦B± |Dα

wcr(w, x, y, ξ)| ≤ cα(1 + |ξ|)−3−2κ
µF¤X£Ô¯H²©²1® ¦B²©¡�¨9)o¨©�B¥G¨©§��±

α¯H�B¥�Ä�#¨©�GµF�£j¯Z±�¯HÐL¤7ÉX�¡�¬B¯Z¡

|Fwcr(0, x, y,−2ke1)|=O(k−3−2κ),
µF¤X£�¯Z²¿²

n > 0
�6«f¬4¦B±�¡�¬Bj§�¤H�¢¡�£}¨¿ÐB¦;¡�¨¿¤H��¤Hµ

cr
¡�¤
I0
¨©±��±}¡�¨¿®°¯Z¡��¥!Ð¢Ì ¡�¬Bj£�¨©ÂX¬9¡�¬B¯H�B¥�±�¨©¥Bj¤Zµ

Irº4��ÊyLh�RÖÔ��B§��¨©¡j¨¿±j��G¤X¦BÂX¬�¡�¤�§�¤X�G±�¨¿¥G�£j¡�¬G�¶G£�¨¿�G§�¨¿¶B¯H²
¶0¯H£}¡��R«D¤�¡�¬G¨¿±j��B¥�-�ÄR�±}¦BÐB±U¡�¨©¡�¦G¡�
¡�¬G#¶G£�¨¿�G§�¨¿¶B¯H²'±}Ì4® ÐL¤X²¾Ibº;�©�<Î�LR¨©�¢¡�¤ µF¤X£}®�¦G²·¯TIrº;�³�}B�LR¯H�B¥�¤XÐ;¡�¯H¨©�

I0(k, k, x, y) =
Irº;�uª;�}L

k−2θ(x)θ(y)

∫

R2

µ(z1(0, w, x, y))H
0(0, w, x, y)J(w, x, y)

[1 + 4k2|((κ′11(0, w, x, y))−1)te1|2]1+κ
dw +O(k−5−2κ).

D;¨©�B§� ¤X�B ®Í¯<Ì�§�¤X®�¶B¦G¡�R¡�¬0¯Z¡
a = 4|((κ′11(0, w, x, y))−1)te1|2 6= 0

ÄRf®°¯(Ì�¯H¶B¶B²³Ì�µF¤H£6µF¤X£
²·¯Z£�ÂX

k
¡�¬BÔ¥B�ÉX�²¿¤X¶G®°��¢¡

(1+ k2a)−1−κ =
(
a−1k−2

∑∞
j=0 k

−2j(−a)−j
)1+κ

.
RN�¤XÐ;¡�¯H¨©�

¡�¬G#¥G�±�¨©£��¥�µF¤X£}® ¦B²·¯TIrº4��ÊKLRÄf¨©¡�¬

R(x, y) =
1

41+κ

∫

R2

µ(z1(0, w, x, y))H
0(0, w, x, y)J(w, x, y)

|((κ′11(0, w, x, y))−1)te1|2+2κ
dw.

¸,¤X£}�¤(ÉX�£t-�µF¤H£
y = x

ÄR*§�¤X®�¶B¦G¡�
κ′11 =

(
cosα + α sinα − sinα
sinα− α cosα cosα

) -�Äj¬B�£�
α =

w2/w1
� �o¡°µF¤X²©²¿¤(Äj±�¡�¬0¯Z¡

J(w, x, x) = det (κ′11) = 1
¯H�B¥ |((κ′11)−1)te1| = 1.

¸,¤X£�)
¤7ÉH�£�-{ÄR�¯H²¿±}¤�¬0¯<ÉX ¥B�¡

(τ ′(0, w, x, x)) = 1
4

-
¯H�B¥
(
¥Bm¡
(dz1
dw
(v, w, x, x)|v=0))−1 = 4

��:�¦G¡
¡�¤HÂX�¡�¬B�£t-B¡�¬B�±�#¤XÐG±��£UÉZ¯Z¡�¨¿¤X�B±fÌ4¨©�²¿¥XIrº;�kÎ�L�µF¤X£

R(x, x)
�

+¨¿�0¯Z²¿²xÌ*ÄR�¶B£�¤(ÉX �±}¡�¨¿®°¯Z¡��Ibº;�kÆ�Lm�z/�ÐB±}�£}ÉX�¡�¬0¯Z¡
E (ũ1(x, y, k1)ũ1(x, y, k2))

¨¿±ÔÂX¨³ÉX��
Ð¢Ì�¯#²¿¨©�B<¯Z£�§�¤X® ÐB¨¿�B¯Z¡�¨©¤X�!¤Hµ'¡��£�®�±

Ĩ~j
¯H�0¯Z²¿¤XÂH¤X¦B±�¡�¤bIrº;�³�(Ò�L6Äj¬B�£�K-;¨¿�°¯H¥B¥B¨³¡�¨©¤X�!¡�¤�§�¬0¯H�BÂ*)

¨¿�GÂN§�¤H�B±}¡�¯Z�¢¡�±
dj
-RÄR)¤X�G²©Ì £}�¶B²¿¯H§�

k2
Äj¨³¡�¬ −k2

�èµ�¤H¡�¨©§�,¯H²©±�¤ ¡�¬B¯Z¡Í¨©� ¡�¬B,¶B£}¤4¤Hµ�¤Zµ
µF¤X£}®�¦G²·¯�Irº4�©�}ByLÔ¤X�B�®°¯(Ì)¯H²¿²©¤(Ä

k2
¡�¤�ÐL��B�Â9¯Z¡�¨³ÉXK-'Äj¬B��G§�!¡�¬G��±}¡�¨¿®°¯Z¡�TIrº;�kÆ�L�µF¤H²¿²©¤7Äj±

¨¿®�®��¥B¨¿¯Z¡��²³ÌH�
¤

�|�u�~�~�����2W� ÒhTi£¢�azj�a±¥±l@`¨©�l}d�noi�nAl@h Irº;�Ç´8L io¢�a!fGcKh�j�l@`ûÃ@cKfn�c ¿ ¤�a b(x, y, k) d�cKi�n�d Æ a±d¨c�pqd�pio¢�a�¥±l@h�jKnoi?nAl@h

|b(x, y, k)| ≤ c′(1 + |k|)−3, x, y ∈ U, k > 0
Ì%¢�a�fga�i£¢�a³¥±l*hud�i�cKh�i

c′
j�aª©�a�h�j@d�l@h�¤ÁÀTl@h

H−1,1
0 (D)

Íªh�l@f` l6§
q(z, ω)

p



�������������T��UBÿ������8�����WVX������Y��*�;þ[ZK����ÿ\�{ÿ����#�1þ]�������8�����¿ÿ�� ý ü

�O�
�����g� Ã�Ì7Ibº;�k»�L�- ||Φk(· −x)||H1,∞(D)+ ||Φ(3)k (· −y)||H1,∞(D) ≤ ck1/2
µF¤H£

k > 1
-
x, y ∈

U
��«f¬B¨©±j¨¿®�¶B²©¨©�±

|b(x, y, k)| ≤ ||q||H−1,1
0 (D)

(
||Φk(· −x)− Φ(3)k (· −x)||H1,∞(D)||Φk(· −y)||H1,∞(D)+

+ ||Φ(3)k (· −x)||H1,∞(D)||Φk(· −y)− Φ(3)k (· −y)||H1,∞(D)

)

≤ c||q||H−1,1
0 (D)(1 + |k|)−1−m.

¤«f¬B�¯HÐL¤(ÉX#£}�±}¦B²©¡�±�¬B¯(ÉX�¡�¬B�µF¤X²©²¿¤(Äj¨©�BÂ §�¤H£�¤X²©²·¯Z£}Ì�¡�¬0¯Z¡j¶B²¿¯(Ì4±�¯�§�£}¦B§�¨¿¯H²
£�¤X²©�¨©��±��Õ¢¦B�²r�

�����
���?�£���������2¼��_ð d±d�e�`baÑio¢�cKi
k1, k2 > 1

cKh�j
x, y ∈ U pmÈ�¢�a�h

E
∣∣ � a (k21ũ1(x, y, k1)) � a (k22ũ1(x, y, k2))

∣∣ ≤ cn(1 + |k1 − k2|)−n, n > 0,
Ì=¢�a�fga

cn
n�d0noh�j�aª©�a�h�j�a�h�i�l6§

x, y ∈ U
Â�cKh�j�l@h�a0`mcKÀvfgaª©�¤qc�¥±aTl@h�a�l@f ¿ l@i£¢�l6§mio¢�a0f±aQcK¤

©�cKfiod ¿ Àmno`mc}¦Knoh�cKfÀ�©�cKfiod�p
�O�
�����g� R�¬B��

k1, k2 > 1
ÄR!¬0¯<ÉX�¡�¬0¯Z¡ |k1 + k2|−n ≤ |k1 − k2|−n � «f¬B!§�²¿¯H¨©®$�G¤7Ä

µF¤X²¿²©¤(Äj±�¨¿®�®��¥B¨¿¯:¡��²³Ì�µF£�¤X® �±}¡�¨¿®°¯Z¡��±¨Irº4��ºyL�¯H�B¥�Irº;�kÆ�L�Ð9Ì�±}¨¿®�¶B²©Ì ¤XÐB±}�£UÉ;¨©�BÂ�¡�¬0¯Z¡�µF¤X£�¯H�¢Ì
a, b, c, d ∈ R

ÄRj®Í¯<Ì £��§�¤(ÉX�£�¯Z²¿²;¡�¬Bj¶B£}¤4¥B¦B§m¡�±
ac, ad, bc

¯Z�B¥
bd
¯Z±�²¿¨¿�G<¯H£6§�¤X® ÐB¨©�0¯Z¡�¨¿¤H�B±

¤Hµ�£��¯H²?¤X£j¨¿®°¯HÂX¨³�0¯H£UÌ�¶0¯H£U¡�±�¤Hµ6¡�¬B��¢¦B® ÐL�£}±
(a + ib)(c± id) = (ac∓ bd) + i(bc± ad).

¤

ÆG��� (oë � ��" �="#$6��" �?��"#���m(A���Ô�="?� �7��"#(A���
ÆG�©�H� ���#�~¸���Ûy���4�è�}�8�@��� � �K¡�¬B¨¿±�±}¦BÐB±��§�¡�¨¿¤X� ÄR�§�¤X�B±}¨¿¥B�£�¡�¬B ±}�§�¤H�B¥K¡��£}®

u2
¤Hµ�¡�¬G

ÃR¤X£���±��£}¨¿�±�Ibº;�©�}L�-BÂX¨³ÉX���Ð¢Ì

IbÆG�³�
L
u2(x, y, k) =

∫

D

∫

D

Φk(x− z1)q(z1)Φk(z1 − z2)q(z2)Φk(z2 − y) dz1dz2.

� ¡�¡�¦B£��B±�¤H¦G¡�¡�¬0¯Z¡�¤X¦G¡�¤Hµ�¯H²©²D¡��£�®�±�¨©� ¡�¬B µF¤X£}®Í¯Z²6ÃR¤H£��K±��£�¨¿�±�¡�¬B¨©±�¤X�B ¨¿±�¡�¬B�¬B¯H£�¥B�±}¡
¤X�BÍ¡�¤K¯H�0¯H²³Ì�1�°µF¤X£�¤H¦B£�¶B¦B£�¶L¤H±��±�� ÖÔ¤7Ä��ÉX�£�-�¡�¬B°µF¤X²¿²©¤(Äj¨©�BÂ,£��±�¦B²³¡ Ì4¨©�²©¥B±�m¾G¯H§m¡�²³ÌN¡�¬G
�±}¡�¨¿®°¯Z¡��¡�¬0¯Z¡jÄj¨¿²©²
ÐL�¦B±}�¥)²·¯:¡��£ ¡�¤°±}¬B¤7Ä ¡�¬0¯Z¡j¡�¬B#§�¤H�¢¡�£}¨¿ÐB¦;¡�¨¿¤H��¤Zµ

u2
§<¯Z�)ÐL#¨¿ÂX�G¤X£��¥

¨¿�*¡�¬G#®��¯H±�¦B£}�®���9¡�Irª;�uªyLh�
�����8���
��� ����®��¨ð d±d�eu`ba0io¢�cKi

κ ∈ [0, 1/2) p Ë l@fbcK¤o¤ x, y ∈ U
noi ¢�l@¤qj@dbcK¤Á`bl}d�i«d�e�f±a�¤ÁÀ

i£¢�cKi

lim
K→∞

1

K − 1

∫ K

1

k4+2κ|u2(x, y, k, ω)|2dk = 0.
�O�
�����g� /��B!®°¯(ÌK¯Z±�±�¦G®°�¡�¬B¯Z¡

x = 0,
±}¤�ÄR!Äj¨©²¿²�¯ZÐBÐB£�mÉ4¨·¯Z¡�

u2(k) = u2(0, y, k, ω)IF¡�¬B�¥B�¶L��B¥G��B§��¤H�
y
¯H�B¥

w
¨¿±�±�¦B¶B¶G£��±}±��¥�¨©�,¡�¬B��G¤H¡�¯Z¡�¨¿¤X��Lm�fÁ ®°¯H¨¿��£}�¥B¦B§m¡�¨©¤X�,Äj¨¿²©²

Ð{Ô¡�¬B¯Z¡RÄ��£��¶G²·¯H§�Ô¡�¬B�Ö�¯Z�BÈH�²LµF¦B�B§�¡�¨¿¤X�G±�-;¤X�B�Ð¢Ì°¤X�GK-G¨©�\IbÆG�³�
L�Ð¢Ì�¡�¬G�¶B£}¨¿�B§�¨¿¶0¯Z²�¡��£�®�±
¨¿�*¡�¬G�¯Z±}Ì4®°¶;¡�¤H¡�¨¿§�±OIbº;��ªKLm���o¡jÄj¨©²¿²'ÐL�¦B±}�µF¦B²
¡�¤�¯HÐBÐB£}�É4¨·¯Z¡�
IbÆG�uªyL

fk(z) = Φk(z)− d0(k|z|)−1/2eik|z| and gk(z) = d0(k|z|)−1/2eik|z|,



ý�ý þ ÿ��������Hÿ�����ÿ��
	��Zÿ�������
���������������Hÿ�	mÿ��������������mÿ�����þ ÿ��
Äj¬B�£�*¡�¬G*§�¤X�B±U¡�¯H�9¡

d0
§�¤X®��± µF£}¤X® ¡�¬B�¯H±}Ì4®�¶G¡�¤Z¡�¨¿§�±�Irº;�uªyLh�XRN*�B��¥ ¡äÄ�¤ ¯H¦;¾;¨¿²©¨·¯Z£}Ì

£��±�¦B²³¡�±���«f¬B�Å0£�±U¡Ô¤H�B#§�¤X²¿²©�§m¡�± ¡�¤XÂH�¡�¬G�£j¦B±�mµF¦B²?È¢�B¤(Äj²¿�¥GÂX#¤X��¡�¬B#ÐL�¬0¯(É4¨©¤X¦B£j¤Hµ
fk
-
gk
-

¯H�B¥
Φk(· − y)

Äj¨³¡�¬�¨¿�B§�£��¯H±�¨©�BÂ
k
IF¨¿�*¡�¬B¨¿±f±��§�¡�¨¿¤X��ÄR#¯H²³Ä ¯(Ì4±�¯Z±�±�¦G®°�¡�¬B¯Z¡

k ≥ 1 Lm�
�|�u�~�~���W�2��«½ a�i

ε ∈ [0, 1]. È�¢�a�hÉ ��Ê ‖gk‖Hε,p(D), ‖Φk(· − y)‖Hε,p(D) ≤ cpk
ε−1/2 §sl@f p > 1 cKh�j y ∈ U.

É ����Ê ‖fk(· − y)‖Hε,p(D) ≤ cpk
2ε−3/2 §sl@f p > 1 cKh�j y ∈ U.

É ������Ê ‖fk(z1 − z2)‖Hε,p(D×D) ≤ cpk
2ε−3/2 §sl@f p ∈ (1, 4/3).

�Ñ�@�����g� Á�±�±}¦B®�
y ∈ U ¯H�B¥�£��§<¯Z²¿²'¡�¬B¯Z¡�¥G¨¿±}¡

(U,D) =: d > 0
��Ëj�§�¯H²¿²{¡�¬0¯Z¡

|H(1)
0 (t)| ≤ c√

t
, | d

dt
H
(1)
0 (t)| ≤ c√

t
, t ≥ d.

I`ÆG�k»�L

«f¬B��)Ð9Ì*¥B��B¤H¡�¨©�BÂ
R = sup{|y − z| : y ∈ U, z ∈ D} ÄR�¬0¯<ÉX

∫

D

|fy(z)|pdz ≤
∫

d≤|u|≤R

Φk(u)
pdu ≤ cpk

−p/2(R1−p/2 − d1−p/2) = ck−p/2

Äj¬B�£�
c
¨©±�¨¿�B¥G�¶L��G¥B��9¡R¤Zµ

y
-4¯H�B¥�Ð9Ì ¡�¬Bj±�¯H®°f®°¯H�B�B�£�¤X�Gj®Í¯<Ì �±U¡�¨©®Í¯Z¡� ¡�¬GjÂX£�¯H¥G¨¿��9¡

∇Φk(· − y).
RN�¡�¬4¦B±j¬0¯<ÉX
±�¦G¶
y∈U
||Φk(· − y)||Lp(D) ≤ ck−1/2,

±�¦B¶
y∈U
||∇Φk(· − y)||Lp(D) ≤ ck1/2.

IbÆ;�k´�L

«f¬B�±�°�±}¡�¨©®Í¯:¡��±�¨©�¢¡��£�¶L¤X²¿¯Z¡��µF¤H£
0 ≤ s ≤ 1

¡�¤�Äj¬B¯Z¡�Ä ¯H±�§�²·¯Z¨¿®��¥KµF¤H£
Φk
�JµÔh¾;¡�-?¡�¬B

±}¡�¯Z¡��®°��¢¡�I`¨ML�µF¤X£
gk
¨©±j¤XÐG¡�¯H¨¿�B�¥�±�¨©®°¨©²¿¯Z£�²xÌÍÐ¢Ì*�B¤H¡�¨©�BÂ�¡�¬0¯:¡�¥B¨¿£}�§�¡�§�¤X®�¶B¦G¡�¯:¡�¨¿¤H��¤Hµ ∇gk±�¬G¤7Äj±j¡�¬0¯:¡

gk
¤XÐLmÌ;±�ÐL¤X¦G�B¥B±�±}¨¿®�¨¿²©¯H£�¡�¤vIbÆ;�u»�Lh�

� ��¤X£}¥B�£ ¡�¤!¶B£�¤(ÉXbIF¨¿¨oL-;¤XÐB±}�£}ÉX�¡�¬0¯:¡j¡�¬B#¯H±}Ì4®�¶G¡�¤Z¡�¨¿§�±ÑIrº;�k»�L�Ì4¨¿�²¿¥*¡�¬B��±}¡�¨¿®°¯Z¡��±
IbÆ;��ºyL ‖fk‖L∞(D) ≤ ck−3/2, ‖∇fk‖L∞(D) ≤ ck1/2,

µF£�¤H®ÑÄj¬B¨¿§�¬�¡�¬B�§�²·¯H¨©®+¯HÂX¯H¨¿��µF¤X²©²©¤7Äj± Ð¢Ì*¨©�¢¡��£�¶L¤H²·¯Z¡�¨©¤X�'�
«D¤�¶B£�¤(ÉX¡I`¨¿¨©¨ML-
Ä�Í¯ZÂ9¯H¨©��¦B±�!¡�¬B�¯H±}Ì4®�¶G¡�¤Z¡�¨¿§�±0Irº4�u»�L�¯H�B¥ ¤XÐB±��£}ÉX�¡�¬0¯Z¡ |∇Φk(z)| ≤

ck1/2max(|z|−1, |z|−1/2) µF¤H£ ¯H²¿² z � ¸,¤X£}�¤(ÉX�£t- Ð9Ì ¥B¨©£��§m¡K§�¤X®�¶B¦G¡�¯Z¡�¨©¤X� |∇gk(z)| ≤
ck1/2max(|z|−3/2, |z|−1/2) ��«f¬B�±�#¡�¤XÂXm¡�¬B�£fÌ;¨©�²©¥*¡�¬0¯:¡

IbÆ;�uÆ�L |∇fk(z)| ≤ ck1/2max(|z|−1/2, |z|−3/2), k ≥ 1.
Ã�ÌÍ¥G¨¿£��§�¡ §�¤H®°¶B¦;¡�¯Z¡�¨¿¤X��-4Ä��¤HÐG¡�¯H¨©� ||fk||Lp(B) ≤ cp,B(k

−2 + k−
3p
2 )

1
p
µF¤X£

p < 4/3
¨¿�*¯Z�¢Ì

ÐL¤X¦B�G¥B�¥ ¥B¤X®°¯H¨©�
B
��Ã�Ì�§�¤X® ÐB¨©�B¨©�BÂ*¡�¬G¨¿±�Äj¨©¡�¬·IbÆ;�uÆ�L�ÄR�¤XÐG¡�¯Z¨¿� Ð9Ì�¨¿�¢¡��£}¶L¤X²·¯Z¡�¨©¤H�K¡�¬B

§�¤H¦B�¢¡��£�¶B¯H£}¡�¤Zµ�I`¨¿¨©¨MLÔµF¤H£�¡�¬B!µF¦B�B§m¡�¨¿¤H�
z 7→ fk(z)

¤X� ¯H�9Ì ÐL¤X¦G�B¥B�¥ ±�¦BÐL¥B¤H®Í¯H¨©�N¤Zµ
R
2 �

«f¬B#�±}¡�¨¿®°¯Z¡��µF¤X£ ¡�¬B�®°¯H¶
(z1, z2) 7→ fk(z1 − z2)

µF¤X²©²¿¤(Äj± ±�¨©�B§�
D
¨¿±fÐL¤X¦B�B¥G�¥
�

¤� � ¤X£�¥B�£Í¡�¤ ±}¡�¯Z¡�,¡�¬B ±}�§�¤X�B¥èN1�®�®°¯�-f£}�§�¯H²¿²j¡�¬0¯Z¡°¡�¬B ¤H¶L�£�¯:¡�¤X£
Hk

Ä ¯H±�¥BmÅ0�B�¥
¡�¬G£�¤X¦BÂH¬;I`´G�©�X�}Lf¨©��D;�§m¡�¨©¤X�)´B��R �¯H²©±�¤��B��¥)¡�¤°§�¤X�G±�¨¿¥G�£�¡�¬G�¤X¶L�£�¯Z¡�¤H£

Kk
Äj¬B¨¿§�¬)§�¤X®J)

ÐB¨©�B�±f¡�¬B�® ¦B²©¡�¨©¶B²©¨©§�¯Z¡�¨©¤X��¤X¶L�£�¯Z¡�¤H£fÄj¨³¡�¬
q
¡�¤
Hk
-B¨r�ÇH�

Kkf = Hk(qf).



�������������T��UBÿ������8�����WVX������Y��*�;þ[ZK����ÿ\�{ÿ����#�1þ]�������8�����¿ÿ�� ýG^
�¾�����~�����2¼�� Ë l@fÑcKh�À

p > 1
Â
s ∈ (0, 1) cKh�j k ≥ 1 noi|¢�l@¤qj@d�i£¢�cKi

||Kk||Hs,2p→Hs,2p ≤ c1k
−1+2(s+(1−1/p)),

IbÆG�uÊyL

||Kk||Hs,2p→L∞ ≤ c1k
1+2s−1/p,

IbÆG�kÎ�L
Ì=¢�a�fga�io¢�a�¥±l@h�d�iAcKh�i

c1 = c1(ω)
n�d Æ h�noi6aOcK¤Á`bl}d�i=d�eufga�¤ÁÀKp

�O�
�����g� +0¤X£
0 < s < 1

¯Z�B¥
1 ≤ p ≤ 2 ≤ r ≤ ∞ ¤H�B�¬0¯H±�¡�¬0¯:¡

Hk : H
−s,p
0 (D) →

Hs,r(D)
Äj¨©¡�¬�¡�¬B��B¤X£�®+�±}¡�¨©®Í¯:¡�

||Hk||H−s,p
0 (D)→Hs,r(D) ≤ ck−1+2(s+(1/p−1/r)).

IbÆG�CB�L

«f¬B¨¿±��±U¡�¨©®Í¯:¡�#µF¤X²©²¿¤(Äj±Ô�¯H±�¨©²©Ì*µF£�¤X® ¡�¬G ¶B£}¤4¤Hµ�¤Zµ�«f¬B�¤H£��® »;�©� ¨©��<k»HÎ*>b��ÁÔ��¯H¶G¶B²¿¨©§<¯Z¡�¨©¤X�
¤Hµ�IbÆG�CB�L�¡�¤XÂXm¡�¬B�£#Äj¨³¡�¬~N1�®�®Í¯�´G�©�Í¯H�G¥ «f¬B�¤X£��® »;�u»�¨¿®�®��¥B¨¿¯Z¡��²³Ì)Ì4¨¿�²¿¥B±�¡�¬B°§�²·¯H¨©®��

¤

N1�¡R¦B±��B¤7Ä £��¶G²·¯H§��¡�¬BÔ²¿mµA¡G) ®�¤H±}¡�Ö�¯Z�BÈH�²9)oµ`¯H§m¡�¤X£�¨¿��¡�¬BÔ¨¿�9¡��ÂX£�¯H²�IbÆG�³�
L�¥B�ÅB�B¨¿�GÂ
u2(k)Ð¢Ì�¡�¬G�¯Z¶B¶B£�¤<¾;¨¿®°¯Z¡�¨©¤H�

gk
¯H�B¥�§�¤X�B±}¨¿¥B�£

u2,`(k) := d0k
−1/2

∫

D

∫

D

eik|z1|q(z1)|z1|−1/2Φk(z1 − z2)q(z2)Φk(z2 − y) dz1dz2.

Ã�Ì�¡�¬B�¥G�Å0�B¨³¡�¨©¤X��¤HµD¡�¬B�¤H¶{�£�¯:¡�¤X£
Kk

ÄR�¬0¯<ÉX

|u2,`(k)− u2(k)| = |〈q, fkKk(Φk(· − y))〉|,
Äj¬B�£}f¡�¬BfÐG£�¯H§�ÈH�¡�±�£�mµF�£�¡�¤�¥G¨¿±}¡�£�¨©ÐB¦G¡�¨©¤X��¥B¦0¯H²©¨©¡ ÌX�DÁf§�§�¤H£�¥B¨©�BÂ�¡�¤�¡�¬B ¶B£�mÉ;¨©¤X¦B±|N1�®°®°¯Z¡�¯
ÄR#®°¯(ÌÍ�±U¡�¨¿®°¯Z¡��¡�¬B�²©�µA¡f¬0¯H�B¥�±�¨©¥B#¯HÐL¤(ÉX�Ð¢Ì

‖q‖H−ε,(1+ε)′(D)‖fkKk(Φk(· − y))‖Hε,1+ε(D)

≤ c2‖fk‖Hε,2+2ε(D) ‖ Kk ‖Hε,2+2ε(D)→Hε,2+2ε(D) ‖Φk(· − y)‖Hε,2+2ε(D)

≤ c2k
2ε−3/2k−1+2(ε+(1−(1+ε)−1))kε−1/2,

Äj¬B�£}
c2 = c2(ω).

ÖÔ�£}Ô«f¬B�¤X£}�® »G�u»�ÉX�£�¨©ÅB�±�¡�¬0¯Z¡ ‖q‖H−ε,(1+ε)′(D) <∞
¯H²©®°¤X±U¡�±}¦B£��²©Ì ×ÄR�¦G±��¬G�£�#¤X�G²©Ì�¡�¬B#²©¤7ÄR�£jÐL¤X¦B�B¥,¤Hµ6±�®�¤4¤H¡�¬B�B�±}±Ô¤HÐG¡�¯H¨©�B�¥�µF£�¤X® «f¬G�¤X£}�®Ø»G�u»!§�¤X£�£}�)

±�¶L¤X�B¥B¨©�BÂ�¡�¤!¡�¬B�§<¯Z±�
κ = 0.

«f¬4¦B±jÄR�¤XÐG¡�¯H¨¿��¡�¬0¯:¡

IbÆG�³�(Ò�L
u2(k) = u2,`(k) +O(kε

′−3) for all ε′ > 0.

RN#�Gm¾4¡�¯H¶G¶B²©ÌÍ¡�¬B�±�¯H®��¯H±}Ì4®�¶G¡�¤H¡�¨¿§�±f¡�¤!¡�¬B
Φk
)o¡��£}® ¤H��¡�¬B�£}¨¿ÂX¬9¡�¯Z�B¥�§�¤X�G±�¨¿¥G�£

u2,r(k) := d20k
−1
∫

D

∫

D

eik(|z1|+|z2|)Φk(z1 − z2)q(z1)q(z2)(|z1||z2 − y|)−1/2 dz1dz2.

�ä��¡�¬B¨¿±j¯H¶G¶B£�¤<¾G¨©®Í¯:¡�¨©¤H��¡�¬B�¨©�B¥B¦B§��¥��£�£}¤X£ ¡��£}®+¡�¤
u2,`(k)

¨©±fÂX¨©ÉX���Ð9Ì

|u2,r(k)− u2,`(k)| = |〈q, hkKk(fk(· − y)〉|,



ý � þ ÿ��������Hÿ�����ÿ��
	��Zÿ�������
���������������Hÿ�	mÿ��������������mÿ�����þ ÿ��
Äj¬B�£�

hk(z1) = d0e
ik|z1||kz1|−1/2.

µ�¤H¡��¡�¬0¯Z¡ |z1|−1/2 ¨¿±f±}®°¤4¤Z¡�¬�¤X� D ��×R²©<¯H£}²©Ì
‖hk‖Hε,∞(D) ≤ ckε−1/2,

¯H�B¥,¬G��B§��Ä��®°¯(Ì*¯H¶B¶B²³Ì�¯HÂX¯H¨¿�7N1�®�®°¯�Æ;��ª!¯H�G¥,¤XÐG¡�¯H¨¿��¯H�0¯H²9)
¤XÂX¤H¦B±�²³ÌÍ¡�¤�¡�¬G#¶G£��É4¨©¤X¦B±j§�¤H®°¶B¦;¡�¯Z¡�¨¿¤X�

u2,`(k) = u2,r(k) +O(kε−1/2k−1+2(ε+(1−(1+ε)−1))k−3/2+2ε)

= u2,r(k) +O(kε
′−3) for all ε′ > 0.

I`ÆG�©�H�
L
«D¤°§�¤X®�¶B²¿m¡��¡�¬B#£}�¥B¦B§m¡�¨©¤X��-BÄR�¯H¶B¶B²³Ì�¡�¬G#±�¯H®�#¯H±}Ì4®�¶G¡�¤Z¡�¨¿§�±f¡�¤!¡�¬G#£��®°¯H¨©�B¨©�BÂ

Φk
)

¡��£�® ¨©�*¡�¬B�¨©�¢¡��ÂX£�¯H²
¥G�Å0�B¨©�BÂ
u2,r(k)

¯H�B¥�§�¤X�B±�¨©¥B�£

v(k) := d30

∫

D

∫

D

eik(|z1|+|z2|+|z1−z2|)q(z1)q(z2)(|z1 − z2||z1||z2 − y|)−1/2 dz1dz2.
+0¤X²©²¿¤(Äj¨©�BÂ#¤X¦B£�¥B�Å0�G¨©¡�¨©¤X�B±t-4¡�¬G¨¿±�¨¿�9¡��ÂH£�¯H²�¨¿±�¦B�B¥B�£�±U¡�¤4¤4¥*¨¿�°¡�¬B�±}��B±}�¡�¬0¯:¡ ¤X�G�ÅB£�±}¡ ¥B¤4�±
¡�¬Gf¨¿�9¡��ÂX£�¯:¡�¨¿¤H�TI`¥B¨©±}¡�£�¨¿ÐG¦G¡�¨©¤X�0¯Z²4¥B¦0¯Z²¿¨©¡ Ì�L?Äf¨©¡�¬ £��±}¶L�§m¡�¡�¤�¡�¬B

z1
ÉZ¯Z£�¨¿¯HÐB²¿Z�6Ö�¤7Ä��ÉX�£t-¢¤X�B

ÉX�£}¨©Å0�±jÄj¨³¡�¬B¤X¦;¡j¥B¨2ç�§�¦G²©¡ ÌÍ¡�¬B¯Z¡jÄ��¯H²©±�¤!¬B¯(ÉX
u2,r(k) = 〈Φk(· − ·), sk〉,

Äj¬B�£}

sk(z1, z2) = d20k
−1q(z1)q(z2)e

ik(|z1|+|z2|)(|z1||z2 − y|)−1/2, (z1, z2) ∈ D ×D.
/��B�<¯H±}¨¿²³Ì�ÉX�£�¨©ÅB�±?¡�¬0¯Z¡

a1(z1)a2(z2) ∈ H−2ε,∞(R4)
Äj¬B��G�ÉX�£

a1, a2 ∈ H−ε,∞(R2)
-Z¯H�B¥

ε > 0.
«f¬¢¦B±�-;¯Z§�§�¤X£�¥B¨©�BÂ�¡�¤�«f¬B�¤X£��® »G�k»�¯H�B¥�¡�¬G!D;¤HÐ{¤H²¿mÉ �®�ÐL�¥B¥B¨©�BÂ�¡�¬B�¤X£}�® ÄRj¬0¯<ÉX

¡�¬B¯Z¡
q1⊗q2 ∈ H−ε,∞

0 (D×D) µF¤X£D¯H²©² ε > 0. /�ÐB±}�£UÉX�¡�¬0¯:¡ ‖eik(|z1|+|z2|)‖Hε,∞(D×D) ≤ ckε
�

Á ±}¨¿®�¶B²¿�¥B¦0¯H²©¨©¡ Ì�¯H£�ÂH¦B®���¢¡f¦B±�¨©�BÂ¡IF´B��ºKLR±�¬B¤(Äj±j¡�¬0¯Z¡

‖sk‖H−ε,∞
0 (D×D) ≤ ckε−1,

µF¤H£�¯Z²¿²
ε > 0.

×R¤X® ÐB¨©�B¨¿�GÂ ¡�¬G¨¿±f�±U¡�¨¿®°¯Z¡��Äj¨³¡�¬7N?�®°®°¯�ÆG�uª Ä�#¤XÐG¡�¯H¨¿�

|k−3/2v(k)− u2,r(k)| = |〈fk(· − ·), sk〉| ≤ ‖fk(· −· )‖Hε,5/4(D×D)‖sk‖H−ε,5
0 (D×D)

≤ ck3ε−5/2.
� ��§�¤X�
.}¦B�B§�¡�¨¿¤X�*Äj¨©¡�¬~I`ÆG�©�<Ò�L ¯H�G¥~IbÆG�³�X�
L�¡�¬B¨©±fÅ0�B¯H²¿²³ÌÍÂX¨³ÉX�±
IbÆ;�©�7ªKL

u2(k) = k−3/2v(k) +O(kε
′−5/2) for all ε′ > 0.

RNÔ�G¤7Ä ��9¡��£�¡�¬BÔ®°¯H¨©��¥G¨2ç�§�¦B²³¡äÌ�¤Hµ'¡�¬BÔ¶B£}¤4¤Hµ6-9¡�¬0¯Z¡�¨©±�-9¡�¬B��±U¡�¨¿®°¯Z¡�¨¿¤H��¤Zµ
v(k).

/�¦B£
Å0£}±}¡�¤XÐB±��£}É:¯Z¡�¨©¤X�°¨¿±�¡�¬0¯Z¡�¨©¡�¨©±�¶L¤X±�±}¨¿ÐB²©j¡�¤�§�¨¿£�§�¦B®�ÉX��9¡�¶L¤X¨¿�9¡ Äj¨¿±�j�±}¡�¨©®Í¯:¡��±�Äj¨³¡�¬�£��±}¶L�§m¡
¡�¤
k
¯H²³¡�¤XÂXm¡�¬B�£���µ�¯Z®°�²©ÌK-�¨©� ¤X£}¥B�£�¡�¤ ¶B£}¤7ÉXÍ¡�¬B�«f¬B�¤X£��® ÆG�³��¨³¡�Äj¨©²¿²�ÐL���G¤X¦BÂX¬ ¡�¤

±�¬G¤7Ä ¡�¬B¯Z¡

IbÆ;�©�(»yL ∫ ∞

1

|v(k)|2k2κ dk <∞ a.s.

«D¤�±��#¡�¬B¨¿±t-GÄR#�G¤H¡�¨©§��¡�¬0¯:¡�Ð9ÌXIbÆG�³�7ªyL�¤X�B�®°¯(Ì°Äj£�¨©¡�

1

K

∫ K

1

|k2+κu2(k)|2dk ≤ 2

∫ K

1

k

K
|v(k)|2k2κ dk +O(K2κ+2ε′−1)

≤ 2

∫ ∞

1

min(1,
k

K
)|v(k)|2k2κ dk +O(K2κ+2ε′−1).



�������������T��UBÿ������8�����WVX������Y��*�;þ[ZK����ÿ\�{ÿ����#�1þ]�������8�����¿ÿ�� ýQ´
«f¬B¨¿±�²·¯H±U¡�¨©�¢¡��ÂX£�¯H²D§�¤X�9ÉX�£}ÂX�±�¯G�Ç±���¡�¤�1��£}¤*Ð¢Ì,¡�¬B ¥B¤X®�¨©�0¯Z¡��¥)§�¤X�9ÉX�£}ÂX��G§��¡�¬G�¤X£}�® ¯H±

K →∞,
¯H�B¥�¡�¬G�§�²·¯Z¨¿® µF¤H²¿²©¤7Äf±f¨³µ

ε′
¨¿±f±}®Í¯H²©²'��G¤X¦BÂX¬
�

«D¤7Ä ¯Z£�¥B±�IbÆG�³�(»�L ÄR�Äj¨¿²©²?±�¬B¤H£}¡�²³Ì�m¾;¶B£}�±}±
v
¯H±�¯°¤X�B) ¥B¨©®°��B±�¨©¤X�0¯Z²�+0¤X¦G£�¨¿�£j¡�£�¯Z�B±}µF¤X£}®

¯H�B¥NÂH�¡#£�¨©¥ ¤ZµR¡�¬B!É:¯H£�¨¿¯HÐB²©
k
�°ÃRmµF¤X£��¡�¬B¯Z¡�¯�§�¤X¦G¶B²¿!¤Hµ ¯Z¦;¾;¨¿²©¨·¯Z£}Ì)§�¤X�B±�¨©¥B�£�¯Z¡�¨©¤X�B±�¯H£�

�B��¥B�¥ú¡�¤ ¡�£}<¯Z¡*¡�¬B�§<¯H±}�Äj¬B�£}
κ = 0.

+6¨©£�±U¡�¤Hµ ¯H²©²A-�¨©��¤X£�¥B�£��B¤H¡�¡�¤ ¬0¯<ÉX ¶B£}¤XÐu)
²¿�®�±fÄj¨³¡�¬�¨¿�9¡��£}¶B£�m¡�¨©�BÂ!¡�¬B#¥B¨©±}¡�£}¨¿ÐB¦G¡�¨¿¤H��¥B¦0¯Z²¿¨³¡�¨©�±f¡�¬0¯Z¡jÄj¨¿²©²
�®��£}ÂXK-BÄR�¨©�¢¡�£}¤4¥B¦B§��¡�¬G
®°¤4¥B¨³Å0§<¯:¡�¨©¤X�

vδ
-
δ > 0

-¤Zµ
v
¡�¬0¯:¡�¨¿±#¤XÐ;¡�¯H¨©�B�¥NÐ9Ì £}�¶B²¿¯H§�¨©�BÂ

q
Ð¢ÌK¡�¬B°±U¡�¯H�G¥0¯H£�¥ ®�¤X²9)

²¿¨©ÅB§<¯Z¡�¨©¤X�
qδ := q ∗ ρδ

-ÔÄj¬B�£�
ρδ(x) = δ−2ρ(x/δ)

¯Z�B¥
ρ ∈ C∞0 (R

2)
¨¿±�¯ £�¯H¥B¨¿¯H²©²³Ì

±}Ì4®°®��¡�£�¨©§!µF¦B�G§�¡�¨©¤X�N±�¯Z¡�¨©±}µAÌ4¨¿�BÂ ∫
ρ(x)dx = 1.

RN°¥B��B¤H¡�°¡�¬B°®�¤X²¿²³¨³Å0§�¯Z¡�¨³¤X��¤X¶L�£�¯Z¡�¤X£
Ð¢Ì

Mδ : f 7→ f ∗ ρδ.
/�ÐB±��£}ÉX�µF¤H£�²¿¯Z¡��£j¦B±�#¡�¬B¯Z¡�¡�¬G�§�¤(ÉZ¯H£}¨·¯H�G§�#¤X¶L�£�¯Z¡�¤X£�¤Hµ

qδ
�Õ¢¦0¯H²©±

Cδ = MδCqMδ
� ×R²©<¯H£}²©Ì

vδ(k) → v(k)
¯H±
δ → 0.

� � ¤X£�¥B�£�¡�¤,ÉX�£}¨©µAÌ�IbÆ;�©�(»yL�¨¿� §�¯H±�
κ = 0

¨³¡j¨©±f��B¤H¦BÂX¬�¡�¤!±�¬B¤(Ä ¡�¬0¯Z¡

IbÆG�³�<´8L
sup

δ∈(0,1)

∫ ∞

1

E |vδ(k)|2dk <∞,

±�¨¿�G§� ¯H�ú¯Z¶B¶B²¿¨©§<¯Z¡�¨©¤X� ¤Hµ�¡�¬BX+0¦BÐB¨©�B¨�¡�¬B�¤X£}�® ¯H�G¥á+�¯Z¡�¤X¦�ék±*²¿�®°®°¯N¡�¬B�� Ì4¨¿�²¿¥B±�¡�¬B¯Z¡
E (
∫∞
1
|v(k)|2dk) <∞ -BÄj¬B¨©§�¬,¨©®�®��¥B¨¿¯Z¡��²³Ì°¨¿®�¶B²©¨³�±�IbÆG�³�(»�Lh�

RN��B��¥�¡�¤�¡�¯HÈH�¯�§�²©¤X±��£f²¿¤4¤XÈ°¯Z¡f¡�¬B�¶B¬0¯H±}�µF¦B�B§�¡�¨¿¤X�
A(z1, z2) := |z1|+ |z1 − z2|+

|z2 − y| ��/�ÐB±��£}ÉX*Å0£�±U¡�¡�¬0¯:¡ A ¨¿± ±}®°¤4¤H¡�¬ ¤X�
D × D

¯H¶0¯H£U¡ µF£�¤X® ¡�¬B*±�¦BÐG±��¡!Äj¬B�£�

z1 = z2.
¸,¤H£��¤(ÉX�£t-0¡�¬G�ÂX£�¯H¥G¨¿��9¡j¤Hµ

A
¨©±fÐ{¤H¦B�B¥B�¥�µF£�¤X®+ÐL�²¿¤(Ä ¯H�B¥,¯HÐL¤(ÉX ×

IbÆG�³�7ºyL
0 < c1 ≤ |∇A(z1, z2)| ≤ c2 <∞ for (z1, z2) ∈ D ×D, z1 6= z2.

«f¬Bf¦G¶B¶L�£�ÐL¤X¦B�B¥�¨©±6mÉ;¨©¥B��9¡<�=+0¤X£D¡�¬B ²©¤7Ä��£6ÐL¤X¦B�G¥�¨©¡6¨¿±��B¤H¦BÂX¬ ¡�¤�¯Z¶B¶B²©Ì�¡�¬BR§�¤X�9ÉXm¾;¨©¡ Ì
¤Hµ
U
-G¡�¬B�µ`¯H§m¡f¡�¬0¯Z¡

0, y ∈ U ¯H�B¥�§�¤X®�¶B¦G¡�

(z1, z2) · ∇A(z1, z2) = |z1|+ |z1 − z2|+ z2 ·
z2 − y

|z2 − y| ≥ c0 > 0
IbÆG�³�(Æ�L

for z1 6= z2, z1, z2 ∈ D.
ÖÔ�£}�Ä�#¯Z£��¦B±�¨©�BÂ ¡�¬B�µ`¯H§m¡ ¡�¬0¯Z¡ ¡�¬B�®�<¯H±}¦B£��®°��¢¡f¥B¤X®°¯H¨¿�

U
¨¿±R§�¤X�9ÉXm¾{�R¸,¤X£}�¤7ÉH�£�-B¨©¡

±�¬B¤(Äj±�¡�¬0¯Z¡f¡�¬B�±}¦B£}µ`¯H§��±

Γ′t := {(z1, z2) ∈ D ×D | A(z1, z2) = t}, t > 0
¯H£�~I`¨³µ��B¤X�u)o�®�¶G¡äÌ�L�²©¤4§<¯H²©²³Ì ÐL¤X¦G�B¥0¯H£}¨¿�±�¤Hµ�±U¡�¯H£�±}¬0¯H¶L�¥ ¥B¤X®°¯H¨©�B±�Äj¨©¡�¬ £��±�¶L�§m¡Í¡�¤ ¡�¬G
¤X£�¨©ÂX¨©�
�
«f¬B�£�°¯Z£��±�®°¯H²¿²©�±}¡�¯H�G¥ ²¿¯H£�ÂX�±}¡�ÉZ¯H²©¦B�±

0 < T0 = T0(y)
¯H�G¥

T1 = T1(y)
±�¦B§�¬ ¡�¬0¯Z¡

Γ′t
¨¿±��B¤X�B�®°¶;¡äÌ ¤H�B²©Ì µF¤X£

T0 ≤ t ≤ T1,
¯H�B¥ Ä�*¤X�B²³ÌN�B��¥ ¡�¤K§�¤X�B±�¨©¥B�£�¡�¬G�±��ÉZ¯Z²¿¦B�±

¤Hµ
t
�zRN �B¤(Ä ÅG¾K¯

t̃ ∈ [T0, T1].
D;¨©®°¶G²¿#ÂX�¤H®°m¡�£�¨©§<¯Z²D§�¤X�G±�¨¿¥G�£�¯:¡�¨¿¤H�B±ÔÉX�£}¨©µAÌ�¡�¬0¯Z¡�¡�¬B�£�

¨¿±
η = η(t̃)

¯H�B¥ ¯Z� ¤X¶L�� §�¤X�B
K = K(t̃) ⊂ R

4 Äj¨³¡�¬N§���¢¡��£ ¯Z¡#¡�¬B°¤X£}¨¿ÂX¨©��Äf¨©¡�¬ ¡�¬G
µF¤X²¿²©¤(Äj¨©�BÂ�¶G£�¤X¶L�£}¡�¨©�±�À�Ã�Ì�Äj£}¨©¡�¨©�BÂ

t0 = t̃− η
¯H�B¥

t1 = t̃+ η
¨©¡f¬B¤X²¿¥G±f¡�¬0¯Z¡

D ×D ∩ {t0 < A(z1, z2) < t1} ⊂ K ∩ {t0 < A(z1, z2) < t1} =: Γ.Ã�Ì ¥B�ÅB�B¨¿�BÂ
Γt = Γ ∩ {(z1, z2) : A(z1, z2) = t} µF¤X£ t ∈ (t0, t1)

ÄRÍ¡�¬¢¦B±�¬0¯<ÉX
Γ =⋃

t0≤t≤t1
Γt.

¸�¤X£��¤7ÉX�£�-L¤X�G#¤X�,Ð0¯Z±�¨¿±j¤Hµ_IbÆG�³�7ºyL ¯H�B¥�IbÆ;�©�(ÆyL ¤X�B�¥B�¥B¦G§��±Ô¡�¬0¯Z¡j¡�¬B�£�#¨¿±�¯



ýGÖ þ ÿ��������Hÿ�����ÿ��
	��Zÿ�������
���������������Hÿ�	mÿ��������������mÿ�����þ ÿ��
£�¯Z¥B¨·¯H²6±}¡�£��§h¬

Bt
Ì4¨©�²©¥B¨¿�BÂ�¯�ÐB¨9)6N1¨©¶B±�§�¬B¨©¡Q1�§�¬0¯Z£}¡

Bt : F → Γt
¤7ÉX�£�¯�±�¦BÐL¥G¤X®Í¯Z¨¿�

F
¤Zµ

¡�¬G�¦B�B¨³¡�ÐB¯H²¿²b�f«f¬B�ÐB¨q)ªN1¨¿¶�§�¤X�B±}¡�¯H�¢¡�¤Hµ
Bt

¨¿±�¦B�B¨©µF¤H£�® ¤(ÉX�£
t0 < t < t1

¯H�B¥)<¯H§�¬
Bt

¨¿±
¯H§m¡�¦0¯H²©²©Ì)¯�²©¤4§<¯H²6¥B¨q{'�¤X®�¤X£�¶B¬G¨¿±}®$¤X¦G¡�±�¨©¥B�¡�¬B!±�¦BÐB±}�¡#Äj¬B�£�

z1 = z2.
¸�¤X£��¤7ÉX�£�-D±�¨©�B§�

D
¬0¯Z±j¯ ¶L¤H±�¨©¡�¨©ÉX�¥B¨©±}¡�¯Z�B§��¡�¤�¡�¬B�¤X£�¨©ÂX¨©�Í¤X�B�®°¯(ÌÍ¯H²©±�¤ ®°¯HÈH�¡�¬G�§�¬B¤X¨©§��¤Hµ

η
¯H�G¥

K
±�¤

¡�¬B¯Z¡j¡�¬B�§�¤H�B¥B¨©¡�¨¿¤X�

IbÆ;�©�7ÊKL |z1|, |z2| ≥ b > 0
µF¤X£j¯H²©²

(z1, z2) ∈ Γ
¬B¤X²©¥B±�¡�£}¦BH��� �°¡�¬GÔ¶B£��§���¥B¨©�BÂ ¥G¨¿±�§�¦B±�±}¨¿¤X��¡�¬BÔÕ¢¦0¯H�9¡�¨³¡�¨©�±

Γ, Bt
-
F
¤Hµ
§�¤X¦G£�±�Ô¥B�¶L��B¥�¤X�

¡�¬G�Å;¾G�¥
t̃,
ÐB¦G¡jÄ��Äj¨©²¿²'±�¦G¶B¶B£��±�±�¡�¬G¨¿±f¨¿�*Äj¬0¯:¡jµF¤X²¿²©¤(Äj±��

RNÔ¬B��B§��±}�Ô¡�¬0¯Z¡�¡�¬BÔ±}¦B£}µ`¯H§��±
Γt,

Äj¨³¡�¬�ÉZ¯H£UÌ4¨¿�BÂ
t
¶B£�¤(É4¨¿¥BÔ¯#µ`¯Z¨¿£�²³Ì £��ÂX¦B²¿¯H£�µF¤X²¿¨¿¯Z¡�¨©¤H�

¤HµD¡�¬B�¥B¤H®Í¯H¨©�
Γ
²*¯Z§�¡�¦B¯H²¿²³Ì\I`ÆG�©�(ºyL ¯H�B¥�IbÆG�³�(Æ�LR±}¬B¤7Ä ¡�¬0¯Z¡fÄR�®Í¯<ÌÍÄj£�¨³¡�

Bt(w1, w2) = (λ(t, w1, w2)w1, λ(t, w1, w2)w2),

Äj¬B�£� ¡�¬B ¥B�¶L��B¥B��B§�
(w1, w2) 7→ λ(t, w1, w2)

¨©±zN1¨¿¶B±}§h¬G¨©¡g1#Äj¨©¡�¬ £��±}¶L�§�¡�¡�¤
t
Äj¨©¡�¬K¯

¦B�B¨³µF¤X£�® N1¨¿¶G±�§�¬B¨©¡Q1�) §�¤X�B±U¡�¯H�9¡jÄj¨³¡�¬�£��±�¶L�§m¡Ô¡�¤
w1, w2.« ¬B�§�¤H�B±�¨©¥B�£�¯Z¡�¨©¤X�B±�¨¿�K¡�¬B!¶B£��§��¥G¨¿�BÂ�¶0¯H£�¯HÂX£�¯H¶B¬b.}¦B±}¡�¨©µAÌK¯*ÂX��G�£�¯Z²¿¨�1��¥�§�¤@)ä¯H£}<¯�µF¤X£Î)

® ¦B²¿¯�µF¤X£f¨¿�9¡��ÂX£�¯H²©± ¤7ÉX�£
Γ
À

IbÆ;�©�(ÎyL ∫

Γ

g(z1, z2) dz1dz2 =

∫ t2

t1

(∫

Γt

g(z1, z2)
1

|∇A(z1, z2)|
dH3(z1, z2)

)
dt,

Äj¬B�£��¡�¬B�¨¿�B�G�£j¨©�¢¡��ÂX£�¯H²
¨©±fÄj¨³¡�¬�£��±}¶L�§m¡Ô¡�¤�¡�¬B#»@) ¥G¨¿®���B±}¨¿¤H�0¯H²'Ö�¯H¦B±}¥B¤X£Î{�®°�¯H±�¦G£��¤X�
Γt,

¯H�B¥
g
¨¿±�¯H�9Ì,¨¿�9¡��ÂH£�¯HÐB²©�ÃR¤X£��²q)rµF¦B�B§m¡�¨¿¤H�,¤X�

Γ.
� ��¯°±�¨¿®�¨©²¿¯Z£jÉZ¯Z¨¿��-�ÄR ®°¯(Ì�¶L�£}µF¤X£}®

¯!§�¬0¯Z�BÂX�¤HµÉ:¯H£�¨¿¯HÐB²©�±j¯Z�B¥�Äj£�¨³¡��µF¤X£j¯H�¢ÌÍÅG¾;�¥
t

IbÆ;�©�}ByL ∫

Γt

g(z1, z2) dH3(z1, z2) =

∫

F

g(Bt(w1, w2))Ht(w1, w2)dH3(w1, w2),

Äj¬B�£��¡�¬BOæX¯Z§�¤XÐB¨¿¯H�
Ht

±�¯Z¡�¨¿±}ÅB�±j¡�¬B�¦B�B¨³µF¤X£�®ÑÐL¤X¦B�G¥

IbÆ;��ªHÒyL
0 < C1 ≤ Ht(z1, z2) :=

|Bt(w1, w2)|3|∇A(Bt(w1, w2))|
|(w1, w2) · ∇A(Bt(w1, w2))|

≤ C2,

¯H§�§�¤X£}¥B¨¿�GÂ ¡�¤[I`ÆG�©�(ºyL�¯H�B¥wI`ÆG�³�(Æ�Lm� ¸,¤X£��¤7ÉX�£�-�¨©¡*¨¿±*¨¿®�¶L¤X£U¡�¯H�9¡�¡�¤ �B¤Z¡�KµF¤X£*¤X¦G£�²¿¯Z¡��£
¶B¦B£}¶L¤X±��±Ô¡�¬0¯Z¡�¡�¬B#¥B�¶L��B¥B��B§�

t 7→ Ht(z1, z2)
¨¿±j¦B�B¨³µF¤X£�®�²³ÌTN1¨©¶B±�§�¬B¨³¡g1�Äj¨©¡�¬�£��±�¶L�§m¡�¡�¤

¡�¬G�É:¯H£�¨¿¯HÐB²©
t.

�|�u�~�~���W�9ä#� ÅÞnoÃKa�h
γ ∈ (0, 2) i£¢�a�fgamn�dbc Æ h�noiªaT¥±l@h�d�i�cKh�i c d�e�¥±¢Xio¢�cKi�§sl@f�a�ÃKa�f�À t ∈

[t0, t1]
Ì�a�¢�cKÃKa

∫

Γt

|z1 − z2|−γdH3(z1, z2) ≤ c and
I`ÆG�uª;�
L

∫

Γt×Γt
|zj − z′k|−γdH3(z1, z2)dH3(z′1, z

′
2) ≤ c for k, j = 1, 2.

IbÆ;��ªHªyL



�������������T��UBÿ������8�����WVX������Y��*�;þ[ZK����ÿ\�{ÿ����#�1þ]�������8�����¿ÿ�� ýQÝ
�O�
�����g� /�ÐB±��£}ÉX°¡�¬0¯:¡�µF¤X£#¯H�¢Ì

(z1, z2) ∈ Γt
-6¨©� ¡�¬B°§�¬0¯H�BÂHÍ¤HµRÉZ¯H£}¨·¯HÐG²¿�±

(w1, w2) =
B−1t (z1, z2)

¤X�B�¬B¯H±
(w1, w2) = (λ(z1, z2)z1, λ(z1, z2)z2)

-�Äj¬B�£��¡�¬B�±�§�¯H²·¯Z£jµ`¯H§�¡�¤X£
λ =

λ(z1, z2) ∈ R
+ ±�¯Z¡�¨¿±}ÅB�±�¦B�B¨³µF¤X£�®�²³Ì

λ ≥ a > 0
��ÖÔ��B§��¯Z� ¯H¶B¶G²¿¨¿§�¯Z¡�¨©¤H� ¤ZµÑI`ÆG�³�}B�L�¯Z�B¥

IbÆG�uªHÒ�L�Ì4¨©�²©¥B±f¡�¬0¯Z¡
∫

Γt

|z1 − z2|−γdH3(z1, z2) ≤ c

∫

B−1
t (Γt)

a−γ|w1 − w2|−γdH3(w1, w2).

«f¬B�²·¯H±U¡�Äj£}¨©¡}¡���Í¨©�¢¡��ÂX£�¯H²�§�¯H��ÐLÔ�±}¡�¨¿®°¯Z¡��¥ÍÐ9Ì�¡�¬B�¨©�¢¡��ÂX£�¯H²�¤(ÉX�£�¡�¬B�Äj¬B¤X²¿Ô±}¶B¬B�£�
S3,Äj¬B¨¿§�¬�¨¿±f<¯Z±�¨¿²³ÌÍ±����,¡�¤�ÐL�Å0�B¨³¡�Z�

� � ¤X£}¥B�£�¡�¤)¡�£}<¯Z¡�¡�¬G�¨¿�9¡��ÂH£�¯H²¨I`ÆG��ªHªyL�Ä��Å0£}±}¡��B¤Z¡�°¡�¬0¯Z¡ Ð9Ì �²©�®���9¡�¯H£UÌNÂX�¤X®°m¡�£UÌ
¤X�B ¬0¯H± |x − y| ≥ |x||x0 − y0|/2, Äj¬B�£} x0 = x/|x| Ib¯Z�B¥K±�¨¿®�¨©²¿¯Z£�²xÌ�µF¤X£ y L�±}¡�¯Z�B¥B±�µF¤X£¡�¬B�§�¤H£�£��±�¶L¤X�G¥B¨¿�BÂ�¦B�B¨©¡�ÉX�§�¡�¤X£���Áf§�§�¤H£�¥B¨©�BÂ�¡�¤�I`ÆG�³�7ÊyL�Ä��±}��¡�¬B¯Z¡�¡�¬B�¨©�¢¡��ÂX£�¯Z²%I`ÆG��ªHªyL�¨©±
Ð{¤H¦B�B¥B�¥�µF£�¤X® ¯ZÐ{¤(ÉX�Ð¢Ì

IbÆG�uªH»�L
2γb−γ

∫

Γt×Γt
|(zj)0 − (z′k)0|−γdH3(z1, z2)dH3(z′1, z

′
2).

ÓÔ±�¨©�BÂ�¯HÂ9¯H¨©��¡�¬B §�¬0¯H�BÂX ¤Hµ0ÉZ¯H£�¨¿¯HÐB²©�±6¯H±�ÐL�µF¤X£}RÄj¨©¡�¬�£��±�¶L�§�¡�¡�¤�ÐL¤Z¡�¬
z
¯Z�B¥

z′
ÄR ¤XÐG¡�¯Z¨¿�

¡�¬0¯Z¡OIbÆ;��ªH»yLR¨¿±f¥B¤H®°¨©�0¯Z¡��¥*Ð¢Ì�¡�¬G#h¾;¶B£��±�±�¨©¤X�

2γb−γc2
∫

H×H

|(wj)
0 − (w′k)0|−γdH3(w1, w2)dH3(w′1, w

′
2),

Äj¬B�£}
H = {(w1, w2) ∈ S3 : |w1|, |w2| > b} ��«f¬B�²·¯Z±}¡ Äj£�¨©¡}¡����¨©�¢¡��ÂX£�¯H²'¨¿± £�<¯Z¥B¨¿²³ÌÍ±}���¡�¤�ÐL�Å0�G¨©¡��Ð9Ì�¯H�,¯H¶B¶G²¿¨©§<¯Z¡�¨©¤X�*¤Zµ¡�¬GÑ+�¦GÐB¨¿�G¨'¡�¬B�¤X£��®,�

¤RN�£��¡�¦B£���¡�¤�¤H¦B£�®°¯H¨©��¡�¬G�®�Ô¯H�G¥°¦B±��IbÆG�³�(Î�L¡�¤�Äj£�¨³¡�
vδ(k)

¯H±�¯Ñ+0¤X¦B£�¨©�£6)o¡�£�¯H�B±UµF¤X£�®
IbÆG�uªZ´8L

vδ(k) = Ŝδ(k), k > 0,
Äj¬B�£}�¡�¬BÍµF¦G�B§�¡�¨¿¤X�

Sδ
¨¿±�§�¤X®�¶0¯H§m¡�²©Ì ±}¦B¶B¶L¤X£U¡��¥ ¨©�B±�¨©¥B

(T0, T1)
-�¯Z�B¥ µF¤X£ ¯,ÅG¾;�¥

t̃ ∈
[T0, T1]

¯H�G¥
t ∈ [t0(t̃), t1(t̃)]

¤X�G�¬0¯H±

Sδ(t) :=

∫

Γt

qδ(z1)qδ(z2)(|z1 − z2|)−1/2L(z1, z2)|∇A(z1, z2)|−1 dH3(z1, z2).

Á�ÐL¤7ÉX
L(z1, z2)

¨©±D¯j±�®�¤4¤H¡�¬�§�¦G¡�¤K{!¤Hµ;¡�¬B�µF¦B�B§�¡�¨¿¤X� |z1|−1/2|z2−y| ¡�¬B¯Z¡?ÉZ¯H�G¨¿±�¬G�±D¤X¦G¡�±}¨¿¥B
D ×D

��Ö���B§�
L ∈ C∞0 (R4).

× ¯H±���HÀ
κ = 0

� RNj§�²¿¯H¨¿® ¡�¬B¯Z¡!IbÆG�³�<´8LÞIFÄj¨³¡�¬
κ = 0

LµF¤X²©²¿¤(Äj±�¯H±�±�¤4¤X��¯H±�Ä�jÉX�£�¨³µAÌ�¡�¬0¯Z¡
µF¤X£f<¯H§�¬

t̃ ∈ [T0, T1]
¡�¬B�£��¨¿±j¯�ÅB�B¨©¡��§�¤X�B±U¡�¯H�9¡

M =M(t̃) <∞ ±}¦B§�¬,¡�¬0¯Z¡
IbÆG�uªXºyL

E |Sδ(t)|2 ≤M for all δ ∈ (0, 1) and t ∈ [t0(t̃), t1(t̃)].
µ�¯H®��²³Ìy-1Ð9ÌK§�¤X®�¶0¯H§��B�±�±�ÄR!®Í¯<Ì)¡�¬G��N§�¤7ÉX�£

[T0, T1]
Ð¢ÌK¨©�¢¡��£}É:¯H²¿±�¯H±�±}¤4§�¨¿¯Z¡��¥ ¡�¤�¤H�B²©Ì

Å0�B¨©¡��²³Ì ®°¯H�¢ÌNÉ:¯H²¿¦G�±
t̃ ∈ [T0, T1]

-�¯H�G¥ ¨©¡�µF¤X²¿²©¤(Äj±�¡�¬0¯Z¡
E |Sδ(t)|2 ≤ M ′ µF¤X£�¯H�¢Ì t ∈

[T0, T1],
Äj¬B��B§�

E ‖Sδ‖2L2(R) ≤M ′(T2 − T1) <∞.
«f¬B#¥B�±�¨¿£}�¥�¨¿�B�Õ¢¦0¯H²¿¨³¡äÌ�IbÆG�³�<´8L�Äj¨¿²©²'ÐL�¯�§�¤H�B±��Õ4¦G��B§��¤Hµ%:6¯H£}±��É:¯H²AéÇ±jµF¤H£�® ¦B²¿¯G�



ýGå þ ÿ��������Hÿ�����ÿ��
	��Zÿ�������
���������������Hÿ�	mÿ��������������mÿ�����þ ÿ��
N1m¡R¦B±�ÅG¾

t̃ ∈ [T0, T1]
¯Z�B¥Í²¿m¡

t ∈ [t0(t̃), t1(t̃)]
���o¡�£��®Í¯H¨©�B±�¡�¤��±}¡�¨¿®°¯Z¡�

E |Sδ(t)|2
��� �

µ`¯H§m¡s-BÐ¢Ì�¦B±�¨©�BÂ�¡�¬B�Ä��²¿²9) È¢�B¤(Äj�TR�¨¿§�È°µF¤X£�® ¦B²¿¯HÔµF¤X£ ¡�¬B�m¾;¶L�§�¡�¯:¡�¨¿¤H�,¤Zµ
n
)oµF¤X²©¥*¶B£}¤4¥B¦B§m¡�±

¤Hµ§���¢¡��£��¥\x#¯Z¦B±�±}¨·¯H�*ÉZ¯Z£�¨·¯ZÐB²¿�± ÄR�¤XÐG¡�¯H¨¿�

E (qδ(z1)qδ(z2)qδ(z
′
1)qδ(z

′
2)) =

Cδ(z1, z2)Cδ(z
′
1, z

′
2) + Cδ(z1, z

′
1)Cδ(z2, z

′
2) + Cδ(z1, z

′
2)Cδ(z2, z

′
1)

¯H�B¥�¡�¬4¦B±t-0¨¿�*¡�¬B��G�Ä §�¤4¤X£}¥B¨¿�B¯Z¡��±�¯H±}±�¤4§�¨·¯Z¡��¥

E |Sδ(t)|2 =
∫

Γt×Γt
(|z1 − z2|)−1/2|∇A(z1, z2)|−1L(z1, z2) ·

· (|z′1 − z′2|)−1/2|L(z′1, z′2)∇A(z′1, z′2)|−1

·(Cδ(z1, z2)Cδ(z
′
1, z

′
2) + Cδ(z1, z

′
1)Cδ(z2, z

′
2) + Cδ(z1, z

′
2)Cδ(z2, z

′
1))

· dH3(z1, z2) dH3(z′1, z
′
2).+0£�¤H® :�£}¤X¶L¤X±�¨³¡�¨©¤X� »G�uªN¨³¡Í¨¿±Í¨©®°®��¥B¨¿¯Z¡��¡�¬0¯:¡ÍµF¤X£�¯Z�¢Ì ÂX¨©ÉX��

a > 0
¡�¬G�£� ¨©±�¯NÅB�B¨©¡�

§�¤H�B±}¡�¯H�¢¡
ca
±�¦B§�¬ ¡�¬B¯Z¡ |Cδ(z1, z2)| ≤ ca|z1 − z2|−a µF¤X£�¯H�¢Ì δ ∈ (0, 1) ¯H�B¥ (z1, z2) ∈

D ×D.
Ã�ÌXIbÆ;�©�7ºKL�ÄR�¤XÐG¡�¯Z¨¿�*µF¤H£j¯H�¢Ì

t ∈ [t1, t2]
¡�¬B��±U¡�¨©®Í¯Z¡�

sup
δ∈(0,1)

E |Sδ(t)|2
IbÆ;��ªHÆyL

≤ c

∫

Γt×Γt
R(z1, z2, z

′
1, z

′
2)T (z1, z2, z

′
1, z

′
2) dH3(z1, z2)dH3(z′1, z

′
2),

Äj¬B�£�

R(z1, z2, z
′
1, z

′
2) = |z1 − z2|−1/2|z′1 − z′2|−1/2¯H�B¥

T (z1, z2, z
′
1, z

′
2) =

∑

{r1,r2,r3,r4}={z1,z2,z′1,z′2}
(|r1 − r2||r3 − r4|)−a.

� ��¡�¬B¨¿± ²·¯Z±}¡ µF¤X£}®�¦G²·¯#ÄR�±�¦G® ¤(ÉX�£j¯H²¿²{¶L�£�® ¦;¡�¯Z¡�¨¿¤X�B±R¤HµD¡�¬G�µF¤X¦G£Î) �²¿�®°��¢¡ ±�m¡<���o¡j¨¿± �B¤(Ä
§�²©<¯Z£jÐ¢Ì�±UÌ;®�®��¡�£}Ìy-�N1�®�®Í¯!ÆG�uªu-�¯H�G¥)¯H�)¯Z¶B¶B²©¨¿§<¯:¡�¨©¤X�*¤Hµ�Ö!FH²¿¥B�£�éÇ±�¨©�B�Õ¢¦0¯H²©¨©¡ Ì�¤H��IbÆ;��ªZÆ�L
¡�¬B¯Z¡�¡�¬Bf¨¿�9¡��ÂH£�¯H²WI`ÆG��ªZÆ�L¨¿±�Å0�G¨©¡�RµF¤X£�¯H²©²

t ∈ [t1, t2]
¯H±�±}¤4¤X�°¯H±

a
¨¿±�§h¬G¤X±���°±�®°¯H²¿²;��B¤H¦BÂX¬
�

«f¬4¦G±jÄR#¬0¯<ÉX#�±}¡�¯HÐB²¿¨©±�¬B�¥~IbÆ;��ªXºKLm�
× ¯H±}�ª;À

κ ∈ (0, 1/2) � � ��¡�¬B¨¿±§�¯H±��¡�¬GR£��¯H²¿¨21<¯:¡�¨©¤X�G±¯H£} Ö FX²¿¥G�£§�¤X�¢¡�¨¿�¢¦B¤X¦B±DÄj¨©¡�¬�¶B£�¤HÐu)
¯HÐB¨©²¿¨x¡äÌ�¤X�B�¯Z�B¥#¡�¬B�§�¤7ÉZ¯Z£�¨·¯Z�B§��¤X¶L�£�¯Z¡�¤X£D¯H²©±�¤j¬0¯H±¯ÔÖ FX²¿¥G�£?§�¤H�¢¡�¨¿�4¦G¤X¦B±DÈH�£��B�²;¯H§�§�¤X£�¥G¨¿�BÂ
¡�¤7:�£�¤H¶L¤X±�¨³¡�¨¿¤H��»G��ª4�!Ö���B§��Ä��¥B��B¤H¡�

S(t) = S0(t),
¨b�kZ� ÄR!²¿�¯(ÉX�¤X¦G¡�¡�¬G!®°¤X²©²©¨xÅ0§<¯
)

¡�¨©¤X�
�J+�¤H£�¶L¤H±�¨©¡�¨©ÉX ÉZ¯H²©¦B�±#¤Hµ
κ
ÄR�§�²¿¯H¨¿® ¡�¬0¯Z¡bI`ÆG�³�(»�LÔµF¤X²¿²©¤(Äj±�¨©µ�Ä���±}¡�¯HÐB²©¨¿±�¬KµF¤X£��¯H§�¬

t̃ ∈ [T0, T1]
¡�¬B��±U¡�¨¿®°¯Z¡�

IbÆ;��ªXÊKL
E |S(t)− S(t′)|2 ≤M |t− t′|κ+1/2 for all t, t′ ∈ [t1(t̃), t2(t̃)].

µ�¯Z®°�²©ÌK-G¡�¬B��v+0¦BÐB¨¿�G¨AéÇ± ¡�¬B�¤X£}�®+Ì4¨¿�²¿¥B± ¡�¬B¯Z¡

E

∫ t1

t0

∫ t1

t0

|S(t)− S(t′)|2
|t− t′|1+2s dt dt′ <∞



�������������T��UBÿ������8�����WVX������Y��*�;þ[ZK����ÿ\�{ÿ����#�1þ]�������8�����¿ÿ�� ýGï
µF¤X£

s < (2κ + 1)/4
��¼�±}¶L�§�¨¿¯H²©²©ÌK-L±}¨¿�B§�

κ < 1/2,
¡�¬B¨©±Ô¬G¤X²¿¥B±�¨©µ

s = κ.
Áf§�§�¤X£}¥B¨¿�BÂ�¡�¤�¡�¬B

ÃR�±}¤7É §h¬B¯H£�¯H§m¡��£�¨�1�¯Z¡�¨©¤X� ¤HµR¡�¬G°¬B¤X®�¤XÂX��B�¤H¦B±³D;¤HÐ{¤H²¿mÉ��B¤X£}®
Hs,2

homog

¡�¬G¨¿±#®�<¯H�G±#¡�¬B¯Z¡

S[t0,t1] ∈ Hκ,2
homog

�#Á�ÂX¯H¨¿��-'¯H±�¨©� ¡�¬B�ÐL�ÂX¨¿�G�B¨¿�BÂ�¤ZµR× ¯H±�*�y-'Ä��¥B�¥B¦G§�!Ð¢Ì)§�¤H®°¶0¯Z§�¡��B�±}±
¡�¬0¯Z¡

S[t0,t1] ∈ Hκ,2
homog(R)

¯H²¿®�¤X±U¡ ±�¦B£��²©ÌK-�¯H�G¥�Ð9Ì�¡�¯HÈ¢¨¿�BÂJ+0¤X¦G£�¨¿�£R¡�£�¯H�B±UµF¤X£�®�± ¡�¬B¨¿±RÌ4¨¿�²¿¥B±
IbÆG�³�(»�Lh�
«f¬B�ÉX�£�¨³Å0§<¯:¡�¨©¤X�*¤Hµ?¡�¬G��±U¡�¨¿®°¯Z¡�JIbÆ;��ªHÊyL�²©<¯H¥G± ¡�¤!§�¤X®�¶B¦G¡�¯:¡�¨¿¤H�B±�¡�¬0¯:¡�¯Z£��®°¤X£}�§�¦B®J)

Ð{�£�±}¤X®°�¡�¬0¯H��¨©�*¡�¬B�§�¯H±���H�¾N1m¡�¦B±jÅB£�±}¡jÅG¾
t, t′ ∈ [t0, t1].

Ã�Ì�¯Z¶B¶B²³Ì;¨©�BÂ�¡�¬B�§�¬0¯H�BÂX�¤Hµ
ÉZ¯H£�¨¿¯HÐB²©�±ÑI`ÆG�³�}B�L ¯Z�B¥�¨¿�9¡�£�¤4¥G¦B§�¨©�BÂ ¡�¬B#¯HÐGÐB£�mÉ;¨¿¯Z¡�¨©¤X�

zj(u) = zj(u,w1, w2)
ÄR#¤HÐG¡�¯H¨©�

S(u) =

∫

F

q(z1(u))q(z2(u))Uu(w1, w2)Tu(w1, w2)dH3(w1, w2) for u ∈ [t0, t1]

Äj¨©¡�¬
Uu(w1, w2) := (|z1(u)− z2(u)|)−1/2

¯H�B¥

Tu(w1, w2) := L(z1(u), z2(u))Hu(w1, w2)(|∇A(z1(u), z2(u))|)−1.
R ��Bh¾4¡�¯H�0¯H²³Ì�1�#¡�¬B�¨¿®�¶0¯H§m¡�¤Hµ6¡�¬B�¥B¨q{{�£���¢¡�µ`¯H§�¡�¤X£�±�¨¿��¡�¬B¨¿±�¨©�¢¡��ÂX£�¯Z�B¥�¡�¤�¡�¬B�±}�§�¤X�B¥
®°¤X®���9¡¤Zµ

S(t)−S(t′). N1m¡�¦G±6¤XÐB±}�£UÉXRÅ0£}±}¡6¡�¬0¯Z¡ Tt
¨¿±D¦B�B¨³µF¤X£�®�²³Ì�ÐL¤X¦B�B¥B�¥!¯Z�B¥�±�¯Z¡�¨¿±}ÅB�±

¡�¬B��±}¡�¨¿®°¯Z¡� |Tt(w1, w2)− Tt′(w1, w2)| ≤ c|t− t′|. Ö���G§�K-0¨©µ?ÄR#¯Z¶B¶B²©Ì°¡�¬B�¸,¨©�BÈH¤(Äj±�È¢¨¨¿�B�Õ4¦B¯H²¿¨³¡äÌÔ¯ZµA¡��£1£}�¶B²¿¯H§�¨©�BÂ ¨¿��¡�¬B�¥G�Å0�B¨³¡�¨©¤X��¤Hµ
S(t′)

¡�¬B�µ`¯H§m¡�¤X£
Tt′(w1, w2)

Ð9Ì
Tt(w1, w2),¨©¡ µF¤X²¿²©¤(Äj± ¡�¬0¯Z¡

‖S(t)− S(t′)‖L2(Ω) ≤ ‖S1(t)− S1(t
′)‖L2(Ω) +

+c|t− t′|
∫

F

‖q(z1(t′))q(z2(t′))‖L2(Ω)|Ut′(w1, w2)| dH3(w1, w2)
IbÆG�uªHÎ�L

≤ ‖S1(t)− S1(t
′)‖L2(Ω) + C|t− t′|

±�¨¿�G§��¡�¬B�²¿¯H±}¡ Äj£�¨©¡}¡����¨¿�9¡��ÂX£�¯H²'¨¿±f¤HÐ¢É4¨¿¤H¦B±�²³ÌÍÅ0�B¨³¡�mI`§mµä��× ¯H±}��X�ñL�ÁÔÐL¤7ÉX

S1(u) :=

∫

F

q(z1(u))q(z2(u))Uu(w1, w2)T (w1, w2)dH3(z1, z2),

Äj¬B�£}
T (w1, w2) := Tt(w1, w2)

I`£��®°�® ÐL�£ ¡�¬0¯:¡
t, t′

¯Z£��ÅG¾;�¥�Lm�
� �&¤X£}¥B�£,¡�¤ ¶L�£UµF¤X£�® ¯ ±}¨¿®�¨¿²©¯H£�¤X¶L�£�¯Z¡�¨¿¤X�úÄj¨³¡�¬ £��±�¶L�§�¡K¡�¤ ¡�¬G ¡��£�®

Uu(w1, w2)ÄRK®Í¯ZÈH ¦B±�K¤Hµ#¬B¤H®°¤HÂX��B�¨©¡ ÌX�ãR�¬0¯Z¡*§�¤X®��±Í¡�¤ |z1(u) − z2(u)|−1/2
Ä�K£��§�¯H²©²Ô¡�¬B¯Z¡

(z1(u), z2(u)) = (λuw1, λuw2)
-RÄj¬B�£�,¡�¬B,±}§<¯H²¿¯H£!µ`¯Z§�¡�¤X£

λu
¥B�¶L��B¥B±Í¤X�

(w1, w2),
¨©±

¦B�B¨©µF¤H£�®�²³Ì�ÐL¤H¦B�B¥B�¥�µF£}¤X®$¯HÐL¤(ÉX!¯Z�B¥KÐL�²©¤7Ä ¯H�G¥K±}¡�¯<Ì4±�¦B�B¨³µF¤X£�®�²³Ì7N?¨©¶B±�§�¬B¨³¡g1�¨¿�
u
��Áf§�)

§�¤X£}¥B¨¿�BÂH²©ÌK-

||z1(t)− z2(t)|−1/2 − |z1(t)− z2(t)|−1/2| = |(λt)
−1/2 − (λt′)

−1/2| |w1 − w2|−1/2

≤ C|t1 − t2||w1 − w2|−1/2.
D;¨¿�B§� ∫

F
‖q(z1(t′))q(z2(t′)‖L2(Ω)|w1−w2|−1/2dH3(w1, w2) <∞

Ä�Ô¤XÐG¡�¯Z¨¿�°¯H±�¨¿�¡IbÆ;��ªHÎyL
¡�¬B��±U¡�¨©®Í¯Z¡�

‖S1(t)− S1(t
′)‖L2(Ω) ≤ ‖S2(t)− S2(t

′)‖L2(Ω) + C|t− t′|,IbÆG�uªKB�L
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Äj¬B�£�

S2(u) :=

∫

F

q(z1(u))q(z2(u))U(w1, w2)T (w1, w2)dH3(w1, w2),

¯H�B¥
U(w1, w2) := Ut(w1, w2)

��N1�¡�¦B±�¥B��B¤Z¡�
R(w1, w2) := U(w1, w2)T (w1, w2)

�*� �
¤X£}¥B�£Ô¡�¤ÍÅB�0¯H²¿²³Ì��±U¡�¨©®Í¯Z¡� ‖S2(t) − S2(t

′)‖L2(Ω)
ÄR�Äj£�¨©¡��¡�¬B�¥B¨q{'�£���G§�

S2(t) − S2(t
′)¯H±�¯�¥B¤X¦BÐG²¿�¨¿�9¡��ÂH£�¯H²{Äj¨©¡�¬�¡�¬B�£��±}¦B²©¡

‖S2(t)− S2(t
′)‖2L2(Ω)

=

∫

A×A

G(w1, w2, v1, v2)R(w1, w2)R(v1, v2)dH3(w1, w2)dH3(v1, v2),

Äj¬B�£�

G(w1, w2, v1, v2)
IbÆ;�u»HÒ�L

:= Cq(z1, z2)Cq(u1, u2) + Cq(z1, u1)Cq(u2, z2) + Cq(z1, u2)Cq(u1, z2)

− 2Cq(z
′
1, z

′
2)Cq(u1, u2)− 2Cq(z

′
1, u1)Cq(u2, z

′
2)− 2Cq(z

′
1, u2)Cq(u1, z

′
2)

+ Cq(z
′
1, z

′
2)Cq(u

′
1, u

′
2) + Cq(z

′
1, u

′
1)Cq(u

′
2, z

′
2) + Cq(z

′
1, u

′
2)Cq(u

′
1, z

′
2).

Á�ÐL¤(ÉX#ÄR�¬0¯<ÉX�¥B��B¤H¡��¥
(u1, u2) = Bt(v1, v2)

¯H�G¥
(u′1, u

′
2) = Bt′(v1, v2)

µF¤X£
(v1, v2) ∈

F,
¯H�B¥ ±}¨¿®�¨¿²©¯H£}²³Ì

(z1, z2) = Bt(w1, w2)
¯H�B¥

(z′1, z
′
2) = Bt′(w1, w2)

µF¤X£
(w1, w2) ∈ F.Ëj�§<¯Z²¿²'¡�¬0¯Z¡f¡�¬B�§�¤7ÉZ¯Z£�¨·¯Z�B§��¬0¯H±f¡�¬B�µF¤H£�®

Cq(z1, z2) = a(z1, z2)|z1 − z2|2κ + r(z1, z2),
I`ÆG�u»;�
L
Äj¬B�£�

a
¨¿±�±}®°¤4¤Z¡�¬Í¯Z�B¥

r
Ö!FX²©¥B�£�Äj¨³¡�¬°m¾;¶L¤X�G��¢¡

(1− ε) µF¤X£�¯Z�¢Ì ε > 0. +0¤H£�® ¦B²·¯JIbÆG�k»XÒyLÌ4¨¿�²¿¥B±f¨¿®�®��¥B¨¿¯Z¡��²³Ì�¡�¬0¯Z¡

|G(w1, w2, v1, v2)| ≤ c|t− t′|2κ.IbÆ;�u»XªyL
¸,¤X£}�¤(ÉX�£t-�ÂX¨³ÉX��

δ > 0
¨³¡j¨©±f<¯H±}¨¿²©ÌÍ§�¬B�§�ÈH�¥,¡�¬0¯:¡

||z1−z2|2κ−|z′1−z′2|2κ| ≤ c(κ)δκ+1/2
µF¤X£ |z1−z2| ≥ 2δ

¯H�G¥ |(z1, z2)−(z′1, z′2)| ≤ δ/2.
Á µF¤X£U¡�¨¿¤H£�¨?-?Ð¢Ì�¡�¬BÍÐG¨q)6N1¨©¶B±�§�¬B¨³¡g1!¶B£}¤X¶L�£U¡äÌ ¤Hµ

(t, w1, w2) 7→ Bt(w1, w2)
¯H� ¯Z�0¯H²©¤XÂX¦B¤X¦G±

�±U¡�¨©®Í¯Z¡��µF¤X²©²©¤7Äj±RµF¤X£ ¡�¬B�§�¤(ÉZ¯H£�¨¿¯H�B§�
Cq
À�¡�¬G�£��¨¿±j¯�§�¤X�G±}¡�¯Z�¢¡

c3 > 0
±}¤�¡�¬0¯Z¡

|Cq(z1, z2)− Cq(z
′
1, z

′
2)| ≤ c′(κ)δκ+1/2

IbÆ;�u»X»yL
µF¤X£ |w1 − w2| ≥ δ

¯H�B¥ |(w1, w2)− (w′1, w′2)| ≤ c3δ.
×R¤X�B±}¨¿¥B�£f¡�¬B�±}�¡

P = {(w1, w2, v1, v2) ∈ F × F : |wi − vj| ≤
1

2

√
|t− t′| µF¤X£ ±�¤X®� i, j ∈ {1, 2}}

∩{(w1, w2, v1, v2) ∈ F × F : |w1 − w2| ≤
√
|t− t′| ¤X£ |v1 − v2| ≤

√
|t− t′|}.

Áf§�§�¤X£�¥B¨©�BÂ!¡�¤!µF¤H£�® ¦B²·¯ZJI`ÆG�u»HÒ�L ¯H�G¥~IbÆG�k»X»�L�Ä�#¬0¯<ÉX�µF¤H£ |t− t′| ≤ c4
¡�¬0¯Z¡

|G(w1, w2, v1, v2)| ≤ c′′|t− t′|κ+1/2 ¨©µ
(w1, w2, v1, v2) ∈ (F × F ) \ P.IbÆ;�u»H´�L



�������������T��UBÿ������8�����WVX������Y��*�;þ[ZK����ÿ\�{ÿ����#�1þ]�������8�����¿ÿ�� ^ ü

/�ÐG±��£UÉX�¡�¬0¯Z¡ |R(v1, v2)| ≤ c|v1−v2|−1/2
�Ã�Ì�¨¿�¢ÉX¤HÈ4¨©�BÂf§�£}¦B¥B��±}¡�¨¿®°¯Z¡��±
µF¤X£'¡�¬B�®�<¯Z±�¦B£}

¤Hµ'¡�¬BÔ±}�¡
P
¯Z�B¥�¯H¶B¶G²©Ì4¨¿�GÂ�Ö FX²©¥B�£�¨©�B�Õ¢¦0¯Z²¿¨³¡äÌ ¤X�°¡�¬B�µF¦B�G§�¡�¨©¤X�

(w1, w2, u1, u2) 7→ |w1−
w2|−1/2|u1 − u2|−1/2

ÄR�<¯H±}¨¿²³Ì�¤HÐG¡�¯H¨©��¨©�*É;¨©�Ä ¤Hµ%N?�®°®°¯�ÆG�Ç´!¡�¬0¯Z¡
∫

P

R(w1, w2)R(v1, v2) dH3(w1, w2)dH3(v1, v2)
IbÆG�k»9ºyL

≤ c

∫

P

|w1 − w2|−1/2|v1 − v2|−1/2 dH3(w1, w2)dH3(v1, v2)

≤ c|t− t′|1/2.
Ã�ÌK¥B¨³É4¨¿¥B¨©�BÂ�¨¿�9¡��ÂH£�¯Z¡�¨¿¤H�K¨©�rIbÆ;�u»HÒ�L�¤(ÉX�£�¡�¬B!±}�¡�±

P ∩ (F × F )
¯H�B¥

(F × F ) \ P -
¡�¬B�±}¡�¨¿®°¯Z¡��±�IbÆG�k»9ªyL-�IbÆG�k»H´�L�¯H�B¥ÏIbÆG�k»9ºyL�Ì;¨©�²©¥ÏIF¡�¤XÂXm¡�¬B�£RÄj¨³¡�¬Í¡�¬B�Å0�G¨©¡���B�±}±f¤Hµ1¡�¬B�¨©�¢¡��ÂX£�¯H²
∫
F×F

R(w1, w2)R(v1, v2) dH3(w1, w2)dH3(v1, v2)
L�¡�¬0¯:¡

‖S2(t)− S2(t
′)‖2L2(Ω) ≤ c

(
|t− t′|2κ|t− t′|1/2 + |t− t′|κ+1/2

)
≤ c′|t− t′|κ+1/2.

«¤XÂH�¡�¬B�£!Äj¨©¡�¬ ¡�¬B�§�¬0¯H¨©� ¤Hµ�¤X¦B£!¶B£�mÉ4¨¿¤X¦B±�¨©�B�Õ4¦B¯H²¿¨³¡�¨©�± ¡�¬B¨©±�Ì;¨©�²©¥B±vIbÆG�uªXÊKL�¯H�B¥ ¬B��B§�
Å0�B¨¿±}¬B�±f¡�¬B�¶B£}¤4¤Hµ¤Hµ6«f¬B�¤X£��®ØÆG�³�X�

¤

ÆG��ª4� ���#�¡Û�����à����
Ú����4Ûy�v���_�}���)�³���@��¸��8�@����¸K� � ��¡�¬B¨¿± ±�¦GÐB±��§�¡�¨©¤X��ÄR�ÉX�£�¨³µAÌÍ¡�¬0¯:¡f¡�¬G
ÃR¤X£���) ±��£�¨©�±�§�¤H�¢ÉX�£}ÂX�±�¡�¤�¡�¬B�±}¤X²¿¦;¡�¨¿¤H�vIF¨©µ

k
¨¿±�²¿¯H£�ÂX ��B¤H¦BÂX¬�L�¯H�B¥!¡�¬0¯:¡�¡�¬G�¬B¨©ÂX¬B�£�¤X£}¥B�£

¡��£}®°±f¥B�§�¯(Ì*¨¿��¯H��¯H¶B¶B£}¤X¶B£�¨¿¯Z¡��Ä ¯<ÌX�

�����8���
��� �����W� É ��Ê È�¢�a�f±a�n�d�cr¯�fGcKh�j�l@`¨°¡noh�j�aGÄ
k0 = k0(ω)

d�e�¥±¢;io¢�cKi
k0 < ∞cy¤ `�l}d�ikd�e�fga�¤ÁÀ7cKh�j@Â_n §

k ≥ k0
io¢�a�h�i£¢�a! zl@fhÏdsa�f�nAa±d�Irº;�³�
Lm¥±l@h�ÃKa�fA¦�a±d¾§sl@fJcKh�À

x, y ∈ Ui6lmio¢�a�d}l@¤Áe�i?nAl@h
u(x, y, k).É �?��Ê Ë l@fbcKh�À
ε > 0

cKh�j
k ≥ k0

i£¢�a�fga�aGÄyn�d�i
c = c(ε, ω)

Â Æ h�noi6a�cK¤Á`bl}d�i_d�eufga�¤ÁÀ}Â¨d�e�¥±¢
i£¢�cKi

∞∑

n=3

d�e}©
x,y∈U

|un(x, y, k)| ≤ ck−5/2+ε.

�O�
�����g� �o¡f¨©± ��B¤X¦BÂH¬*¡�¤ §�¤H�B±�¨©¥B�£R¡�¬G�¬0¯Z£�¥B�±}¡j§�¯H±�
κ = 0,

±�¨©�B§��µF¤X£R¶L¤X±�¨³¡�¨³ÉX
κ
¯H²©²�¡�¬B

�±}¡�¨¿®°¯Z¡��±ÔÐL�²©¤7Ä&§�²©<¯Z£�²©Ì*¬B¤X²©¥,¡�£�¦B�²�¯H§�¡�¦0¯H²©²©Ì*®Í¯Z�¢Ì��±U¡�¨¿®°¯Z¡��±ÔÐL�§�¤X®��ÐLm¡�¡��£�¨©�,¡�¬B¯Z¡
§<¯H±}H�!RN�±}¡�¯H£U¡�µF£}¤X® ¡�¬B�m¾;¶B£}�±}±�¨¿¤X�

un(x, y, k) = (Kn
kΦk(· − y))(x)

��Ã�Ì¡N1�®°®°¯°ÆG�uª
I`¨oLR¯H�B¥vN1�®°®°¯�ÆG�k»�ÄR�®Í¯<Ì��±}¡�¨©®°¯Z¡��¡�¬0¯Z¡

||un(·, y, k)||L∞(U) ≤ ||Kk||Hs,2p→L∞ ||Kk||n−1Hs,2p→Hs,2p ||Φk(· − y)||Hs,2p

≤ cnk1+2s−1/pk(n−1)(−1+2(s+1−1/p))k−1/2+s.
IbÆG�k»XÆ�L
ÖÔ�£}R¡�¬B §�¤X�B±U¡�¯H�9¡

c = c(ω)
¨©±6¨¿�B¥G�¶L��G¥B��9¡�¤Hµ

y
¯H�B¥�¡�¬4¦G±6¡�¬B ¥B�±�¨©£��¥!�±}¡�¨¿®°¯Z¡��µF¤X²©²¿¤(Äj±��

N1�¡�¦G±�¥B��B¤H¡�
s − 1 + 1

p
= ε1

¯H�B¥
2(s + 1 − 1

p
) = ε2

-'Äj¬G��B§��ÄR §<¯H� ¡�¯ZÈH
ε1 > 0¯H�B¥

ε2 > 0
¯H£�ÐB¨³¡�£�¯H£�¨©²xÌÍ±}®Í¯H²©²b�%R�¨³¡�¬*¡�¬G�±�#§�¬B¤X¨©§��±�I`ÆG�k»XÆ�L�Ì4¨©�²¿¥G±f¡�¬0¯Z¡

||un(·, ·, k)||L∞(U×U) ≤ cnk1/2+ε1−n(1−ε2)
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¯H�B¥�§�¤X�B±}�Õ¢¦B��¢¡�²©Ì

∞∑

n=3

||un(·, ·, k)||L∞(U×U) ≤ c3k−5/2+(ε1+3ε2)
1

1− ckε2−1
.

«f¬B¨©±j¶B£�¤(ÉX�±�IF¨¿¨oL�¯H±f±�¤4¤X�,¯H±fÄ�#§�¬B¤4¤X±}
k0
²·¯H£}ÂX���B¤X¦GÂX¬,±}¤!¡�¬0¯:¡

ckε2−10 < 1/2.«D¤Ô¤HÐG¡�¯Z¨¿�0I`¨ML�-7¤XÐB±}�£}ÉX�¡�¬0¯Z¡¯H�#¨©¡��£�¯Z¡�¨©¤X��¤Hµ;¡�¬B¾N?¨©¶B¶B®°¯H�B��)ÎD;§�¬¢Äj¨©�BÂX�£1�Õ¢¦0¯Z¡�¨¿¤X��Ì4¨¿�²¿¥B±
¡�¬G

n
À ¡�¬ £}�®°¯H¨¿�G¥B�£Í¡��£�® ¨¿� ¡�¬B µF¤X£�®

(Kk)
n+1u

-ÔÄj¬B¨©§�¬ §�¤X�9ÉX�£}ÂX�±�¡�¤�1��£}¤ Ð¢Ì ¡�¬B
¤X¶L�£�¯Z¡�¤X£f�B¤X£�®+�±U¡�¨©®Í¯Z¡��µF¤X£

Kk
¦B±��¥)¨©��IbÆ;�u»XÆyLm�

¤

Ê4�#"%$ (A�(�?���4'1� �=í � � �X������
&4"?�������D�'&!'1�6�)(6��"�ë��L��'1�K�=í � � � ��"�ë��=$4(o'
�*(6��"#�Wë����

µ�¤7ÄúÄR#¯H£��£�<¯Z¥GÌ�¡�¤�¯H�0¯H²³Ì�1��¡�¬B�®°�¯H±�¦G£��®���9¡
m(x, y, ω)

�

���#�8���@��� +���®��«Ë l@f
x, y ∈ U io¢�aÑ¤Áno`�noi�Irª;�uªyL³aGÄyn�d�ikcy¤ `�l}d�i=d�e�f±a�¤ÁÀbcKh�j�aQÐ�e�cK¤ñd

lim
K→∞

1

K − 1

∫ K

1

k4+2κ|us(x, y, k, ω)|2dk = R(x, y)
IrÊ;�³�
L

Ì%¢�a�fga
R(x, y)

n�dÑio¢�a�d�`bl}l@io¢�§euh�¥�i�nAl@h�l@h
U × U

¦KnoÃKa�h�noh-,kfgl±©�l}d�noi?nAl@h*º;�³�8p
Ã��µF¤X£}�ÂX¨³É4¨¿�BÂ#¡�¬B�¶B£�¤4¤Hµ1Ä��Å0£�±}¡ ¥B�±}§�£}¨¿ÐL�¡�¬B�¶G¬B¨¿²©¤X±�¤H¶B¬¢Ì�ÐL�¬B¨¿�B¥�«f¬B�¤H£��® Ê;�³�X�,N1�¡

¦B±fÄj£�¨³¡�

us(x, y, k) = ũ1(x, y, k) + ur(x, y, k),
IrÊ;�uªyL
Äj¬B�£�

ur = (b + u2 + u3 + u4 + . . .)
±}¡�¯Z�B¥B±ÍµF¤X£�¡�¬B)£��®Í¯Z¨¿�B¥B�£�¡��£�® I`£}�§�¯H²¿²j¡�¬B¯Z¡

u1 = ũ1 + b
Lm��«f¬BÍ£��±�¦B²³¡�±�¤Zµ ¡�¬BÍ¶G£��É4¨©¤X¦B±�±}�§m¡�¨¿¤H� Äj¨¿²©²�Ì4¨©�²¿¥ ¡�¬0¯:¡�¡�¬B°§�¤X�9¡�£�¨©ÐB¦G¡�¨¿¤X�

¤Hµ
ur
¨©±��B�ÂH²¿¨¿ÂH¨©ÐB²©�¨©�)¡�¬B ®�<¯H±}¦B£��®°��¢¡�-'Äj¬B��B§�!¨³¡�£}�®°¯H¨¿�B±�¡�¤�¦B�B¥B�£�±}¡�¯H�B¥K¡�¬B ®�<¯H�

ÐL�¬B¯(É4¨¿¤H¦B£�¤Hµ |ũ1|2.
«f¬B�¯H�B¯H²©Ì¢¡�¨¿§!�±U¡�¨¿®°¯Z¡��±#¤Hµ D;�§�¡�¨¿¤X� º�±}¬B¤(Ä ¡�¬0¯Z¡#¡�¬B°m¾;¶L�§m¡�¯Z¡�¨¿¤X�

E k4|ũ1(x, y, k)|2
¡���B¥B±�¡�¤°¯!²¿¨¿®!¨³¡j¯H±

k →∞ ��� � ¯Z¥B¥B¨©¡�¨¿¤X��-G¡�¬G#±�¯H®�#�±}¡�¨©®°¯Z¡��±jÉX�£�¨³µAÌ
¡�¬B¯Z¡Ô¡�¬B�¡��£�®�±

k21ũ1(x, y, k1)
¯H�B¥

k22ũ1(x, y, k2)
ÐL�§�¤H®°�¯H±UÌ;®�¶G¡�¤H¡�¨©§<¯H²©²³Ì*¨©�B¥B�¶L��B¥B��¢¡

¯H±
k2
ÂX£�¤(Äj±�¡�¤7Ä ¯Z£�¥B±R¨©�GÅ0�B¨³¡äÌvIF±���¡�¬GÔÅ0ÂX¦G£��ÐL�²¿¤7Ä!Lh��«f¬B¨¿±�®Í¯ZÈH�±R¨³¡�¶B²·¯Z¦B±�¨©ÐB²¿f¡�¬0¯:¡R¤X�B

§�¤H¦B²¿¥,£��§�¤(ÉX�£
limk→∞ E |k4ũ1(x, y, k)|2

¯H±�¯�±�¦B¨³¡�¯HÐG²¿��£�ÂH¤4¥B¨¿§�¯<ÉX�£�¯HÂX*-{¨©��É;¨©�Ä&¤Hµ6¡�¬B
±}¡�£�¤X�GÂ�²·¯<Ä ¤Zµ6²¿¯H£�ÂX��¢¦B® ÐL�£�±t-�¯H�B¥�¡�¬G¨¿± ¡�¦B£}�B±j¤X¦G¡j¡�¤�ÐL�¡�£}¦BH�
RN�£��§�¤X£}¥)¯Z���²©�®���9¡�¯H£UÌ�²¿�®�®°¯G�

�|�u�~�~�.+��2��«½ a�i
X
cKh�j

Y ¿ a¨ò@a�fgl@Íª`baQcKh�Å«cKe�d±d�n�cKh\fGcKh�j�l@` Ã@cKfn�c ¿ ¤�a±d�pJÈ�¢�a�h

E ((X2 − EX2)(Y 2 − EY 2)) = 2(EXY )2.
�Ñ�@�����g� Ã�Ì ±�§�¯H²¿¨©�BÂ ¤H�B ®Í¯<Ì ¤XÐ9É4¨¿¤X¦B±}²©Ì ¯H±�±}¦B®°)¡�¬B¯Z¡

EX2 = EY 2 = 1.
Ï���G¤H¡�

EXY = cosα ∈ [−1, 1]. «f¬G�� (X,Y ) ¯H�B¥ (X, cos(α)X + sin(α)Y ′)
¬0¯(ÉX ¡�¬B�±�¯H®�

¥B¨©±}¡�£}¨¿ÐB¦;¡�¨¿¤H��-1Äj¬B�£�
Y ′

¨©±�¯H�N¨¿�B¥B�¶L��B¥G��9¡ §�¤X¶9Ì ¤Hµ
X
�*«f¬GÍ£��±�¦B²³¡#µF¤X²¿²©¤(Äj±��B¤7Ä Ð¢Ì ¯

±}¡�£�¯H¨©ÂX¬¢¡}µF¤X£}ÄR¯H£�¥*§�¤H®°¶B¦;¡�¯Z¡�¨¿¤X�
�
¤N1m¡,¦B±,£}�§<¯Z²¿²�¯H�ú�£�ÂX¤4¥B¨©§K¡�¬B�¤X£��® ±}¦B¨©¡�¯HÐB²©KµF¤X£�¤X¦B£�¶B¦B£�¶L¤H±��±�� «f¬B µF¤X²©²¿¤(Äj¨©�BÂ ¨¿±

¤XÐG¡�¯H¨¿�G�¥�H�ÇÂB��¯Z±�¯H��¨©®°®��¥B¨¿¯Z¡��§�¤H£�¤X²©²·¯H£UÌ°¤HµÞ<x�<´*>r�



�������������T��UBÿ������8�����WVX������Y��*�;þ[ZK����ÿ\�{ÿ����#�1þ]�������8�����¿ÿ�� ^Q^

Á�²©®°¤H±}¡f¦B�B§�¤X£�£}�²·¯:¡��¥

È

|u1(x, y, k, ω0)|k2

�����8���
��� +��2¼W��½ a�i
Xt
Â
t ≥ 0 ¿ a�cXfgaQcK¤kÃ@cK¤Áe�aQj�d�iªl}¥±¢�c@d�i?nA¥O©�fgl}¥±a±d±dbÌ,noi£¢r¥±l@h�i?noh�e�l@e8d©�cKio¢�d�p ð d±d�eu`baÑio¢�cKi�§sl@f¨d}l@`baÞ©�l}d�noi?noÃKa�¥±l*hud�i�cKh�iod

c, ε > 0
io¢�a�¥±l@h�jKnoi�nAl@h

|EXtXt+r| ≤ c(1 + r)−ε

¢�l@¤qj@d=§sl@fOcK¤o¤
t, r ≥ 0 pmÈ�¢�a�hÏcK¤Á`bl}d�i,d�e�fga�¤ÁÀ

lim
K→∞

1

K

∫ K

1

Xtdt = 0.

«f¬B#�£�ÂX¤4¥G¨¿§�¨³¡ ÌÍ¤Hµ¡�¬B�¡��£}®
ũ1

I`£}�§�¯H²¿²,Irº;�Ç´8LQL�ÉX�£�¨³Å0�¥�¨¿�*¡�¬B�µF¤X²¿²©¤(Äj¨©�BÂ ¶B£�¤X¶L¤H±�¨©¡�¨¿¤X�'�
�O�
���|��¸s�o�
�o����+��9ä��«Ë l@fÑcKh�À

x, y ∈ U Ì�az¢�cKÃKaÑcK¤Á`bl}d�i,d�e�f±a�¤ÁÀ

lim
K→∞

1

K − 1

∫ K

1

k4+2κ|ũ1(x, y, k)|2dk = R(x, y).
IbÊ;�k»�L

�O�
�����g� Áf§�§�¤X£�¥B¨©�BÂ�¡�¤�N1�®�®Í¯ º4�©��ÄR�¬0¯<ÉX
limk→∞ E (k4+2κ|ũ1(x, y, k)|2) = R(x, y).ÖÔ��G§�#¨©¡f¨¿±f§�²©<¯Z£f¡�¬0¯Z¡f¡�¬B�§�²·¯H¨©® µF¤X²©²©¤7Äj±f¯H±j±}¤4¤X�,¯H±fÄR�±�¬B¤(Ä ¡�¬0¯:¡

lim
K→∞

1

K − 1

∫ K

1

Y (x, y, k)dk = 0,
IrÊ;�Ç´8L

Äj¬B�£}
Y (x, y, k) = k4+2κ(|ũ1(x, y, k)|2 − E |ũ1(x, y, k)|2).

D;¨©�B§�

Y (x, y, k) = k4
(
(
Ëj

ũ1(x, y, k))
2 − E (

Ë�
ũ1(x, y, k))

2)+

+(
� ®

ũ1(x, y, k))
2 − E (

� ®
ũ1(x, y, k))

2)
)
,

ÄR#®°¯(ÌÍ§�¤X® ÐB¨©�B#×R¤H£�¤X²©²·¯H£UÌ*º4�u» ¡�¤XÂH�¡�¬G�£fÄj¨³¡�¬7N?�®�®Í¯!Ê;�uª ¡�¤�¤HÐG¡�¯H¨©�

E|Y (x, y, k1)Y (x, y, k2)| ≤
c

1 + |k1 − k2|2
,

µF¤X£�¯H�9Ì
k1, k2 ≥ 1.

D4¡�¯Z¡��®°��¢¡¨IbÊ;�Ç´8L��B¤(Ä µF¤X²©²¿¤(Äj±�¨©®°®��¥B¨¿¯Z¡��²³Ì�µF£}¤X® «f¬B�¤H£��® Ê;�k»G�
¤

RN�¯Z£��£}<¯H¥;Ì�µF¤X£



^ � þ ÿ��������Hÿ�����ÿ��
	��Zÿ�������
���������������Hÿ�	mÿ��������������mÿ�����þ ÿ��
�Ñ�@���������1���#�8���
���/+��?®�� Ã�Ì�¥B��B¤H¡�¨©�BÂ

ur(x, y, k) = b(x, y, k)+u2(x, y, k)+uR(x, y, k)ÄR�®Í¯<Ì�¥B�§�¤X®�¶L¤X±}

us(x, y, k) = ũ1(x, y, k) + b(x, y, k) + u2(x, y, k) + uR(x, y, k).

Áf§�§�¤X£�¥B¨©�BÂK¡�¤ÏN?�®�®Í¯Kº;��ª ¯H�B¥ «f¬B�¤X£}�® ÆG�uº)ÄR�¬B¯(ÉX�¯G�Ç±��
limk→∞ k

2+κ(b(x, y, k) +
uR(x, y, k)) = 0

��«D¤XÂXm¡�¬B�£jÄj¨³¡�¬�«f¬B�¤H£��® ÆG�©��¡�¬G¨¿± Ì4¨¿�²¿¥B± ¡�¬0¯:¡Ô¯Z²¿®�¤X±}¡ ±�¦B£��²©Ì

lim
K→∞

1

K − 1

∫ K

1

k4+2κ|ur(x, y, k)|2 dk = 0.
IbÊ;�uºyL

«f¬B�¥B�±}¨¿£}�¥*±}¡�¯Z¡��®���¢¡�± �B¤(Ä µF¤H²¿²©¤(Ä ¥B¨©£��§m¡�²³Ì�Ð¢ÌÍ§�¤X® ÐB¨©�B¨¿�BÂbIrÊ;�uºyL�¯Z�B¥�:�£�¤H¶L¤X±�¨³¡�¨©¤X�*Ê;�Ç´�-
¯H±�¡�¬B�¤XÐ;¡�¯H¨©�B�¥)§�£�¤X±}±�¡��£�®Ø®Í¯<Ì�ÐL��±}¡�¨¿®°¯Z¡��¥,Äj¨©¡�¬)¡�¬B ¯H¨©¥)¤Hµ�¡�¬G�× ¯H¦B§�¬¢Ì�)6D;§h¬9Ä ¯H£U¡g1
¨¿�G�Õ¢¦0¯H²©¨©¡ ÌÍ¨©�*¡�¬B�±�¶B¯H§�

[1, K]
�Õ¢¦B¨¿¶B¶L�¥�Äj¨©¡�¬�¡�¬B�ÄR�¨©ÂX¬¢¡

(K − 1)−1dk � ¤

ÎG� ���6�4'W��&�
(A�6�%& î�"'���=íK�=í ��� �L�%"?���10�ø32
« ¬Bf£��±}¦B²©¡�±�¤XÐG¡�¯Z¨¿�B�¥�±}¤�µ`¯Z£«IF«f¬B�¤H£��® Ê;�©�RµF£�¤X® ¡�¬B ¶B£�mÉ;¨©¤X¦B±�±��§�¡�¨©¤X��L¶G£�¤7ÉX ¥B¨©£��§m¡�²³Ì

¶0¯H£U¡�±ÑI`¨oLR¯H�G¥~I`¨©¨oL�¤Hµ¤X¦G£j®°¯H¨©�*£��±�¦B²³¡s-B«f¬B�¤X£��® ª;�k»GÀ�¡�¬G�®�<¯H±}¦B£��®°��¢¡OIrª;�uªyLR¨©±j¯H²¿®�¤X±U¡
±�¦G£��²³Ì�ÄR�²¿²
¥B�ÅB�B�¥�µF¤X£j¯H�¢Ì

x, y ∈ U ��o¡�£}�®°¯H¨¿�G± ¡�¤�¶B£}¤7ÉX#¶0¯Z£}¡�IF¨¿¨¿¨�L�¤Hµ¡�¬B#«f¬G�¤X£}�®7-0Äj¬G¨¿§�¬,¥B�¯H²¿±fÄj¨³¡�¬�¡�¬B#£}�§�¤7ÉX�£UÌ�¤Hµ
µµF£�¤H® ¡�¬B�®�<¯H±}¦B£��®°��¢¡�±��¾/�ÐG±��£UÉXÔ¡�¬0¯Z¡�¨¿��¤X¦G£�§�¯H±�

m0(x, x) = R(x, x)
µF¤X£�¯H�9Ì

x ∈ U -¯H�B¥�-0Ð¢Ì�¡�¬B�µF¤X£�® ¦G²·¯TIrº;�kÎ�LR¨©�vD;�§m¡�¨¿¤H�)ºu-GÄR�¬0¯(ÉX�¡�¬0¯:¡

IbÎ;�©�
L
R(x, x) =

1

28+2κπ2

∫

D

1

|x− z|2µ(z) dz.
¼�±�¶L�§�¨·¯Z²¿²³Ìy-B¡�¬B�µF¦B�G§�¡�¨©¤X�

x 7→ R(x, x)
¨©±j§�¤X�¢¡�¨¿�4¦G¤X¦B±���ÖÔ��G§�*-{Ð9Ì�¶L�£}µF¤X£}®°¨©�BÂ!®�<¯Z±�¦B£}�)

®���9¡�± ¨¿�*¯ ¥G��B±}�±�m¡j¤Hµ?¶L¤X¨¿�9¡�±
x ∈ U -G«f¬G�¤X£}�® Ê;�³��±}¬B¤7Äj± ¡�¬B¯Z¡j¯Z²¿®�¤X±}¡R±}¦B£��²©Ì°Ä��§<¯H�

£��§�¤(ÉX�£
R(x, x)

µF¤X£ÑcK¤o¤
x ∈ U.« ¬4¦B±t-0¡�¬B�£��²·¯Z¡�¨¿¤H�ÏIbÎ;�©�
L�±�¬B¤(Äj±f¡�¬0¯:¡fÄ�#¯H£}�²©�µA¡RÄj¨©¡�¬�¯ ±�¨©®°¶G²¿�¥G�§�¤H�¢ÉX¤X²©¦G¡�¨©¤X�*¶B£}¤XÐu)

²¿�®,À6¡�¬B�ÉZ¯H²©¦B�±j¤Zµ¡�¬G�§�¤X�9ÉX¤X²¿¦;¡�¨¿¤H�

H(x) := (h ∗ µ)(x), h(z) :=
1

28+2κπ2|z|2
¯H£}�È¢�B¤7Äj� ¨©��¯Ô¤X¶L�� ±}�¡

U
¡�¬0¯Z¡¬0¯H±6¯�¶L¤X±�¨³¡�¨³ÉX�¥B¨¿±U¡�¯H�G§��¡�¤�¡�¬B�±}¦B¶B¶L¤X£U¡�¤Hµ

µ ∈ C∞0 (R2)
-

¯H�B¥ ÄRf¯H£��¡�¤�±}¬B¤7Ä ¡�¬0¯Z¡�¡�¬B¨¿±6È¢�B¤(Äj²¿�¥GÂXf¨©±���B¤X¦BÂH¬�¡�¤�£��§�¤(ÉX�£
µ.
+0¤X£¡�¬B¯Z¡���B¥�-9¤XÐB±}�£UÉX

Å0£}±}¡j¡�¬0¯:¡
∆z(|z|−2p) = 4p2|z|−2p−2.

«f¬¢¦B±�¤X¦B£f¥0¯Z¡�¯!¥Bm¡��£�®�¨¿�B�±�¯H²¿±}¤�¡�¬G�§�¤X�9ÉX¤X²¿¦;¡�¨¿¤H�B±

cp∆
p
xH(x) =

∫

D

1

|x− z|2pµ(z) dz
µF¤X£

p > 1
¯H�B¥

x ∈ U �¾N1�¡j¦B±�¥G��B¤H¡�

S(x, r) =

∫

|z−x|=r

µ(z) d|z|,



�������������T��UBÿ������8�����WVX������Y��*�;þ[ZK����ÿ\�{ÿ����#�1þ]�������8�����¿ÿ�� ^g´
Äj¬B¨¿§�¬ §�¤H£�£��±�¶L¤X�G¥B±�¡�¤°¡�¬G ËÔ¯Z¥B¤X�,¡�£�¯H�B±}µF¤H£�® ¯H²©¤X�BÂ°§�¨¿£}§�²¿�±��!+6¨x¾,¯H�¢Ì

x ∈ U. �o¡�µF¤X²©²¿¤(Äj±¡�¬0¯Z¡fÄR#¯H£��¯HÐB²¿�¡�¤!£��§�¤7ÉX�£j¡�¬B�¨¿�9¡��ÂX£�¯Z²¿±

∫

R+

S(x, r)

r2
Q(

1

r2
) dr,

Äj¬B�£}
Q(t) =

∑p
j=0 ajt

j - p ≥ 0 ��«f¬B�±}¦B¶B¶L¤X£U¡ ¤Zµ
¡�¬BÔ§�¤X�¢¡�¨¿�4¦G¤X¦B±�µF¦B�G§�¡�¨©¤X� r 7→ S(x, r)²¿¨¿�±�¨¿��¯ÍÅ0�B¨³¡� ¨¿�9¡��£}ÉZ¯H²
[a, b]

Äj¨³¡�¬
a, b > 0

-1¯H�B¥�¤XÐ9É4¨¿¤X¦B±}²©Ì�¡�¬B µF¦G�B§�¡�¨¿¤X�B±�¤Hµ�¡�¬B�µF¤X£�®
Q(1/r2)

¯Z£��¥G��B±}�¨©�
C([a, b])

��«f¬¢¦B± ¡�¬B�µF¦B�G§�¡�¨©¤X�
S(x, r)

¨©± ¦G�B¨¿Õ¢¦B�²©Ì°¥B�¡��£�®�¨©�B�¥ÍµF¤X£
¯H²¿²

r > 0.«f¬B�¤XÐB±��£}É:¯Z¡�¨©¤X��¡�¬0¯Z¡�ÄR=.}¦B±}¡�®Í¯H¥Gj§<¯H�°ÐL�±U¡�¯Z¡��¥°¨¿�°¯Z�B¤H¡�¬G�£�µF¤H£�®�ÀD¡�¬B�¥0¯Z¡�¯�Ì;¨©�²©¥B±
¡�¬B�È¢�B¤(Äj²¿�¥GÂX�¤Zµ�¨©�¢¡��ÂX£�¯H²¿±j¤Zµ

µ
¤7ÉX�£�¯H²¿²1§�¨¿£�§�²¿�±j¡�¬0¯Z¡�¯H£}�§���¢¡��£}�¥K¨©��¡�¬B�¤H¶L��)±�m¡

U
�

«f¬B¨¿±#¨©±#¯�§�²·¯Z±�±�¨©§<¯H²�¶B£�¤HÐB²¿�®�¤HµR¨¿�¢¡��ÂX£�¯H²�ÂX�¤H®°m¡�£UÌy-D¤Hµ�¡�¬B°Ë�¯H¥B¤H� ¡ Ì4¶LK-DÄj¬B¨©§h¬N§�¯H�NÐL
±�¤X²³ÉX�¥N¨¿�N¯�±�¨©®°¶G²¿�®°¯H�B�B�£�-D§mµä�Í�ÂB��< ´K>�¯H�B¥ ¡�¬B�m¾4¡���B±}¨©ÉX°²¿¨¿±U¡�¤HµR£��µF�£���B§��±�¡�¬B�£��¨¿�
�
µ�¯H®��²³Ìy-;²¿m¡

g(z) =
m¾;¶

(−|z|2/2) µF¤X£ z ∈ R
2 -B¯H�B¥�¤HÐB±��£}ÉX�¡�¬B¯Z¡fÈ¢�B¤7Äj¨©�BÂ ¡�¬B�¨¿�¢¡��ÂH£�¯H²©±

¤7ÉX�£6¡�¬Gj¯HÐL¤(ÉXf®���9¡�¨©¤X�B�¥ §�¨©£�§�²¿�±6ÄRf®°¯<Ì�§�¤X®�¶B¦G¡�R¡�¬B §�¤H�¢ÉX¤X²©¦G¡�¨©¤X�
g∗µ(z) µF¤H£ z ∈ U �ÖÔ¤7Ä��ÉX�£�-

g ∗ µ ¨¿±f§�²¿<¯Z£�²³ÌÍ£�<¯Z²?¯Z�0¯H²©Ì¢¡�¨¿§�¯H�G¥�¡�¬B�±��¡ U ¨¿±f¤X¶L���-BÄj¬B��B§��ÄR�È4�G¤7Ä
g ∗ µ�ÉX�£UÌ¢Äj¬B�£�H��Á�±#¡�¬Bb+0¤X¦B£}¨¿�£�¡�£�¯H�B±}µF¤H£�®½¤Zµ

g
¨¿±#±}®°¤4¤Z¡�¬ ¯Z�B¥ �G¤X�u)ª1��£}¤ ¯H²©²�¤(ÉX�£

R
2,
¨©¡

µF¤X²¿²©¤(Äj±�¡�¬0¯:¡�ÄRÔ§<¯Z�Í£��§�¤(ÉX�£
µ
¦B�B¨©Õ4¦G�²©ÌH��«f¬B¨¿±�§�¤X®°¶G²¿�¡��±�¡�¬BÔ¶G£�¤4¤Hµ
¤Hµ'¤X¦B£�®°¯H¨¿�!£��±�¦B²³¡<�

¤

�����~���
ßS®�� «f¬B�¶B£�¤4¤Hµ'¤Zµ'«f¬B�¤H£��® ª;�k»�ÂX¤4�±�¡�¬B£}¤X¦BÂX¬°¯H²©±�¤�Äj¨©¡�¬B¤X¦G¡�¡�¬B�¯H±�±�¦G®°¶;¡�¨¿¤H�

E q = 0
�|µ�¯H®��²³Ìy-B¯H±�±}¦B®��¡�¬0¯Z¡

E q = p ∈ C∞0 (D)
¯H�B¥�¥G��B¤H¡�

q0 = q − p
��«f¬B��

E (q(z1)q(z2)) = E (q0(z1)q0(z2)) + p(z1)p(z2).
IbÎG�uªyL
R �ÐB£}¨¿�âBÌ)¯Z�0¯H²©Ì�1��¬B¤(Ä ¡�¬B ¯HÐL¤(ÉX ¶G£�¤4¤Hµ�±�¬B¤H¦B²¿¥)ÐL ®�¤4¥B¨³Å0�¥�µF¤X£�¡�¬G¨¿±Ô§<¯H±}H�!RN ¬B¯(ÉX
¯HÂ9¯H¨©��¡�¬0¯:¡

q ∈ H−ε,p
0 (D)

¯G�Ç±��6«f¬4¦G±�¡�¬BR£��±}¦B²©¡�±6µF¤X£D¡�¬B ¥G¨¿£��§�¡�±�§�¯Z¡}¡��£}¨¿�BÂ�¶B£}¤XÐB²©�® ÂH¨©ÉX��
¨¿�¡D;�§�¡�¨©¤X�,´°¯H£��ÉZ¯H²©¨¿¥*Äj¨©¡�¬B¤X¦G¡Ô¯Z�¢Ì�§�¬0¯H�GÂXK-L¯H�B¥�ÄR#±���¨©��¶0¯H£U¡�¨©§�¦B²¿¯H£ ¡�¬0¯Z¡j¡�¬B#¬B¨©ÂX¬B�£
¤X£�¥B�£�ÃR¤X£}��¡��£�®�±

u3 + u4 + . . .
¥B¤��G¤H¡�§�¤X�9¡�£�¨©ÐB¦G¡��¡�¤�¡�¬G#®��¯H±�¦B£}�®���9¡�Irª;�uªyLh�

R�¬B���¡�¬B�¡��£�®
p(z1)p(z2)

¨©��µF¤H£�® ¦B²·¯bIbÎG�uªyL�¨©±f¯H¥G¥B�¥*¡�¤ ¡�¬B�§�¤7É:¯H£�¨¿¯H�B§��¤X¶L�£�¯Z¡�¤X£ ¨©�
µF¤X£�® ¦B²¿¯�Irº4�ñB�L-Ä�Í±��Í¡�¬0¯Z¡�¡�¬B¨¿±#§<¯H¦B±}�± ¤H�B²©Ì ¯

S−∞1,0
¶L�£}¡�¦G£�Ð0¯Z¡�¨¿¤X� µF¤X£�¡�¬B°±}Ì4® ÐL¤X²�¤Hµ

¡�¬B�§�¤(ÉZ¯H£}¨·¯H�B§��¤X¶L�£�¯Z¡�¤X£
Cq
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