Kahvikupista kirurgiaan — mate-
matiikan sovelluksia tutkimassa

Tehdadnko tutkimusta puhtaan to-
tuuden tavoittelun vai sen tuottaman
hyodyn takia? Vastaukset tihin
kysymykseen ovat vaihdelleet ajan
kuluessa. Kun Suomen yliopistojér-
jestelmi perustettiin, olivat koulutuk-
selliset hyotynikokohdat tarkeimpid.
Esimerkiksi perustettacssa Turun
Akatemiaan ensimméistd matematii-
kan professuuria, ei itsendisen tutki-
muksen tekemista rohkaistu. Painvas-
toin, oli tarkkaan méaaratty, kenen
oppeja oli noudatettava, silla kaikki
itse keksityt tai muuten uudet ajatuk-
set katsottiin vanhoja tietoja halven-
taviksi. Myohemmin yliopistot omak-
suivat humboldtilaisen sivistysyli-
opistoihanteen ja yliopistot késitet-
tiin sivistyslaitoksiksi, joiden tehté-
viin kuuluu perustutkimuksen edisti-
minen. Tama ndkyy Suomen matema-
tiikan historiassa puhtaan matematii-
kan voittokulkuna ja merkittavien
koulukuntien syntymiseni. Viime

Kuva 1: Valon heijastus kahvikupissa.
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vuosisadan aikana yliopistot ovat
kasvaneet huomattavan suuriksi
tutkimus- ja koulutuslaitoksiksi ja
kasvaneen koon myo6té yliopistojen
tehtavit ovat laajentuncet. Sivistyk-
sen kotina toimimisen lisiksi yliopis-
toilta edellytetidéin kasvavaa yhteis-
kuntaa hyodyttidvaa toimintaa. Suo-
men matemaattisessa kentissi tima
on korostanut sovelletun matematii-
kan roolia.

Hyotynikokulmasta tiedetti tar-
kastellen voidaankin provosoivasti
kysyé: Mihin Suomi yleensi tarvit-
see perustutkimusta, 16ytyvithan
kaikki tutkimuksen tulokset nyky4in
internetistd?”’ Tdménkaltainen suh-
tautuminen tietoon sivuuttaa tieteen
tarkedn sosiaalisen komponentin:
Yhteiskunta ei voi hyddyntda uusim-
pia tutkimustuloksia ilman tutkimus-
yhteisod, joka aktiivisesti harjoittaa
tutkimusta. Samalla tavoin kuin
kirjastolaitos on hy6dyton ilman

kirjojen lukijoita, ei uusin tutkimus-
tieto voi olla kéytettivissd ilman
ihmisid, jotka aktiivisesti sitd kiytta-
vit.

Tarkastellaan seuraavaksi, kuinka
matemaattinen tutkimus auttaa yh-
teiskuntaa, jossa elimme, seké ihmis-
kuntaa yleensi. Siis —kuinka tutki-
muksen tulokset siirtyvét yhteiskun-
nan voimavaroiksi? Tédhén liittyy
laheisesti kysymys siité, pitiisiko
meidin tutkia matematiikkaa sovel-
luksista 14htien vai pyrkid ennemmin
kehittimiin abstraktia teoriaa, jolle
saattaa myohemmin l6yty4 télla het-
kell4 tuntemattomia sovelluksia. En-
nen ndiden kysymysten késittely,
tarkastelemme ensin lyhyesti mita
matematiikka on.

Matematiikkaa on usein verrattu
kieleen, ja Galileo Galilei onkin sa-
nonut: Luonnon lait on kirjoitettu
matematiikan kielelld. T4ssé vertauk-
sessa on myds se osuva piirre, etti

Kahvikupissa esiintyy kaustikki, eli kdyra, jota valonsateet sivuavat.
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kielen avulla kykenemme tekeméédn
oivalluksia, jotka ilman kielt4 olisivat
saavuttamattomissa. Joskus mate-
maattinen kuvaus luonnon ilmigisti
on oikeampi kuin kuvauksen tekija on
aavistanutkaan. Esimerkiksi James
Clerk Maxwell johti 1800-luvulla
sdhkomagnetismia koskevan teorian-
sa todistaakseen eetterin olemassa-
olon. Téssi yhteydessa eetterilli tar-
koitettiin oletettua valiainetta, joka
tiyttiisi kaiken avaruuden, ja jonka
liikett4 valo olisi. Tutkimuksissaan
Maxwell havaitsi valoa koskevien
matemaattisten laskelmien johtavan
aaltoliikkeen malliin, ja olettacn, ctti
aallot voivat edetd vain viliaineessa,
Maxwell veti sen johtopaitoksen,
etti eetteriksi kutsutun viliaineen
olisi oltava olemassa. Myshemmin
suhteellisuusteoria kumosi timén
tulkinnan, mutta tiedeyhteis6é on yha
vakuuttunut siitd, etti Maxwellin
valon aaltoliikkemalli on oikea, vaik-
kei mitd4n eetterin kaltaista viliainetta
olekaan. Tamé esimerkki osoittaa,

kuinka matematiikan kieli mahdollis-
taa oikean ja kauniin mallin 16ytdmi-
sen, jopa huolimatta tulosten vairis-
t4 tulkinnasta.

Esteettisyyden tavoittelu tutki-
muksessa voi paljastaa todellisuuden
olemusta yllattdvan tehokkaasti. Eris
1900-luvun merkittdvisti matemaati-
koista, Alfred N. Whitehead totesi-
kin: ”Usein olemme lahimpéni kiy-
tintod ollessamme teoreettisimmil-
lamme.” Valoittaaksemme tata yllatta-
viltd kuulostavaa lausetta tarkaste-
lemme seuraavassa esimerkkeja ti-
minhetkisesti tutkimuksesta.

Tarkastellaan valon vilketta kah-
vikupissa (kuva 1). Kupissa esiintyy
kaarien rajaama valoalue. Heijastu-
miskuvio voidaan selittda tarkastele-
malla sitd, miten yhdensuuntaiset
valonsiteet heijastuvat puoliympy-
rastd. Havaitaan, etti heijastumis-
kuviot syntyvit samaan tapaan kuin
suurennuslasissa — valo keskittyy
pienelle alueelle, ikddnkuin poltto-
pisteeksi. Koska kahvikuppi ei toimi

virheettomidni suurennuslasina, valo
ei keskity yhteen pisteeseen, vaan
pinnalle. Tét4 kirkasta pintaa, jota
valonsitect sivuavat tangentiaali-
sesti kutsutaan kaustikiksi. Mate-
maatikkoja on kiinnostanut ndiden
polttopintojen muoto, ja modernissa
geometriassa onkin kyetty luokittele-
maan kaikki mahdolliset polttopinnat,
jotka valo voi synnyttda. Téllainen
luokittelutulos, joka tunnetaan Rene
Thomin luokittelulauseena, on tyy-
pillinen esimerkki kauniista tulokses-
ta. Enté kuinka tillaist4 tulosta voi-
daan sitten soveltaa? (kuva 2)

Laiketicteellisid sovelluksia
kaustikkien luokittelulle 16ytyy muun
muuassa kehitteilld olevasta hoito-
muodosta, niin kutsutusta veretto-
misti kirurgiasta. Tédssé esimerkiksi
Kuopion yliopiston inversioryh-
missi tutkitussa tekniikassa potilas-
ta pyritian kirurgisesti leikkaamaan
korkeataajuisen ddnen, ultradinen
avulla. (kuva 2)

Potilaan sisdin muodostetaan

Kuva 2. Ultradaniterapiassa daniaallot fokusoituvat ja tuottavat lampda. Vasemmalla: Skemaattinen kuva
Richard Wolf yhtymé&n ultraddniaaltojen fokusoijasta. Oikealla: Kuopion yliopiston inversioryhman
simulaatioita fokusoituvan aallon amplitudista.
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Kuva 3: Reunamittauksien avulla pallojen ulkopuolista
aluetta A, jossa aalto on nollasta poikkeava, pienennetaan
kunnes se kutistuu yhdeksi pisteeksi.

Tietopaketti: Miten aaltoja fokusoidaan tuntematto-
massa kappaleessa.

Mallitetaan aaltoja yhtalélla

& i 9’
—— ) a"(x)— u(x,t) =0 kun QxR ,,
G~ 22" 055 0D

u(x,t) = f(x,t) kunx@Q ,
u(xt)_, =0, 9, u(xt)|_, =0

alueessa Q 0 R®. Funktio f vastaa reunalla olevaa lahdetts, jota
voimme kontrolloida. Aallot etenevat &arelliselld nopeudella, ja
aaltojen Iyhin mahdollinen kulkuaika pisteesta X pisteeseen Y
maéadrittelee epdeuklidisen metriikan eli etaisyyden d(X,Yy) naiden
pisteiden vélille. Olettakaamme, etta voimme mitata reunaléhteen
f syntynyttamé&n aallon U derivaatat reunalla 0Q xR, .

Seuraavaksi pyrimme fokusoimaan aallon U(X,t) yhteen pisteeseen
ajan hetkelld T >0. Jos aalto U ja sen derivaatat havidvat reuna-
pisteen z[dQ ympéristossa kaikilla ajan hetkilla t, T —r <t <T +r ,
niin Tatarun teoreeman nojalla aalto haviaa hetkellda T metriikan

d maaraamassa pallossa

B(z,r) ={x@Q :d(x,2x r}.

Siispa mittaamalla aaltojen derivaattoja reunalla voimme valikoida
kaikki ne reunaldhteet f , joiden tuottamat allot havidvat hetkella
T pallossa B(zr) . Kayttamalla monia palloja voimme 16yt&a kaikki
ne aallot, jotka hetkelld T ovat kannatettuja joukossa

A=0Q\(B(z,1) 0B(z,L0 O B(z.K).

toisin sanoen, voimme |6ytaa aallot, jotka ovat nollasta poikkeavia
vain pallojen B(Z;,r;) ulkopuolella. Reunamittauksien avulla on
mahdollista myés havaita, onko joukko Atyhjé vai ei. Suurenta-
malla palloja niin, ettd alue A pysyy epétyhjéna, paastaan tilantee-
seen, jossa joukko A koostuu vain yhdests pisteestd Y (kuva 3).

Talléin joukossa A kannatetut aaltot u(X,T) poikkeavat nollasta vain
pisteessa Y. Tallainen aalto u(X,t) voi esimerkiksi olla hetkelld T
Diracin delta-funktio pisteessa Y.
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alue, jossa d4nen voimakkuuus on
erittain iso. Voitaisiin sanoa, etti
kudoksen sisddn muodostetaan
ddnesta aineeton ultraddniveitsi,
joka kykenee leikkaamaan kudosta.
Tarkemmin sanottuna, potilaaseen
suunnataan d4niaaltoja siten, ctta
aaltojen energia keskittyy pienelle
alueelle. Voimakkaat 44net tuottavat
lampo4, joka tappaa valitun kohde-
alueen solut. Tdmi mahdollistaisi
esimerkiksi aivokasvainten hoidon
ilman, ettd instrumenttcja tarvitsee
tyontii potilaan padn sisadn.

Téllainen hoitomuoto yleistyes-
sdin saisi varmasti nykyisen kirur-
gian vaikuttamaan yhti historialli-
selta kuin milt4 kallojen poraaminen
meistd nykydén vaikuttaa. Kuten
dsken Maxwellin valoteoriaa kisi-
teltiessi todettiin, valo ja aaltoliike
noudattavat samaa matemaattista
mallia. Siispi tulos, joka luokittelee
kaikki mahdolliset valon polttopinta-
kuviot, luokittelee samalla kaikki
mahdolliset pinnat, joille 44niaalto
voi keskittyd. Kuvainnollisesti pu-
huen, polttopintojen luokittelutulos
kertoo kaikkien mahdollisten ultra-
aaniveisten muodon eli kaikki ne
instrumentit, jotka leikkaavalla 144-
karilla voi olla kaytossaan.

Jotta potilaan piin sisddn voi-
taisiin 44nelld muodostaa ultradéni-
veitsi, on tietenkin tirkeda tietdi
tarkasti potilaan p4an rakenne.
Muutenhan d4niveitsi voitaisiin
muodostaa vairiain paikkaan, ja
sen kéyttiminen voisi olla kohtalo-
kasta potilaalle. Kohtaamme siis
kuvantamisongelman: 44nen no-
peuden vaihtelut pa4n sisalla pitéisi
selvittidd ulkopuolelta tehtdvin mit-
tauksin.

Kuvantamistehtdva on tyypil-
linen esimerkki kédnteisesta eli
inversio-ongelmasta, jotka ovat
myos Suomessa aktiivisen tutki-
muksen kohteina. TAmén alueen
matematiikassa tehtavani on muo-
dostaa kuvia annetun kappaleen,

esimerkisi potilaan pain, sisdisesti
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rakenteesta luotaamalla sitd ulkopuo-
lelta erilaisilla aalloilla, siteilyll4 tai
lammolla. Matemaattisesti muotoil-
tuna inversio-ongelmilla tarkoitetaan
esimerkiksi seuraavan kaltaisia ongel-
mia: Annettua tyyppid olevan osit-
taisdifferentiaaliyhtdlon tuntematto-
mat kerroinfunktiot halutaan maérit-
ti4, kun yht4lon ratkaisujen arvot
alueen reunalla tai jotkin niihin liitty-
vit tunnusluvut tunnetaan. Myos
alue, jossa kerroinfunktiot halutaan
selvittid, voi olla tuntematon. Téllai-
set ongelmat palautuvat usein geo-
metrisiin ongelmiin, joissa tuntema-
ton monisto halutaan selvittii
moniston reunalla tehtivista
mittauksista.

Palatkaamme kuitenkin monisto-
jen yleisisti inversio-ongelmista
takaisin konkreettiseen ld4ketieteelli-
seen kuvantamiseen, erityisesti 44ni-
aaltojen avulla. Yllittaen, edelliset
ultradénikirurgissa kiytetyt menetel-
mit 16ytavit sovelluksia myos ku-
vantamisessa. Aaltojen fokusoiminen
kappaleen sisélli on osoittautunut
teoreettisesti hyvin tehokkaaksi ty6-
kaluksi rakenteiden luotaamisessa.
Mittauksista on matemaattista ana-
lyysin avulla mahdollista piétella,
fokusoituuko vaikkapa pain ulko-
puolelta ldhetetty aalto yhteen pis-
teeseen, vai ei.

Taménhetkisen teoreettisen tutki-
muksen mukaan fokusointipisteisti
voidaan muodostaa kolmiulotteinen
kartta p4édn rakenteesta. Tulevaisuu-
den tutkimus yhteistyossé fyysikoi-
den ja insindoritieteiden edustajien
kanssa tulee toivottavasti osoitta-
maan niiden matemaatikkojen kehit-
timien menetelmien olevan tehokkai-
ta myos kiytinnossa entisti tarkem-
man ultraddnikuvauksen kehittimi-
sessa.

Edelliset esimerkit havainnollista-
vat sitd, kuinka matematiikan kaytto
voi kytkea yhteen eri aloja. Edellinen
kahvikupissa esiintyvien polttopin-
tojen luokittelu, joka varmasti tehtiin
tavoittelematta yhteiskunnallista
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hy6tyi, on kiyttokelpoinen myos
verettomén kirurgian ja ladketieteelli-
sen kuvantamisen kehittimisessa.
Usein pyrkimys todistaa mahdolli-
simman kauniita tuloksia johtaa
tehokkaisiin ajatuksiin, jotka sovel-
luksissa osoittavat voimansa, aivan
kuten Alfred Whitchead totesikin.

Naiden esimerkkien valossa voim-
mekin nyt palata kysymykseen mate-
matiikan ja sovellusten suhteesta.
Mitéén ristiriitaa hyodyllisten sovel-
lusten tavoittelun ja puhtaan totuu-
den metsastyksen valilla ei valttamét-
t4 ole, vaan kysymys on pikemminkin
tutkimustyon kahdesta eri puolesta.
Ensinnikin, luovan ajattelun ja mieli-
kuvituksen lennon synnyttimii puh-
taan matematiikan tuloksia voidaan
soveltaa yllattivilli aloilla, kanhan
tutkimuksen yhteydet kdytintéon
havaitaan. Toisaalta, matematiikka on
edistynyt huomattavia askelia tutki-
essaan muiden ticteiden herattamid
kysymyksid. Esimerkkini tista voi-
daan mainita solitoniaaltojen tutki-
muksen synnyttima integroituvien
systeemien teoria, jolla on ollut mer-
kittava vaikutus inversio-ongelmien
teoriaan.

On kuitenkin todettava, ctti toi-
miminen yhta aikaa monien sovellus-
alojen ja puhtaan matematiikan paris-
sa on vaikeaa yksittiiselle tutkijalle.
Onneksi laaja-alaisuus, joka voi olla
mahdotonta yksil6lle, on mahdollista
ryhmélle. Kehitys onkin kulkemassa
suuntaan, jossa matemaatikot toimi-
vat yhi enemmin ryhmissd. TAma
nikyy julkaisukulttuurissa: aiemmin
tutkimuksia julkaistiin yleensa yksin,
nyt yhd enemmén ryhmissi. Taméa
tutkimustoiminnan kasvava ryhmai-
toiminta tulee varmasti nopeuttamaan
ja lisddméiin tutkimusty6n vaikutusta
sovelluksissa. Tutkimusryhmien jédse-
net voivat toimia linkkeini ketjuissa,
jotka kytkevit teoreettisen tutkimuk-
sen kdytdnnon ongelmiin. Koska til-
laisessa ketjuissa tutkimuksen virik-
keet syntyvit sekd sovelluksista ettd
abstraktista teoriasta, havaitsemme,

ettd tulevaisuuden sovellusorientoi-
tuneissa matematiikan tutkimus-
ryhmissi on tilaa, ja jopa valttiméa-
tonti tarvetta, seki soveltajille ettd
puhtaan matematiikan tutkijoille.
Voimme siis nihdikseni parhaiten
hyodyttaa yhteiskuntaa tutkimuk-
sellamme muodostamalla laaja-alaisia
ja tehokkaasti kommunikoivia ryhmii.

Koska yliopistojen opetuksen
tulee perustua tutkimukselle, voidaan
edellisten tutkimusta koskevien ky-
symysten valossa tarkastella mate-
matiikan opetuksen merkitysti nykyi-
sille ja tuleville opiskelijoille, erityi-
sesti Teknillisessd korkeakoulussa.
Suoraan kysyttyna: Mihin opiskeli-
jamme tarvitsevat matematiikkaa?
Harva kyseenalaistaa korkeakoulussa
opiskelevien tulevien diplomi-insi-
noorien tarvetta vieraiden kielten
osaamiseen — kuinka he voisivat
kommunikoida ilman niiden osaamis-
ta? Samoin voimme kysya: Kuinka
opiskelijamme voisivat lukea luonnon
kieltd ilman matematiikan tuntemus-
ta? Tarjoamalla kasaantuvaa tietoa,
joka ei ajan kuluessa muutu, annam-
me opiskelijoille pohjan, jolle raken-
taa koko eldménsiamittaisen tekniikan
opiskelun ja kehittdmisen.

On selvisti havaittavissa, etti
tulevaisuuden diplomi-insinoorit
tarvitsevat yhi enemméin matematiik-
kaa, silld monet tekniikan alat ovat
voimakkaasti matematisoitumassa.
Esimerkkini tallaisesta alasta on
rontgentomografia, jolla digitaaliset
mittauslaitteet ovat kehittyneet aikai-
semmin rontgenkuvauksessa kaytet-
tyjen filmien veroisiksi (kuva 4). Nyt
insingorit saavat kayttoonsia numero-
muotoista dataa filmikuvien sijasta.
Taméi on merkittava muutos, silla
filmikuvia ei tietenk44n voinut kisi-
telld matemaattisesti kuten digitaa-
lisia eli numerosarjoina esitettyja
kuvia. TAméin muutoksen aikana
filmitekniikkaan erikoistuneet insi-
noorit dkisti totesivat olevansa alalla,
jolla numeeriset menetelmét ovat
merkittivi osa valmistettavasta tuot-
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Kuva 4: Réntgenkuvausta Instrumentarium Imaging:ssa, jossa filmit (vasemmalla) korvataan digitaalisilla
sensoreilla (oikealla).

teesta. Onneksi teknillisten korkea-
koulujen koulutus oli antanut heille
matemaattiset valmiudet tilla muuttu-
neella alueella tyoskentelyyn. Tarve
uusien algoritmien kehittimiseen sai
heidét aloittamaan yhteistyon mate-
maatikkojen kanssa, ja timin uuden
alan ongelmat ovat osoittautuneet
erittiin kiintoisiksi myos meille mate-
maatikoille. Vastaavanlaista laskenta-
menctelmien merkityksen kasvua on
odotettavissa myds useilla muilla
tekniikan aloilla, ja tdhin muutokseen
opiskelijoidemme on oltava valmiina.

Yhteenvetona matematiikan mer-
kityksesta voi todeta, etti tictoa, joka
ei muutu, voidaan jatkuvasti kiyttai
uudelleen yhi uusin tavoin. Myos
matematiikka ammentaa sovellusten
kanssa tapahtuvasta vuorovaikutuk-
sesta uusia kysymyksié, jotka voivat
muuttaa koko tieteenalaa. Toivoak-
seni voimme Teknillisessi korkea-
koulussa luoda matematiikan ja mui-
den tieteiden kohtaamisareenan,
jossa kaikki, fukseista professoreihin,
osallistuvat tieteiden vuorovaikutuk-
seen.
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