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1 Johdanto atomifysiikan ajatusmaailmaan

Kvanttimekaniikka on nykyaikaisen fysiikan keskeisin teoria.

Vain sen avulla voidaan "ymmaértdd" ytimien, atomien ja molekyylien rakenne ja ominaisuu-
det. Siten nykyinen kuva koko aineellisesta maailmasta perustuu ratkaisevasti kvanttimekaniikkaan.

Kvanttimekaniikkaa pidetddn kuitenkin yleisesti varsin vaikeatajuisena ja abstraktisena, eika
tdysin aiheetta. Sen vuoksi siithen usein liitetddn epétodellisuuden ja keinotekoisuuden leima, miké
kuitenkin on ehdottomasti vdérin. Kvanttimekaniikka on klassista mekaniikkaa realistisempi, koska
se on sopusoinnussa myds atomimaailman ilmididen kanssa - selittdd ne, kuten usein vdhén har-
haanjohtavasti sanotaan -, jotka ovat auttamattomasti klassisen fysiikan patevyysalueen ulkopuolel-
la. Sitd paitsi klassinen mekaniikka sisdltyy kvanttimekaniikkaan rajatapauksena.

Klassinen fysiikka, johon tédssd tapauksessa luemme 1dhinnd Newtonin mekaniikan ja Max-
wellin elektrodynamiikan, on luonteeltaan hyvin konkreettista ja sellaisena helposti ymmaérrettivaa
mitd nyt joitakin laskennollisia vaikeuksia ilmaantuu. Klassisen fysiikan jélkeen kvanttimekaniikka
merkitsee siirtymistd uuteen ajattelutapaan. Jotta tdhén siirtymiseen liittyviin vaikeuksiin voitaisiin
suhtautua oikealle tavalla, on hyvai tarkastella niitd aivan yleisten periaatteiden valossa.

Oikeastaan on ilmeistd, ettd siirtyminen makrofysiikasta mikrofysiikkaan vélttimattd merkit-
see myoOs siirtymistd konkreettisesta késitteistostd abstraktiseen. Luonnontieteethdn merkitsevit
laajassa mittakaavassa samanlaista prosessia kuin yksityisen ihmisen kohdalla aistimusten hahmot-
taminen. Nikemaiin, kuulemaan jne. oppiminen ja aistimusten ymmartdminen perustuu adrsykkeiden
tiettyyn sddnnonmukaisuuteen. Samoin luonnontiede etsii sddnnénmukaisuuksia luonnonilmidista ja
-objekteista. Niin kauan kuin luonnontiede tutkii sellaisia ilmidité, jotka ovat my0skin aistein ha-
vaittavia tai ainakin ldheisesti kytkeytyneet havaintomaailmaamme, ovat sen havaitsemat sdannon-
mukaisuudet ja korrelaatiot samoja kuin ne, joille inhimillinen ajatusmaailma ja luontainen kisitys-
kyky perustuvat, tai ainakin ne voidaan ilmaista tissd mielessd konkreettisesti tajuttavilla kisitteilla.
On hyddyllistd ajatella, kuinka irtipddseméttomasti ihmisen luontainen kdsitemaailma ja késitysky-
ky ovat sidotut aistein havaittavaan makromaailmaan. On hyvd my0s huomata, ettd klassinen fy-
sitkka nojautuu tdmin makromaailman kisitteistoon. Tdma piirre on niin vallitseva, ettd voidaan
lahes médritelménomaisesti sanoa: klassinen fysiikka = konkreettinen fysiikka.

Atomaaristen ilmididen maailma on kuitenkin hyvin kaukana konkreettisesta havaintomaail-
masta, johon ymmaérryksemme perustuu. Meiltd siten luontaisesti puuttuu sellaisten késitteiden taju,
joita sielld tapahtuvien ilmididen késittely edellyttdd. Tai ainakin voidaan sanoa, ettd olisi kovin
merkillistd luonnon ilmidémaailman kdyhyyttd, jos makromaailman sddnnonmukaisuudet riittdisivat
késitteiston perustaksi vield tédlldkin alueella. Jos yritimme selittdd atomimaailman ilmi6itd klassi-
sen fysiikan teorioiden avulla, olemme oikeastaan hyvin l&helld kehdpééttelyd. Mehdn pyrimme
selittdmddan makromaailman rakennetta ja ilmiditd palauttamalla ne atomaarisiin alkeisobjekteihin ja
-ilmidihin. Yritykset selittdd néitd klassisesti merkitsevdt pohjimmiltaan pyrkimystd palauttaa ne
makromaailman kisitteisiin. Ainoa nikyvissd oleva vaihtoehto on sdanndnmukaisuuksien abstrakti
matemaattinen kuvailu.

Abstraktin fysikaalisen teorian kehittdminen tuottaa luonnollisesti joitakin vaikeuksia ajatte-
lulle, joka perustuu konkreettiseen kdsitemaailmaan. Tdlloin joudutaan korostetusti nojautumaan
luonnontieteen yleisiin periaatteisiin. Erityisesti kannattaa kiinnittdd huomiota kahteen péddajatuk-
seen:

1. Vain mittaustulokset ovat fysikaalisesti merkitsevia.

2. Fysiikka etsii malleja luonnonilmidille.

Namé kaksi toteamusta ilmaisevat oikeastaan varsin tyhjentdvésti kokeellisen ja teoreettisen fysii-
kan merkityksen ja niiden vilisen suhteen.

Jokin suure on fysikaalinen suure vain, jos se voidaan médritelld tietyn mittausmenettelyn
avulla.

Viite on fysikaalinen vdite vain, jos se voidaan mittauksin vahvistaa tai kumota. Siten fysi-
kaalinen véite voi koskea vain fysikaalisia suureita. Kaikenlaiset muut kisitteet ja véitteet kuuluvat
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metafysiikan piiriin.

Jokainen teoria taas on malli, joka toimii tiettyjen pelisdéntojen mukaan. Tietyt mallin késit-
teet vastaavat tiettyja fysikaalisia suureita, ja siten teorian pelisddnnot voidaan lausua ikdén kuin ne
olisivat fysikaalisten suureiden vilisid matemaattisia relaatioita.

Jos malli toimii siten, ettd se antaa oikeita ennusteita ilmiditd koskeville mittauksille, se on
hyvi teoria.. Hyvén teorian pelisddntdjd olemme taipuvaiset kutsumaan luonnonlaeiksi.

Kun tunnemme mallin toimintaperiaatteet, kuvittelemme ymmaértdvimme sen kuvaamat ilmi-
oOt. Ts. luonnontieteessd ymmaértdminen = teoria.

Mainitut padperiaatteet liittyvét tdlld tavoin fysiikan kahteen paitavoitteeseen:

1. Esittéé oikeita lausumia "luonnon todellisuudesta" eli saavuttaa tietoa.

2. Ymmértda luonnonilmioité.

Edellinen néisté vaatii ehdotonta irtisanoutumista metafysiikasta. Oikeat lausumat ts. fysikaa-
linen tieto voi koskea ainoastaan fysikaalisia suureita, mutta tdlloin jai jéljelle vain kokeellisten
numerosarjojen luettelo. Jalkimméinen pyrkimys taas merkitsee vélttdméttd teoreettisen mallin sa-
mastamista luonnonobjektien ja -ilmididen kanssa. Mutta malli sindnsd on metafysiikkaa, joten
ymmartdmispyrkimys on aina turvautumista metafysiikkaan.

Luonnontieteen padpyrkimykset ovat siten keskenédn ristiriidassa tavalla, jota voidaan kutsua
vaikkapa fysiikan paradoksiksi.

Kokeelliset tulokset ovat aina etusijalla. Siksi ristiriita teorian ja havainnon vélill4 on aina teo-
rian vika ja vaatii teorian korjaamista. Koska teoria = ymmartdminen, koetulokset, joita teoria ei
selitd, merkitsevét aina myos ymmarryksen kriisid.

Tadmaén tilanteen tiedostaminen on usein johtanut teorian merkityksen véhittelyyn. Huomat-
kaamme kuitenkin, ettemme pysty tekemién mitéén e.o. madritelman mukaisella puhtaalla fysikaa-
lisella tiedolla ymmaértaméttd sitd jollakin tavoin. Ts. ilman teoriaa on mahdotonta tulla toimeen.
Emme oikeastaan pysty edes puhumaan luonnonilmidistd ilman jonkinlaista kasitteenmuodostusta,
joka jo on teoriaa. Erityisen korostetusti teorian itsendinen merkitys ja oikeutus tulee ilmi niissi
lukemattomissa tilanteissa, joissa se on ennustanut ennen tuntemattomia ilmioitd. Taémé merkitsee,
ettd fysiikan teoriaankin kétkeytyy jotakin olennaista luonnontodellisuuden olemuksesta. Kuitenkin
tdmé jokin on siis puhtaan fysikaalisen todellisuuden ulkopuolista. Tdssé fysiikka ja metafysiikka
erottamattomasti kietoutuvat yhteen. Tdssd on pisara mystiikkaa luonnontieteen olemuksessa ja
tdhén perustuu sen viehitys.

2 Kvanttimekaniikan kokeellinen tausta

Kvanttimekaniikan synty ja kehitys ovat mité selvin esimerkki siitd, miten kokeelliset havain-
not pakottavat muuttamaan kisityksid luonnonilmididen perusmekanismeista. Témén kehityksen
lahtokohtana on joukko atomaarisia ilmidité, joista tehdyt havainnot ovat jyrkéssa ristiriidassa klas-
sisen fysiikan mukaisten ennusteiden kanssa. Namé havainnot voidaan lyhyesti keskittdd kahteen
klassiselle fysiikalle vieraaseen seikkaan:

1. Kvantittuminen merkitsee, ettd jokin fysikaalinen suure ei voi muuttua jatkuvasti vaan vain
tietyin hyppayksin. Tama ei tosin ole tidysin tuntematon ilmio klassisessakaan fysiikassa, silld onhan
esimerkiksi vérdhtelevéin kappaleen vardhdystaajuus kvantittunut suure; vain tietyt ominaistaajuudet
ovat mahdollisia. Téssé tarkoitetaan kuitenkin tapauksia, joissa suureet, kuten systeemin energia tai
impulssimomentti, klassisesti ajatellen voisivat saada mielivaltaisia arvoja, mutta atomaaristen sys-
teemien tapauksessa jostakin syystd esiintyy vain tiettyja erillisid arvoja.

2. Dualismi taas koskee fysikaalisten perusobjektien luonnetta. Erityisesti tdmé sana viittaa
ilmidihin, joissa perinteisesti aaltoliikkeend pidetty sihkomagneettinen siteily kayttaytyy hiukkas-
suihkun tavoin tai jokin hiukkassuihkuna pidetty ilmi6 osoittaa selvid aaltoliikkeen piirteita.

Namaé kaksi késitettd voidaan ymmartid erdiden historiallisesti merkittdvien koetulosten lyhy-
eksi yhteenvedoksi. Tosin ndihin jo sisdltyy huomattava miéra intuitiivista tulosten tulkintaa. Itse
ndistd tarkeistd kokeista esitetddn tissd yhteydesséd vain lyhyt kokoava luettelo. Niiden yksityiskoh-
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taiseen tarkasteluun nihden riittda viittaus alan oppikirjoihin.

Ominaisldmpokapasiteetit matalissa ldmpdotiloissa eivét noudata klassisen statistisen mekanii-
kan edellyttimaa kayttaytymistd. (Vrt. esim. Feynman Lectures on Physics I: 40-5, 40—6.) Energian
tasanjakautumisen periaatteen mukaan molekyylien keskimdirdisen energian lampdétilassa 7 tulisi

olla (E) = kT kutakin "vapausastetta" kohden (k = Boltzmannin vakio). Lampétilan laskiessa
ominaisldmpokapasiteetit kuitenkin kayttdytyvét ikddn kuin jotkin vapausasteet "jddtyisivit", me-
nettdisiviat kykynsd vastaanottaa ja luovuttaa energiaa. Historiallisesti timé on klassisen fysiikan
ensimmadinen tunnettu vakava puute, josta jo Maxwell on huomauttanut. Teorian ja todellisuuden
vilinen ristiriita vield korostuu, jos otetaan huomioon, ettd atomien ja molekyylien rakenteeseen
kuuluu myds joukko elektroneja. Niiden pitéisi merkitd hyvin huomattavaa litkkeen vapausasteiden
lisdystd, miké ei tavallisissa ldampotiloissa lainkaan ilmene aineen termisissd ominaisuuksissa.

Vapausasteiden "jddtyminen" voidaan ymmaértdd niihin liittyvdn energian kvantittumisen pe-
rusteella, josta seuraa, etti energian vaihto ndiden vapausasteiden kanssa ei voi tapahtua mielivaltai-
sen pienissd yksikdissa.

"Mustan kappaleen séteily" on vakiintunut termi, joka tarkoittaa ontelossa tietyssd lampotilas-
sa T ontelon seindmien kanssa termodynaamisessa tasapainossa olevaa sahkdomagneettista sateilyé.
Tamain sdteilyn energiatiheyden spektraalijakautuma voidaan laskea klassisesti esim. soveltamalla
energian tasanjakautumisen periaatetta ontelossa olevan sidhkomagneettisen kentén seisovien vérih-
telyjen vapausasteisiin. Néin saatu tulos (Rayleighn-Jeansin séteilylaki) on kuitenkin jo itsestddn
jarjeton, koska sen mukaan monokromaattinen energiatiheys kasvaisi rajattomasti spektrin lyhytaal-
toisessa padssd. Tamé ns. ultraviolettikatastrofi merkitsisi, ettd séhkomagneettinen kenttd pystyisi
nieleméédn energiaa miten paljon hyvinsi eiké tasapainoa ontelon seindmien emission ja absorption
vélille voisi koskaan edes muodostua.

Havaittu energian spektraalijakautuma voidaan esittdd ns. Planckin séteilylain muodossa. Té-
mi alunperin puhtaasti empiirinen kaava voidaan myds johtaa ottamalla l1dhtokohdaksi Planckin
hypoteesi: Taajuudella v véirdhtelevén sdteilyn emissio ja absorptiotapahtuvat kvanteissa 4v, missi &
on empiirinen vakio ns. Planckin vakio.

Valosdhkoisessd ilmidssd metallipintaan osuva séteily irrottaa metallista elektroneja, foto-
elektroneja. Klassisesti tillainen ilmid voisi tapahtua siten, etti sdteilyn virdhtelevd sidhko-
magneettinen kenttd aiheuttaa elektronien pakkovérdhtelyd, joka kasvaa kunnes elektronin ndin ab-
sorboima energia ylittdd elektronin irrottamiseen vaadittavan rajan ns. irrotustyon. Témén laatuisel-
le mekanismille olisi tunnusomaista

1. ilmidn ensisijainen riippuvuus valon intensiteetista,

2. séteilyn taajuuden epdolennainen merkitys

3. Viive = aika, jonka elektroni tarvitsee energian. kerddmiseen.

4. Fotoelektronien pienet liike-energiat, koska irtautumisen yleensé pitdisi tapahtua heti, kun absor-
boitu energia ylittdd irrotustyon.

Havainnot kuitenkin osoittavat, ettd ilmio riippuu ensisijaisesti siteilyn taajuudesta ja siteilyn
intensiteetilld on vain toissijainen, fotoelektronien miirda lisddva vaikutus. Erityisesti fotoelektro-
nien liike-energialla on kullekin metallille maarédtty maksimiarvo E, joka riippuu lineaarisesti sitei-
lyn taajuudesta E = av - b, jatilloin vy = b/a on metallista riippuva taajuuden kynnysarvo, jonka
alapuolella ilmi6td ei esiinny lainkaan riippumatta valon intensiteetistd. Lisdksi viivettd ei voida
havaita sellaisessakaan tapauksessa, jossa klassisen mekanismin perusteella sen odottaisi olevan
useita vuosia ja, kuten jo todettiin, fotoelektroneilla esiintyy liike-energian arvoja taajuudesta riip-
puvan maksimiarvoon av - b saakka.

Einsteinin tdlle ilmidlle antama selitys perustuu olennaisesti Planckin hypoteesiin. Elektroni
voi sen mukaisesti absorboida siteilyenergiaa vain kvanteissa 4v. Jos metallin johdinelektronien
pienin irrotustyd eli tydfunktio on @), saadaan fotoelektronien maksimienergialle lauseke
E = hv - &, joka tdysin selittdd kokeelliset havainnot. Lisdksi timéd ilmid osoittaa, ettd kvantin ab-
sorboituminen elektroniin on hetkellinen prosessi.

Jarrutusséteily on rontgensiteilyd, jota (suuruusluokkaa U = 10 kV olevalla jénnitteelld) kiih-
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dytetyn elektronisuihkun elektronit l&hettdvét osuessaan kohtioon. Ilmion klassinen mekanismi on
tdysin ymmaérrettdva. Kiihtyvissé liikkeessd oleva varaus luo séteilykentdn. Elektronien torméayksis-
sd kohtioatomien kanssa kokemat dkkisysdykset, jotka jarruttavat elektronisuihkua, johtaisivat té-
min mekanismin mukaan yli koko spektrin ulottuvaan jatkuvaan taajuusjakautumaan. Havaittu
spektri kuitenkin rajoittuu jyrkisti tiettyyn kiihdytysjannitteesti riippuvaan maksimitaajuuteen.

Tamaékin ristiriita klassisen teorian kanssa selittyy Planckin hypoteesin avulla: suurin mahdol-
linen emittoituva kvantti saadaan, kun elektronin koko liike-energia muuttuu siteilyenergiaksi yh-
dessd prosessissa, ts. hvmax = Ue. [lmidtéd voidaan pitdd valosdhkoisen ilmion kéédnteisprosessina.

Comptonin sironta tarkoittaa materiasta (tdssd yhteydessd elektroneista) tapahtuvaa esim.
rontgenséteiden sirontaa, jonka aallonpituus on suurempi kuin priméérisiteilyn. Tdméin sironnan
osuus kasvaa voimakkaasti siirryttdessd energeettisempiin (lyhytaaltoisempaan) séteilyyn, ts. ilmid
on sitd puhtaampi mitd vihemmain merkitystd elektronien sidosenergialla on. Siten on perusteltua
ajatella, ettd ilmion luonteeseen hyvin soveltuvana approksimaationa sitd voidaan pitdd sdhkomag-
neettisen siteilyn sirontana vapaista elektroneista.

Klassisen mekanismin mukaan sironta on primdirisdteilyn aiheuttamassa pakkovirdhtelyssa
olevan elektronin emittoimaa sdteilyd. Tdmi johtaa kahteen vaikeuteen. Sironnan vérdhdystaajuus
on tdssd mekanismissa valttdmattd sama kuin primdéarisiteilyn, lukuun ottamatta elektronin liikkees-
td sdteilyn suuntaan aiheutuvaa Dopplerin ilmion kaltaista muutosta, joka aiheuttaa séteilyn taajuus-
jakautuman levenemisen sironnassa. Comptonin sironnassa havaittu pienempi taajuus jaa siten seli-
tyksettd. Vield hankalampi on toteamus, ettd vapaa elektroni ei voi absorboida energiaa sihkomag-
neettisesta siteilystd, koska séteilyn energian AW mukana absorboituu valttiméattd myds impulssi
Ap = AW/c, eivitka elektronin impulssi ja liike-energia puolestaan voi téitd ehtoa tayttda.

Ottamalla Planckin hypoteesi ldhtokohdaksi voidaan Comptonin sironta tulkita prosessiksi,
jossa sekd absorboituu ettd emittoituu kvantti. Ndiden kvanttien energiaero jda elektroneille rekyy-
lienergiaksi. [lmidssd korostuu absorptio- ja emissioprosessin lokaalisuus vield erityisesti sen joh-
dosta, ettd sekd sironnut kvantti ettd rekyylielektroni voidaan havaita koinsidenssissa ja todeta ener-
gian ja impulssin sdilymislakien paikkansapitévyys. Ilmid assosioi sen vuoksi hyvin voimakkaasti
malliin, jossa séteilyd pidetddn fotonisuihkuna ja tétd sirontaprosessia fotonin ja elektronin kimmoi-
sana torméyksend.

Atomin (yleisemmin atomaarisen systeemin) viivaspektri tarkoittaa sen emissiota ja absorp-
tiota, joka keskittyy tiettyihin varsin terdvésti médriteltyihin taajuuksiin vi, v, ... .Samat taajuudet
esiintyvit osittain sekd emissiossa ettd absorptiossa.

Klassisesti on mahdotonta ajatella varatuista hiukkasista koostuvaa systeemid, jolla olisi ddre-
ton maird resonanssin perustaajuuksia, jollaisiksi viivaspektrin taajuudet klassisen fysiikan mukaan
pitdisi tulkita. "Yliddni" -taajuuksia (= perustaajuuksien monikertoja) ei spektreissd havaita. Dy-
naaminen Rutherfordin atomimalli , jossa elektronit kiertdvit positiivisesti varattua ydintd, on klas-
sisisti mahdoton. Kiertoradalla liitkkuvien elektronien tulisi séteilld, jolloin ne nopeasti menettéisivat
energiansa ja putoaisivat ytimeen, ts. malli ei olisi stabiili. Sitd paitsi ndin syntyneen emission
spektri olisi jatkuva.

Avainhavaintona on pidettdvd ns. Ritzin kombinaatioperiaatetta, joka koskee kaikkia viiva-
spektrejd. Sen mukaan kaikki tietyn systeemin spektrin taajuudet voidaan esittdd ns. spektritermien
T; avulla muodossa v; = T; - T;. Jos tétd tarkastellaan Planckin hypoteesin valossa, voidaan tatd
pitdd osoituksena siitd, ettd atomin kokonaisenergia on kvantittunut siten, ettd vain arvot E; = hT;
ovat mahdollisia. Seké absorptiossa, ettd emissiossa ovat tdlloin vain kvantit Av; = E; - E; mahdolli-
sia.

Energiat E£i médrittelevit siten atomin stationaariset, sdteileméttomaét tilat tai energiatasot ja
voidaan sanoa, ettd atomi "siirtyy energiatasolta E; tasolle £;" kun se emittoi kvantin sv;;. Absorpti-
ossa siirtyminen tapahtuu vastakkaiseen suuntaan.

Voidaan sanoa, ettd pelkdstddn sihkomagneettisen siteilyn emission ja absorption perusteella
on ennenaikaista pddtelld atomin kokonaisenergian kvantittuminen. Tdma hypoteesi tulee mielek-
kédksi vain, jos osoittautuu, ettd kaikissa prosesseissa atomin energian vaihto tapahtuu samoissa
spektrin edellyttdmissd kvanteissa. Tdssd mielessd voidaan Franckin-Hertzin koetta pitdé ratkaise-
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vana todisteena hypoteesin oikeutuksesta. Siind nimittdin todetaan, ettd elektronin ja atomin torméi-
yksessd atomi voi virittyd perustilastaan Ej tilaan Ej vain jos liike-energia, jonka elektroni téssé
tormédyksessd voi luovuttaa on véhintddn Ej - Ey. Elektronien pysdhtyminen tdmén prosessin vai-
kutuksesta havaitaan niiden kuljettaman virran pienenemisend jénnitteelld U = (E; - Ey)/e ja atomin
virittyminen todetaan samanaikaisesti syntyvin emissioviivan avulla.

Davissonin ja Germerin ensimmadisend havaitsema elektronidiffraktio osoitti, ettd myoskin
elektroneihin liittyy hiukkasluonteen ohella aaltoluonne. Tétd koetta voidaan pitdd ensimméisend
vahvistuksena deBroglien hypoteeseille, jonka mukaan luonnon kaikki perusobjektit ovat sdahko-
magneettisen siteilyn tavoin luonteeltaan duaalisia siten, ettd niiden hiukkasominaisuuksia karakte-

risoivat suureet p, £ ja aalto-ominaisuudet K, o kytkeytyvit yhteen yhtél6illa p = 7k; E = hw, missé
h = h/2xw. Sittemmin mitéd erilaisimmilla hiukkasilla suoritetut diffraktiokokeet ovat osoittautuneet
ndiden hypoteesien mukaisiksi.

3. Hiukkaset ja aallot

Fysikaalisten perusobjektien havaittu dualismi tuntuu aluksi himmentévilti, koska siithen
ndyttdd sisdltyvén sisdinen ristiriita. Objekti, joka on hiukkanen, ei voi olla aaltoliiketta ja kddntéden!
Tama on luonnollisesti totta, mutta hiukkanen ja aaltoliike ovat vain kaksi eri mallia. Luonnon ob-
jektit eivit ole hiukkasia eivitka aaltoja, vaan me yritimme esittdd niitd hiukkasmallilla tai aalto-
mallilla. Dualismin havaitseminen osoittaa, ettd kummallakin mallilla on osittainen oikeutuksensa
tiettyjen objektien kuvaamisessa, mutta kumpikaan ei ole oikea, niin kuin malli yleensikéén ei peri-
aatteessa voi olla oikea, vaan ainoastaan hyvé tai huono — tdssé kohden siis ilmeisesti huono. Aja-
tussekaannus johtuu siité, ettd liiaksi tottuneina klassisen fysiikan konkreettiseen késitteistoon, jo-
hon my®s hiukkanen ja aalto kuuluvat, me virheellisesti samastamme mallin ja fysikaaliset objektit.

Ei ole oikein kysy4, niin kuin historian kuluessa on usein tehty, onko jokin séteily (valo, ront-
gensiteily, radioaktiivisen séteilyn eri lajit jne.) hiukkasia vai aaltoliikettd, vaan voidaanko sitd esit-
tad paremmin hiukkasmallilla vai aaltomallilla. Erityisesti on dualismin kokeellisen toteamisen jél-
keen mielekéstd ja mielenkiintoista kysyé: Missd méddrin on tiettyjd objekteja mahdollista esittda
samanaikaisesti kummallakin klassisella mallilla?

De Broglien ehdot jo siséltivit timén ajatuksen samanaikaisesta kuvaamisesta kahdella mal-
lilla. Ne poikkeavat luonteeltaan tiydellisesti kaikista fysiikassa aikaisemmin kirjoitetuista yh-
taloistd juuri siind suhteessa, ettd ne eivit ole tietyn mallin tai teorian siséisid yhtiloitd, vaan esitté-
vit kahden tdysin eri mallin vilistd yhteyttd, joka aiheutuu siitd, etti niilld kuvataan samaa ilmiota.

Seuraavassa otetaan ldhtokohdaksi timd samanaikaisen kuvauksen vaatimus. Pyrimme tarkas-
telemaan, kuinka nima mallit voitaisiin yhdistd4 niin, ettd muodostuisi ristiriidaton teoria ja missi
mielessd tdlloin kumpikin malli vastaa objektien fysikaalista luonnetta, ts. miten téllainen teoria on
tulkittava. T4lla tavoin voimme huomattavasti selventii itsellemme dualismin késitteen fysikaalista
sisdllystd. Osoittautuu erityisesti, ettd de Broglien ehdot ovat suureksi osaksi vilttiméatontd seuraus-
ta samanaikaisen kuvauksen vaatimuksesta. Samalla padsemme jo varsin pitkdlle kvanttimekaniikan
kéisitemaailmaan.

* %k ok

Hiukkaset ja aaltoliike ovat siind médrin konkreettiseen havaintomaailmaan perustuvia (=
klassisia) kisitteitd, ettei niiden méadrittely tunnu valttimattomalta. Niiden merkitys tajutaan intuitii-
visesti, mutta niiden yksinkertainen ja tdsmaéllinen méérittely on varsin vaikeata. Oikeastaan koko se
tapa, jolla fysiikassa niitd késitteitd kdytetdan, kuuluu ndihin mééritelmiin. Tamén késittelytavan
keskeisimmat padpiirteet siséltyvit seuraaviin ndiden mallien esittelyihin:

Hiukkaset ovat 1. lokaalisia ja 2. erillisid objekteja, yksiloita.

Aaltoliike on perusteeltaan 1. laaja-alainen, ja saman kentén aaltoliikkeiden kesken tapahtuu
taydellinen 2. superpositio mikd merkitsee niiden tdydellistd yhtymista siten, ettei mistién aaltolii-
keyksildistd ole mielekéstd puhua.
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Hiukkasen lokaalisuus tarkoittaa, ettd kaikki sitd luonnehtivat suureet kuten massa, varaus,
impulssi, energia ym. ovat keskittyneet yhteen pisteeseen (tai oikeammin tiettyyn hyvin rajoitettuun
avaruuden alueeseen). Hiukkasen paikka kunakin hetkené on tdysin mairétty ja se litkkuu siten pit-
kin tiettyd rataa r = r(¢). Hiukkasen kéyttaytymistd hallitaan klassisen mekaniikan mukaan sen lii-
keyhtélolld p = F . Tdma merkitsee, ettd jos hiukkasen paikka r ja nopeus f alkuhetkelld tunnetaan

sen rata voidaan laskea téstd yhtilosta.

Hiukkasten yksilollisyys taas tarkoittaa, ettd useamman hiukkasen systeemissd kutakin hiuk-
kasta voidaan seurata erikseen muista riippumatta. Toisin sanoen, hiukkaset voidaan numeroida tai
nimetd siten, ettd kunakin hetkeni on mahdollista osoittaa, missd kukin hiukkanen on. Erityisesti ei
kahden tai useamman hiukkasen summasta puhumisella ole fysikaalista mieltd, vaan hiukkaset ovat
ja pysyvit erillisind objekteina.

Aaltoliike merkitsee aina jonkin kentdn riippuvuutta ajasta, ja sen tdydellinen esittdminen
edellyttdd, ettd ilmaistaan millé tavoin kenttdsuure (kenttdvoimakkuus tms.) riippuu ajasta kussakin
kentén pisteessd. Aaltoliikkeen méérittelee siten jokin kenttisuuretta 4 esittdva funktio 4 = A(r,?).
Talla tavoin aalto yleisesti on yli koko kentédn ulottuva laaja-alainen objekti. Aaltoliikkeeseen voi
liittyd, kuten séhkomagneettiseen aaltoliikkeeseen tietty energiatiheys ja liikemédritiheys ym. suu-
reita, jotka samoin ovat jakautuneet yli koko kentén.

Luonteenomaisimmin aaltoliikettd kuvataan kuitenkin sen aaltotiheydelld Kk (tai aallonpituu-
della A =2n/k) ja. kulmataajuudella w (tai taajuudella v=1/T = w/2m). Aaltoliikkeen perusmuo-

tona pidetddn monokromaattista aaltoa
i(k-r—wt)
Ae

jolla on madratty K ja @ sekd maaratty amplitudi 4y. Kyseessi on siis yksinkertainen sinimuotoinen
tasoaalto, joka etenee vaihenopeudella w/k aaltolukuvektorin k suuntaan. Kentdn ominaisuuksista
riippuu, milld taajuudella minkin aallonpituuden omaava aaltoliike vérdhtelee. Yhtdlod o = w(K),
joka tdmin ilmaisee, kutsutaan kyseisen kentén tai aaltoliikkeen dispersiorelaatioksi.
Mahdollisimman yleinen aaltoliike saadaan yhdistdmailld mielivaltaisella tavalla monokro-
maattisia aaltoja. Hetkelld 7 = 0 voidaan yleinen aaltoliike esittdd siten Fourier-integraalin muodossa

A(r)=——— or 3/2 jB(k)e'kch (1)

missd amplitudifunktio B(K) osoittaa, milla palnolla mikin aaltoluku on edustettuna, ts. millainen on
aaltoliikkeen spektri. Fourier-integraaliteoreeman mukaan mielivaltainen fysikaalista aaltoliiketta
esittdva. funktio (ts. sellaiset sddnnollisyys-, integroituvuus-, ym. ehdot tiyttavé funktio, ettd se voi
esittdd jotakin fysikaalista aaltoliikettd) voidaan kirjoittaa tdhdn muotoon ja sen amplitudifunktio
voidaan esittdd muodossa

B(K) = G 3/2 j A(r)e* d*r. 2)

Fysikaalisesti tdima teoreema tarkoittaa, ettd mlehvaltalsen muotoisella aallolla on yksikésitteisesti
madratty spektri. Aallon aaltolukujakautuma B(K), josta yksinkertaisella muunnoksella saadaan sen
taajuusjakautuma, on siten aaltoliikkeen kuvaamiseen sopiva suure yhtd hyvin kuin kenttdsuure A(r)
Jos tiedetddn, miten aaltoliikkeet superponoituvat ja jos dispersiorelaatio tunnetaan, voidaan
mielivaltaisen aallon ajallinen kdyttdytyminen hallita. Siten voidaan sanoa, ettd superpositiosdintod
ja dispersiorelaatio yhdessd merkitsevit aaltoliikkeen liikeyhtdl64. Ns. lineaarinen superpositio on
yksinkertaisin. Se tarkoittaa yksinkertaisesti, ettd kaksi aaltoliikettd A4,, 4> aina muodostavat sum-
ma-aaltoliikkeen 4 = 4; + 4,. Esim. sdhkomagneettinen aaltoliike noudattaa hyvin suurella tark-
kuudella lineaarista superpositiota. Téssd yhteydessd on tarkoituksenmukaista olettaa lineaarinen
superpositio erityisesti, koska diffraktiokokeiden perusteella ilmeisestikin kaikki muutkin de Brog-
lien aallot noudattavat titd (sdhkomagneettiset aallot voidaan kédsittdd fotoneja vastaaviksi de Brog-
lien aalloiksi). Kddntden tdima sadntd merkitsee myds, ettd aalto voidaan mielivaltaisella tavalla ja-
kaa komponenteiksi ja ettd aalto kdyttaytyy ikéén kuin kukin sen komponentti kdyttaytyisi muista
riippumatta. Superposition lineaarisuus on siten erittdin tehokas olettamus. Sen perusteella voidaan
valittdmasti todeta, ettd mielivaltaisessa aallossa sen kukin (infinitesimaalinen) monokromaattinen
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komponentti virdhtelee omalla dispersiorelaation o = w(k) mukaisella taajuudellaan. Yleisen
aallon ajallinen kayttdytyminen voidaan siis suoraan kirjoittaa muotoon

1 i(k-r—aw(k 3
A(r,t) =———| B(k)e™“ " &’k | 3)
(27[)3/2 I

Tadmin perusteella on helppo osoittaa, ettd aalto, jossa vain hyvin léhell4 tiettyd aaltoluvun ar-
voa Ko olevat aaltoluvut ovat mainittavassa mairin edustettuina, etenee ensimmaisessd approksi-

maatiossa yleisen muotonsa sdilyttien ns. ryhméinopeudella V, a)(k)|k . (Todistuksen suhteen viita-

taan oppikirjoihin.) On huomattava, ettd tdysin monokromaattisessa aallossa energiatiheys on vélt-
taméttd homogeeninen, eikd energian etenemisti aaltoliikkeen mukana voida siind havaita. Aalto-
litkkeestd voidaan muodostaa havaittava signaali vain eri aaltolukuja yhdistamalla. Jos téllainen
signaali on melkein monokromaattinen, sen kéyttdytyminen on siis yksinkertaista etenemista tietylla
nopeudella. Téten ryhmanopeus merkitsee fysikaalisesti energian etenemisnopeutta monokromaatti-
sessa aaltoliikkeessa.
% sk ok

Kysymys objektien duaalisesta luonteesta herdsi nimenomaan erilaisten siteilyyn liittyvien
ilmididen yhteydessd. Ndhddksemme, milld tavoin siihen liittyvan kahden tdysin erilaisen mallin
yhdistiminen on mahdollista, on siis luonnollista ottaa tarkasteltavaksi erilaisia séiteilyyn liittyvid
piirteitd ja katsoa, miten kumpikin malli erikseen voi ne selittda.

1. Sateily merkitsee aina energian kuljetusta tiettyyn suuntaan. Homogeeninen séteily voidaan kisit-
tdd hiukkasmallin mukaan samanlaisista hiukkasista muodostuneeksi suihkuksi, jonka kaikki hiuk-
kaset etenevit séteilyn suuntaan. Aaltomallissa se taas on késitettdva monokromaattiseksi siteilyn
suuntaan liikkuvaksi aalloksi. Hiukkasten impulssi p ja aaltoliikkeen aaltolukuvektori K on siis ase-

tettava siteilyn suuntaan. Samanaikainen kuvaaminen merkitsee siten mallien vilisti relaatiota p ||
K.

2. Sateilyn taittumista rajapinnassa luonnehtii taitekerroin 4 = sin a/sin 8, joka on siteilylle ja raja-
pinnalle luonteenomainen vakio. Jos siteilyd pidetddn hiukkassuihkuna, késitetdén taittuminen ta-
pahtuvaksi siten, ettd hiukkasten impulssin pinnan suuntainen komponentti séilyy. Taitekertoimeksi
saadaan tilloin u = p,/p;. Aaltoliikkeen taittumisen tarkastelu taas on alkeisoptiikasta tuttu ja antaa
taitekertoimeksi u = 11/4, = ky/k;. Samanaikainen kuvaaminen edellyttdi siis mallien vilistd
relaatiota po/p) = ky/k;. Koska tdmaén tulee olla voimassa mielivaltaiselle rajapinnalle, merkitsee
taima yleisesti, ettd impulssi on suoraan verrannollinen aaltolukuun p = Hk,

p=Hk 4)
missd H on — timén tarkastelun perusteella — séteilylle luonteenomainen "mallienkytkentdvakio".
3. Energian eteneminen séteilyssé tapahtuu hiukkasmallin mukaan hiukkasten kuljettamana. Ener-

gian etenemisnopeus on sama kuin hiukkasten nopeus v = p/m. Aaltomallissa taas energia etenee
ryhméanopeudella dw/dk . Saamme siis mallien vilisen relaation
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p/m=dw/dk .

Jos tdssd otetaan huomioon edellisessd kohdassa saatu mallisuureitten samaistus k£ = p/H, voidaan
tama késittdd funktion o = w (p) differentiaaliyhtéloksi. Jos oletetaan massa impulssista riippumat-
tomaksi (epérelativistinen tarkastelu), saadaan

2

Ho = p—+C,
2m

missd C on integroimisvakio. Vakion C valintaa voidaan perustella toteamalla, ettd "ei mitd4n"
merkitsee hiukkaskuvassa £ = 0 ja aaltokuvassa @ = 0, missd £ ymmarretidén hiukkasen koko-
naisenergiaksi. Télld tavoin saadaan relaatio

E=Hw. ®)

Tuloksen johtaminen relativistisesta hiukkasnopeuden lausekkeesta ldhtien jaé lukijan harjoitusteh-
tavaksi.

On huomattava, ettd energian absoluuttiarvon kiinnittdminen on aina vain sopimus. Ainoas-
taan systeemin energian muutokset ovat havaittavia, eikd sopimuksella siten ole varsinaisesti fysi-
kaalista merkitystd. Néin ollen relaation kirjoittaminen tdhin muotoon on fysikaalisesti tidysin oi-
keutettua riippumatta esitetystd "perustelusta". Sen sijaan on todettava, ettd saadun relaation perus-
teella tutkittavien objektien aaltomalliin liittyvdn kulmataajuuden absoluuttiarvolla ei my6skédan voi
olla fysikaalista merkitystd vaan ainoastaan sen muutoksilla.

Saadut relaatiot, jotka valttaimattd seuraavat mallien yhdistdmisestd, ovat esiintyvin verran-
nollisuuskertoimen H arvoa lukuun ottamatta samat kuin de Broglien kaksi ehtoa. Esitetyn pe-
rusteella voidaan sanoa enintéén, ettd A on sdteilylle tai objektille ominainen vakio. Tehtdvédn hypo-
teesin osalle jdd siten vain oletus, ettd H on objektista riippumaton yleinen luonnonvakio, jota va-
kiintuneen tavan mukaan merkitddan A = A. Sen arvon méérittdminen ja hypoteesin vahvistaminen
(tai kumoaminen) on taas puhtaasti kokeellinen ongelma. Toistaiseksi ei kuitenkaan ole ilmennyt
aihetta luopua tésti hypoteesista.

Teorian rakentamisen kannalta on hyva huomata, ettd saadut relaatiot merkitsevét suureiden p
ja k sekd suureiden E ja w varsin syvéllistd samastusta. Télloin p ja £ on ymmarrettava hiukkasmal-
liin liittyviksi suureiksi, vastaavasti K ja » aaltomalliin liittyviksi. Esitetyt tarkastelut sisdltavét sen
ajatuksen, ettd fysikaaliselta kannalta ts. ilmi0std havaittavien suureiden kannalta p ja K sekd E ja w
ovat ekvivalentteja suureita. Jos siis rakennamme esitetylle samanaikaiselle kuvaamiselle perustu-
van teorian, on tdimén samaistuksen siséllyttdva ilmeisestikin siihen niin, ettd on fysikaalisessa mie-
lessd samantekevad, puhutaanko tdmén teorian puitteissa impulssista vai aaltoluvusta tai vastaavasti
energiasta vai kulmataajuudesta.

4. Lokaaliset kvantit, joita havaitaan kaikessa atomaarisessa sdteilyssd ovat, ainakin ndennéisesti,
hiukkasmallia suosiva ilmi6. Hetkelld ¢ pisteessé r havaittu kvantti, jonka impulssi ja energiakin
voidaan mairiti, on luontevaa tulkita hiukkaseksi, jolla on tietty p ja E. Téssd kohden edelld saadut
samaistukset p <=>Kk ja E <=> o nidyttivit soveltuvan huonosti tilanteeseen. Tarkalleen maératyt
K ja w merkitsevit seka paikallisesti ettd ajallisesti tdysin lokalisoitumatonta, yli ajan ja avaruuden
homogeenisesti ulottuvaa monokromaattista aaltoliikettd, kun taas kvantti esiintyy paikallisena ja
hetkellisend ilmidné, johon hiukkasen tiettynd hetken tiettyyn pisteeseen keskittyneet p ja E sopi-
vat hyvin.

Yleiselld aaltoliikkeen esitysmuodolla (1) voidaan kuitenkin aina kuvata — ainakin hetkellises-
ti — lokaalistakin objektia rakentamalla suppea "aaltopaketti". Funktioksi 4(r) (yhtél6 (1)) voidaan
nimittdin valita millainen tahansa fysikaalisesti mielekds funktio, joka hividi tarkasteltavan alueen
ulkopuolella. Yhtilo (2) osoittaa tilloin "paketin" aaltolukujakautuman. Jo kvalitatiivisestikin on
ilmeistd, ettd hyvin terdvin paketin esittdimiseksi muodossa (1) tarvitaan hyvin pienidkin aallonpi-
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tuuksia eli suuria arvoja K, joten ilmeisestikin lokaalisuuden korostaminen merkitsee aalto-
lukujakautuman levittdmista. Taméa funktioiden A(r) ja B(k)"leveyden" kdédnteinen suhde voidaan
ilmaista myo0s tdsmaillisessd matemaattisessa muodossa. Mééritellddn sitd varten aallon paikkajakau-
tuma p4(r) = |A(r) ja aaltolukujakautuma ps(k) = |B(K)|%, jotka ovat reaalisia, positiivisia funktioi-
ta. Merkitddn jakautumien painopisteita

jrpAd3r ~

W—W

NPT k), (6)

ja niiden hajontoja A4r ja Agk , jolloin

R
2 X %)
s

ndiden suureiden normaalin méadrittely tavan mukaisesti. Tdlloin on yleisesti voimassa epayhtilod

ArAk > (1 dimensiossa AxAk > %). (8)

N | W

Jos otamme huomioon samaistuksen (4), tdimi saa Heisenbergin epitarkkuusrelaation muodon
3 . . 1
ArAp > Eh (1 dimensiossa AxAp > Eh). 9)

Aaltomallissa lokaalisen objektin (hetkellistd) esittdmisti rajoittaa siis ainoastaan epdtarkkuusperi-
aate (9). Tdsséd yhteydessa se on ehdoton matemaattinen rajoitus, joka koskee aaltoliikkeessé esiin-
tyvien paikan arvojen ja impulssin arvojen jakautumien leveytta.

Kuvatessamme lokaalista kvanttia aaltomallilla joudumme siis tinkimdin sen lokalisaation tai
sen impulssin arvon tarkkuudesta epdyhtdlon (9) mukaisesti. Toisaalta, jos tarkastelemme hiukkas-
mallia, titd rajoitusta ei ole itse mallissa. Kuitenkin, jos pidimme kiinni perusvaatimuksesta, jonka
mukaan vain mitattava on fysikaalista, on meidén todettava, ettd paikan ja impulssin arvojen tark-
kuus on tdmén mallin puhtaasti metafysikaalinen piirre. Jokin raja varmasti on silld tarkkuudella,
jolla niitd suureita voidaan mitata. Samalla timi merkitsee rajaa tarkkuudelle, jolla olemme oikeu-
tetut madrittelemain kyseiset malliin liittyvét suureet fysikaalista luontoa kuvaavina suureina. Useat
erilaiset oppikirjoissa esitetyt ajatuskokeen luontoiset tarkastelut viittaavat siihen, etti tillaiseksi
hiukkasmallin yhteyteen liitettdvéksi havaintotarkkuuden rajaksi voidaan luontevasti postuloida
sama Heisenbergin epitarkkuusperiaate (9), joka hallitsee aaltomallia. Hiukkasmallin kannalta tima
periaate siis primadrisesti merkitsee suureiden r ja p pienimpien mahdollisten mittausepétarkkuuk-
sien vilistd relaatiota. Tosin, viitaten mitattavuuteen suureiden fysikaalisuuden perusehtone, voi-
daan todeta, ettd mittaustarkkuuden raja miéritelman luontoisesti merkitsee samalla suureiden mia-
riteltdvyyden rajaa.

Taysin ekvivalentilla tavalla voidaan tarkastella aaltopaketin ajallista kadyttaytymista kiinteds-
sd pisteessd seki tietyn energian omaavan hiukkasen hetkellistd havaitsemista. Aallolle voidaan
kirjoittaa w-jakautuman avulla lauseke

A() = ﬁ [c@e"dw, (10)
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missd Fourier-integraaliteoreeman mukaan

C(w) = ﬁ [ a@e"ar .
(11)

Aallon "ajallisen jakautuman" ja sen kulmataajuusjakautuman vélilla vallitsee samalla tavoin ma-
temaattinen ehto

AtAw = 1
2
eli jos otamme huomioon samaistuksen (5)

AAE > %h (12)

Tama merkitsee tiettyd kadnteistd riippuvuutta aaltoliikkeeseen osallistuvien kokonaisenergi-
an arvojen jakautuman leveyden ja sen ajan vilill4, jonka aaltopaketti havaittavassa miirin viipyy
tarkasteltavassa pisteessd. Erityisesti, jos tarkastelemme tilannetta tutkittavan objektin "omassa"
koordinaatistossa, voidaan At tulkita objektin elinajaksi. Objekti voi my0s olla vaikkapa tietyssd
viritystilassa oleva atomi, joka tietyn ajan kuluessa hajoaa fotoniksi ja alemmassa energiatilassa
olevaksi atomiksi,

Vastaavasti joudutaan hiukkasmalliin liittimaén lisdpostulaattina Heisenbergin epétarkkuus-
periaate (12). Priméirisesti se tdlléin mallin suhteen koskee epdtarkkuutta havaitun objektin ajoit-
tamisessa ja sen energian mittaamisessa, mutta voidaan jélleen todeta, ettd tima saoalla merkitsee
rajoitusta ko. suureiden fysikaaliselle méériteltivyydelle.

Kaikkiaan ndiden tarkastelujen tuloksena voidaan todeta, ettei lokaalisten kvanttien havaitse-
miseen liity mitddn, minkd perusteella jompaa kumpaa mallia voitaisiin pitdé toista huonompana.

5. Kaksoisrakokoe on oikeastaan ajatuskoe. Se on kuitenkin luonteeltaan vain reaalisten diffrak-
tiokokeiden pelkistys, jonka tarkoituksena on havainnollistaa ndissé todettuja tuloksia. Silla tarkoi-
tetaan koejarjestelyd, jossa saapuvan séteilyn annetaan kulkea kahden vierekkdisen raon A ja B lépi
ja havaitaan rakojen takana varjostimelle langenneen séteilyn energiajakautuma. Mittaukset suorite-
taan kolmessa vaiheessa:

(A) raon B ollessa suljettuna,

(B) raon A ollessa suljettuna ja

(AB) molempien rakojen ollessa avoimina.

Kussakin vaiheessa saapuva intensiteetti ja mittausaika ovat samat.

-
3 . .
, Ia — "1, m—(
> /; —_— == 2
3 —AN ) %
(A) (B) (AB)

Kaksoisrakokokeen kolme vaihetta
Jos siteily olisi hiukkassuihku, voisimme havaita varjostimella yksityiset osumakohdat. Saa-

punut energiajakautuma saataisiin télldin yksinkertaisesti osumakohtien jakautumana. Koska vai-
heessa AB havaitaan yhteensd molemmista raoista tulevat hiukkaset, on vilttaimétta

Ly(x) = I, (x)+ (%) . (13)
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Jos siteily olisi aaltoliikettd (jonka oletamme noudattavan lineaarista superpositiota), saapuisi
kolmannessa vaiheessa varjostimen kuhunkin pisteeseen aaltoliike, joka olisi kahdessa ensimmai-
sessd vaiheessa saatavien aaltojen superpositio. Jos kenttdsuuretta merkitddn E:114, olisi siis vérdhte-
lylle varjostimien pisteessd x voimassa

E (x)cos(wt —8,,(x)) = E,(x)cos(wt—3,(x)) + Ey(x)cos(wt—,(x)) .
tai kompleksista esitysmuotoa kéyttden
Cye'” =Ce™ +Cye™ ; Cy=E (x)e™™ ,N=A,B, AB

Kun intensiteetti on verrannollinen amplitudin neliéon, saadaan sille (verrannollisuuskerrointa
lukuun ottamatta)

L(x) = E}y = E; +E;+2Re{C,Cy| = I, +1,+1, .

(14)
Tulos siis eroaa kahden ensimmaisen vaiheen summasta interferenssitermilla

Ly =2|E By cos[8,(x) - 6,(x)]

jonka vuoksi intensiteetti vaihtelee arvojen (Es+Eg)” ja (Ea- Eg)* vililla.

Huomattakoon, ettd hiukkasilla ja aaltoliikkeilld saatavat tulokset (13) ja (14) olennaisesti
seuraavat ndiden mallien perusominaisuuksista, hiukkasten kayttaytymisestd yksildiné ja aaltoliik-
keen superpositiosta tai tdydellisestd epdyksilollisyydestd. Téllainen koe atomaarisilla objekteilla
suoritettuna merkitsisi siten ratkaisevaa testid timin mallien vilisen peruseron toteamiseksi.

Todellisia havaintoja vastaava tilanne kaksoisrakokokeessa

on kuitenkin senlaatuinen, ettd intensiteetit voidaan havaita yksittdisten kvanttien osumakoh-
tien jakautumana, kuten hiukkasilla, mutta niméi jakautumat noudattavat aaltoliikkeen edellyttimaé
interferenssilakia (14). T4td toteamusta voidaan pitdd dualismin ytimena.

Jos haluaisimme pitdé kiinni hiukkasmallista, meidén olisi pakko. selittds, milld tavoin raosta
B kulkevat hiukkaset voivat tietds, onko rako A auki vai kiinni ja kddntéen, silld niiden raon jilkei-
nen kédyttdytyminen on tistd seikasta riippuvainen. Hiukkassuihkun hiukkasten viliset vuorovaiku-
tukset eivit voi tété selittdd, silld tulos on suihkun intensiteetistéd riippumaton. Taylorin 1908 niky-
villd valolla suorittamassa interferenssikokeessa valon intensiteetti oli jopa niin heikko, ettd fotoni-
en keskiméadriiseksi voitiin arvioida n. 300 m. Vastaavan kokeen elektronisuihkulla ovat suoritta-
neet Suchkin ja Fabrikant 1949.

Joudumme siten vélttdméttd seuraavanlaatuisiin johtopéaatoksiin:

Havaitut kvantit eivit ole yksil6itd hiukkasmallin edellyttiméssd mielessd. Tdma merkitsee,
ettei esim. tarkasteltavan systeemin elektroneja voida nimeti tai numeroida. Ne ovat identtisid var-
sin syvillisessd mielessd. Hiukkasia ei voi oikeastaan siis edes yksildida siten, ettd olisi mielekdsta
kysyd yhden elektronin systeemissdkédén, onko hetkellé #, havaittu elektroni sama kuin hetkelld ¢
havaittu. Tédssd mielessd jokainen hiukkasen tai kvantin havaitseminen on aina kertahavainto. Eri-
tyisesti tima merkitsee, ettd hiukkasen radasta puhuminen menettdé fysikaalisen mielensé. Talla
tavoin voidaan ymmaértéd se, ettd kokeen kokonaistilanne maarid kvanttien esiintymistiheyden kus-
sakin kokeessa erikseen.

Yhden elektronin osumakohta ei ole ennustettavissa. Oikeastaan, jos emme voi pitdd niitd yk-
siloind, on syyté kysyd, missd mielessd on jarkevaa puhua yhden elektronin kayttdytymisesta.
Luonnollisesti voimme puhua yhden elektronin systeemin kayttdytymisestd siind fysikaalisessa mie-
lessé kuin sitd voidaan havaita, jolloin tarkastelussa ovat koko ajan mukana myos kaikki systeemin
puitteet, mutta puhuttaessa elektronin kdyttdytymisestd systeemissi ollaan ilmeisesti varsin petolli-
sella maaperélld. Itse asiassa elektronidiffraktiokoe merkitsee lukemattomien elektronien ldhetta-
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mistd systeemiin samalla tavoin yksi kerrallaan ja jos diffraktiokuviota on uskominen, ne "kayttay-
tyvét" eri tavoin. Kuitenkin hyvin monen elektronin tultua rekisterdidyksi tilastollinen lopputulos
on sama sddnnonmukainen diffraktiokuvio. Elektronin osumisen todenndkdisyys on siten maaratty
tdmén kuvion osoittama funktio. Joudumme niin liittdméén yksittéiseen elektroniin tietyn todenni-
koisyysjakautuman, joka riippuu koetilanteesta ja aikaansaa diffraktiokuvion. Téll4 tavoin tulee de
Broglien aalto, ts. se aalto, jonka interferenssin tuloksena diffraktiokoe antaa kaavaa (14) vastaavan
tuloksen, tulkituksi hiukkaseen liittyvéksi todennékoisyysamplitudiksi. Tdma on alku kvanttime-
kaaniselle aaltofunktion kisitteelle.

4. Klassinen ja kvanttimekaaninen systeemi toisiinsa verrattuina

Ennen kuin siirrymme varsinaisesti kvanttimekaniikkaan, luomme yleiskatsauksen kysymyk-
siin, joita meidédn on selvitettiva tillaisen uuden teorian puitteissa. Erityisesti on tarkoituksenmu-
kaista ottaa vertailukohdaksi klassinen késittely, jonka periaatteet jo hyvin tunnemme.

Fysikaalisessa ongelmassa on aina kysymys tietyn systeemin tarkastelusta. Systeemin teoreet-
tiseen hallintaan liittyy kolme kisitetta:

1. Systeemin tila

2. Systeemiin liittyvit fysikaaliset suureet (dynaamiset muuttujat) ja

3. Systeemin litkeyhtalo.

Lahtokohdaksi tarvitaan valttdmaittd jonkinlainen systeemin alustava midérittely, josta 1dhinna
voisi kdyttdd sanontaa koordinaattien tai vapausasteiden toteaminen. Tdméa merkitsee ainakin sopi-
musta siitd, mitd objekteja systeemimme kuuluu, mutta se ei ole mahdollista ilman, ettd meilld jo on
tietty mielikuva objektien luonteesta ts. malli. Tédten edeltdvit atomaaristen objektien luonnetta kos-
kevat tarkastelut muodostavat valttimattomén taustan niiden muodostamien systeemien teoreettisel-
le tarkastelulle.

Klassisessa fysiikassa objektit ovat hiukkasia ja kenttid. Todettaessa, mitka hiukkaset ja kentét
kuuluvat systeemiin sen objekteina, tulee samalla implisiittisesti ilmaistuksi, mitkd ovat systeemin
kuvaamiseen tarvittavat "koordinaatit". Kvanttimekaniikan ldhtokohta on sama alustava systeemin
madrittely. Esim. voimme ottaa tarkasteltavaksi N hiukkasen kolmiulotteisen systeemin. Tdma alus-
tava médritelmad on ilmaistu yhtéd hyvin kvanttimekaanista kuin klassistakin késittelyd varten. Lah-
tokohdaksi molemmissa otetaan samat systeemin koordinaatit — esimerkissimme N hiukkasen paik-
kakoordinaatit x, y, z. Tdssd mielessd — ja vdhén laajemmassakin kuten tulee ilmeneméén — kvantti-
mekaniikkakin on pakotettu rakentamaan klassiselle kasitteistdlle. Téhdn kuitenkin liittyy pieni
terminologinen sekaannus. Klassisessa késittelyssd hiukkasella tarkoitetaan nimenomaan edelld
tarkastellun hiukkasmallin mukaista objektia. Kvanttimekaniikassa sen sijaan hiukkasella tar-
koitetaan objektia joka on "hiukkanen" vain dualismin edellyttiméssé rajoitetussa mielessé, kvant-
tina ilman yksilollisyytta.

Téssd yhteydessd rajoitetaan késiteltédvien systeemien luonnetta siten, ettd vain hiukkaset ovat
systeemin objekteja. Sen sijaan kaikki kentit, seké ulkoiset ettd hiukkasten vilisiin vuorovaikutuk-
siin liittyvét, kasitetddn kuuluviksi systeemin ulkoisiin puitteisiin siten, ettd hiukkasten ollessa tie-
tyissd pisteissd niilld on ndiden kenttien ansiosta tietty potentiaalienergia. Tassékin suhteessa hiuk-
kassysteemien kvanttimekaniikka vield seisoo toisella jalallaan klassisella maaperélla. (Yleisem-
maéltd pohjalta voidaan my0s kehittdd kvanttimekaniikka samoja suuntaviivoja noudattaen mutta se
veisi tissd yhteydessd liian pitkélle.

Systeemin klassinen hetkellinen tila on mairatty, kun sen koordinaattien ja niitd vastaavien
impulssikoordinaattien arvot tunnetaan, ts. tila = {xi, ... , xn, pi, ... , pPn}.

Klassisen systeemin fysikaalisille suureille voidaan kirjoittaa lausekkeet koordinaattien ja im-
pulssien avulla, esimerkkeiné liike-energia, potentiaalienergia, impulssimomentti. Yleisesti voidaan
sanoa, ettd ne ovat muotoa 4 = A(xj, ..., XN, pu. ... , py). Kun systeemin tila tunnetaan on siten jo-
kaisen suureen 4 arvo yksikésitteisesti madrétty ja suoraan laskettavissa sen lausekkeesta.

Kvanttimekaniikassa systeemin tilan ilmaisee sen koordinaateista riippuva kompleksiarvoinen
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aaltofunktio ¥ = ¥(xi, ..., xn).

Systeemiin kuuluvat fysikaaliset suureet menettdvit kvanttimekaniikassa sen kiintedn keski-
ndisen kytkenndn, miké niilld on toisiinsa klassisessa systeemissi. Erityisesti impulssilla ei endd voi
olla, kuten jo edelld esitetystd samaistuksesta aaltoluvun kanssa on ilmeist, samanlaista kiintedta
yhteyttd koordinaattien muutosnopeuteen. Téllaiset nopeudethan itse asiassa ovat menettianeet kasit-
teellisen sisdltonsi klassisen hiukkasmallin mukana.

Olennaista on ettéd fysikaalisen suureen arvo annetussa tilassa ei enéd ole yksikisitteisesti
madritty. Enin, mitd suureesta 4 voidaan sanoa tilassa ¥, on sen mahdollisten eri arvojen a; toden-
nékoisyydet P{4 = a;| ¥ }= c¢;. Namé todennikoisyydet ilmaisevat 4:n arvojen jakautuman tilassa

¥, ja ndiden perusteella voidaan helposti médritelld 4:n odotus arvo (4) = > c;a; ja hajontanelio

(A4)" = {(A-(4))") = Xai- (4))c;.

Yleensa suureen kaikki klassisen lausekkeen A(x;, P;) edellyttimait arvot eivit ole mahdollisia.
A:n mahdollisia arvoja a kutsutaan sen ominaisarvoiksi ja sen kaikkien ominaisarvojen joukko {a}
on sen ominaisarvospektri. Sellainen erityinen tila, jossa 4:1la on méirétty arvoaeliP{4 =a} = 1
jaP{A+# a} =0, on 4A:n tihdn ominaisarvoon kuuluva ominaistila ¥,. [lmeisestikin on tilassa ¥,
odotusarvo <4> = a ja hajonta A4 = 0. Kaddntden ominaistilan méaritelmén perusteella ¥ on var-
masti 4:n ominaistila jos siind A4 = 0.

Klassinen tilan méérittely on niin konkreettinen, ettd on periaatteessa tiysin selvdd, miten sys-
teemin tila voidaan mittaamalla todeta. Sen sijaan kvanttimekaaninen tila on siind midrin abstrakti-
nen, ettd vastaavaa mittausta voidaan tuskin ajatella. Esim. elektronidiffraktiossa ilmenevén elekt-
ronin de Broglien aallon havaitseminen on aivan vastaava kysymys. Interferenssi osoittaa timén
aallon olemassaolon tilannetta sdételevani taustamekanismina. Se ilmenee selvisti havaitusta osu-
makohtien todennikodisyysjakautumasta. Tamé jakautuma on karakteristinen kyseiseen systeemiin
tarkasteltavalla energialla saapuvan yhden elektronin aaltofunktiolle. Mutta sité ei voitaisi havaita
pelkidstddn tuon yhden elektronin perusteella, eikd sekddn sitd paitsi vield riitd ilmaisemaan itse aal-
toa, ts. sen kompleksista amplitudia, paikan funktiona, vaan ainoastaan sen intensiteetin, joka on
amplitudin itseisarvon nelioon verrannollinen.

Tilan havaitsemiseen ja sddtelemiseen liittyvit vaikeudet eivdt kuitenkaan tuhoa teorian kyt-
kentdd havaintoihin niin ratkaisevasti kuin saattaisi ajatella. Itse aaltofunktio on téssé teoriassa vain
abstrakti "taustamekanismi" ja kytkenndn havaintoihin muodostaa kaikki se, mité fysikaalisista suu-
reista teorian perustella voidaan sanoa. Jotta hallitsisimme timén kysymyksen teorian puitteissa,
meiddn on osattava vastata kunkin tarkasteltavaan systeemiin liittyvén fysikaalisen suureen 4 koh-
dalla seuraaviin kysymyksiin:

1. Miten loydetdén suureen 4 ominaisarvot a; ja -tilat ¥; ?
2. Miten annetussa mielivaltaisessa tilassa ¥ médritetddn kunkin arvon 4 = a; todennékdisyys
P{4=a,|V}?

(Namai kysymykset lukijan on syyti esittdd itselleen jokaisen tarkastelemansa systeemin ja
suureen kohdalla. Osatessaan vastata ndihin hin hallitsee erdén olennaisen osan kvanttimekaanista
kisittelykoneistoa.)

Naistd ensimméinen kysymys johtaa selvimpéén ja yksinkertaisimpaan teorian kokeelliseen
testiin. Sen vastaukset merkitsevat kvanttimekaniikan vastausta suureiden kvantittumista koskevaan
ongelmaan. Erityisesti teoria antaa tietyn ennusteen atomaarisen systeemin kokonaisenergian mah-
dollisille arvoille, joita tulee verrata systeemin havaitun spektrin mukaisiin stationaaristen tilojen
energioihin

Jalkimmainen kysymys on teorian hallinnan kannalta aivan olennainen. Teorian kokeellista
testausta ajatellen se sen sijaan on hyvin hankala. Ensinnékin se johtaa meidit takaisin tilan maéri-
tysta tai sddtelya koskeviin hankaluuksiin. Toiseksi todenndkdisyyksien mittaaminen edellyttdisi
ddrettdmdn monen samassa tilassa olevan systeemin havaitsemista, miki on tarkkaan ottaen mahdo-
ton tehtdvd. Monien ongelmien yhteydesséd suureen arvojen todennikdisyysjakautuman yksityis-
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kohtainen tunteminen ei siksi olekaan niin tarkedd, vaan jakautuman yleinen luonne, esim. sen kes-
kiarvon ja hajonnan A4 tunteminen riittdd. Kun tdmén vuoksi usein keskitytddn tutkimaan, miten
odotusarvo (4) méadritetddn annetussa tilassa, on hyvéd muistaa, ettd timéd on vain hyvin pieni osa
taydellistd kysymysté 2.

Alussa kolmantena késitteend mainittu liikeyhtdlo poistaa tarkastelujemme hetkellisyyden
tuoden mukanaan tilan ajallisen kdyttdytymisen. Klassisessa fysiikassa ja kvanttimekaniikassa lii-
keyhtélolld on sama merkitys. Se on yhtilo, jonka avulla voidaan laskea systeemin tila mielivaltai-
sella ajanhetkelld ¢, kun se tunnetaan alkuhetkelld # = 0.

Tilan ja fysikaalisten suureiden erilaisen luonteen johdosta se kuitenkin saa hiukan erilaisen
sisdllon. Koska klassisessa fysiikassa tila madrad yksikasitteisesti kaikkien systeemiin liittyvien
fysikaalisten suureiden 4 = A(x;, p;) arvot, saadaan ne kaikki litkeyht&lon perusteella ajan funktioina
A(t) = A(x{(?), pi(t). Kvanttimekaniikassa voidaan vastaavasti laskea litkeyhtilon perusteella suu-
reen A4 eri arvojen todenndkdisyydet, erityisesti siis myds sen odotusarvo ja hajonta ajan funktiona.

Huomattakoon, etté tilan ja fysikaalisten suureiden luonteen ja mahdollisten arvojen tarkaste-
lua varten riitti systeemin madrittelyksi sen koordinaattien toteaminen. Taté voitaisiin kutsua sys-
teemin kinemaattiseksi méérittelyksi. Sen sijaan ajallisen kéyttdytymisen selvittiminen ja siis lii-
keyhtélon kirjoittaminen edellyttidd systeemin tdydellistd dynaamista méadrittelyé, ts. systeemin ul-
koisten puitteiden, kaikkien esiintyvien vuorovaikutusten ja ulkoisten kenttien eksplisiittistd totea-
mista. Siksi litkeyhtdlo on aina spesifisempi kdsite kuin tila ja systeemin fysikaaliset suureet.

Tadmaén yleisluontoisen katsauksen jdlkeen ldhdemme tarkastelemaan, milld tavoin kvanttime-
kaniikassa saadaan vastaukset edelld esitettyihin kysymyksiin. Tatd varten otamme késiteltdvéksi
mahdollisimman yksinkertaisen systeemin, yhden hiukkasen systeemin yhdessi ja kolmessa dimen-
siossa. Systeemin koordinaatteina on tilloin yksi paikkavektori r, joka yksiulotteisessa tapauksessa
supistuu yhdeksi ainoaksi skalaarimuuttujaksi x. Mielenkiintoisia fysikaalisia suureita ovat 1dhinni
hiukkasen paikka r, impulssi p, liike-energia 7, potentiaalienergia ¥, impulssimomentti L ja koko-
naisenergia E.

5. Kvanttimekaaniset perusprobleemat yhden hiukkasen systeemissa
Tila

Yhden hiukkasen systeemin tilaa kuvaa aaltofunktio ¥ = ¥(x) (I-dim) ; ¥ = ¥(r) (3-dim).
Aaltofunktio merkitsee hiukkasen de Broglien aallon kisitteellistd tismennysti. Intuitiivisena joh-
topadtoksend kaksoisrakokokeen analysoinnista vahvistetaan sen tulkinta: ¥(x) tai ¥(r) on hiukka-
sen paikan suhteellinen todennikéisyysamplitudi. Tima merkitsee, ettd |[#]* = ¥ ¥ on paikan suh-
teellinen todennékoisyystiheys. Télloin on suhteellinen todennikdisyys, ettd systeemin ollessa tilas-
sa ¥ hiukkanen esiintyy vililld a <x < b tai alueessa V, esitettivissi integraalina

Tsv*yfdx tai j A2
a \%

Tulkinta osoittaa, etti vakiolla kertominen ei muuta systeemin tilaa, toisin sanoen aaltofunktio
¢V esittdd aina samaa tilaa kuin ¥. Varman tapahtuman todennékoisyys on yleisen sopimuksen
mukaisesti = 1. Yhden hiukkasen systeemii tarkasteltaessa on varma tapahtuma, ettd hiukkanen on
systeemissd. Siten on tarkoituksenmukaista normittaa aaltofunktio eli kertoa se sellaisella vakiolla,
ettd

TS"*‘]’dx =1 tai j sy = 1 (15)

r—avaruus

Normitettu aaltofunktio on paikan todennikdisyysamplitudi absoluuttisessa mielessé ja antaa
myo0s hiukkasen paikkaa koskevat todennékdisyydet
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Pla<x<b}=[¥W¥dr ; PlreV}=[¥vdr. (16)
a v

Erilaisten probleemojen yhteydessé joudutaan kysymaén, millaiset funktiot ovat aaltofunktioksi
kelpaavia. Talloin on kiinnitettdvd huomiota sdénndllisyyteen ja normittuvuuteen. Yleensd vaadi-
taan, ettd aaltofunktio on kaikkine derivaattoineen jatkuva. Vain jos systeemin itsensi maérittelyyn
liittyy epdjatkuvuuskohtia, miké luonnollisesti merkitsee aina todellisen tilanteen epifysikaalista
idealisointia, on pakko néissd kohdissa tinkid sddnndllisyysvaatimuksista. Tatd voidaan perustella
yleisin fysikaalisin argumentein. Erikoispisteet ovat epifysikaalisia jo pelkdstddan, koska ajatus yli-
malkaan misti tahansa tarkasti yhteen pisteeseen keskittyvésti on epafysikaalinen mitattavuuden
vaatimuksen perusteella. Voidaan myds todeta, ettd kvanttimekaniikan kisittelykoneisto vélttimatta
edellyttdd hyvin suurta sddnnollisyytta aaltofunktiolta.

Normittuvuuden suhteen tilanne on hyvin samanlainen. Probleemasta riippuen kvanttimekaa-
ninen késittelykoneisto saattaa edellyttdd jopa kaikkien aaltofunktion derivaattojen normittuvuutta.
Toisaalta normittumatonkin aaltofunktio saattaa esittdé fysikaalisesti tdysin mielekkdilld tavalla
madriteltyd tilannetta. Esim., jos |¥|> = 1, voidaan todeta, ettd hiukkanen on yhti suurella todenni-
koisyydelld missé tahansa, ts. se on tdysin lokalisoitumaton. Tosin tillainen tilanne ei ole havaitsi-
jan hallittavissa milldén tavoin. Normittumattomat aaltofunktiot, kuten epdsiaénnolliset, tulevat ky-
symykseen erilaisina idealisoituina rajatapauksina. Usein on télldin kysymyksessd hiukkassuihkun
tapainen fysikaalinen tilanne, jossa voidaan katsoa olevan ddrettdman monta samassa tilassa olevaa
yhden hiukkasen systeemid. Ehdottomasti kelpaamaton fysikaalista tilannetta esittiméén sen sijaan
on jokainen funktio, joka kasvaa rajattomasti r:n kasvaessa.

Paikka ja potentiaalienergia

Aaltofunktion tulkinta siséltdéd suoranaisen vastauksen (yhtélot (16) kysymykseen, miten an-
netussa tilassa paikan eri arvojen todennékoisyydet voidaan miérittdd. Tdméa vastaus koskee samalla
mitd tahansa pelkdstddn paikan funktiona mairiteltivaa suuretta, kuten potentiaalienergiaa V(r) jolla
on tietty timén funktion médrittelema arvo V(ry), jos hiukkanen on pisteessa ry . Erityisesti paikan
odotusarvoksi saadaan télld perusteella

<x>=T¥’*xY/dx ; <r> = I 7rrydir

r—avaruus

(17)
ja potentiaalienergian odotusarvoksi
<V(x)>=j Y (xPde 5 (V) = j Y (nwdr (18)

Mydoskin paikan ominaisarvoja koskevaan kysymykseen on vastattu samalla. Kaikki reaaliar-
vot x tai I ovat paikan ominaisarvoja. Ominaisfunktion ¥, tulisi mééritelmin mukaan olla sellai-

nen funktio, ettd P{r =ro} = 1. Tallainen funktio on tavanomaisen funktiokasitteen puitteissa oikeas-
taan mahdoton, miké vastaa sitd toteamusta ettd fysikaalisesti my0s tarkalleen méérétty paikka on
mahdoton. Kysymyksessa siis pitdisi olla funktio, joka hévidi kaikkialla paitsi pistettd r = ry . (Oi-

keammin I Y'Y d’r =0 kaikille alueille V, joihin piste ro ei kuulu). T#llaista "funktiota" on tapana
v

merkitd o( I - p) ja kutsua Diracin delta-funktioksi. Paikan ominaisarvoon ry kuuluva ominaisfunk-
tio on siis 8( I - Ip).
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Impulssi ja liike-energia

Impulssin samaistaminen aaltoluvun kanssa (de Broglien ensimmaéinen ehto (4)) osoittaa, ettd
tilaa, jonka impulssi on méadritty p = po , tulee esittdd aallolla, jonka aaltoluku on maarétty kK = po/h.
Toisin sanoen, impulssin ominaisarvoon pPo kuuluvan ominaistilan on oltava muotoa

v, ="' (1-dim) W, = e™ " (3-dim) . (19)

Impulssin mahdollisten arvojen suhteen ei ilmeisesti ole mitdéin rajoituksia vaan kaikki reaaliset
arvot po tai po ovat impulssin ominaisarvoja. Ominaisfunktiot (19) ovat normittumattomia silla

v, ’=1. Ne vastaavat tiettyi idealisoitua rajatapausta, joka on epifysikaalinen jo siksi, ettd im-
pulssin tarkka mittaaminen on mahdotonta.

Tarkastaaksemme kysymystéd impulssin eri arvojen todennékdisyyksistd otamme aluksi yk-

sinkertaisen esimerkin. Tilassa
ikjer

w = Ae™" + Be'e" (20)

ovat edustettuina impulssin arvot p; = hk; ja p, = hk,. On luontevaa tulkita tdssd 4 ja B ndiden im-

pulssin arvojen suhteellisiksi todennikoisyysamplitudeiksi, jolloin |4]* ja |B|* olisivat niiden arvojen
suhteelliset todennikoisyydet tilassa (20) ja varsinaisiksi todenndkdisyyksiksi saataisiin ndin

AP

| A +|BI

|Bf

P{p=p = ]
p=p) [AF +|BF

; P{ p= pz} =
Mielivaltainen aaltofunktio y voidaan esittdd aivan vastaavassa muodossa

1 ipx/h . _ 1 ip-r/h 13
V/(X)=Ef¢(p)e dp ; W(r)-WW(p)e dp, 1)

jolloin Fourier-amplitudifunktio ¢ voidaan tulkita impulssin suhteelliseksi todennékoisyysamplitu-

diksi. Fourier-integraaliteoreeman mukaan tdméd saadaan lasketuksi aaltofunktiosta i integraalina

1 -ipx/h . _ 1 -ip-r/h 13
¢(p)=mfl//(x)e dr ; ¢<p)—ij(r)e d’r. (22)

Tulkinnan mukaisesti |¢|> = ¢*¢ on impulssin suhteellinen todenniékdisyystiheys, josta in-

tegroimalla tietyn impulssin arvojoukon yli saadaan suhteellinen todennidkdisyys sille, etti tilassa y
olevan hiukkasen impulssilla on tdhédn arvojoukkoon kuuluva arvo. Todennikoisyydet saadaan suo-
raan absoluuttisina, jos impulssin todenndkdisyysamplitudi on normitettu eli

T¢*¢dp =1 ; [ gedp=1 (23)

Tassé yhteydessd on hyvin suuri merkitys Fourier-integraaleja koskevalla yleiselld teoreemalla:
Jos iy ja iy ovat kaksi mielivaltaista aaltofunktiota sekd ¢; ja ¢, niiden Fourier-

amplitudifunktiot, on- voimassa vhtilo
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TV/;W2dx = ]E¢1*¢2dp ) I W:V/2d3r = J‘ ¢1*¢2d3p. (24)

r—avaruus p—avaruus

Téstd seuraa erityisesti asettamalla y» = i, ettd impulssijakautuma on normitettu jos aaltofunktio
on normitettu.

Siis, jos tilaa esittdva aaltofunktio on normitettu, voidaan suoraan lausua todennikdisyys sille,
ettd tdssa tilassa hiukkasen impulssi sattuu vilille p; <p < p; tai arvojoukkoon Q, integraalina

P>
P{p<p<p} = [#odp ; P{peQ} = [¢¢dp . (25)
D Q
Erityisesti seuraa tistd impulssin odotusarvolle lauseke
(p) = [#psdp 5 (p) = [ #ppdp . (26)
—o p—avaruus

Koska liike-energia T = p*/2m riippuu vain impulssista on samalla saat vastaukset liike-energian
arvoja ja niiden todenndkdisyyksid koskeviin kysymyksiin:

R 7 P
pll <<l ) 4 (27)
2m 2m Py m2m
j j j &' dp’sinO@dpd Od g
(T) = T(é*%wp () = ¢*%¢d3p (28)

p—avaruus

Odotusarvojen (26) ja (28) laskemiseen ndhden seuraa teoreemasta (24) eréds hyvin tirkei tulos.
Asetetaan tdssd teoreemassa y; = ¥, jolloin ¢; = ¢, ja derivoidaan aaltofunktion lauseke
(21) seuraavasti

h 1

h dl// 1 ipx/h
— e™dp ; - Vy=———
p9(p) p s VY EYEASE

i dr 27h

g ——8

[ po(p)e”"dp . (29)

Téma osoittaa, etté jos asetetaan y, = ﬁ%// tai v, = EV w,on ¢, = po(p)tai g = po(p). Teo-
i i
reema (24) lausuu siis tuloksen
T whdy : L h ,
= ———dx tai = —Vydr. 30
<p>jwidx <p>fl//iw (30)

—0

Samalla tavalla ndhdaan, ettd
° o diw . o,
T)= | ———= tai (T)=|y"| —Vy |dr. 31
()= Jo (-8 e wi ()= [ -2v o
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Tulokset ovat sikdli merkittdvid, ettd ne antavat odotusarvot ( p ) ja ( T') ilman etté on ensin vélt-
tamatontd laskea impulssijakautumaa | ¢ | 2.

Koska mielivaltaisille (samanlaatuisille) suureille 4 ja B pétee (A+B) = (4)+ (B), on meilld
tulosten (18) ja (31) perusteella nyt myos lauseke kokonaisenergian £ = T + V odotus arvolle

(E) = | w*(—j—mvzl//+Vde3r (32)

Fysikaalisia suureita vastaavat operaattorit

Edella todetut suureiden odotusarvojen lausekkeet ovat mielenkiintoisella tavalla samanmuo-
toiset. Tdmd samanmuotoisuus voidaan pukea eksplisiittiseen muotoon ottamalla kdytdntdon annet-
tua suuretta 4 vastaava operaattori 4. Tillainen operaattori kohdistuu aina aaltofunktioon i siten,
etti Ay on jokin muu aaltofunktioksi kelpaava funktio. Operaattorin avulla odotusarvot voidaan
kirjoitt~~ yleiseen esitysmuotoon

<A>=Ty/*,21y/dx tai (4) = [ yldpd'r. (33)

r—avaruus

Edelld olevan perusteella tdllainen operaattorin kdsite on vield varsin rajoitettu. Voimme todeta, etti
mielivaltaista paikan funktiota V(r) vastaa operaattori v, joka merkitsee télld funktiolla kertomista

Vy =V (r)y. (34)

Impulssia p taas vastaa laskusdidnnon (30) mielessd differentiaalioperaattori

. hd .~ h
= —— tai ==V
P i P=3
(35)
ja liikke-energiaa T= p*/2m operaattori
~ 1 A2 hz d2 . ~ hz 2
I'=s—p = ——— tai = -—V 36
2m P 2m dx’ 2m (36)

Liike-energian odotusarvoa esittivin, muotoa (33) olevan lausekkeen (31) johto on ilmeisellé taval-
la yleistettévissd koskemaan suuretta, joka on mielivaltainen impulssin potenssi A = p". Tété4 suuret-

. po ooy (RdY e (R
ta vastaava operaattori on selvistikin 4 = 4 =p" = (—aj tai 4= (7 V] - Yleistysté voidaan
i i

jatkaa edelleen impulssin polynomeihin ja lopulta p:n potenssisarjoihin (mika luonnollisesti edellyt-
tdisi joitakin konvergenssitarkasteluja). Télld tavoin voidaan todeta, ettd séannon (33) mielessd suu-
retta 4 = f(p), joka saa olla varsin yleinen impulssin funktio vastaa operaattori, joka voidaan muo-
dollisesti kirjoittaa

A= fp) = f(EVJ . (37)
l

'"Tama kirjoitustapa luonnollisesti edellyttda, ettd f(p) voidaan kehittda p:n potenssisarjaksi, koska
(toistaiseksi) meilld on viliton méérittely ainoastaan operaattorin potensseille (A" on n perikkéisté
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operaatiota A) ja summalle ((21+]§) W= 1:11// + él// ).

Ottaen huomioon, etté aina (4+B) = (4)+(B), voidaan todeta etté tdhdnastisen perusteella,

varsin mielivaltaista muotoa 4 = A(r,p) = V(r)+f(p) olevaa suuretta vastaa sddnnon (33) mielessi

A=A, p) = A, E_V) . (38)
l

Oikeastaan tdmé korvausperiaate, jonka mukaan suuretta vastaava operaattori saadaan suureen klas-

sisesta lausekkeesta korvaamalla siind impulssi impulssioperaattorilla —V , on hyvin yleinen, paljon
i

yleisempi kuin tidssd on mahdollista todeta, (Pieni yleistys tosin tdhédn vield saadaan impulssimo-
mentin yhteydessi.) Erityisesti on tissd yhteydessa todettava, ettd tima pétee kokonaisenergiaan £
= T+ V nédhden, jota vastaavan operaattoria

wod

——— +V(x) 1-dim

Lﬁz + I;v _ 2m dx
2m no_, , (39)
Vo +V(r) 3-dim

A

H:
2m

kutsutaan systeemin Hamiltonin operaattoriksi.

Fysikaalisia suureita vastaavilla operaattoreilla voidaan havaita olevan erditd yleisid yhteisiad
ominaisuuksia. Térkein on toteamus, etti ne ovat 1. lineaarisia ja 2. hermiittisii eli itseadjungoituja.
Tama merkitsee, ettd jos i ja i» ovat kaksi mielivaltaista aaltofunktiota, niin

A(ay, +by,) = ady, +bAy, (lineaarisuus) (40)
ja

[vidy,d&'r = [(4p,)'y,d’r  (hermiittisyys). (41)
Lukijan on hyvi todeta ndmé ominaisuudet eksplisiittisesti esiintyneille operaattoreille.
Ominaisarvoprobleema
Paikan ja impulssin seki oikeastaan samalla kaikkien vain paikasta riippuvien seki vain impulssista
riippuvien suureiden osalta olemme vastanneet molempiin luvussa 4. esitettyihin peruskysymyksiin.
Sen sijaan muihin suureisiin 4 ndhden olemme vasta todenneet odotusarvon laskemistavan (33) kun
tila on tunnettu, mika on vain erds hyvin pieni osa jalkimmaistd kysymystd. Tdmén avulla voidaan

kuitenkin 10ytdd vastaus ominaisarvoja ja ominaistiloja koskevaan kysymykseen 1.
Oletamme, ettd korvausperiaate (38) on riittdvén yleinen sédént6é odotusarvojen laskemiseksi

operaattoreiden avulla, jotta sitd voidaan soveltaa myds odotus arvon <(A-<A>)2) eli suureen hajonta-
nelion laskemiseen. Télle saadaan néin lauseke

((-(4))) = [y (A=(A)(A-(ADpd’r,
ja edelleen operaattorin A hermiittisyyden (41 vuoksi
A A A A 2
(A=(AYw)’ = [[(A-(ADpT (A-(AaDpd’r) = [|(A-(A)] d*. (42)
Kuten aikaisemmin todettiin, suureen hajontanelién hividminen on valttdmiton ja riittdva eh-
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to sille, etté tarkasteltava tila olisi suureen ominaistila. Tall6in odotusarvo (4) = a on vastaava omi-

naisarvo. Nyt lauseke (42) voi hiviti vain jos (4-(4))y = 0. Siten y voi olla suureen 4 ominaistila
ja a sen ominaisarvo vain, jos ne toteuttavat ominaisarvoyhtdlén

Ay =ya (43)

Suureen ominaisarvojen ja -tilojen méarittiminen voi siis tapahtua ratkaisemalla suureta vas-
taava ominaisarvoyhtilo (43). Ratkaisemisella tarkoitetaan téssd yhteydessd huomattavasti spesifi-
sempdd toimitusta kuin pelkdstddn yhtdlon matemaattisten ratkaisujen mairitystd. Se merkitsee, ettd
on etsittdva ne arvot a, joilla tdlld yhtélolla on aaltofunktioksi kelpaavia ratkaisuja. Ndma ovat suu-
reen ominaisarvot, ja nditd' arvoja vastaavat aaltofunktioratkaisut ovat suureen ominaistiloja. (Luki-
jan on syytd tarkastella esimerkkeind paikan ja impulssin ominaisarvoyhtélditd ja varmistautua siité,
ettd niiden ratkaisut vastaavat sitd mitd aikaisemmin on niiden ominaisarvoista ja -tiloista todettu.)

Tehtyjen oletusten vuoksi esitettyd johtoa ei voida pitdd varsinaisena todistuksena sille, ettd
suureen ominaisarvojen ja -tilojen etsiminen johtaa ominaisarvoyhtdlodn. Ominaisarvoyhtdlon tima
merkitys on paremminkin kvanttimekaniikan itsendinen postulaatti. Sen mielekkyys perustuu suu-
ressa méérin hermiittisten operaattoreiden ominaisarvojen teorian rakenteeseen. Koska tdman véli-
tontd ndkemistd ei tdssd yhteydessd voida edellyttéd, on tdsséd pyritty esittdméédn senlaatuinen johto,
joka valaisisi erdiden olennaisten kysymysten vilisid yhteyksid ja siten mahdollisesti auttaisi pa-
remmin ymmartdmaén teorian fysikaalista motivointia.

Joka tapauksessa siis kvanttimekaniikassa ominaisarvoyhtilo antaa ominaisarvoprobleeman
ratkaisun systeemin mielivaltaiselle fysikaaliselle suureelle A. Erityisesti kokonaisenergian ominai-
sarvot ja ominaistilat saadaan kokonaisenergian ominaisarvoyhtélosta

B dy
2m dx’

2

——Vy+V({)y =Ey 3-dim,
2m

+V(x)y = Ey 1-dim

Hy =Ey cli (44)

jota kutsutaan ajasta riippumattomaksi Schrédingerin yhtdloksi. Sen ratkaisujen tulisi selittdd ato-
maaristen, systeemien (tdssé tapauksessa vasta yhden hiukkasen systeemin) kokonaisenergian kvan-
tittuminen.

Jos aaltofunktiot y; ovat samaan ominaisarvoon a kuuluvia 4:n ominaistiloja, on niiden mieli-

valtainen lineaarikombinaatio y = ch(//j myds ominaisarvoon a kuuluva 4:n ominaistila. Silld

J
A:n lineaarisuuden perusteella on

Ay = ch’a'//j =a) ey, =ay.
j j

Muista ratkaisuista lineaarisesti riippuvaa ratkaisua ei sen johdosta pideti eri ratkaisuna. Jos
ominaisarvoon a kuuluu #z eri ratkaisua on a n-kertainen ominaisarvo. Jos n > 1, a on degeneroitu-
nut. Lukija voi todeta esimerkkind, etti paikan ja impulssin ominaisarvot ovat yksinkertaisia, litke-

energian ominaisarvot 7 ovat yhdessd dimensiossa kaksinkertaisia ja useammassa dimensiossa co-
kertaisia paitsi 7= 0, joka on aina yksinkertainen.

Todenndkéisyyksien P{4A = a | w} mddrittdminen.

Suuretta 4 vastaava ominaisarvoyhtédloé on kvanttimekaniikan vastaus ensimmadiseen s.22 esi-
tettyyn peruskysymykseen. Jalkimmadiseen kysymykseen on tihédn mennessi vastattu vain paikan ja
impulssin suhteen tai yleisemmin vain paikasta tai impulssista riippuvien suureiden suhteen. Ylei-
sempi vastaus perustuu hermiittisten operaattoreiden ominaisuuksiin, joista tissd yhteydessé olen-
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naisia ovat
1. Ominaisarvojen reaalisuus
2. Eri ominaisarvoihin kuuluvien ominaisfunktioiden ortogonaalisuus.
3. Ominaisfunktioiden joukon tiydellisyys.

Kaksi ensimmaistd voidaan helposti osoittaa.
Todistus 1. Oletetaan, ettd 4 on lineaarinen (40) ja hermiittinen (41) ja ettd y on normittuva

( j w wd’r direllinen) 4:n ominaisarvoon a kuuluva ominaisfunktio.

Hermiittisyyden perusteella on J. 1//*1211//d3 r= I (1211//)*1//d3 r. Olettamuksen mukaan on Ay = ay,
joten timéi yhtild voidaan kirjoittaa aIl/‘t//d3 r= a*jw*wd3r => g =4 eli g on reaalinen.

Ominaisarvojen reaalisuus on luonnollisesti vélttdmétontd, jotta olisi mielekésta tulkita her-
miittisten operaattoreiden ominaisarvot fysikaalisten suureiden mahdollisiksi arvoiksi.

Todistus 2. Olkoon jélleen A lineaarinen ja hermiittinen seké vy ja w», sen kahteen eri ominai-
sarvoon a; ja a; kuuluvia ominaisfunktioita.

Hermiittisyyden perusteella on nyt I lﬂl*zal/lzdSI’ = I(fh//l )'w,d’r eli oletuksen ja edellisen to-

distuksen mukaan azjwfwzd3r = aljy/fylzd3r, josta (a, — al)j w y,d’r = 0. Koska a, # a;, timi

merkitsee
[wiv.dr=o. (45)
Yhtilo (45) méadrittelee funktioiden y, ja y, ortogonaalisuuden.

Naéissd todistuksissa kdytetty integraalimerkintd on késitettdva integroinniksi kaikkien sys-
teemin koordinaattien suhteen niiden kaikkien mahdollisten arvojen yli (yli koko kéytettévissé ole-
van avaruuden).

Jos A:n kaikki ominaisarvot ovat degeneroitumattomia, on toinen ominaisuus tdysin todistettu.
Degeneroituneisiin ominaisarvoihin ndhden on todettava, ettd niihin kuuluvat eri ratkaisut voidaan
aina valita ortogonaalisiksi. Jos esimerkiksi y ja y», kuuluvat samaan ominaisarvoon, mutta eivét
ole ortogonaaliset voidaan niiden tilalle valita esim. y; ja w3 = w, - Cy, missd C on valittu siten,

_[ yiy,dr

[wiydr

Qminaisfunktioiden joukon tidydellisyydella tarkoitetaan,

ettd mielivaltainen aaltofunktio y voidaan lausua suureen 4 ominaistilojen kehitelména

etté Jt//f“t/@d% =0eli C=

w:Zg%. (46)

Erdisiin suureisiin nihden tdmi voidaan todistaa verrattain helposti. Yleisesti sitd on pidettava
yhtend kvanttimekaniikan postulaattina.
Jos funktiot ovat ortogonaalisia ja normitettuja, saadaan kertoimille ¢; lauseke

Iw,.*y/d3r = chjwi*wjd3r =c . (47)
Tilan normitusintegraalille saadaan samoin
Il//*l//dSI” = chcjj‘l/li*l//jd% = Dl . (48)
i j

Yhtilot (47) ja (48) antavat aiheen tulkita kehitelmén (46) tilan (vektorin) komponenttiesityk-
seksi koordinaatistossa, jonka muodostavat ortogonaaliset yksikkotilat (yksikkovektorit) y;. Télloin
(47) esittéda tilojen y; ja y skalaarituloa eli ¢; on tilan  komponentti y;:n suunnassa. Normitusinte-
graali (48) voidaan vastaavasti késittdd tilan (vektorin) y normin nelidksi, jolloin yhtéls (48) on
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Pythagoraan teoreeman yleistys.

Tama konkretisointi (y:n kuvi tteleminen vektoriksi) ehki auttaa ymmértdmaén, etti ortogo-
naaliset tilat ovat tietyssd mielessa tdysin erillisii tiloja. On hyvin luontevaa ajatella, ettid "suunta.",
jota "yksikkovektori" ;. edustaa, merkitsee suureen 4 arvoa g; siten, ettd vain sellaisissa tiloissa y,
joilla on nollasta eroava komponentti (c;) tdssd suunnassa, timé suureen 4 arvo on edustettuna tie-
tylld todenndkoisyydelld. Tilassa y, joka on kohtisuorassa kaikkia 4:n arvoon a; kuuluvia ominais-
tiloja y; vastaan, ei tima. 4:n arvo lainkaan esiinny.

Kvanttimekaniikan yleinen todenndkdisyystulkinta lausuu juuri timén. Sen mukaan

P {A =a, |1//} = ‘cj‘z , Jos a; on degeneroitumaton

P {A = a|l//} = z ‘cj ‘2 , Jos a; on degeneroitunut. )

Yleisesti tdssd on kysymys suhteellisista todennikodisyyksistd. Yhtdlostd (48) ndhdédén, ettd
varman tapahtuman (4:11a on tilassa y jokin arvo) suhteellinen todenndkdisyys on sama kuin tilan
normitusintegraali, joten, jos tila y on normitettu, (49) ilmaisee absoluuttisen todennikdisyyden.

Esitetyssd muodossa tdimé yleinen formalismi soveltuu vain suureisiin, joilla on tdysin dis-
kreetti (erillisistd arvoista koostuva) ominaisarvospektri, silld vain téllaisissa tapauksissa on olemas-
sa tdydellinen joukko normittuvia ominaistiloja. Formalismia voidaan yleistéé ja sitd on pakkokin
yleistdd jo esim. paikan ja impulssin kohdalla. T4ll6in summa (46) joudutaan korvaamaan integraa-
lilla (mahdollisesti vain osittain). Esim. impulssin tapauksessa yhtdlo (21) on suoraan lauseketta
(46) vastaava tilan lauseke ominaisfunktioiden kehitelméné. Yhtilo (22) vastaa tdysin kertoimien
lauseketta (47). Jos yhtéldssi (24) asetetaan y, = y, se vastaa tiysin yhtdloa (48). Yhtilosta (24)
voidaan my0s lukea suoraan se edelld esitetyn mukainen toteamus, ettd my0ds impulssista puhuttaes-
sa tilat ovat ortogonaalisia, jos niissé ei esiinny yhteisid mahdollisia impulssin arvoja.

Impulssimomentti L,

Tarkastellaan ensin systeemid, jonka ainoa vapausaste on kierto z-akselin ympéri. Silld on yksi ai-
noa koordinaatti, kiertokulma ¢, jota vastaava impulssi on impulssimomentti L. Klassisesta fysii-
kasta tunnetun, suureparien (x, p) ja (¢, L.) tdydellisen analogian avulla voidaan pééatelld seuraavas-
ti:

Tilaa, jossa impulssin p arvo on tdysin méérétty, oli de Broglien ensimmaéisen ehdon mukaan esitet-

tavd aaltofunktiolla v, = exp(ipx/7).

Tama systeemin tila on tdysin homogeeninen yli koko avaruuden (x-akselin). Erityisesti on
koordinaatin x todennékdisyysjakautuma vakio |l//p|2 =1, eli se saa samalla todennédkoisyydelld min-

k& tahansa arvon vililtd -co < x < co. Tarkemmin sanottuna tdma tila on translaatioinvariantti: mie-

livaltaisessa siirroksessa x — x - xo, se tulee vain kerrotuksi vakiolla eli pysyy samana tilana.

Suureen L. ominaistiloilla ;. on ilmeisestikin oltava vastaavat ominaisuudet. Koordinaatin ¢
todennikoisyysjakautuman tulee olla vakio |y(@)* = vakio. Tarkemmin sanoen tilan tulee olla kier-
toinvariantti, kierrossa ¢ — ¢ - @ se ei saa muuttua toiseksi tilaksi eli se saa tulla enintdén kerro-
tuksi vakiolla. Tallad perusteella saamme suureen L, ominaisfunktiolle yleisen muodon
yi- = exp(ilg).

Vaadimme kuitenkin, ettd aaltofunktion tulee olla yksikésitteinen koordinaattien funktio. Tés-
sd tapauksessa siis w(p+2m) = y(p). Tama merkitsee, ettd parametrin A on oltava kokonaisluku. Si-
ten siis vain funktiot y,, = exp(ing), n = 0,£1,+2, ... voivat tulla kysymykseen suureen L. ominaisti-
loina.

X Jos ajattelemme, ettd kyseessd on ympyraradalla kiertdva hiuk-
kanen, voidaan tilannetta paikallisesti approksimoida impulssin omi-
naistilalla exp(ipx/h). Suureiden vilinen klassinen yhteys osoittaa, ettd
talloin on oltava p, = L. , joten tilassa y, suureen L, arvo ilmeisestikin

P on nh.
r
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Systeemin mielivaltainen aaltofunktio y(¢) on luonnollisesti tulkittava koordinaatin ¢ suhteel-

liseksi todenndkdisyysamplitudiksi, jolloin siis suhteellinen todenndkdisyys
(2]

2
Plp<p<o}=[lyldo. (50)
?
Koska koko kdytettidvissd oleva avaruus on nyt alue 0 < ¢ <2m, edellyttdd absoluuttisten to-
dennékoisyyksien lausuminen yhtélén (50) muodossa normitusta

2n
[lfdp=1. (51)
0

Kaikkiaan saadaan ndin suureen L, normitetuiksi ominaisfunktioiksi ja ominaisarvoiksi

" < L =nh;n=0, +1, £2, ... (52)

1
v, (@)= E

Voidaan vélittomasti todeta, ettd ndmé ovat myds ortogonaalisia

T* d _LTei(nm)wd _ I m=n (53)
mevlnw 27[0 ¢ O m;tn'

Fourier-sarjojen teorian mukaan mielivaltainen aaltotunktio y(¢) voidaan lausua muodossa

0

1 & 17 :
w =)y, = =" ¢,= —— |w(pe"de. (54)
= \2n \2n '([

Tama matemaattinen tulos vastaa tdysin yleisid yhtiloitd (46) ja (47) ja osoittaa tdssd tapauksessa
ominaisfunktioiden joukon tiydellisyyden. Tdéméi on kvanttimekaniikan ehké yksinkertaisin esi-
merkki yleisen formalismin mukaisesta tilan jakamisesta tietyn suureen eri arvoja vastaaviksi kom-
ponenteiksi. Yleisen formalismin mukaisesti on siis normitetussa tilassa y(¢)

P{L, =nhly} = e[, (55)
missé ¢, on jalkimmaéaisen yhtélon (54) mukainen.
Tésté seuraa odotusarvolle (L) lauseke
(LY=> nhlc, ! = > cnhe,, (56)
joka edelleen on kirjoitettavissa muotoon
<LZ>:TW*?i—Zd¢. (57)

(vrt. vastaava impulssin yhteydessé esitetty tarkastelu).

Talld tavoin voidaan osoittaa, ettd suuretta L, vastaa operaattori
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j_hd

z

Tdo (58)
Tadmaén olisi luonnollisesti voinut paitelld analogian x, p <=> ¢, Lz perusteellakin. Lukijan on syyti
todeta, ettd nytkin operaattoria kdyttden kirjoitettu ominaisarvoyhtild antaa ominaisarvot ja -tilat
(52), jotka oli muulla tavalla paételty.

Tama tarkastelu ei ole millddn tavalla siitd riippuvainen, onko ~ systeemin ainoa koordinaatti
vai eikd. Siksi tuloksia voidaan vélittdmaésti soveltaa my6s kolmiulotteiseen yhden hiukkasen prob-
leemaan, jossa r, 6, ¢ madrittelevit hiukkasen paikan pallokoordinaateissa. Tadlloin operaattorin
lausekkeessa (58) on tietenkin kéytettdva osittaisderivointia. Yhteys suorakulmaisiin koordinaattei-
hin x, y, z antaa nyt mahdollisuuden kirjoittaa myos

. ho n( o d
L _n _n _ — AR A ) 59
= o i{x—ay y—axj xXp, =P, (59)

joka osoittaa, ettd korvausperiaate (38) patee myos tissd tapauksessa (lukija todetkoon yhtélon (59)
oikeaksi).

Tilan riippuvuus ajasta
Samastus p = hK johti edelld toteamukseen, ettd tilaa, jossa impulssin arvo on méadritty, tulee

kuvata aallolla, jonka aaltoluku k on maardtty. Tama tarkastelu ja koko siitd kehitetty edelld oleva
kisittely on ajasta tdysin riippumaton vastaten tilannetta kiintedlld ajan hetkella.

Téysin vastaavalla tavalla voidaan todeta samastuksen E = hw perusteella, ettd tilaa, jossa sys-
teemin kokonaisenergia £ on miéritty tulee kuvata aallolla, jonka virdhtelyn kulmataajuus mieli-
valtaisessa kiintedssd pisteessd on w = E/h , ts. aaltofunktiolla, jonka aikariippuvuus on muotoa

exp(-iwt). Toisaalta edelld suoritettu ajasta riippumaton tarkastelu osoitti, etti tietylle systeemille
sen kokonaisenergian ominaisarvoyhtilo (44) mairdé hetkellisen muodon puolesta kaikki ne aalto-
funktiot y(I), joita vastaavissa tiloissa systeemin kokonaisenergialla on mééritty arvo, sekd vastaa-
vat mahdolliset energian arvot E; . Till4 tavoin on siis tietyn systeemin energian ominaistiloja ku-
vaamaan valittavien aaltofunktioiden seké paikallinen ettéd ajallinen kdyttdytyminen maarétty
—iE;t/h
w.(r,0) = y, (e (60)
niin pian kuin systeemin ajasta riippumattoman Schrodingerin yhtdlon (44) ratkaisut w(r), E; tun-
netaan.
Jo aikaisemmin on todettu, ettd de Broglien aaltojen ja siis myos aaltofunktioiden voidaan
olettaa noudattavan lineaarista superpositiota. Tdiméa merkitsee, ettd aaltofunktio, joka on 0-hetkelld
muotoa

v, (r0)=2 ey, (r), (61)

kéayttaytyy ikddnkuin sen jokainen osa-aalto olisi muista riippumaton, ts.

v (=, (e (62)
J

Tadma toteamus oikeastaan ratkaisee koko aikariippuvuusongelman, silld yleisen formalismin
perusteella, vertaa (46), (47), mielivaltainen alkutila w(r) voidaan lausua muodossa (61).

Talld tavoin voidaan méérittdd systeemin tila hetkelld ¢, kun se tunnetaan alkuhetkelld ¢ = 0.
Huomattakoon, ettd yleisen formalismin edellyttdmailla tavalla summat (61) ja (62) on tarvittaessa
kisitettdva integraaleiksi. Esimerkiksi voidaan todeta, ettd aaltofunktion Fourier-integraaliesitys
(21) voidaan kisittdd vapaata hiukkasta vastaavaksi kehitelmiksi (61) koska impulssin ominaistilat
ovat samalla litke-energian ja vapaan hiukkasen kokonaisenergian ominaistiloja. (Lukijan on syyta
selvittdd itselleen, miten tdmin perusteella vapaan hiukkasen tilan aikariippuvuus méariytyy.)
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Voidaan todeta, ettd lauseke (62) on yhtélon

~ h oy
Ay = -2V 63
VT T

yleinen ratkaisu. Sijoittamalla on helppo ndhdai, ettd (62) toteuttaa timéan. Toisaalta siitd, ettd tima
lauseke voidaan saattaa alkuhetkelld yhtyméédn mielivaltaiseen alkutilaan, seuraa ratkaisun yleisyys
tdméin muotoiselle (ajan suhteen ensimmadistd kertalukua) yhtélolle. Yhtdlo (63) méérittelee. siis
yksikisitteisesti annetun systeemin mielivaltaisen tilan aikariippuvuuden, joten se on systeemin
kvanttimekaaninen litkeyhtdld. Sitd kutsutaan my0s ajasta riippuvaksi Schrodingerin yhtéloksi.
Koska systeemin perusmaédrittely, kuten luvussa 4 esitettiin, on klassisessa ja kvanttimekaani-
sessa kisittelyssd sama, on mahdollista puhua saman systeemin klassisesta ja kvanttimekaanisesta
tilasta ja verrata niiden kayttaytymisti toisiinsa. Tdssd yhteydessa vain todettakoon lopuksi ilman

todistusta, ettd yhtdlostd (63) seuraa ns. Ehrenfestin teoreema, jonka mukaan odotusarvot (r) ja (p)

tilassa w(r, t)) kéyttaytyvit kuten r ja p kiyttaytyvit klassisessa teoriassa. Siten klassinen teoria
voidaan kisittdd tietyksi kvanttimekaniikan rajatapaukseksi.
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