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I. Grundlegende Definitionen und Formeln

Dieses Kapitel ist eine kurze Ubersicht {iber die nétigen Grundbegriffe
und Bezeichnungen. Eingehender werden sie in vielen Spezialwerken be-
handelt, z.B. [5. 16. 22: bes. App. V', 34. 36]. Fiir ihre exakte Begriindung
sei auch auf einige mathematische Werke hingewiesen, z.B. [2, 3. 8, 35, 42]
sowie [7:1] besonders fir § 4 und [20] fie § 6.

§ 1. Die Strukturamplitude.

Fiir die rontgenographische Strukturanalyse hat Ewarp [13] den ein-
fachen Formalismus durch Fouriertransformationen beschrieben. s(r)
bezeichne die Dichte einer Elektronenverteilung im r-Raum als Ortsfunlktion.
Thre Fouriertransformierte

() 1) = Fo) = [ otz

wird die Strukturamplitude (=Stra?)) der Verteilung genannt. Die Ver-
teihing wird von ihrer Stra auf Grund des Fourierschen Integraltheorems
durch die Inverstransformation erhalten:

(2) o(r) = 3~ f(h) = [ Jjem 2y )

Die physikalische Bedeutung von (1) wird ersichtlich. wenn man die
von einer gegebenen Klektronenverteilung erzeugte klassische Streuung
emer monochromatischen ebenen Réntgenwelle betrachtet und setzt

(3) h = (Sz —9)

> =

wo 4 die Wellenlinge, §; und S, Einheitsvektoren in der Richtung
des einfallenden bzw. gestreuten Strahls sind. Dann wird eben von der
Formel (1) das Verhiltnis der erhaltenen Streuwelle zu der von einem Elek-
tron am Nullpunkt gelieferten dargestellt. Thr absoluter Betrag [f(h)| ist
gleich dem Verhiiltnis der Amplituden und ihr Phasenwinkel &(h), vgl. (6),

1) Wir werden das Volumenelement immer mit de bezeichnen, mit einem unteren
Index, der den zugehérigen Vektorraum ausdriickt. Wenn kein Integrationsbereich
besonders angegeben ist, handelt es sich wn eine Integration iiber den ganzen Raum.

?) Im Folgenden wird diese verkiirzte Form gebraucht.
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gleich der Phasendifferenz dieser beiden Strenwellen. Der Beobachtungs-
punkt muss dabei jedoch so weit entfernt sein. dass die Strahlen von ver-
schiedenen Teilen der Verteilung dorvt als parallel (Richtung 8,) hetrachtet
werden kinnen.

8 2. Eigenschaften der Strakturainplitude.

Die Iouriertransformierte einer Sunme ist die Summe der Transfor-
mierten ihrer Summanden, d.h. die Stra einer Verteilung ist die Summe der
Stra:n von ihren Teilen:

(4) N ofr) =N For) =\ [(h)

d— =1 ——— —

» i ¥

Die Transformierte eines Produkts ist das Faltungsprodukt (Konvolu-
tion) der Transformierten der Faktoren. Wenn wir mit Ewarp [13] da~
Faltungsprodukt kurz bezeichnen:

[ syste —syir, = fy
und wenn §f(r) = F(h) und {Fy(r) = G(h). so ergibt sich
(5) By = FG FVFG =y
Die Stra izt eine komplexe Funktion und kann also in der Forw
(6) fh)y = f(h) "™

dargestellt werden. Thre Grosse wird von den Bedingungen

.m>g/mnmr ﬂm:]ﬂMn

hegrenzt. Uberdies nimmt if(h)! bei der Zunahme von |[h! um so rascher
ab. je gleichmissiger und flacher die Verteilung ist; gerade so bestimmen
die Regelmassigkeitseigenschaften von o das asvmptotische Verhalten
von f.

Im Normalfall ist o reell. woraus folgt: f(h) = f(—h). Umgekehrt
ist die Stra dann und nur dann reell. wenn o(r) = o(—r). Dann ist ent-
weder 9 =0 und f=|[f(h) oder o=z und f= — f(h)!. Wichtige
Eigenschaften der Stra folgen auch daraus. dass o in der Natur immer
positiv ist.

Praktisch ist es oft niitzlich, die Stra in den raumlichen Polarkoordinaten
auszudriicken, Eine reelle Stra (den Real- und Imagindrteil einer komple-
xen Stra) kann man dann graphisch als Funktion von |[h| mit einer Kur-
venschar f = f(h :¢.y) darstellen. wo die passend gewihlten Rich-
tungszahlen ¢. 4 von h als Parameter betrachtet werden. Gewoshnlich



KaarLr KURKI-SUOX10, Zur Bestinmung der Atomformamplituaen ¢

, sin
benutzt man dabei als Variable statt 'h  die Grosse » — = lyh.

wo (& der Bracasche Reflexionswinkel. d.h. 26 der Beugungswinke!
ist; vel. (3).

Eine kugelsymmetrische Verteilung hat eine kugelsvmmetrische Stra.
Die entsprechende Kurvenschar wird zu einer einzigen Kurve f = f=
reduziert.

Falls die Funktion g(r) nicht viel von der Kugelsymmetrie ahweicht.
kann sie in eine mittlere kugelsymmetrische Verteilung o(r) und einer
geringen Deformationsteil Ag(r) zerlegt werden. Ihre Stra f ist dann anch
beinahe kugelsymmetrisch, denn die Stra f(h) des ersteren Teils ist kugel-
symmetrisch und diejenige 1f(h) des letzteren iiberall klein. und geniiss
(4) ist f = f + Af. Die entsprechende Kurvenschar

(7) f=TJ0) + dftesq )

wird somit beschrinkt gestaltet.

Die Stra eines Atoms in Bezug auf seinen Mittelpunkt wird Atomform: -
amplitude (= Afal)) genannt.

Wenn die Verteilung aus Atomen besteht, deren Mittelpunkte r, u

Afam f ., (r=1.2,....n) sind. kann man ihre Stra gemass {4) in der Fornu
n .
(8) ) = X f (e
r=1
ausdriicken,

S 4. Die Koordinatendarstellung.

Man nimmt im r-Raum ein ayz-Koordinatensystem mit den beliehiger:
linear unabhingigen Einheitsvektoren a.b.¢ und wihlt zum hk-Toor-
dinatensystem des h-Raums sein reziprokes Koordinatensvstem it deil
Einheitsvektoren

) ' b e b c.a , a b
{ a':;: — — b — c:f.: — ———
a‘b ¢ a‘b ¢ a-bh. ¢

Man setzt also r — xa - yb - z¢ und h = fa* - Lb* — le* und findet
(10) " hA=h-a k=h-b I=h-e w=r-a% y=r1r-b* =1 ¢

Die Grundgleichungen (1) und (2) lauten dann

(11) f(h, A l) = /j/ Q(J). iy, :)ej,ﬂ{hﬁr-;-{;g;[:; a-bh o (l.i‘d}/’f:

1) Im Folgenden wird diese verkiirzte Form gebrauchre.
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(12) ole. y.z) = / / / flh ke Dem=rihes k=g g o e dhdkdl
! !
S
Es seien a,. b. e, die Einheitsvektoren eines auft irgendeine andere

Weise gewidhlten a, y, zp-Koordinatensvstems im r-Raum und  af, b, ef
diejenigen des entsprechenden reziproken /i, A [,-Koordinatensystems.
Der Zusammenhang mit dem vorigen Svstem ergibt sich in der Form

tolgender linearer (ileichungen:

a; = 0@ T b e ¢ i Ul Gy
by = pna b (y3C e B L i
€ = (tyud - b (133C ST gty T faglh o (et
(13) % s B e ; : L]
a' == (51131 e (fz]b] -0 (Io]:c] "'] = f’lI]l - (fl._r.u - {’1.3
e P * :-
b* — aa) = b7 - e boo= oyt~ ok —
12 22 32 1 21 22 23
CF = Al by — ye] Nom=agh — ok 5oyl
Besonders ist somit
a, - b, - e q% - b= o 1 €32 (3
A Th e T et pk pE T oty =
a'b . ¢ a; B ]

& 4 Das Gitter.

Es seien a. b.e¢ linear unabhangige Vektoren im r-Raum. Unter dem
von thnen aufgespannten Gitter versteht man die Gesamtheit der Punkte
ad — ,b - e gy iy = 0. = 1, = 2. ... Die Vektoren zu den einzelnen
Gitterpunkten heissen Gittervektoren. Jedes Koordinatensystem. dessen
Einheitsvektoren Gittervektoren sind. heisst Gitterkoordinatensystem,.

Der Bereich 0 <a,y,z <1 wird die Einheitszelle des 2yz-Koordi-
Die kleinste Kinheitszelle aller verschiedenen
Gitterkoordinatensysteme ist die sog. Elementarzelle des Gitters. lhr
Volomen ist Vo= a-b < el

Man kann mit dem Gitter ein reziprokes Gitter verbinden, das von
a®. b*. e* (9) aufgespannt wird. Seine Elementarzelle hat das Volumen
I =1/1,.

Fiur ein beliebiges Gitterkoordinatensvstem gelten die Gleichungen (13),
mit ganzzahligen Koeffizienten «;. Das Volumen 17; seiner Einheitszelle
ist somit ein ganzes Vielfaches von 1. 1, = 1 1.
Koordinatensystems

natensyvstems genannt.

dasjenige des ent-
'y = 1V,

sprechenden reziproken

1

= 5.

ist  dagegen
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Das von a,, by, ¢, aufgespannte Gitter ist immer ein Teil des urspriing-
lichen Gitters, wiihrend sein reziprokes Gitter das urspriingliche reziproke
Gitter enthilt. In jedem Gitterkoordinatensystem des reziproken Gitters
haben so die reziproken Gitterpunkte ganzzahlige Koordinaten. Nur wenn
|4i =1 fallen die Gitter zusammen. Dann koénnen auch die Vektoren
a;, b, ¢, als erzeugende Vektoren des Gitters aufgefasst werden. Die Form
der Elementarzelle kann man also in unendlich vieler verschiedener Weise

dhlen.

S 9. Der Kristall.

Als Grundlage der Betrachtungen wird der unendliche Idealkristall
gewihlt und die folgende Definition gesetzt: Der Kristall ist eine 3-dimen-
sionale periodische Struktur, deren Perioden ein Gitter bilden. Wenn man
die Perioden mit R;,(i = 0. 1,2, ...) bezeichnet. wird somit

(14) o(r + Ri) = o(r)

mit einem beliebigen r und mit jeder Periode R;.

Ein gegebenes Periodengitter und eine gegebene Struktur der Elementar-
zelle definieren eindeutig den Kristall.

Eine solche periodische Verteilung kann man immer durch eine Fou-
rierreihe darstellen:

(15) o(r) = E A p=Zrih, -r

In

wo die Vektoren h, das reziproke Gitter des Periodengitters bilden. Die
Kristallstruktur wird auch durch das h -Gitter und die Koeffizienten A,
eindeutig definiert. Die Reziprozitit der Gitter R; und h, und die
gewdhnliche Rechenregel der Fourierkoeffizienten |

I
— . 2aih,, crg,.
A, = | olmer
0

driicken die Wechselbeziehung der Definitionen gemass (14) und (15)
vollstdndig aus.

Fiir die Koordinatendarstellung des Kristalls wird gewdohnlich eins
von seinen Gitterkoordinatensystemen angewandt. Die Fourierreihe (15)
erhidlt dann die Form
(16) 0@, y.z) = O Aygem 20t

iR
wo k. k.l ganze Zahlen sind, die Koordinaten simtlicher h, -Gitterpunkte

durchlaufend. und wo
1 1 1

A = / j o(x. . 2)e?" TR dndyd

0 0N
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s 6. Die Strukturamplitude des Kristalls.

Ine Stra jedes endlichen Kristalls ergibt sich aus der urspriinglichen
Definition (1), (11). Fiir einen unendlichen Idealkristall dagegen lisst sich
die Fouriertransformation nicht unmittelbar ausfiithren. Die Grenzwert-
betrachtungen aber berechtigen uns doch zu folgenden Definitionen.

Die EwaLpsche Gitterpunktfunktion z!(r). [13], ist iiberall Null ausser
an jedem Gitterpunkt R;. wo

Rz e
thre Fouriertransformierte ist die Gitterpunktfunktion ZY"(h) mit
. yATLS !
/ Z7 v (hdey, = o
. T
h—hﬂ | = E
Es sei g4(r) die Elektronenverteilung einer Elementarzelle des Kristalis
und fy(h) ihre Stra. Dann lisst sich fiir die Verteilung des ganzen Kristalls
schretben (vgl.(5)):

(17) f(h) = Fo(r) = Fzto, = 2" (h)f,(h)

Diese ist nur in den Gitterpunkten h, des reziproken Gitters von Null
verschieden und zwar

"

(18) Iy ff(h)(l”h = VO] Z(h) fo(h)dey, = fo(h,) = F,

h—h [=¢ h—h, (=&

Die Stra des Kristalls wird so zu einzelnen Werten F, reduziert.

H
Sie werden Stram des Kristalls genannt und bei der Koordinatendarstel-
lung mit Fj, bezeichnet. Sie bestimmen eindeutig die Elektronenverteilung

des Kristalls, denn durch die Inverstransformation (2) erhiilt man aus (17)
den Ausdruck

' 1
‘ N~ Y, o 1/F, s—2aih- I —2aih, -r
“9) Q{I‘) =y Z fﬁ - / Z tfﬁc . rdvh - 7 l Fh"e .t
. 0 « !
]' -y ' ‘1 '4'i' ¢[-
bzw. ofx,y,z) = o N P2ty t)
"0 hkl

der identisch mit der Fourierreihe (15) bzw. (16) ist, mit

1 = eme beliebig enge Umgebung des Punktes R;.
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o , - ik .
20) Fy = Tod, = [ aemorg,
it h r j
Ve
i
J’/‘ : :
. T i~ 2ai Ay BT
vzw. Fug=1,4du, =1, i / / Qe‘””-h‘r T B edyd

1. Frihere Veriahren zur Bestimmung der Atomformamplituden der
Atome in einem Kristall

5

3 7. Ein graphisches Néherungsverfalren.

Weil jeder Kristall ans Atomen besteht. kann die Stra fo seiner Ele-
sentarzelle in der Form (%) dargestellt wevden, wo f,. f, ... fao die
Afa:n der Atome in der Elementarzelle und ) S O I, «ie Orte ihrer
Mittelpunkre sind. Dann folgt =omit firr die Stram (18) des Kristalls

n

21) Fy == N fih e

Wenn das reziproke Gitter und die Lagen der Atome in der Ele-
mentarzelle bekannt sind. erhélt man somit fiir jede Stra F,,H eine lineare
Gleichung (21). welche von den am Punkte h, genommenen Afa:nwerten
erfitllt wird. Eine annilhernde Lésung der Afam f(h) aus den (leichungen
(21) gelingt in gewissen Fillen. vgl. [15. 27].

Wenn die Atomkoordinaten einfache rationale Zahlen sind. vereinfachen
sich die Stran (21) zn gewissen verschiedenen Typen:

(22) Fy= N c. fo. Pe= .. 1

Die Anzahl s der Typen hingt von der »Irrationalititszahly. [12], der
Zelie ab.

Sind alle Atome kugelsymmetrisch. =0 entspricht jedem veellen Tyvp
Fi {dem Real- und Imaginirteil eines komplexen Tvps) eine Kurve F, —
= Fi(x). Jede Stra kamm je nach ithrem Tvp an einer von diesen Kurven
abgelesen werden.

Wenn man gentigend viele Straxn von einem Tvp F; kennt. kann die
ibhm entsprechende Kurve approximativ ausgezogen werden. Fiir einen
gegebenen Wert » kann man an den geziechneten Kurven fir F, die
approximativen Werte Fi(x) ablesen. Aus dem Gleichungssystem

Fiixn) = E e fdz), =1 ... "
w=1

erhialt man dann die approximativen Afanwerte fiir diesen Wert
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Wenn die Atome eines Kristalls nicht viel von der Kugelsvmmetrie
abweichen, entspricht einem jeden von ihnen eine beschrankte Kurveri-
schar (7). Die Kurvenscharen. die den verschiedenen Typen (22} entsprechen.,
sind dann auch beschrinkt. Die experimentellen Stra:nwerte scheinen darum
auch jetzt auf einzelne Kurven konzentriert zu werden. so dass das Ver-
fahren Dberechtigt zu sein scheint. Durch die Ausgleichung der Werte zu
bestimmten Kurven verschwinden jedoch neben den zufilligen Fehlern
auch jede im Versuchsmaterial enthaltene Auskunft iher migliche Asym-
metrien |27, 30, 4],

Um die gewonnenen Werte der Afa:n den Beobachtungswerten besser
anzupassen. sind die Abweichungen der bekannten Stra:n von den gezeich-
neten fF;-Kurven mitzuberiicksichtigen. Falls das beziigliche Material
{iberhaupt Auskunft iiber eine Asymmetrie enthalt. miissen svstematische
Abweichungen zum Vorschein kommen. Dann ist es aber bereits wegen
zufilliger Fehler sehr schwer zn ersehen, wann alle in den experimenteller:
Werten enthaltenen Auskiinfte beriicksichtigt worden sind.

Mit dieser Methode hat man die experimentellen Afa:n einer grossen
Reihe von Ionen in einfachen Kristallen bestimmt. Thre praktische Bedeu-
tung liegt darin, dass sie ohne grossen Arbeitsaufwand zu dem besten aus
kugelsymmetrischen Atomen aufgebauten Wristallmodell fithrt. Thre
Anwendbarkeit ist allerdings auf die einfachsten Kristalle beschrankt.

8 8. Das KoruoNieNsche Verfahren,

Grundsatzlich enthidlt die nach den gemessenen Stram aufgebaute
Fourierreihie (19) alles. was in den Messwerten itherhaupt steckt. Mit ihrer
Hilfe sollite es somit méglich sein. auch die richticen Korrektionen an den
erreichten Afam aufzufinden. Eine vollstindige 3-dimensionale Fourier-
analyse von po(r) ist jedoch sehr mithsam: dazu macht ihre Unanschau-
lichkeit es schwierig. exakte Schliisse auf ithrem Grand zu ziehen [24].
Die viel verwendeten, mehr anschaulichen 2-dimensionalen Analvsen
geben ihrerseits ein zu unvollstindiges Bild des Kristalls.

Kornoxgex hat fir die Berechnung der Afamn ein Rechenverfahren
angegeben. das sich auf die vollstindige 3-dimensionale Fourierrethe
griindet [24. 27]. Dabei werden die bekannten Stra:n als solche. ohne Aus-
gleichung. angewandt, und es hat somit wenigstens grundsdtzlich die
Voraussetzung. alle im Versuchsmaterial enthaltenen Auskiinfte zu he-
riicksichtigen. KorHONEN hat festgestellt [25. 28, 24], dass durch dieses
Verfahren zumindest in einfachen Idllen die fritheren Kristallmodelie
verbessert werden konnen. Die Genauigkeit desx Verfahrens ist durch
Beispiele gepriift worden [26. 27, 29].

Der Grundgedanke des KorpoxgNschen Verfahrens ist. sich direkt
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aul die Definition griindend, die Stram ]_*',',” eines solchen Kristalls aus-
znrechnen. dessen Einheitszelle nur das zu untersuchende Atom enthilt.
vem seiner Unigebung durch eine Kugelfliche abgesondert. Setzt man in
der Formel

‘Fi,l',‘ - /’-’(r)"zjm‘”.rdvr

Kugel
fiir o die Fourierrethe (19) ein und integriert man gliedweise. o ergiht
sich das Resultat in der Form einer Reihe [24: G1. (10))].

[ Folgenden wird. auf allgemeinere Resultate und weitere Anwendungs-
moglichkeiten zielend. dieser Gedanke weiter entwickelt. um auch solche
Objekte untersuchen zu kénnen. die sich nicht mit einer Kugelfliche
von ihren Umgebungen absondern lassen. vgl. [27: 8. 6], Zugleich wird
versucht. die Frage nach der Genauigkeit und dem Auflosungsvermigen
solcher Methoden zu kkiren.

II1. Die Berechnung der Strukturamplitude einer Teilverteilung
S 9 Das Prinzip des Verfahrens.

Es =er 0= o(r) ecine beliebige Elektronenverteilung. fiir welche die
dureh (1) definierte Stra = f(h) existiert. und 7 ein Bereich im p-Raum.
Unsere Aufgabe ist die Stra f/h) desjenigen Teils von o zu hestimmen.
der xich in 7" befindet. d.h. die der Verteilung

fo(r) in T

DD e =
(=3) vr(r) |0 ausserhalb von 7

Nach der Detinition (1) erhalt man
(24) fath) = [ o,
T
Fiir die Berechnung bedienen wir uns eines Verfahrens. das in der Theo-
vie tiber den Einfhiss der Teilchengrisse und -form auf die Streuung ange-
wandt worden ist. Wir machen mit Ewarp [13] und ParTersox [33]
Gebrauch von der Formfunktion des Bereichs

1 inT
~ {0 ausserhalh von 7'

25) s, (r)

——

thre Fouriertransformierte ist die sog. Formtransformierte des Bereichs

(26) 7yth) = Fsp(r) = / L

T
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Jetzt gilt o7 = s . woraus gemilss (5) folgr

-

[#h) = j':rf = / fikispth — Kidoy

o/

Wird die Formel (17) der Stra des Kristalls in dieses Resultar eingesetzt,
so ergibt sich

- : ’ 1T, . ‘ L
(2%)  frh) = / Zo (kKo rth — kydey, =

B [' N Fia, GT(h — h)
oo ! '

Dasselbe Resultat erhdlt man natiirlich auch direkt. wenn man die Fourier-
reihe (19) in (24) einzetzt und gliediveize iutegriert.

S 10, Uber die Formtransformierlsr.

Bei praktischen Anwendungen dez Verfahrens kommen nur einfache
endliche Bereiche in Frage, deren Formtransformierte (26) immer nwume-
risch beherrschbar sind. Wenn 7' unendlich ist und (26) nicht konvergiert,
gibt es keine Formtransformierte in diesem Sinne. Man kann aber anch
in diesem Falle den Formalismus bewahren. indem man die Funktion o5
tolgendermassen definiert:

/ o) T = i,

-

T

wo o(r) eine heliebige Funktion =sei. deren Fouriertransformierte (1)
existiert. In dieser Weise wird 7z.B. die allgemein bekannte Diracsche
Deltafunktion o definiert. welche gemass ihrer Definition: ;‘ﬁr) = f. die
Formtransformierte des ganzen r-Raums ist.

In der Theorie iiber den Einfluss der Teilchengrosse und -form ent-
halten die Bereiche 7" immer eine sehr grosse Anzahl von Elementarzellei..
Folglich sind ihre Formtransformierten ;. vom Standpunkt der Berecli-
nungen aus gesehen. der Diracschen Deltafunktion in betrachtlichesn:
Grade ahnlich; vgl. [20]. Das bedeutet, dass sie beachtliche Werte nur in
der unmittelbaren Umgebung des Ursprungs erhalten und sonst iibevalt
sehr klein sind. Praktisch hetrachtet verschwindet die Reihe (28) somit
itberall ausser in einer engen Umgebung von jedem Gitterpunkt h, . wv
sie librigens auf je ein einziges Glied reduziert wird [13. 32, 33. 38]. |

Hier brauchen wir dagegen in erster Linie Bereiche 7. die kleiner als
die Elementarzelle sind. weil wir die Reihe (28) zur Bestimmung der Stra:i
von Atomen und Atomgruppen anwenden wollen. Die Abnahme der Funk-
tion ¢y bei wachsenden grossen Werten von h st auch jetzt evident
und verstirkt deutlich die Konvergenz der Reihe (23). Man muss jedoek
wie bei einer Fouriersummation viele Glieder in die Teilsumnie einschliesser.
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bevor das Restglied als bedeutungslos anzusehen ist (vgl. [27]. § I4;.
und die Werte von f; sind in einem weiten Gebiet des h-Raums beachtlich.

Wir sehen, dass bereits wegen der Grissenordnung der Bereiche 7' das
Rechnen sich anders gestaltet als in den bisherigen Anwendungen. Natiir-
lich bringt auch der neue Zweck neue Probleme mit sich. In der Theorie iiher
den Einfluss der Teilchengrosse und -form waren die Formtransformierten
der verschieden geformten Bereiche und ihre allgemeine Eigenschaften von
Interesse {13, 32, 38]. Uns aber ist es vonnéten, ausdriicklich die numeri-
schen Werte der Funktion o5 genau zu kennen; die Durchfithrbarkeit des
Verfahrens hingt in hohem Grade davon ab. ob diese Werte sich in ein-
facher Weise berechnen lassen.

Die Formtransformierten einiger einfacher Bereiche sind auch in ana-
lytischer Form ausdriickbar. Dies ist wenigstens immer dann der Falil,
wenn die Grenzfliche des Bereichs aus lauter Ebenenstiicken besteht
[32, 33, 41]. PaTTERSON [38] hat Formtransformierte von einigen der ein-
fachsten Bereiche angegeben.

Mit Hinsicht auf die Anwendung des Verfahrens sind im Kapitel V'
dieser Abhandlung eingehend die Fille behandelt worden, wo der Bereich
T ein Parallelepiped bzw. ein Ellipsoid ist.

§ 11. Zusammenhang mit dem KoraoNENschen Verfahren.

Zum Koruoxk~Nschen Verfahren [24] gelangt man, wenn man den zu
betrachtenden Bereich T, bei KorrONEN eine Kugel, von sidmtlichen Ein-
hettszellen des Kristalls gleichzeitig absondert. Auch der abgesonderte
Teil als Ganzes ist dann ein Kristall, ebenfalls seine Formfunktion (25),
vel. § 4.

Besonders ist es niitzlich zu beachten, dass man beim KorHOX Exschen
Verfahren nicht unbedingt eine Elementarzelle des Kristalls zam Ausgangs-
punkt nehmen muss, vgl. [29]. Man kann dafiir ebenso gut die Einheitszelle
emes beliebigen Gitterkoordinatensystems withlen, die dann zur Elemen-
tarzelle des abgesonderten Kristalls und seiner Formfunktion wird.

Die Stra:n Fl",j des abgesonderten Kristalls sind nach (18) gleich
mit den Werten des Ausdrucks (28) an den Gitterpunkten k; seines rezi-
proken Gitters:

(29) Fy = fr(ky) = - X Fy, or(k; —h,)

i . 1
Vo

Diese Gleichung ist grundsitzlich dieselbe wie die von KORHONEN mit
einer Kugel als 7' entwickelte Gleichung. [24: GI. (10}].

Die Gleichung (28) wirkt vollstandiger als (29), weil sich mit dieser die
Werte von fr nur an einzelnen Punkten k; berechnen lassen. Der Unter-
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schied ist praktisch bloss scheinbar. denn. wenn man eine geniigend grosse
Einheitszelle wihlt, so wivd die Punktmenge k;. j = 0.1,... beliebig
dicht, vgl. § 4.

IV. Zuverlassigkeit und Auflosungsvermogen des Verfahrens
§ 12. Theoretische Genawigheit.

Das vorgelegte Verfahren ist rein mathematisch und als solehes auch
exakt. Wenn eine Stra f(h), bzw. einige Stra:n F, . gegeben sind, erhilt
man die genau entsprechende Verteilung o(r) durch das Fourierintegral
(2). bzw. die Fourierreihe (19). (ileicherweise sind diec Werte von (27),
bzw. (28), die genau richtigen Werte der Stra des aus dieser Verteilung
abgesonderten Teilbereichs 7.

Dies bedeutet, dass man immer zur Ausgangsfunktion f(h) zuriickge-
langt. wenn man die Stramn (27) aller Teilbereiche summiert. Wenn man

namlich den r-Raum beliebig in die Teile 7, . 7T,,.... T, eingeteilt hat,
gilt o(r) = Y o4 (r) identisch, woraus folgt

=1 '
(30) fh) = fr.(h) = Y for,

r==1 =1

Beim Kristall kann man gleicherweise die Elementarzelle in die Teile
. 7T,.....T, einteilen, und man erhilt dann die identische (fleichung

folh) = N o ()

easy
und somit hesonders
) . n_‘ 1 n _—
F'%i ) Fhu = l le'(h,u) = ’,’ S .\_ F llj or, (h‘u - hJ')
' 1 Tor=1 7

fiir beliebige Ausgangswerte F),, .
Durch das Verfahren konnen wir keine solchen Resultate hervorbringen.
ilie nicht schon in der entsprechenden Fourierreihe enthalten wiiren, aber

es geht auch nichts verloren. Die Resultate sind also ebenso gut wie die
benutzten Stra:nwerte.

13, Uber die grundsitzliche Anwendbarkeit des Verfahrens zur Bestimimung
der Atomformamplituden.

Wenn die Stra:n des Kristalls bekannt sind, fithrt unser Verfahren zur
detaillierten Analyse seiner Struktur. Es ist aber nicht ohne weiteres kiar,
dass es dann auch die Afamn losen konnte. Es gibt ja einen grundsiitzlichen
Unterschied zwischen den Resultaten der Reihe (28) und den Afamn. Die
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Reihe ergibt die Stra eines begrenzten Bereichs. wahrend die Afa die Stra
eines Atoms ist. Sie fallen nur dann zusammen. wenn die Verteilung des
Atoms sich gidnzlich und allein in dem Bereich befindet [27]. Fiir das zn
betrachtende Atom muss der Bereich 7' immer so gewihlt werden. dass
diese Bedingung moglichst gut erfiillt wird.

Wenn o im Zwischenraum der Atome merklich von Null verschieden
1st. hat or selbstverstindlich einen Unstetigkeitssprung am Rande von 7.
In 7y kommen dann gewisse zusitzliche Wellungen vor (das Ginpssche
Phanomen, vgl. § 14). Dies ist aber eine véllig mathematische Erscheinung
und kann physikalisch betrachtet ohne weiteres ausgeglichen werden. Was
ddas ftir g, bedeutet. ist offenbar. Im Falle eines nichtverschwindenden
o am Rande gibt es im Randgebiet eine Verteilung o, die man dem
betrachteten Atom weder unbedingt zu- noch abrechnen kann. Die Aus-
vleichung von f; bedeutet eine solche Teilung von 1o zwischen dem Atom
und seiner Umgebung, dass die Verteilung des Atoms in der Nihe des Ran-
des von T regelmiissig bis auf Null herabsinkt. d.h. eine Glattung der
Sprungstelle von oy .

Die Werte von o am Rande von 7' zeigen uns qualitativ, inwieweit
die Teiling von do willkiirlich ist. und geben dadurch eine Schitzung
fiir die Ungenauigkeit oder Unbestimmtheit des Resultats. Die Differenz
zweler moglicher Teilungen von _lo muss offenbar immer klein und ziem-
lich flach sein. und die verschiedenen Schiitzungen fiir die Afa kénnen
darum nur bei kleinen Werten von {hi merklich voneinander abweichen.
Wenn wir aber annehmen konnen, dass 7 die richtige Elektronenzahl
tiir das Atom abtrennt, gilt die durch unser Verfahren erhaltene Schiitzung
direkt auch bei kleinen Werten von '/,

Die Voraussetzungen fiir das zuverlissige Berechnen einer Afa kénnen
m dieser Hinsicht sehr verschieden sein. In den Tonenkristallen kann jedes
lon von etnem sogar verhdltnismissig weiten. nahezu leeren Raum umgeben
=em, 50 dass die brauchbaren Bereiche T innerhally weiter Cirenzen wihlbar
sindd, vgl. [26, 27, 30]. Auch erscheinen dann keine Wellungen in f,. Andrer-
seits gibt es sehr dichte Atomgruppen. deren Atome sich nicht getrennt
untersuchen lassen. Doch kann eine solche Gruppe als ein (ianzes von ihrer
Umgebung abgesondert sein und sich dadurch als ein giinstiges Untersu-
chungsobjekt darbieten.

Wir kénnen zwei verschiedene Faktoren unterscheiden. die veranlassen,
dass die Atome nicht scharf getrennt erscheinen. Ks kann sich um eine
homdéopolare oder metallische Bindung zwischen den Atomen handeln.
Dann gibt es ein statisches .lo. und genane Afa:n existieren gar nicht.
Die Ungenauigkeit des Resultats ist dann ein Ausdruck fiir die Ungenauig-
keit der Definition der Afa. Andererseits bewirkt die Wirmebewegung
eine teilweise statistische Uberlappung auch der Verteilungen getrennter
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Atome. Fiir jedes einzelne Atom kinnte dann die Afa wohl definiert sein,
man vermag sie aber nicht experimentell zu bestimmen. Der Umfang der
Ungenauigkeit ergibt in diesem Fall die wirklichen Fehlergrenzen.

Diese zweil Faktoren lassen sich indessen nicht voneinander trennen.
Eine Bindung kann man jedoch (jedenfalls bei nicht sehr hohen Tempera-
turen) als einen so viel stirkeren Faktor ansehen. dass die Gréssenordnung
der Ungenauigkeit meistens dadurch bestimmt wird, Darum gilt qualitativ
folgendes: Wenn die Stram des Kristalls hekannt sind, so ergibt unser
Verfahren die Afan mit der Genauigkeit. mit der sie {iberhaupt definierbar
sind.

§ M. Messwerttrene Atowformam plituden und das Konstruieren eines niess-
werttrewen Nristallmodells.

Um die Afam eines Kristalls untersuchen zu kénnen, miissten wir die
Stram F, kennen. Wir kennen sie aber hichstens im Messbereich h| = 2//
it einer gewissen (enauigkeit. die von der Genauigkeit der Streuungs-
messungen und der Losung des Phasenproblems abhangt. Jede Stra:nfolge,
cdie im Messbereich mit dieser Genauigkeit mit den experimentellen Werten
zusammenfallt. ist somit vollig messwerttreu. Wenn nur die experimentel-
len Werte geniigend gut sind, beruhen die Aussagen iiber den Kristall
zundchst darauf. welche Bedingungen wir fiir die Werte Fy far {hi>2/]
aufstellen konnen. (Die Ungenauigkeit des Gitters lassen wir hier ausser
acht. lhre Einwirkung ist jedoch offenbar. weil jede Verinderung am
Gitter bestimmten Lineartransformationen vom r- und h-Raum entspricht.)

Wir wissen. dass ¢ reell und nicht-negativ ist. Es ist ferner eine mit
ihren Ableitungen stetige Funktion und erfiillt in jedem Einzelfall gewisse
Syvmmetriebedingungen, (vel. § 2).

Eine mehr eingehende Bedingung becdeutet die Kenntnis, dass der
Rristall aus Atomen aufgebaut ist. die aber sich nicht scharf mathematisch
ausdriicken lasst. Das bedeutet. dass » an den Stellen der Atomzentren
Maxima hat und im Zwischenraum der Atome flach ist, und dass die Stram
von der Form (21) sind. Uher seine Afam wissen wir, dass sie sehr regel-
missig sind und einen recht einfachen allgemeinen Verlauf haben. Asvmi-
ptotisch verhalten sie sich wie ¢~ M (¢ — eine Konstante, die von der
Richtung von h abhangen kann). Daher kommt es, dass die theoretischen
und fritheren experimentellen Werte im allgemeinen eine verhiltnismassig
gute Schatzung fiir jede Afa ergeben. Die gemessenen Stramn kann man
dann approximativ mit den Werten eines so konstruierten Hilfsmodells
weiter fortsetzen. Die entsprechenden Funktionen ¢ und f; erhilt man
dann durch die sog. Differenzenreihen {10, 27, 34, 39].

Bei der Untersuchung der Giltigkeit des erhaltenen Modells kénnen
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wir auf eine wichtige Eigenschaft, die rtliche Konvergenz, der Fourierreihen
hinweisen [3, 8]. Qualitativ genommen bedeutet sie, dass die Schnelligkeit
der Konvergenz in einem Bereich nur von denjenigen Eigenschaften der
darzustellenden Funktion abhingen, die sie in diesem Bereich und in seiner
unmittelbaren Umgebung hat. Sie ist am gréssten dort, wo die Funktion
am flachsten ist. Kin Unstetigkeits- oder sonst sehr steiler Sprung veran-
lasst das sog. Gisssche Phinomen: in den Teilsummen kommen in der
Nihe der Sprungstelle Wellen: vor, die um so hiher sind und um so weiter
reichen, je grosser und steiler der Sprung ist, und deren Wellenlinge unge-
fahr die des ersten vernachléssigten Glieds ist [8, 17, 33].

Die abgebrochene Fourierreihe (19) ergibt so um die Atome konzentri-
sche Minima und Maxima mit einer Wellenlinge ~ 1/2 [4, 19, 23, 34,
36: 4 1 8] analog zu den Diffraktionserscheinungen in der Optik [6]. Sie
sind bei den schweren Atomen am stirksten und reichen am weltesten,
hiangen aber auch vom Atomvolumen ab. Mit zunehmender Temperatur
werden sie niedriger, indem die Maxima breiter und flacher werden [17].
Weil es sich jedoch nicht um eine eigentliche Unstetigkeit handelt, ver-
schwinden sie, wenn man in der Teilsumme geniigend viele Glieder ein-
schliesst [36: S. 60].

Wenn wir fiir die Fortsetzung der Stra:mn Fy,, ein Modell mit der Ver-

!

teitung o’ und mit den Strain ¥, anwenden, so erhalten wir als Resultat

die Verteilung o' + v, 2 (Fy — Fy e ™t deren letsterer Teil die
abgebrochene Fourierreihe, entsprechend der Verteilung o — p’. ist.
Sie gibt also ein gutes Bild von der wirklichen Verteilung o iiberall, wo
¢ — ¢ flach ist, somit auch bei den Atomen, die durch o’ gut dargestellt
werden. Ein grosser Fehler in einem Atommodell erzeugt Diffraktionswellen
um das entsprechende Maximum und wird dadurch erkennbar. Bei kleineren
Fehlern wird diese Erscheinung undeutlich und kann nicht mehr die Fehler
offenbaren. Weil wir nicht wissen kénnen, wann das Modell geniigend gut
ist, bleibt das Bild somit in der Nihe der Maxima gewissermassen un-
bestimmt, vgl. [1, 19, 21, 30, 39, 40, 44].

Im Zwischenraum, wo bereits o selbst flach ist, wird das Bild auch mit
einem weniger guten Modell recht gut. Die Atorue treten somit schon dann
getrenut hervor und miissen bestimmte Afam haben und zwar mit dersel-
ben Genauigkeit wie beim wirklichen o, (vgl. § 13). Unser Verfahren liefert
eine Moglichkeit. den Verlauf dieser Afam direkt zu priifen, und dadurch
die anschaulichste und genaueste Methode zur Beurteilung der Annehum-
barkeit des Modells.

Die messwerttreuen Afa:n sind natiirlich von der Fortsetzung der Stra:n
abhingig. Die Kenntnis der Elektronenzahl der Atome und die Bedingung
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(31). die besagt. dass die erzielten Afa:n immer die Gleichungen (21) er-
fiillen, vgl. | 26]. bedeuten jedoch eine recht starke Begrenzung, von welcher
die moglichen Variationen der messwerttrenen Afa:n im  Messbereich
zwischen enge Grenzen reduziert werden. (Dies ist auch der Grundgedanke des
Niaherungsverfahrens in § 7.) So konnen wir sagen. dass das Fortsetzen
der Stram in einem gewissen Sinne auch ein Fortsetzen der Afa:n bedeutet.
und eine schlechte Fortsetzung der Stra:n eine schlechte Fortsetzung der
Afa:n liefert [27]. Einer solchen Afa, deren Fortsetzung sich nicht an das
Anfangsteil ganz regelmiissig anschliesst, entspricht eine Verteilung mit
Diffraktionswellen ringshermin [11, 15, 40], withrend eine gute Fortsetzung
keine Wellungen veranlasst. (Diese sind dieselben Wellen, von welchen zu-
vor die Rede war. nur von einem anderen Standpunkt aus gesehen.)

Wir miissten demgeméss auch imstande sein, mit unserem Verfahren
ein annchmbares Modell ohne Diffraktionswellen zu konstruieren. Wir
haben lediglich jedes Atom im Hilfsmodell so zu berichtigen, dass es mit
der durch das Verfahren berechneten Afa im Bereich h| < 2/1 zusammen-
fallt. Jedenfalls ist es sicher. dass wir durch unser Verfahren die Art der zu
fordernden Korrektionen viel anschaulicher erkennen. als es bloss mit
Hilfe der Fourierreihe moglich ist.

S Is. Zur Bestimmung der Deformationen der Atome.

Die Abweichungen von der Kugelsymmetrie bei der einem Atom ent-
sprechenden Verteilung kinnen von der Wirmebewegung oder von den
Deformationen der Klektronenschalen herrithren. Die Wirmebewegung
betrifft das ganze Atom, wihrend die denkbaren Deformationen sich auf
die dusseren Elektronenschalen beschriinken, vegl. [9: Discussion].

Die rasche Konvergenz der Fourierreihe zwischen den o-Gipfeln bedeu-
tet. dass der Anteil der dusseren Elektronenschalen an den Stram rasch
bis zur Bedeutungslosigkeit abnimmt, vgl. [14]. Die Auskiinfte iiber die
Deformationen sind somit praktisch gesehen vollstindig in einem geniigend
genauen Messmaterial enthalten; die Wahl seiner Fortsetzung ausserhall
des Messbereichs wirkt nur auf die Form der Maxima selbst. vgl, § /4.

Falls wir wissen, dass die Wirmebewegung eines Atoms kugelsymme-
trisch ist, diirfen wir nur solche Hilfsmodelle akzeptieren, wo die Afa dieses
Atoms ausserhalb des Messbereichs kugelsymmetrisch ist. So erhalten wir
fiir die entsprechende Verteilung einen véllig kugelsymmetrischen Innen-
teil. Wenn man die Afa dieser Verteilung gemiss (7) teilt. so ist die Wirkung
des Innenteils ginzlich in dem kugelsymmetrischen Teil enthalten. Die
Wahl der Fortsetzung der Stramn wirkt somit dann nur auf den Innenteil
des Atoms (vgl. § 74), d.h. auf den durchschnittlichen Verlauf der Kur-
venschar, die der Afa entspricht. Der Deformationsteil, d.h. die gegensei-
tigen Unterschiede zwischen den Kurven der Schar, ist davon unabhingig
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und wird darum durch unser Verfahren zuverlassig zum Vorschein gebracht.
Nicht einmal ein regelmissiger Anschluss der Fortsetzung ist dabei not-
wendig. Die Modelle der Nachbaratome miissen allerdings geniigend gut
sein, damit ihre Diffraktionswellen nicht bis in den gebrauchten Bereich
T hineinreichen, denn ihre Wirkung wiirde ausdriicklich auf den Deforma-
tionsteil gerichtet sein.

Diejenigen Unterschiede zwischen den verschiedenen Kurven der Schar.
die von der Deformation der dusseren Elektronenschalen herriihren, sollen
ihrer Natur gemiiss rasch mit der Zunahme von |h' abnehmen. Talls sie
nicht einmal bei grossen Werten von |h' verschwunden sind, ist die Vermu-
tung einer Kugelsymmetrie der Warmebewegung offenbar nicht vollstindig
stichhaltig. Dies alles gilt unter der wohlbegriindeten Voraussetzung, dass
der Deformationsteil dieses Atoms keine steilen Spriinge enthiilt.

Diese Betrachtungsweise kann man augenscheinlich auch fiir anders-
artige Falle verallgemeinern. Die Kenntnis der Form, die der Innenteil
des Atoms infolge der Wirmebewegung annimmt, gibt offenbar den Grund
fiir die Bestimmung der Abweichungen der dusseren Elektronenschalen
von der Symmetrie des Innenteils.

Man kann z.B. von der Wirmebewegung eines Atoms annehmen, dass
der Innenteil, der sonst kugelsymmetrisch wire, durch ihre Einwirkung
in bekannter Weise ellipsoidsymmetrisch wird [10]. Dann kann man die-
jenige Lineartransformation des r-Raums bestimmen, die ihn kugelsym-
metrisch macht. Die entsprechende Lineartransformation des h-Raums
transformiert die diesem Innenteil entsprechende Stra gleicherweise in
eine kugelsymmetrische. (Eine Lineartransformation des h-Raums bedeutet
fiir jede Kurve der Afa:nkurvenschar eine bestimmte affine Transformation
in der Richtung der x-Achse, und zugleich eine Anderung ihrer Parameter
¢,y nach einer bestimmten Regel.)

Durch die Transformation sind wir auf den vorigen kugelsymmetrischen
Fall zuriickgekehrt. wo die Afa nach (7) zerteilt werden kann. Die Unter-
schiede der Kurven der transformierten Afa:nkurvenschar rithren nur von
den Aussenteilen des transformierten Atoms her und sind von der Art
der Forsetzung der Stra:n unabhingig, vorausgesetzt, dass dabei die Ein-
wirkung der Wirmebewegung beriicksichtigt wird. Iir das reale Atom
bedeuten sie die Abweichungen des Aussenteils seiner Verteilung von der
Symmetrie des Innenteils.

Als alleinige Abweichung von der durch diese Transformation erreichten
Kugelsymmetrie sei angefiihrt, dass der Messbereich h| = 2/2 in ein
Ellipsoid verwandelt wird. Daher ist die Kenntnis der Stramn in den ver-
schiedenen Richtungen des transformierten h-Raums verschieden. Die
dadurch mdglicherweise bewirkten Verdnderungen sind gering, abhingig
bloss von einer geringen Menge von Gliedern und somit leicht abzuschiitzen.
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V. Rechentechnisches

§ 16. Das Parallelepiped.

Als erstes Beispiel betrachten wir den Fall, wo der Teilbereich ein belie-
biges Parallelepiped P ist. Seine Kanten seien 2A. 2B, 2C. Wir wihlen
den Mittelpunkt als Ursprung und die Vektoren A, B,C als Einheits-
vektoren des XYZ-Koordinatensystems. Die Verinderlichen des ent-
sprechenden reziproken Koordinatensystems werden mit H. K, L be-
zeichnet.

Fiir die Formtransformierte ¢, des Parallelepipeds erhilt man nach
(26) den Ausdruck

1 1 1

orlh) = / Ty = / / / Q2N ERY L2 A LB o 6 ANAYdY —

u % «

P —1-1-1
_ osin2xH sin2aK sin2alL
PooqH 2a K onl,
vl [31, 37, 38]. Hierin ist das Volumen des Parallelepipeds V, = A - BxC.
Die Formel gilt deutlich auch fiir h = 0, denn op(0) =

Wenn man das Parallelepiped P aus einer Verteilung absondert, deren
Stra f ist, erhdlt man fiir seine Stra in diesem Koordinatensystem gemiiss
(27) die Formel

2 [l K.L)=

/ j S KL SlIlZT(H—--H)Rn])”z(]iu—[\ ) sin2a(L L)
oq(H—H') 24(K—K') 22(L—L')

dH'dK'dL’

und wenn es sich um einen Kristall handeit, gemaiss (28) die Formel

o "p N sin2z(H—H' ) § sin2x(K — ]1 )sm ’7(L L)
O Tl D= T sl KK 2l L)
Hier durchlaufen H’, K’, L' die Koordinaten von allen reziproken Gitter-
punkten. ausgedriickt im HAL-Koordinatensystem, so dass sie nur in
Sonderfillen simtlich ganze Zahlen sind.

Es sei bemerkt, dass man hieraus als Spezialfall die gewohnliche Rechen-
regel fiir die Fourierkoeffizienten (20) erhilt, Wenn niamlich das betref-
fende Parallelepiped mit der Elementarzelle des Kristalls zusammentillt,
durchlaufen H', K’, L" alle ganzen Zahlen, und mit ganzen Werten von
H. K. L erhilt man dann aus (33): fo(H, K, L) = Fyg, .

Wenn man das Resultat (32), (33) in einem anderen Koordinatensystem
ausdriicken will, z.B. beim Kristall in einem gewdéhlten Gitterkoordinaten-
system. so ist dazu nur die entsprechende Koordinatentransformation (13)
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aunszufithren. Dabei muss man natiivlich die Vektoren A. B. C als Linear-
auxdriicke der Einheitsvektoren a. b.e kennen:

(34) A=1ILa,b.c) B=Lya.b.¢) C=Lya.b.e¢)
Mit Hilte von (13) erhalt man

(35) H=Lh k1) K=LJk.l.l) L=Lyhk. k.l
Im aligemeinen Fall geht (32) iiber in

» ™

36) Fo(h Il ITP[//_;,]rIrI%[\liljz‘(}a_}! k-1 1 —=1")
(36) fplh.kl)= s f .k )f-‘—l-_"TL(]t-—-i;‘.;.—] = b Al dl

— o0
wo P=a-b x e, und beim Kristall die Formel (33) iiber in
'p Sosm2aLlbh — RO — b1 — l’)
(37 plholly =" > Fo.. 11
(37) Jo (b 1) Vo s D 2aLih — Wk — )

(Hier sind die Bezeichnungsweisen so zu verstehen. dass fe(H, K. L)
und f(h k1), bzw. f(H. K. L)y und f(h. k. 1). dieselbe Funktion 7p(h).
bzw. f(h), darstellen. Wenn man die Aufmerksamkeit besonders auf ihre
Abhangigkeit von den Argumenten richten will. co erhilt man die letztere
aus der ersteren durch die Substitution (33). Dasselbe gilt auch fiir die
Stram Fygy, und Fiy; nach der letzteren Indizierung ist Fy, dasselbe
wie FL!{,,’L.,(_,LEU,J.JJL;(,,,,‘,,) nach der ersteren.)

§ 17, Das Ell psoid,

Als zweites Beispiel betrachten wir ein beliehiges Ellipsoid E. Bei
einem gegebenen Wert von h == 0 withlen wir das ayy,3,, -Roordinatensy-
stem so. dass sein Ursprung im Mittelpunkt von £ ist und dass zu seinen
Einheitsvektoren die konjugierten Halbmesser A,. B,. €, werden, von
welchen By, und €, in der Ebene h -1 = 0 liegen. Zu den Komponenten
des Vektors h in dem entsprechenden reziproken Koordinatensystem
erhalt man dann aus (10)

hy =h - Ay Fp=h- By, =1, =h-Cp,=0

Die Formtransformierte des Ellipsoids ist nach (26)

g h) - ]f/ S A“ ' Bh : Ch rlh‘h (?yh I'ff’-"h =

Jh‘”‘h
-1
” E Zaith Ay
47 £ 1 h(]—{h)dﬁ e
21
_ _=in 7'!(}1 Ah) — 2o h Ah}(ua_*r h - A )
|F38) Gf{h) e 3[ E —j'.—— —_ s T
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. . 41 . . .
wo das Volumen des Ellipsoids .= A, - By, » G, = I’ bezeichnet wird.

3
[38]. Durch den Grenziibergang h - A, — 0 wird festgestellt. dass (3%)
auch fir h = 0 giltig ist und zwar 6g(0) = 15

Obwohl anfangs eine Koordinatendarstellung benutzt wurde, ist das
Resultat (38) vom Koordinatensystem unabhéngig. Dabei bedeutet A,
denjenigen Halbmesser von F. dessen konjugierte Diametralebene eiue
Normalebene von h ist. Man kann so (3%) divekt in (27) und (28) einsetzeti.
Fiir praktische Berechnungen ist es natiirlich notwendig in eine Koordi-
natendarstellung itherzugehen.

Die Koordinatendarstellung der Funktion og(h) bhetrifft ausschliess-
lich den Ausdruck h - A, . den wir auch anders schreiben konnen:
Ly

he A=

Hier ist ', die Entfernung der Tangentialebene von £
(39) h-r=h"A,

und d, die Entfernung der parallelen Ebene

(40) h-r=1

vom Ursprung. Speziell fiir eine Kugel mit dem Radius B ist somit
B ) ( " 24!
h-A, = d, - [24] s, auch z.B. [1% Gl (29)].

Will man diesen Ausdruck in einem anderen Koordinatensvstem mit
Einheitsvektoren a.b.¢ ausdricken. z.B. in einem Gitterkoordinaten-
system des Kristalls. so muss man ein Tripel von konjugierten Halbmes-
sern A, B. C als Linearkombinationen (34) von a.b.c¢ kennen.

Wir wihlen zuerst das X1 Z-Koordinatensvstem. in welchem die be-
kannten Halbmesser A. B.C Einheitsvektoren sind. sowie das entspre-
chende reziproke HAL-Koordinatensystem. Die Gleichung des Ellipsoids
E wird dann

A VA
und fiir die IKbenen (349) und (40)
X - KY + LZ =h A,
HX - K'Y + LZ =]
Da die Ebene (39) das Ellipsoid berithrt, folgt nun

h-A, = (H>+ K>+ e

oder im gewiinschten Koordinatensystem ausgedriickt
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h-Ay=[Lih. b )+ Lk, k. 1)y = L3k, k. D))"

Wenn dies in (38) und ferner in die Gleichungen (27). (28) eingesetzt wird,
erhalt man fiir die Stra des von £ begrenzten Bereichs im allgemeinen Fall
den Ausdruck

31 I sin w0 — w cos u
(41) felh, k1) = T /] / f(n )___._,.,,7?’37, ——dhdk Al
wo F=a-b x ¢, und fiir einen Kristall
3e SN % — i COs
(+2) felb kD) = "5 S Fy o

w3
Vo v t

3
mit = 27[N Lih — bk — k1 — )]

i=1

8 18. Vereinfachungsmoglichkeiten der Berechnungen.

Bei der Berechnung der Reihen (37), (42) bildet die Bestimmung der
Werte der Formtransformierten die hauptsidchliche Arbeit. In jedem Punkt
Br.k,l wo wir die Stra des Bereichs ausrechnen wollen. brauchen wir fir
jede bekannte Stra F,,, (vgl. Differenzenreihenverfahren, § 14) den
entsprechenden Wert der Formtransformierten. Beim Parallelepiped, (37).
brauchen wir also die Werte der Funktion

<in 27
. e . 1.
5o tir die Argumentenwerte a2 = Li(h — &' . L — 1.1 =1,
Dy :

beim Ellipsoid, (42), die Werte von
sin 2aVa — 23V cos 27V @
- R
(Zava)?
fiir die Argumentenwerte = N Lih — & . b — k', 1 —1).
i1

Um numerische Berechnungen zu erleichtern, ist es zweckmiissig, die
Werte der Formtransformierten im voraus als Zahlentafeln darzustellen.
Fur das Ellipsoid 1st hier im Anhang (S. 31) eine Zahlentafel vorgelegt.

Wemn nimlich geeignete Funktionentabellen zur Verfiigung stehen,
bleibt nur noch die Bestimmung der nitigen Argumentenwerte L; oder
N L} iibrig. Der Rechenaufwand ist dann keineswegs iibermiissig. Er hiingt
jedoch bedeutend von der Form des Arguments. d.h. von der Wahl des
Koordinatensystems, ab (vgl. (34), (35)).

Beim Ellipsoid wird die emfachst-e Form des Arguments durch ein
Koordinatensystem erzielt, dessen Einheitsvektoren einem Tripel von
konjugierten Halbmessern dhnlich sind. Die Gleichungen (34) Jauten dann
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(43) A=qga B=¢gb C=qc. woraus folgt
Lih — B b= b D= 1) = — WP 4 (= B (= 1))

Weil die Grisse vnd die Form des Ellipsoids praktisceh willkiirlich inner-
halb gewisser Girenzen sind. ist es immer moglich, auch ein solches Gitter-
koordinatensyvstem aunfzufinden. dass (43) erfillt wird.

Betrachten wir z.13. die Nitratgruppe im NaNO,-Kristall, deren Unter-
suchung mittels des Verfahrens z.Z. im Gang ist. Dieser Kristall hat bei
Zimmertemperatur eine trigonale Elementarzelle mit den Kanten r,.r,. r;:

re= 631 A cos(r.r) = 0679,  [43].

Die Atomzentren der Gruppe liegen in einer Fliche senkrecht zu der hexa-
gonalen Hauptachse des Kristalls, d.h. zu der Diagonale der Elementar-
zelle. Um auch die Kristallsvmmetrie zwecks Erleichterung der Berech-
nungen maglichst gut zu beriicksichtigen. beschriinken wir uns auf Rota-
tionsellipsoide mit der Hauptachse des Kristalls als Rotationsachse und
auf trigonale Koordinatensvsteme.

Is seien
(’y der Radius des Ellipsoids parallel mit der Rotationsachse.
A, der Radius senkrecht zur Rotationsachse. sowie
A,. A,. A, »trigonale» konjugierte Halbmesser und
J der Winkel zwischen A; und der Rotationsachse.
Wir haben dann:
A(J f (v[l

o 9 fy21—172 S T « SO [

(#4)  cos i = [1 + 2(A /(o] T S tgd: A= .

o V2 V'3 cos i}
Wie es sich erwiesen hat. liegen die maoglichen Ellipsoide innerhalls

ungefihr folgender Grenzen:
Ay =210 bis 225 8 (¢, = 1.35 bis 1,55 A, d.h.
cos ¢ = 0.391 bis 0,463

Fiir (43) missen die neuen Einheitsvelktoren eben diesen Winkel ¢ mit
der Hauptachse des Kristalls bilden. Ganz leicht lassen sich nun sogar
zwel solche Koordinatensysteme wihlen, und zwar mit den Einheitsvelk-

toren:
a, = 3r,— I, — T, a, == Srp — 2,
b1 o *I‘i_ + 3[‘2 — I’;; b-_)_ = 3rz — 21‘3
C; = —T, — I, 3r, e, = — 2r, - 3r,
) = by = ¢, = 1245 & ty = by = ey = 13.90 A

und mit

cos {1, = 0432 cos {1, = 0.402
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Durch die Gleichungen (44) ersehen wir, dass die Ellipsoide dann entspre-
chend so zu wihlen sind dass

Ay = 2,10 bis 2,25 A Ay = 2,17 bis 2,25 A
Cy = 1,42 bis 1,53 A Cy = 1,35 his 1,40 A

und in (43) haben wir somit
q = 0,147 bis 0.157 g = 0,140 bis 0.145

Natiirlich kinnten wir viele weitere passende Koordinatensysteme finde,
die aber bedeutend grossere Einheitszellen haben und darum zu etwas
unhandlicheren Indizes &, k. [ fiihrven.

Durch die beschriebene, gleichzeitige Wahl des Koordinatensystens
und des Ellipsoids wird der Rechenaufwand des Verfahrens ebenso grOss
wie beim KoruoNENschen Verfahren fiir kubische Kristalle, vel. [24, 25
27, 28].

Beim DParallelepiped hat die Form des Arguments keine so grosse
Bedeutung, weil sie jedenfalls recht einfach ist. Zu der einfachsten Form:
Ly =qlh — k). Ly = q(k — k), Ly = q(l — 1), gelangt man. indem man
eine dem Parallelepiped ihuliche Einheitszelle wiihlt.

Zusammenfassung

Die aus einer gegebenen Elektronenverteilung o(r) mit einem helie-
bigen Bereich 7' abgesonderte Teilverteilung kann in der Form o = o5,
dargestellt werden., wenn s, die Formfunktion des Bereichs ist. Thre
Strukturamplitude (= Stra) ist folglich

] J(K)or(h — K)dn,

wo [ die Strukturamplitude der ganzen Verteilung und o, die Forni-
transtformierte des Bereichs ist. Fiir einen Kristall mit den Strukturampli-
tuden F, erhalt man daraus

"

.,fT = i_{ Z_‘ 11111_” UT(h _' h.u)

0
Mittels dieser Formel kénnen wir die Strukturamplitude eines beliebigen
Bereichs im Kristall berechnen, wenn die Strukturamplituden des Kristalls
bekannt sind (§ 9). Die erhaltenen Werte entsprechen vollig den als Aus-
gangspunkt angenommenen Strukturamplituden des Kristalls und der
mit ihnen iibereinstimmenden Elektronenverteilung (§ 72). Als Spezial-
fille erhilt man sowohl das bekannte Verfahren zur Untersuchung der
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Wirkungen der Kristallgrisse und -form auf die Streuung (§ 10) als auch
das KoruOXENsche Verfahren zur Berechmung der Atomformamplituden
(== Afa). (§§ &8 1D

Crundsitzlich eignet das neue Verfahren sich gut zur Bestimmung der
Atomformamplituden der Atome eines Kristalls oder der Strukturampli-
tuden seiner Atomgruppen aus den bekannten Strukturamplituden des
Kistalls. Die Atomformamplitude kann von den Resultaten um so genauer
dargestellt werden, je schirfer das betreffende Atom &rtlich abgesondert
werden kann. Das Verfahren kann die Atomformamplitude im allgemeinen
wt beinahe der gleichen Genauigkeit ergeben, mit der ihre Definition
praktisch moglich ist. Vom Mass der Ungenauigkeit gibt der Wert der
Elektronendichte am Rand des erwihlten Bereichs ein gutes gualitatives
Bild (& 13).

Jede messwerttrene Strukturamplitudenfolge FI‘,L coou=0,1.,..,
fithrt hier zn villig messwerttreuen Atomformamplituden. Diese sind somit,
nicht prazis bestimmt: doch kénnen sie im Bereich h} = 2/4 nur inner-
halb enger Grenzen variieren. Das Kristallmodell ist nur dann annehmbar,
wenn diese Atomformamplituden allen geforderten Bedingungen geniigen.
Aus den durch das Verfahren berechneten Atomformamplituden ersieht
man die notigen Korrektionen fiir jedes Atommodell, wenigstens leichter
als direkt aus den Fourierreihen. So haben wir hier auch einen Weg zum
Ausbau eines messwerttreuen annehmbaren Modells (§ 74).

Wenn die mittlere Wirmebewegung des Atoms kugelsymmetrisch ist,
ireten die gegenseitigen Unterschiede zwischen den Kurven der Atomform-
amplitudenkurvenschar recht genau in Erscheinung und kénnen als De-
fornationen der dusseren Elektronenschalen gedeutet werden. Mehr all-
gemein: es ist moglich, die Deformationen der dusseren Elektronenschalen
zu hestimmen, wenn die Einwirkung der Wirmebewegung auf die Form
der Verteilung bekannt ist (§ 13).

Fiir praktische Anwendungen des Verfahrens sind die Ausdriicke der
Strukturamplituden eines abgesonderten Parallelepipeds (§ 76) und eines
Ellipsoids (§ I7) abgeleitet und einige rechentechnische Cesichtspunkte
angefithrt worden. Insbesondere wurde festgestellt, dass man durch ge-
eignete gleichzeitige Wahl des Koordinatensystems und des Bereichs die
Berechnungen wesentlich vereinfachen kann. Speziell kann man beim
Ellipsoid das Resultat immer in der Form

3 g , sin 27y & — 27 Vacos 27V e
N
Vo v (27 v )
schreiben. wo o = ¢*[(k — 1’ + (b — 'V — (I — I')?] und ¢ eine Kon-
stante ist (§ 18).



Kaarie Korgi-Svoxto, Zar Bestimmnume der Atawdornamplitieien Bl

Anhang

. _ . Sin 27\ @ — 27\ wcos 2T\
Tabelle fir die Funktion y = R
(2t A o)

Die Tabelle ist in einer von Hirvoxkx [42] vorgeschlagenen Weise kon-
struiert. Die Funktionswerte und die Interpolationskoeffizienten 4. B. (.
sind fir die Werte 2 =« mit der Differenz — 2h angegeben. und zwar
mit & = 0.1 im Bereich 0 =+ =13 und A =1 hei » = 13. Fiu die
Interpolation gilt die Formel

ylo 1) = y(n) = H{d — 1B — H{C — D)}, — L — ¢l
die sich gut fiir Maschinenrechnungen eignet,
Die Einheit aller Funktionswerte ist 10-° Die (enauigkeit der Tabelle

ist im Hinblick auf die fiir experimentelle Rtra:n erveichbare Genauigkeit
ausreichend.
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Tabelle

i i | i ‘
t ‘ gleg) ! A j B C D a : #la) l A B ; o D
- N |
0 33333 — 13160 1855 136 & 8,0 —165 . —28' . ‘
0.2 13443 — 7185 1174 — 94 4 | 82 215 —22 2 |
vk 3085 — 3483 0 708 — 63 3 | 84 —252 15 2 |
W6 1507 - 1315 398 41 2 | 86 275 — 3} 2 i
IS 2842 152 199 — 26 2 8.8 —285 — 2 9
10 —2533 3800 78— 15 1 | 90 21 5|1
12 —1369 | 538 9 — 8 1 | 92 —266 10 1 .
T4 — 51| 484 26— 4 9.4 —241| 15 1 |
1.6 346 359 L —39 — 1 9,6 —207| 19 I |
1.8 906 1 201 —39 1 9,8 —167| 22 1
2.0 1160 57 —32 1 10,0 —122 23 0 !
2.2 115380 — 53 —23 2 10,2 — 74 24 0
2.4 972 126 —13 2 10,4 — 26 24 0
2.4 679 —162 — 5 1 10,6 1 2001 23 0
2.8 343 . —169 1 1 10,8 64| 21 —1
3.0 18 —133 6 1 1,0 104 19 —1
3.2 2600 123 9 1.2 138 16 —1
3.4 —468  — 85 10 | 14166 120 -1
B 598 — 45 10 i 11,6 187 9, —1
3.8 =650 — 8 9 1S 201 501
Lo 633 24 . 7 | 12,0 1 208 20 -1
12 =560 18 5 | 12,2 ] 2087 — 2 —1 |
14 -146 65 3 | 124 | 201 — 5, —1 ‘
46 —306 74 1 | 12,6 | 189 — 8 —1 |
18 156 b 0 | 128 | 171 —10  —1
50 0 — 8 71 -2 ! 13,0 | 148 —12 0 |
N2 126 62 —3 14 | 2:—152] 13 17| —2
S 239 30 =3 16 | -158° 15 48 — 3 —2
5000 325 36 —4 18— 1, 104 — 7 - 9l 0
580 382 21—+ 20 1 1260 61 —31 I
6.0 1100 T4 22 38 74— 4 60
6,2 0 4090 — 7 =3 24 |— 87!— 35 20 1 —1
64 3841 —18 0 : 26 1 770 39 13 — 3
TN 335 | — 27 -2 28 ! -_)(;! 31 — 7 — 3.
6.8 2760 —34 1 30 sel 3 14 0|
7.0 203 ‘ — 38 -1 32 42— 39 _ 5 2 ‘
7.2 124 —40 0 234 |— 38— 33/ " 1
7.4 44 — 4 0 3 — 70 1 10 0
33 - 37 1 38 [— 383 30, 3. — 1
780 —104 — 133 1 ’ 40 30 29— 5 — 1 } |
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