V. Den klassiska idealgasen
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V.1. Idealgasernas statistiska mekanik

Kanonisk fordelning

_ 1 _—pe
pr = LePer

S = —kpXp,Ilnp,

= kpXp.|[ln Z + Be,]

= kplnZ + BkpE ty E = Zprer
=1/T

F=—kgTlnZ (1)

Samband mellan partitions-funktionen och den
fria energin:

Z = e PF
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Makrokanonisk fordelning

DN = ﬁe‘i‘ﬁ[/ﬂv—en]

S = —kpXpnpn Inpyy

= —kpXpan[—In Zn + BuN — Be,]
=kplnZn — kpBu < N > +PBkpE
N =< N >= Yp,nN

— TS =E+4+kgTInZny — uN
OzF—I—kBTanN—,u]\_f
F—uN=Q

Q= —kBTanN (2)

Sambandet mellan den stora partitionsfunktionen
och den stora potentialen:

ZN = 6_69

< [0 p] p] 2



Betrakta en tunn gas av molekyler som inte vaxelverkar med varandra (en idealgas). Gasens tillstand
kan da, om alla molekyler ar likadana, anges av antalet molekyler n, i varje molekylar energiniva
Er.

Gasens tillstdnd anges av ett histogram:

€ 1111 n,
€ 1] Ny
g9 {11 No

Betrakta nu det subsystem som bestar av molekylerna i €,.. Sannolikheten for att det skall innehalla
n,. partiklar ar

ﬁ[ﬁmr—nr@‘] 1 (3)

—e
Dr T
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dar

dar 2, ar den stora potentialen for delsystemet {e,., n..}

Sannolikheten for att delsystemet innehdller nagot antal partiklar ar givetvis 1 sa:

anr =1

Vi skriver nu ut ndgra av sannolikheterna explicit:
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panO

pnrzl —
pnr:

pnr:n = €

Q
_ P

BB[QTJrM—er]

2 — ...

BlQr+n(pn—er)]

< [«[O]>] p]

(4)

(6)

(7)
(8)
(9)
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Medelockupationen for tillstandet r ar:

<Ny >=3ppne =Pn._o 0+ pn._; -1+ ... (10)

Om gasen ar tunn ar sannolikheterna for att en exciterad energinivd skall innehdlla en molekyl
mycket liten:
<ng, ><<1 (11)

och om man vidare antar att €5 — €1 < €1 — € galler

A
Y

Pn,~q, = 0. (12)

Darmed ar

<n.>~p,_-0+p,_,-1=p,_, = B Qrtu—er) (13)

D3
Do ~ 1 = ™" 1 (14)
p.g.a. ekvation [f]
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Detta ger oss Boltzmann’s fordelningsfunktion:

< 'n/r >2 e(M—ET)/kBT (15)

Notera att alla delsystem ar i jamvikt med varandra vilket innebar

1 = o = 43 = oo = [bp = ... = L. (16)

(de kemiska potentialerna ar lika).

Darmed kan man om man vill betrakta termen med den kemiska potentialen som en konstant med
avseende pad r och skriva

n, = konst x e~ /kBT (17)
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V.1.1. Tillstandsekvationen

Vi betraktar vidare detta system och harleder nu dess tillstdndsekvation genom att anvanda lite
mindre approximationer an ovan.

Allmant galler
Q=-—-PV (18)

Q=> (19)

Om vi nu anvander oss av Boltzmanns fordelning och betraktar de tva lagsta tillstdndena 0 och 1 ar

1 ~ eBQT[l 4 e(u—er)/kBT] (20)
Vi loser ut €2, ur detta och far:
Q, = —kpTln[l + ¥ /FBT ] (21)

litet ty <n,><<1

och med Taylorserien In(1 4+ x) = = + - - - fas

Q, ~ —kgTe# /BT (22)
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Med denna approximation fas

Q=>"Q,=—kgTH e r/rst (23)

A andra sidan ar

N — Z <, >= Z e(M—GT)/kBT (24)

Jamforelse av dessa tva ekvationer visar genast att

med da dessutom helt allmant 2 = — PV far vi resultatet
PV = NkgT (26)

vilket ju ser ganska bekant ut. Vi har alltsd visat att Boltzmann's férdelningsfunktion beskriver en
klassisk idealgas!
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V.1.2. Alternativ harledning av Boltzmannférdelningen

[Riskas anteckninggar, fran Landau-Lifschitz S 40]

Vi ser nu panytt pa ett system med energitillstand €, och n,. partiklar i detta tillstand:

Per entropins definition giller S = kg In Q)
& (111 n, dar

(2 = antal olika mikrotillstdnd for en viss fordelning av
N partiklar {n,}.

Antal satt att av N partiklar utvalja nq for det forsta energitillstandet:

N(N —1)..N — (n1 — 1) (27)

Antalet olika mikrotillstdnd fds genom att dividera detta tal med permutationena av de n;
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partiklarna:

N...N — —1 N
(n1—1) (28)
n1! nl'(N — nl)'
For tillstandet 2: N |
(N = m)! (29)
?’LQ'(N — N1 — ’ng)'
For tillstandet r N '
( —nl—ng—...—nT_l). (30)
n (N —ng —ng — ... —n,)!
Darmed ar hela antalet mikrotillstand
N N — !
Q= X ( ) X ... (31)
nl'(N—nl)' ’I’Lg!(N—’I’Ll—’I’LQ)!
N
— (32)
nilns!..n,!..
och darmed
S =kplnN! — kgln(ni!lny!.n,!..) = kgln N! — kg > Inn,! (33)
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For att maximera detta anvander vi igen variationsberdkning, dar variationen ar med avseende pa
antalet partiklar n,.:

O[S+ aN +BE] =0 (34)

dar
N = Xn, (35)
E = XYemn, (36)

Vi anvander nu Stirlings approximation
Inn,! =~ n,Inn, — n, (37)

o

pa
S=kInN!'—k> Inn,! (38)

och far

) kBNlnN—kBN—Zanrlnnr—i—kBZnT—I—ZanT—I—QZernT =0 (39)
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N ar konstant med avseende pd n, sd de tva forsta termerna forsvinner . Vi utfor variatio-
nen/derivatan pa n, och far

_ zT: kp(dn,)Inn, — 27; kBZ—:cSnr + kB zr: on, + zr: adn, + G Zr: e.0n, =0 (40)

Termerna kp ) .. dn, kancellerar och kvar ar

— Z kp(én,)Inn, + Z adn, + 3 Z eon, =0 (41)

eller
ZSnr{—kB Inn, +a+ Be.} =0 (42)
Detta bor galla for alla variationer § sd vi maste ha att delen inom klamrarna ar noll, varur fs
o + Pe
Inn, = ot pe (43)
ks
a B

(44)
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Nu kan man 3 andra sidan ocksa skriva ekv. [34] som en totaldifferential
dS + adN + BdE =0 (45)

Jamforelse med den andra grundlagen for ett system med variabelt partikelantal vid konstant volym

dE =TdS + udN (46)
indikerar att
G L ¢ 2 — a (47)
= —— samt — = — = —
T g R
Alltsa far man
n, = elu—er)/kpT (48)

vilket ar igen Maxwell-Boltzmann-férdelningen!
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V.1.3. Den klassiska Maxwell-Boltzmann fordelningen i 3 dimensioner

Nu vill vi harleda hastighetsdistributionen for partiklar i en idealgas, alltsd sannolikheten att en

partikel har en hastighet i intervallet [v, v + dv] for alla hastigheter v.

Vi har alltsa det centrala resultatet

= kT
n, = en—en)/kp

Z n, = N = eu/kBT Z e—er/kBT

r

dar

\ . J/

z=partitionsfunktion fér en molekyl
Nu kan vi l6sa detta med avseende pad exponenten pd u:

M/ kBT _ E — N
Z1 > e—cr/kpT

varvid n, kan skrivas utan p-beroende som

N
—er/knT
n, = —e er/kp
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Nu tillampar vi detta pa en klassisk partikel med kinetisk, potential- och inre energi i ett konservativt
kraftfalt (sddant dar potentialenergin bara beror pd 7 men inte hastigheterna). D3 blir

2
e, — e(p,r) = 2p—m V() + eime (53)

Nu motsvaras det diskreta indexet r av alla mojliga punkter i den kontinuerliga rymd som bildas
av rorelsemangderna p och platserna r. Denna 6 N-dimensionella rymd kallas fasrymden (“phase
space”).

Nu vill vi alltsd bestdamma n, som nu motsvaras av n(p, r): partikeltdtheten i fasrymden. Detta
gor vi med att notera att man bor ha

/d3pd3r n(p,r) = N (54)

men a andra sidan vet vi att N
n(p,r) = —e “@H/FBT (55)

A
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/1 fas genom att integrera over alla mojliga punkter i fasrymden:

71 = /d?’pd?’re_e(p’r)/kBT (56)

For en idealgas géller vidare V (r) = 0 s3

N 2 ,
n(r,p) = Ze_p /2mkpT o —€int/FpT (57)

Dessutom kan vi siga att integralen 6ver d°r ger rymdens volym V' s3:

2
Zl — e_eint/kBTV /d3p€_p /2mkgT (58)

J/

Vo

o0 20
[/ dp, e Pr/2mEpT3

o
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Denna integral kan berdknas med det klassiska tricket for att berdkna den gaussiska integralen:

/ dee " = \// dxe— 0‘2”52/ dye—a*y? (59)
— \// dxdye—aQ(w2—|—y2) (60)

X = pPCos (61)

= psin @ (62)

\/ / 7 i / dppe—o2r? (63)
\/27T / dp(2a2)—e 022 (64)
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27 2,2
= _TQQ e P (65)
T
=\ (66)
Alltsa fas
Z1 = e “int/*"BTV (2rm ik pT)3/? (67)
och darmed ~ .
2
_ " —p“/2mkgT _ N 68
N 1 2
dN(p) = — e P/EMRBT gPp (69)

V (2nmkpT)3/?

— antal partiklar med rérelsemingd i fasrymdselementet d°p
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V.1.3.1. Hastighetsfordelning

Fran detta resultat kan man nu med enkla variabelbyten f& hastighetsfordelningen som vi 6nskade
ha:

p=mv — d3p = m’d’v (70)
vilket ger
N M (3/2 —mv2/2kRT 3
AN(v) = —(—~ 5T g 71
v) V(27TkBT) © =~ (71)

d¢ sin 0dov2dv

Integralen Gver rymdvinkeln d¢ sin 68df ger som kant 47 och vi kan alltsd skriva antalet (tatheten
av) molekyler med v i intervallet (v, v + dv):

N m  3/2 2 —muv?/2kpT
dN = 4 (— B d 72
(v) = () Gy v (72)

Detta ger oss det centrala resultatet for n(v) : Maxwells fordelningsfunktion

N 3/2 2
n(v) = 4dr— ( m ) v2e M /2kBT (73)
vV 27TICBT
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Denna har foljande form:

n(v)

exp(-v9)

For att kontrollera att denna harledning gick ratt, kan vi nu rakna om den uppfyller det uppenbara
kravet

/dvn(v) _ % _ /dN(v) (74)

< [«[O]>] pp] 20
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/dvn(v) = 47— ( - ) /dvv2e_mv /2kpT (75)

\% 27TkBT ,
=5k T
2
/dvv2e_av
=2 dve "
hE! \/F
N 2V o
11 /o
221/ 5,3
N m 321 ¢
= 47— —/— (76)
V \2nkgT 4V o3
3/2 3/2
= Wﬁ < i ) 1\/% <2kBT> = Wﬁﬂ'_g/27‘(‘1/2 = N v.s. b (77)
V \2n7kgT 4 m V

Termofysik, Kai Nordlund 2006 El E @ B El 21



Den mest sannolika hastigheten ar maximet i distributionen, dar derivatan bor givetvis vara O:

o0 2
Vmaw — —v2e ™ /BT — (78)
v
— 2v — v2w—t =0 (79)
2kpT
2kpT
Uy = b (80)
m

V.1.3.2. Exempel

Exempel 1. mest sannolika hastigheten for neutroner i en kdrnreaktor vid 300 K:

2. 300K - 1.4 - 10-23J/K
U = (81)

1.67 - 10~27kg
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2.3.14
- \/ 10°2 ~ 2200m /s (82)
1-67 S

Exempel 2: distributionernas form. Vi ritar nu hastighetsdistributionerna fér partiklar med massan
29w, som ar ganska exakt medelmassan for molekyler i luft.

0.0035 . . . T ' ' '
0.003 + 100K
................ 300 K
0.0025 | — 1000 K -
................ 3000 K
_0.002 }
" 0.0015 L .
0.001 | }
0.0005 .................................... i
0.0 ke T B
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
Mon Oct 18 2004 v (m/s)
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Exempel 3: fasta amnen

Ett | hogsta grad ickeintuitivt resultat ar att Maxwell-Boltzmann- hastighetsdistributionen galler
med stor noggrannhet ocksa i fasta amnen. Detta kan man |att testa med datorsimuleringar. Har ar

en jamforelse 6ver analytisk och simulerad hastighetsdistribution i koppar vid 300 K [kursen i atomistiska
simuleringar 2003 r6 7]:

10° T T T T T T T3
— Analytical MB distr. 1
108 7 U Simulated MB distr. ]

| |
0 200 400 600 800 1000 1200 1400

10—8 I 1 1

Mon Oct 18 2004 \ (m/S)
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Skillnaderna ar extremt sma och i sjalva verket statistiskt betydelselGsa.

V.1.3.3. Energidistributionen

Vi kan ocksa skriva distributionen

N 3/2 ,
n(v)dv = 47— m v2e ™ 2RBT gy
vV 27TkBT

som en (kinetisk) energidistribution genom att anvanda

dE dFE
E:1/2mv2<:>dE:mvdvzdv= =

mv /2B
m

m )3/2 EG—E/’CBT ok

och far

n(E)dE = el (

V \2nkpT m x| 2E
N 1 \%? dE
n(E)dE = 4m— ( ) m3?2Em e BIFBT ——_pym1/2
V 27T:I€BT vV 2F
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Alla m-termer forsvinner bekvimt nog och med att kombinera 2:orna och 7:na far vi

2 N VE
VTV (kpT)3/?

n(E)dE = e ¥/*BT4E (87)

V.1.3.4. Medelenergin

Nu kan vi ocksd berdakna idealgasens partiklars medelenergi med att integrera ekvationen ovan vagt
med FE och normalisera eller enklare med den gamla trick-formeln:

9]
EFE=—InZ 38
55 2(8) (89
Nu fas med resultatet for Z1 ovan:
E 8 3/2 27Tm 3/2
— = ——1InZ . 7 = V(2 kT = V(—— 39
~ o5 ™ 1(8) 1(8) (2rmkpT) (ﬁ) (89)
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Alltsa

E . _i 27Tm 3/2
~ 93 In V(—ﬁ ) (90)
_ 1 3/2, 3\ ,—5/2
= v @) ()8 (91)
_351_3
=267 = hsT (92)

Alltsd har vi harlett energin for partiklar i en idealgas:

(93)

3
E = ENICBT

Detta bevisar explicit vart tidigare resultat att energin | en idealgas ar endast en variabel av

temperaturen: E=E(T).

< [«[O]>] pp] 27
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Nu kan vi ocksd berakna vilken hastighet detta motsvarar:

1 E 2E/N
Fi=—-mv?=—=7= (94)
2 N m

Ex o5

Det ar viktigt att inse att denna hastighet ar inte samma som den mest sannolika hastigheten som
harleddes tidigare! Denna hastighet kallas vyoot-mean-square = Vrms-
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V.1.4. Den klassiska Maxwell-Boltzmann fordelningen i 1 dimension

Det ar ocksad instruktivt att se vad hastighetsférdelningen blir i en dimension. Vi kan nu forst
upprepa harledningen ovan i en dimension, for rérelsemangder p, och hastigheter v,..

Nu ar var energi (for en idealgas med V (x) = 0 och ingen inre energi)

2
Py
€(pa) = (97)
2m
och var partikeltathet
N
n(p,) = _—e “P/EBT (98)
Zl x

och partitionsfunktionen fds med

2
71y = / da / dpe “Pr)/FBT — [, / dpe Pe/?mkBT — L\/ T — L(2nrmkgT)"?
_ 1/2kaT
=L

(99)

Alltsa ar

—p%/2kaTd

dN (ps) = Pa (100)

N 1
— e
L

(2mmkpgT)1/2
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= antal partiklar med rérelsemang i fasrymdselementet dp.

Hastighetsdistributionen far man med p, = muv, till

N 1/2 2
AN (v,) = — <L> e "zl kBT gy (101)
L \2wkpgT

Detta ar ju bara en Gaussisk distribution centrerad vid v, = 0 !

Alternativt kunde man ha harlett samma distribution frdn den 3-dimensionella genom att skriva

v? = ’Ui + vi + vg (102)

och faktorisera den 3-dimensionella distributionen i 3 identiska delar.

Men nyttan av att gora den 1-dimensionella harledningen skilt ar att vi ser uppkomsten av en viktig
skillnad i formen pad denna distribution visavi den 3-dimensionella. Jamfor nu formerna:
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n(v)

ID: n(v,) 3D: n(v)

v

| varje enskild dimension ar distributionen alltsa centrerad vid 0. Hur ar det da mojligt att den
tredimensionella distributionen inte ar det?

Jamforelse av harledningarna for 3D vs. 1D visar klart orsaken: i den tredimensionella hade vi ju ett
differentialt volymelement

d’p = p° sin 0dddOdp (103)
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medan den endimensionella har bara en term
dp (104)

Termen p? visar att volymelementets storlek 6kar med p, vilket ger upphov till att n>” (p) = 0 d3
p = 0 och dirmed ett maximi storre an noll.

Rent kvalitativt kan man forstd detta som att trots att sannolikheten att hastigheten ar 0 ar
maximi i en dimension ar stor, ar sannolikheten att hastigheten ar 0 i alla tre dimensioner samtidigt
forsvinnande liten

Rms-vardet for den endimensionella hastighetsdistributionen ar p.g.a. de normala egenskaperna pa

Gaussiska profiler helt enkelt
T\ /2
Vg, rms — (i> (105)

m
Detta ar konsistent med vart rms-varde for den tredimensionella distributionen
3kpT\ /?
Vyms = ( (106)
™m
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ty

kpT
,Ua2:,rms + v;,rms + vg,rms =3 <i> — 'Uv%ms (107)
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V.1.5. Barometerformeln

Nu ser vi for exempels skull pd ett fall dar potentialenergin inte ar = 0 som for idealgasen.

Om atmosfarens temperatur ar konstant = T ar potentialenergin hos en molekyl med massan m
pa en hojd h over den plana jordytan

V = mgh (108)
Boltzmann's férdelningsfunktion blir darmed e FrintV)/kBT .

2
n(p, h) = konstant x e 7 /2kBT g=moh/kpT (109)

Om uttrycket integreras over alla hastigheter (rérelsemangder) blir

n(h) = konst x e ™"/ BT (110)

ngo: partikelantal /ytenhet p3 jordytan h = 0
n(h) = nge” "9"/kBT (111)
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n(h) — e—mgh/kBT (112)
20

Detta sager alltsd att atmosfarens partikeltathet faller exponentiellt med
med hojden Gver jordytan. Detta kallas barometerformeln.

h

& TOKT
A

approximation for
sma hojder

Ny n(h)

Det ar ocksa intressant och se pa ekvationens beteende pa sma hojder, mgh << kpT"
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no kg1

Massan pd molekylerna i luften kan berdknas om man minns att luften bestar av ung. 78% kvave
Ns, 21 % syre O5 och 1% argon Ar:

h h
W) _ mman/kpT o T (113)

m=~0.78%14 %24+ 0.21 «x16 %2+ 0.01 «40 = 29.0 (114)
och darmed fas
1 kg X 273
ho= —— = — — 7980m & 8000m (115)
k—% 29u x 9.81
B
sa vi kan skriva
h h
n(h) _ gohmon g I (116)
10 ho

Nu har vi alltsd harlett den gamla tumregeln att lufttrycket sjunker med 1 mbar for varje 8 m man
stiger uppat!

Men samtidigt vet vi nu att det verkliga beteendet ar exponentiellt.
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Jamforelse med experi-
mentellt data (se CRC) vis-
ar att denna formel galler
som god forsta approxima-
tion till overraskande sto-
ra hojder, ungefar 100 km
eller s3. Den bryter till slut
ihop i den joniserade delen
av atmosfaren, “jonosfaren”
(lagre delen av rymden
fran ungefar 70 km uppat)
dar atmosfaren joniseras av
solvinden och blir ett dy-
namiskt plasma med myck-
et komplicerat beteende.
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V.1.6. Partikeltdtheten i en roterande cylinder

Vi betraktar som ett annat exempel en roterande cylinder dar man antar att gasen roterar med

cylindern.

Qg

Centripetalacceleration:

L, =§ w=uv/r

a
L , U2 )
| F=m>—=mrw
Tl V(r)_—der eller
y | \
| V = —§mr2w2

Nu bor enligt Boltzmann-distributionen

1 2 2
n(r) = Aedmr et /hpT
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men konstanten A 3r okand. For att bestamma den anvander vi villkoret:

/0% dep /Oerr /OL den(r) = N (118)

R 1.2 2
— 27TLA/ dr gpe2™ “/FBT N (119)
0 @;Tﬁe%mrzuﬂ/kBT
mw2 Or
kgT 1._p52 2
onLA-L— [e2m® W /kBT _ 1] = N (120)
mw?
N 2
A= e (121)

27rLkT[e%mR2w2/kBT — 1]
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V.2. Boltzmanngasens fria energi

Vi vill nu bestamma idealgasens fria energi.
F=Q+4 uN; Q=-PV (122)
— F = —PV 4+ uN (123)
For idealgaser giller PV = NkpgT' sa:
F = —N|kpT — pu] (124)
men & andra sidan vet vi fran forra kapitlet att

N — Z n, = Z e(u—er)/kBT _ eu/kBT Z e—er/szT (125)

dar vi anvant oss av vetskapen om att den kemiska potentialen p maste vara lika for alla delsystem
r om de ar i jJamvikt.
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Med att l6sa ut p-termen ur ekvationen ovan fas

oM/ FBT > i\f T (126)
?"e r
1
—— ,LL — —IfBT ln {N Z €_€r/kBT} (127)
och darur
1
F = —NkgT { L +In— > eer/kBT} (128)
Ine T

e
F = —NkgTln{ — —er/kpT 129
{3 129)

r
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Vi vet fran tidigare att

och ur ekvation 129

V.2.1. Partitionsfunktionen

F = —kpTInZ

7 — o F/kBT

_ m{;}N{Zeer/w}N

Partitionsfunktion per partikel var ju per definition

Termofysik, Kai Nordlund 2006

1= Z €_er/kBT

T

(130)
(131)

(132)

(133)

(134)

(135)
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sa den senare termen i ekvationen for F' ar Z{V. Men vad ar

(& N?
N1 136
(=) (136)
Om vi jamfor med Stirlings ekvation
InN!'~ NInN —N=InN" —Ine" (137)
N
~ ()Y (138)
e
ser vi att
N
N! =~ (—)" (139)
e

och darmed kan vi skriva

N
1 1
Z=—2 = — [Z e/ ’“BT] (140)
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For en klassisk idealgas har vi pa basen av resultaten i forra kapitlet att

2
Z e /*BT _, konstant X /d37~d3p€p /2k gTm

r

= onstant(27rkaT)3/2

sa for den galler

C
ﬁ(me)?)N/Q/B—:’)N/Q

Nu kan vi an en gang berakna energin for detta medelst

C
Z = —(27T'mk T)3N/2

1 0
E = ———Z
Z 80
1 C sn/2 3N o _sn/a-1
= — 2 _
Q(Zﬂm)3N/26—3N/2N!( Wm) 2 B
—3N __
= ——6"
3
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(145)
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V.2.2. Energifluktuationen

Liknande som vi gjorde i kapitel 5 kan vi berdkna energifluktuationen som

(AEY =F:_E (148)
— 1 9
E?=——27 (149)
Z 813
3N/2 N —3N/2
— 3 55 3 (150)

och potensen N kancellerar, och vi far

— 3N 3N

B2 = 7(7 +1)8° (151)

och dirmed med var medelenergi E = 3/2NkpT:

3N 3N

( 3N
2 2

(AE)” = + D)(kpT)” = (= ksT)’ (152)
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3N
~ (kT

(153)

Ab s ks T L T 0ds N (154)
— p— a — OO
E 3N 3N b

2 =
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V.2.3. Fria energin med inre frihetsgrader
Vi har alltsa fran tidigare

(&
F =—NkgTlnq — —er/kpT

r

men ser nu pa fallet dar

nt
€ = €p + €,
dar
€p : molekylens totala kinetiska energi
nt . . . . .
e."" : molekylens interna rotations och vibrationsenergi
Alltsa fas

T
z : e—er/kBT — z : e—ep/kBT z : e_eint/kBT

T P T

Vi definierar partitionsfunktionen for de inre frihetsgraderna

T kT
Zint = E e eznt/ B

r
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(159)
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och kan skriva detta som

F = —NkgTlIn % S ek 7, (161)
p
— Ftr + Fz’nt (162)
dar
F,, = —NksT In % S ep/kaT (163)
p
och
Fui = —NEkgT In Zip; (164)

Nu antar vi att skillnaden mellan tillstand ar tat, dvs. kp1" >> —e¢€p, sa man kan ersatta summan

over antalet tillstand =
> (165)

p
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med en integral:

d3pd? d3
/ fﬁ T =V /5 %3 (166)
7T
N —

L. tillstdndstathet i fasrymden
h

dir Planck’s konstant h dyker upp for att enligt kvantmekaniken kan en volym h® innehdlla exakt
ett kvantmekaniskt tillstdnd (se Mandl sid. 170-174).

Alltsa fas
d p e P /ka T
F, = —NkBTln— d’r B (167)

J/

(27rmk:BT)3/2

(27 ﬁ)3

och darmed

(168)

Fy, = —NkpT'l
t B H{N(QWHQ)
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V.2.4. Inre energi

E=F+4+TS=F,+Fp+T (8F“°) (8Fmt) (169)
— — tr int 8T Vv 8T Vv
(notera att Fj,; = Fin(T)).
E=F,—T Fipe =T 170
t (8T v + t ( a7 ) (170)
Fy = —NksTnd &7 (k8T (171)
tr = BN omn2
OF}, eV [ mkpT 3/2 1 eV 3 (mkgT 1/2 mkg
( )V:—NkBln — NkgT _
oT N \ 2nh? v (mkpT\>/2 N 2\ 2mh? 27 h2
N (277712 )
(172)
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som efter alla forkortningar ger

OF;, 1%4 kT 3/2 3
O )V:—NkBln{eN <m B > }—Nk'B§ (173)

D3 detta satts in i ekvationen for E kancellerar F' och den forsta termen i dess derivata behandigt
nog och kvar blir

sz'nt
dT

3
E = _NkpT + Fin — T ) (174)
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V.2.5. Specifikt virme

Med denna ekvation for E fas ocksa

OFE 3 dF;,, dF:,; d*F;,,

Cy = (—)y = 2Nk _ T
v (8T)V o Nk + —m = () (=72

)

3Nk d*F;,
v o= B T t

2 dT?

Alltsd molekylernas inre frihetsgrader bidrar till det specifika varmet.

C'p kan man efter att ha berdknat C'y, 1att f& med det tidigare hdrledda sambandet
H=F+ PV =FE+ NkgT — Cp=Cyv + Nkp

som gallde allmant for en idealgas (vare sig den har inre frihetsgrader eller inte).
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V.2.6. ldealgasens entropi

8F aFtr 8Flnt
S=—(—)y =— — 178
(Grv = —(S20v = () (178)
OFy,
- — Sin 179
( 5T v + Sint (179)
eV kaT 3/2
F,, = —NkgT'l 180
: sl In (5 (180)
Derivatan O Fy,./OT ar samma som tidigare berdknat och man far
eV mkgT 3/ 3
S = Sint + Nkp1 —Nk 181
¢+ Nkpln—(=—=-)"" + S Nks (181)
Genom att dela upp logaritmen i lampligt valda delar fas
31 3 3. mkp
= S;nt + Nkpg lnle—i—ln——i——nT—i—i §n27rh2 (182)
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och darmed

S=25,+ Nk {5+31 mkp
— in - — 11n
! Plo "2 onp2

vV 3

vilket ar kant som Sackur-Tetrode-ekvationen.

Notera att S 4~ 0 dd T — O vilket innebar att idealgasteorin bryter mot termodynamikens IlI
grundlag(!).

Orsaken &r att da vi flyttade Sver fran en summa Over tillstand till en integral i ekv. [L66] antog vi
att kT" >> €. Men nara 0 K galler detta givetvis inte.
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V.2.7. Angtryckets beroende av T

[Mandl sd. 182-183]

Med angtrycket (“vapour pressure”) menas det tryck P(T") vid vilken en vitska &r i jamvikt med
en omgivande gas.

Vi antar att dnga ~ idealgas (i verkligheten dr dnga en blandning av vatten i gasform och heta
vattendroppar men vi ignorerar nu denna komplikation).

Vo kpT
PV = NkpT — — = ~B~ (184)
N P
Sanga Sint 5 3 MEE L kT — P4 oInT (185)
= — + — n — In —1In
Nks  Nkp 2 2 2712 — 2
ZHBD

Vi anvander oss av att S;,; = 0 for monatomara idealgaser, och far

Sénga
NEk

In P = —

)3/ (186)

5 5 5/2
4+ 2 InT + 1In(k
+2+2n +H(B(27rh2
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For att AS = AQ/T kan man skriva

S S l
aNgd _ ZVatten _ _ | — |atent virme per partikel (187)
N N
Vid l3ga temperaturer dr dessutom Sy stten Mycket mindre an S och d3 far man detta i den
atte anga
enkla formen
S l
anga _ * (188)
N T
och darmed
[ 5 5 5/2 m 3/2
In P ~ _k:—T+ —|——lnT—|—1nk ( h2) (189)

Detta ar Sackur-Tetrode-ekvationen for angtryck.

Detta ar intressant for att angtrycket ju ar en matbar storhet, s3 med att jamféra denna ekvation
med experiment kan man direkt testa Sackur-Tetrode-ekvationen for entropin. Jamférelsen ger ofta
mycket bra 6verrenstammelse!

Har dr t.ex. data for ndgra idealgaser vid kokpunkten [Paakkari]
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Gas Tp (K) S (J/mol K) (expt)

S (J/mol K) (teor)

Ne 27.2 96.40
Ar 87.29 129.75
Kr 119.93 144.56

96.45
129.24
145.06
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V.3. Monatomadra idealgaser

Den allmanna formeln for en idealgas fria energi ar

F = Ftr + Fint (190)
eV kaT 3/2
F,, = —NkpT1 191
t BT In{ N( o h2 )77} (191)
Fipy = —NkpTIn{_ e “mt/*57} (192)
int
Zip =y e % FBT (193)

k

Om den atomadra energinivdn ar degenererad maste degenerationsfaktorn g tas med i partitions-
funktionens uttryck:

Zit =y _ gre */"BT (194)
k
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Energinivderna bestams direkt av det atomara (eller molekyldra) energispektret:

jonisations-
tillstand
E~ —+—
2 bundna
€ —+— ( tillstand
€y 1T——

For att begreppet monatomir gas skall vara meningsfullt maste jonisationssannolikheten vara
forsvinnande liten. Detta innebar att temperaturen maste vara liten i jamforelse med jonisationsen-
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ergin.

ie_ek/kBT

Z

n << 1— kT << ¢

De molekylara nivaskillnaderna ar av storleksordningen ~ eV ~ 10% K, medan

ne =

rumstemperatur ~ 300K ~ 4—OeV

Alltsd ar da de flesta gasmolekylerna i sitt grundtillstand vid rumstemperatur och

~

/
— kpT
Zint ~ e 60/ B

Med en energiskala dir e, = O giller i
Zint = 1
och 3
Fimg = —NkJBT In Zint =0

D3 galler de tidigare harledde resultaten for en idealgas utan inre frihetsgrader

3 5
CVZEN]CB och CPngkB§
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5
V== 2 16T (202)
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V.4. Polyatomara idealgaser

Aven polyatomira molekyler kan anses utgdra idealgaser, i approximationen att molekylerna inte
alls vaxelverkar sinsemellan (trots att de nog kan ha starka inbdrdes vaxelverkingnar som haller
molekylen ihop).

Fysikaliskt (kemikaliskt) satt ar det helt rimligt att behandla ett sddant system: en massa molekyler
har namligen starka kovalenta kemiska bindningar som haller molekylen ihop. Men alla elektroner ar
bundna till dessa bindningar, s den resterande vaxelverkningen utanfor molekylen ar ofta faktiskt
storleksordningar svagare.

e Speciellt om molekylen dr opoldr: da kvarstar bara van der Waal's vaxelverkningar (inducerade
dipol-dipol- vaxelverkningar, dven kallade dispersionsvixelverkan) som dr mycket svaga.

Dissociationsenergin for typiska (kovalent bundna) diatomira molekyler dr av storleksordningen
1 - 10 eV eller 10* — 10° K och ir siledes av samma storleksordning som de elektroniska
excitationsenergierna. Den termodynamiska beskrivningen av diatomara gaser kan darfor antas vara
korrekt vid rumstemperatur och lagre temperaturer dar dissociations- och jonisationssannolikheterna
ar sma.
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De polyatomara molekylerna har inre energier associerade med vibration av atomerna mot varandra
och rotation av molekylerna kring ndgon axel. Rotationsenergierna ir mycket sm3: ~ 10™* eV och
kan inte lamnas obeaktade vid rumstemperatur (~ 1/40 eV = 0.03 eV). Vibrationsenergierna ar
nagot storre - av storleksordningen 1072 eV - 107! eV och bér ocks betraktas vid rumstemperatur.

En forsta approximation for att beskriva ar att skriva den inre molekylara energin i formen

€ = €0 + €uib T Erot- (203)

For vidare behandling av termerna €., och €,,+ begransar vi diskussionen till diatomara molekyler.
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tionsenergi kring en axel genom mittpunkten ar
€rot = L?/21
I = troghetsmomentet = mR?/2,

R = molekylens atomavstand.

Kvantmekaniskt galler att
L°=rI11+1) 1=0,1,2,...

iImpulsmomentet ar kvantiserat!
Den inre molekylara partitionsfunktionen Z;,; ar nu

7 — 2 :e—e%cnt/k:BT _ e_eO/kBTz :e_GZOt/kBTE :e—eZ%b/szT
k k k!
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(204)
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— e 0/FBT 7 T (206)

Nu vet vi vad rotationsnivaerna ar, och kan direkt skriva

> 2
Zoot = (20 + 1)e "HHD2IRBT (207)
=0

dar vi tagit i beaktande det kvantmekaniska resultatet att varje L-nivd ar (21 + 1) ganger
degenererad, for att
l,=—hl,—h(l —1),...Al (208)

Molekylens vibration kan i forsta approximation, da vibrationerna ar relativt ndra energiminimum
som kan approximeras med en parabel, beskrivas som en harmonisk oscillator. Da galler enligt kvant-
mekaniken att €,;, = hw(n + %) dar w ar vibrationens vinkelfrekvens och n ar vibrationskvanttalet.

Partitionsfunktionen for vibrationsrorelsen ar

- S 1
Zyip = Z g fw(nt3z)/kpT (209)

n=0
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Den fria energin ar
F = Fy + Fin
Fi. = —NkpTIn Z;,;
= —NkBT In Zrot : Zm'b
= —NkgT InZ,,s — NkgT In Z,;;
= Firot + Fuip

Ds Cy = SNk & i
I R dT>

(jamfor kapitel 20) ar

3 T0 V1
Cy = SNkp + crt+ oyt

dar vi definierat

Crot o TdQFTOt
Vo dT?
; szm’b
Cvzb — _T
v dT?
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V.4.1. Berdkning av rotationspartitionsfunktionen

Vi vill nu berakna

> 2
Zoot = D (20 + 1)e "HHD2IET (218)
=0

For att uppskatta vilka vibrationsnivaer som ar exciterade vid rumstemperatur definierar vi rota-
tionstemperaturen:

h2 h2
- ZIkB B mRQkB
som man ju kan berdkna bara atomernas massa och inbordes avstand ar kant. Notera att 0,- sjunker

med atomernas massa (de interatomira avstinden ir alltid av storleksordningen 1 - 2 A). Hir &r
nagra exempelvarden:

(219)

r

molekyl 0,

Ho, HD, Dy | 85 K, 64 K, 43 K
HCI 15 K

HI 9 K

N2, Oo 2-3 K
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Vid rumstemperatur ar 6, << 7T'. Darigenom avtar exponentialfunktionen i Z,,; inte sarskilt

snabbt med 6kande .

En lamplig approximation som tar i beaktande hoga [-varden ar den klassiska approximationen:

Darmed fas

Termofysik, Kai Nordlund 2006

Z ot z/ dl(2l + 1) tUHDo/T
0

_ /OO dlie—l(l—i—l)ér/T(_z)
0 dl 0,
_ _QZ/OO o~ L+1)0r /T
"/ o
B T
0,

T
F.ot = —NkpT In Z,,; = —NkBTlne—

T

< [«[O]>] pp]
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och

C szF”’t NkgT & Tin— (225)
rot — — e n—
t dT? Y ar?” o,
d T 0, 1
In—+T——
dT 0, T6,
| S
! =1 |
Or 1
T 0y
— Nkg (226)
e 3
Crot = Nkp; jamfor med C, = §N7€B (227)
Cr* = Cyrot/N = kp: molekylernas rotationsfrihetsgrad 6kar det molekylira specifika virmet
med kp (vid “hoga” temperaturer > 6,.)

Laga temperaturer: T' < 6,
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Nu ar det bara de tva forsta termerna i exponentialsumman som ar betydelsefulla:

o0

Zpot = (20 + 1)e HDI/T (228)
=0
~ 1 4 3¢ 20/T (229)
Frot ~ —NkgT In[1 + 3¢ 2"7/7] (230)
~3o—20r/T
= —3NkgTe /T (231)
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och darmed

d2Frot d2 —20y/T
Cy =—-T = 3NEkpT ﬁTe (232)

20, 20,N 26,1 o0 1
[_T2 i (H T> T2] ¢

J/

229? —20y /T
T3 ©

20, ? —20y/T
Cy =3Nkp (—) e (233)
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och da 0, = 1*/21kp fas

2
25
— 3Nkp (ZIk T) e 20r/T (234)
B
2\ e
— 3Nkp <Ik_BT> e "/ TkBT (235)

|.o.m. att exponentialler alltid gar snabbare mot noll an polynom ser vi att

Ci —0daT — 0 (236)

CI’ ot rot
Vv

CV
N
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V.4.2. Vibrationspartitionsfunktionen

Nu beraknar vi motsvarande vibrationernas kontribution till virmekapaciteten.

> 1
n=0
— e—hw/QkBT Z e—hwn/kBT (238)
n=0

N
geometrlsk serie :

Ve

B 1
1 _ e—hw/kBT
1 1
 ow/2kgT | _ o hw/kpT (239)
1
 hw/2kgT _ o—hw/2kgT (240)
1
(241)

~ 2ginh(=f«_
(2kBT
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och darmed
1

Fyio = —NkgT In 242
’ N 2 sinh(Zlf;T (242)
och vidare ,
; d Fvib
cvt = T 243
¢ \
Nde<[dT]l ! + T 1 ! % (244)
— n n
Y4t ) ldT 2sinh(gfer)  © [dT  2sinh(glep) |
\ =A )
d 1 hw d 1
= NkpT— < In — — + T2 Slnh( ) . — (245)
dT 2 Smh(szT 2kgT dT |2 smh(%BT
d 1 hw —1
- NkBT—{ln —— __{T2sinh( ) 2 2cos ( )(— )}
dT 2 smh(%; 2kpT" 22 sinh (2 2k:BT 2k3T2

(246)
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4 )
d 1 hw hw
= NkpT— < In — — + coth( ) ¢ (247)
dT 2 Slnh(ﬁ ngT - 2]€BTJ
\ =B J
Genom att folja den senare delen av denna derivering ser vi att A = B d.v.s.
d 1 1 hw hw
In — - = — coth( ) (248)
dT 2 Slnh(ngT T2I€BT QkBT

Nu kan vi anvanda oss av detta for att direkt skriva ner resultatet av det forsta steget av det andra

deriveringssteget! Dessutom ar D coth = —1/ sinh? och vi far
o NknT th( ) hw th( hw )+ hw —1 —hw
— CcO — CcO .
v P7) 2kpT? 2kBT 2k pT2 2kpT" " 2kpT sinh® (127 2kpT?
(249)
h 1
= Nkp(—)?—— (250)
2kpT" sinh (QkBT)
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Alltsd ar varmekapaciteten fran vibrationsmoderna per molekyl

vib (2kBT)

C —
? BSlnhQ(

2kgT

Gransvardena for detta blir (sinh(x) ~ x for smd = och sinh(x) ~ e” for stora x):

h h hw :
Ds T << — 4 sinh(——) ~ BT — " . g
2kp 2kpT
Di T >> hw ) inh( hw ) hw vib L
3 —— 4r  sin I~ — c, —
2kp 2ksT’ ~ 2kpT v B
Vi definierar
hw
—— = Ouip
2kp

Har dr ndgra varden pd 260,:
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molek. | vibrationsenergi hw/kp
Ho 6100 K
Ny 3340 K
Oq 2230 K
NO 2690 K
HCI 4140 K

Termofysik, Kai Nordlund 2006 El E @ B El 77



V.4.3. Hela viarmekapaciteten

Alltsd ser vi sammanfattningsvis att hela varmekapaciteten ar

v

tot 3 rot vib 3 . "
c, = EkB +c, +c, — (5 + 1+ 1)kp = 7/2kp vid hoga temperaturer (255)

Men vidare kan vi uppskatta formen emellan genom att se pa de karakteristika temperaturerna da
rotations- och vibrationsmoderna aktiveras 6, respektiva 0,;,. Vara tabeller visar att 0,;, > 0, sa
den allmanna formen ar:
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ZIO
xI<

XI<O

N2

B/2 - - - mm - LR

324 A -
[

(Varmekapaciteten maste gd mot noll vid mycket ldga T" p.g.a. Il grundlagen, jfr. kapitel 11).

Detta har dven observerats experimentellt !

Man kan jamfora resultaten i detta kapitel med experiment genom att betrakta varden pd ~ som
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for idealgaser ju ar

v+ k
7:@20—1——3 (256)

Cy Cy

For monatomara idealgaser var ju det teoretiska resultatet att ¢, = 3/2kp och dirmed

%kB + kB 5
~(rumstemperatur, monatomar molekyl) = o =3 ~ 1.666... (257)
5FB

Ur vardena pd 6, och 6,;, ovan ser vi att vid rumstemperatur skulle man férvanta sig att
rotationsgraderna ar exciterade medan vibrationsgraderna inte ar det. D3 blir alltsd det teoretiska
resultatet

~(rumstemperatur, diatomar molekyl) = 2 51 —
skB

Skp + kg 7
Bt £ =14 (258)

Har ar ndgra experimentella varden [Paakkari]:
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Molekyl | v = g—i
He 1.659
Ne 1.64
Ar 1.668
Ho 1.410
Oo 1.401
No 1.404
CO 1.404
Cly 1.355

Overensstimmelsen med experiment &r alltsd mycket bra. Detta férklarar ocksd det som vi tidigare
konstaterat pa kursen, att v = 1.40 for luft!
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V.5. Ekvipartitionsprincipen
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V.5.1. Harledning av ekvipartitionsprincipen

Betrakta en frihetsgrad for vilken energin ar en kvadratisk funktion av koordinaten som beskriver
frihetsgraden:
e = ax’ (259)

Denna form ar mycket vanlig, praktiska exempel ar bl.a.
P2 L 5

€tr = —— €pin = —kT; 6ot = —Tw” 260
v = g eviv = kT e = Jlw (260)

Motsvarande klassiska partitionsfunktion ar
e 2
7 = / dae " /BT (261)

Vi gor ett variabelbyte:

332

2 T
= S y=—=dor=VT1Td 262
T YTVt ’ (262)

o0 2
Z =T / dye " /*B (263)

och far
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Integralen ar en temperaturoberoende konstant = (', varav foljer att

Z = CVT (264)
F = —NkgTIlnCVT (265)
och darmed
d°F d?
Cy = —T—— = TNk ——TInCVT
v dT? B arz’ oV
d 1 1 d
4 (m CVT + T—C—T‘1/2> _ ¢ (m CVT + _)
dT CVT 2 ar ’
ClTC% —1/2:%
(266)
1
Da enligt definitionen
OF
Cy = (— 268
v (8T)V (268)
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leder detta direkt till att energibidraget per frihetsgrad och molekyl ar

ZkpT (269)
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V.5.2. Foljder av ekvipartitionsprincipen

Resultatet ovan kallas ekvipartitionsprincipen och kan uttryckas i formen

Varje molekylar frihetsgrad vars energi ger ett kvadratiskt bidrag till energin, bidrar med
%k’BT till en idealgas inre energi per molekyl.

Vi sdg i forra kapitlet att varmekapaciteten tenderade att 6ka med temperaturen i steg pa %kB, i
enlighet med nar rotations- och vibrationsfrihetsgraderna "aktiverades’. Denna observation far nu en
naturlig forklaring ur ekvipartitionsteoremet.

Men harledning av lagen som gjordes ovan var helt klassisk. | den klassiska mekaniken forekommer
inga kvantiserade energinivaer, och dirmed foérutspar ekivipartitionstemperaturen att detta skulle
galla vid alla temperaturer. Men i forra stycket sdg vi hur kvantisering leder till att frihetsgraderna
aktiveras enbart vid sddana temperaturer for vilkaa kT > AFE diar A E ar den typiska magnituden
pa de kvantiserade energinivaernas skillnad. Oférmagan att férklara detta var historiskt sett en av
de forsta av den klassiska mekanikens tillkortakommanden.

For att korrigera detta kan man uttrycka lagen i formen
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Varje molekylar frihetsgrad vars energi ger ett kvadratiskt bidrag till energin, bidrar vid
tillrackligt héga temperaturer med %kBT till en idealgas inre energi per molekyl.

vilket dock kraver vetskap om vad “tillrackligt hog" innebar fran fall till fall.

Vi ser nu pa hur de olika frihetsgraderna uppkommer.

En molekyl som rér sig i 3 dimensioner har 3 translationsfrihetsgrader: rorelse i x-, y-, och
z-riktningarna. Harav foljer att

1 3
Etransl./N = 3 X §I€BT = EkBT (270)

och darmed

3
C’U,transl. — §kB (271)
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Z A\ symmetriaxel
/
/
/
/

En diatomar molekyls orientering kan faststallas med
hjalp av tva vinkelvariabler som anger symmetriax-
elns riktning. Rotation kring symmetriaxeln kan inte
iakttas!

Darigenom ar tva frihetsgrader associerade med ro-
tationen: tva vinkelratt mot varandra och mot sym-
metriaxeln stdende rotationsaxlar.

1
Erot/N =2 x SkpT = kpT (272)

och
Cv,rot — kB (273)

vilket ar konsistent med resultatet vi fick med explicit
berdkning ovan.

En polyatomar molekyl som inte har axialsymmetri har 3 rotationsfrihetsgrader och
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Erot/N — EkBT;

(< [[O]p] pp]

(274)
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3
Cv,rot — §kB (275)

Vibrationsrorelse i en diatomar molekyl har tva frihetsgrader: rorelsen sker blott i en riktning men
den omfattar bade kinetisk energi och potentialenergi. Harav foljer att

Evis/N =2 x kgT = kgT (276)

och att
Cuiv = kB (277)

Darmed far vi for en diatomar molekyls inre energi vid hoga temperaturer
3 7
Fiiat/N = ikBT + kT + kT = ngT (278)

vilket ar konsistent med resultatet som harleddes i forra kapitlet!

Polyatomara molekyler kan ha manga olika vibrationsfrihetsgrader. Om det totala antalet rotations-
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och vibrationsfrihetsgrader ar f galler att

3 kgT 3+
Epolyat/N — _k'BT + fi — (—f)kBTa
2 2 2
och darmed 34t
C, = kg,

2
34 f 5+ f

Cp— 5 kB+kB: kB)
Cp 54 f
Y= =
¢, 3+ f

For monatomara gaser af f = O och vi har det fran tidigare bekanta resultatet

—5—166
’Ymonat—g— . .

For polyatom&ra molekyler ser man fran ekv. 282] direkt att

v —1d3d f — o
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och darmed galler alltid for idealgaser

5
5 >y >1 (285)
Nedan ar nagra experimentella varden:

Molekyl ~ = £
He 1.659
Ne 1.64
Ar 1.668
Ho 1.410
Os 1.401
No 1.404
CO 1.404
Cls 1.355
HS 1.3
H>O 1.32
NH4 1.31
COq 1.30
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Ekvipartitionsteoremet forutspadde ju att

Ydiat © =4 (286)
544 9

S N 287

TTR 4Ty (287)

Vi ser alltsd att detta inte stimmer bra, det ar forst de triatomara molekylerna som har v =~ 1.3.
Men fran forra kapitlet vet vi orsaken: vibrationsfrihetsgraderna har annu inte aktiverats vid
rumstemperatur!
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