22. Monatomara idealgaser

Den allmanna formeln for en idealgas fria energi ar

F:Ftr—l_Fint (1)
eV kaT 3/2
Fy. = —NkpT'l 2
t BT In{ N( k2 )77} (2)
Fjup = —NkpT In{>_ e nt/"87T} (3)
nt
Zint = Z e ‘k /kBT (4)

k

Om den atomadra energinivdn ar degenererad maste degenerationsfaktorn g tas med i partitions-
funktionens uttryck:

Zit =y gre */"BT (5)
k
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Energinivderna bestams direkt av det atomara (eller molekyldra) energispektret:

jonisations-
tillstand
E~ —+——
2 bundna
€ —+—— ( tillstand
€y 1T——

For att begreppet monatomir gas skall vara meningsfullt maste jonisationssannolikheten vara
forsvinnande liten. Detta innebadr att temperaturen maste vara liten i jamforelse med jonisationse-
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nergin.

1
_ —€ /kBT
ng — —e k 6
o= ()
ny << 1 — kT << € (7)

De molekylara nivaskillnaderna ar av storleksordningen ~ eV ~ 104 K, medan

(8)

rumstemperatur ~ 300K ~
40eV

Alltsd ar da de flesta gasmolekylerna i sitt grundtillstand vid rumstemperatur och

~ /
Zint ~ e_eo/kBT (9)
Med en energiskala dir e, = O giller i
och 3
Fimg = —NkJBT In Zint =0 (11)
D3 galler de tidigare harledde resultaten for en idealgas utan inre frihetsgrader
3 5
CV = ENICB och Cp = §NkB; (12)
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23. Polyatomara idealgaser

Dissociationsenergin for typiska (kovalent bundna) diatomira molekyler dr av storleksordningen
1 - 10 eV eller 10* — 10° K och &r siledes av samma storleksordning som de elektroniska
excitationsenergierna. Den termodynamiska beskrivningen av diatomara gaser kan darfor antas vara
korrekt vid rumstemperatur och lagre temperaturer dar dissociations- och jonisationssannolikheterna
ar sma.

De polyatomara molekylerna har inre energier associerade med vibration av atomerna mot varandra
och rotation av molekylerna kring nagon axel. Rotationsenergierna dr mycket sma: ~ 10~* eV och
kan inte lamnas obeaktade vid rumstemperatur (~ 1/40 eV = 0.03 eV). Vibrationsenergierna ar
nagot storre - av storleksordningen 1072 eV - 10! eV och bér ocks3 betraktas vid rumstemperatur.

En forsta approximation for att beskriva ar att skriva den inre molekyldra energin i formen

€ = €0 + €vib + €rot- (14)

For vidare behandling av termerna €,;, och €,,; begransar vi diskussionen till diatomara molekyler.
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Kvantmekaniskt galler att

impulsmomentet ar kvantiserat!

Termofysik, Kai Nordlund 2005

Det klassiska uttrycket for en diatomar molekyls rota-
tionsenergi kring en axel genom mittpunkten ar

€rot = L* /21
I = troghetsmomentet = mR?/2,

R = molekylens atomavstand.

L°=rI(1+1) 1=0,1,2,... (15)
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Den inre molekylara partitionsfunktionen Z;,; ar nu

int rot vib
AN D S L P L e (16)
k k kZ/
— e_GO/kBTZrothib (]_7)

Nu vet vi vad rotationsnivaerna ar, och kan direkt skriva

> 2
Zrot — Z(Ql _|_ 1)€—h l(l—|—1)/2II€BT (18)
=0

dar vi tagit i beaktande det kvantmekaniska resultatet att varje L-nivd ar (21 + 1) ganger

degenererad, for att
l,=—hl,—h(l —1),...hAl (19)

Molekylens vibration kan i forsta approximation, dd vibrationerna ar relativt nira energiminimum
som kan approximeras med en parabel, beskrivas som en harmonisk oscillator. Da galler enligt
kvantmekaniken att €., = hw(n + %) dar w ar vibrationens vinkelfrekvens och n ar vibrations-
kvanttalet.
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Partitionsfunktionen for vibrationsrorelsen ar

o0

~ 1
—hw(n+s5)/krT

Zm’b — E e ( 2)/ B

n=0

Den fria energin ar
F = Fy + Fin
Fi. = —NkgTIn Z;,;
= —NEkT'In Zyot - Zyip
= —NkgTInZ,,; — NkgT In Z,;;
= Frot + Fuip

D3 C S Nk Td2F““
a = — —
VTt tB AT

(jamfor kapitel 20) ar

3 T0 V1
Cy = SNkp + crt+ oyt

dar vi definierat
dQFrot

dT?

Cy'=-T
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(28)
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23.1. Berakning av rotationspartitionsfunktionen

Vi vill nu berakna

ZOO 2
=0

For att uppskatta vilka vibrationsnivaer som ar exciterade vid rumstemperatur definierar vi rota-
tionstemperaturen:

h2 h
- ZIkB B mRQkB
som man ju kan berdkna bara atomernas massa och inbordes avstand ar kant. Notera att 0,- sjunker

med atomernas massa (de interatomira avstinden ir alltid av storleksordningen 1 - 2 A). Hir &r
nagra exempelvarden:

(30)

r

molekyl 0,

Ho, HD, Dy | 85 K, 64 K, 43 K
HCI 15 K

HI 9 K

N2, Oo 2-3 K
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Vid rumstemperatur ar 6, << 7T'. Darigenom avtar exponentialfunktionen i Z,,; inte sarskilt

snabbt med okande .

En lamplig approximation som tar i beaktande hoga [-varden ar den klassiska approximationen:

Darmed fas
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Z vot z/ dl(2l + 1) tU+Do/T
0

_ /OO dlie—l(l—i—l)er/T(_z)
0 dl 0,
_ _QZ/OO U107/ T
"/ o
B T
0,

T
F.ot = —NkpT'In Z,,; = —NkBTlne—

r

< [«[O]>] pp]

(31)

(32)

(33)

(34)

(35)
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och

C szFmt NkgT & Tin— (36)
rot — — — e n—
t dT? Y ar2” o,
d T 0, 1
In—+T——
dT 0, T6,
| S
! =1 |
Or 1
T 0y
— Nkp (37)
e 3
Crot = Nkp; jamfor med C,. = ENkB (38)
Cr* = C,ot/N = kp: molekylernas rotationsfrihetsgrad 6kar det molekylira specifika virmet
med kp (vid “héga” temperaturer > 6,.)

Laga temperaturer: T' < 6,
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Nu ar det bara de tva forsta termerna i exponentialsumman som ar betydelsefulla:

o0

Zoot = (20 + 1) FDI/T (39)
=0
~ 1+ 3¢ 2/T (40)
Frot = —NkgT In[1 + 3¢ 2"/7] (41)
~3o—20r)T
— —3NkgTe /7T (42)
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och darmed

szrot d2 —29T/T

20, 20,N 26,1 o0 1
[_T2 i (H T) T2] ‘

J/

229? —20y/T
T3 ©

297“ ’ —20y/T
Cv = 3Nkp ) e (44)
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och d3 0, = 1*/21kp fas

2
21
— 3Nkpg e 20r/T (45)
2IkpT
2\ e
— 3Nkp <Ik_BT> e "/ TkBT (46)

|.o.m. att exponentialler alltid gar snabbare mot noll an polynom ser vi att

C(/Ot —0daT — 0 (47)

CI’ ot rot
Vv

CV
N
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23.2. Vibrationspartitionsfunktionen

Nu berdaknar vi motsvarande vibrationernas kontribution till virmekapaciteten.

> 1
Zvib _ Z e—hw(n+§)/kBT (48)
n=0
_ e—hw/kaBT Z e—hwn/kBT (49)
n=0

N
geometrlsk serie :

Ve

B 1
1 _ o hw/kpT
— ehw/ikBT 1 — e—lhw/kBT (50)
— Shw/2kpT _1€—hw/2k:BT (51)
1 (52)

~ 2ginh(=f«_
(2kBT
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och darmed
1

F,p, = —NkgT In 53
’ v 2 sinh(Zlf;T (53)
och vidare ,
; d Fvib
CUt = —T 54
4 3
Nde<[dT}l ! + T 1 L > (55)
— B BT T n : W n : W
dT dT 2 Slnh(ZIfBT \ dr 2 Slﬂh(zI?BT J
\ =4 ,
d 1 how _ d 1
= NkgT— < In— — + T2 smh( ) _ — (56)
dT 2 smh(%BT 2kgT dT |2 smh(%BT
d 1 hw —1
- NkBT—{ln 4 T2sinh( ) i 2cos ( )(— )}
dT 2 smh(%; 2kpT" 22 sinh (2 2k:BT 2k3T2
(57)
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d 1 hw hw
= NkpT— < In — — + coth( )
dT 2 Slnh(ﬁ ngT 2]€BTJ

TN
\ =B y

“/

(58)

Genom att folja den senare delen av denna derivering ser vi att A = B d.v.s.

d 1 _1 hw hw

In — - = — coth(
dT 281nh(2kgT T2I€BT QkBT

) (59)

Nu kan vi anvanda oss av detta for att direkt skriva ner resultatet av det forsta steget av det andra

deriveringssteget! Dessutom ar D coth = —1/ sinh? och vi far
o NknT th( ) hw th( hw )+ hw —1 —hw
— CcO — CcO .
v P7) 2kpT? 2kBT 2k pT2 2kpT"" " 2kpT sinh® (5127 2kpT?
(60)
h 1
= Nkp(—)?—— (61)
2kpT" sinh (2’fBT)
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Alltsd ar varmekapaciteten fran vibrationsmoderna per molekyl

vib (2kBT)

C —
? BSlnhQ(

2kgT

Gransvardena for detta blir (sinh(x) ~ x for smd = och sinh(x) ~ e” for stora x):

h h hw :
Ds T << — 4 sinh(——) ~ BT — " . g
2kp 2kpT
Di T >> hw ) inh( hw ) hw vib I
3 —— 4r  sin I~ — c, —
2kp 2ksT’ ~ 2kpT v B
Vi definierar
hw
—— = Ouip
2kp

Har dr ndgra varden pd 260,:

Termofysik, Kai Nordlund 2005 EI E @ B EI

(62)

(63)

(64)

(65)

19



molek. | vibrationsenergi hw/kp
Ho 6100 K
Ny 3340 K
O2 2230 K
NO 2690 K
HCI 4140 K

Termofysik, Kai Nordlund 2005 El E @ B EI 20



23.3. Hela varmekapaciteten

Alltsd ser vi sammanfattningsvis att hela varmekapaciteten ar

v

3 : 3
et = ng + % 4 (5 + 1+ 1)kp = 7/2kp vid hdéga temperaturer (66)

Men vidare kan vi uppskatta formen emellan genom att se pa de karakteristika temperaturerna da
rotations- och vibrationsmoderna aktiveras 6, respektiva 0,;,. Vara tabeller visar att 0,;, > 0, sa
den allmanna formen ar:
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ZIO
X<

XI<O

N2

B/2 - - - mm - LR

324 A -
[

(Varmekapaciteten maste gd mot noll vid mycket ldga T" p.g.a. Il grundlagen, jfr. kapitel 11).

Detta har dven observerats experimentellt !

Man kan jamfora resultaten i detta kapitel med experiment genom att betrakta varden pd v som
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for idealgaser ju ar

v+ k
y=2o T (67)

Cy Cy

For monatomara idealgaser var ju det teoretiska resultatet att ¢, = 3/2kp och dirmed

Skp + k 5

~(rumstemperatur, monatomar molekyl) = 2 b P2~ 1.666... 68
Skp 3
2

Ur vardena pd 6, och 6,;, ovan ser vi att vid rumstemperatur skulle man férvanta sig att
rotationsgraderna ar exciterade medan vibrationsgraderna inte ar det. Da blir alltsd det teoretiska
resultatet

~(rumstemperatur, diatomar molekyl) = 2 51 —
skB

Skp + kg 7
Bt £ =14 (69)

Har ar ndgra experimentella varden [Paakkari]:
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Molekyl | v = g—i
He 1.659
Ne 1.64
Ar 1.668
Ho 1.410
Oo 1.401
No 1.404
CO 1.404
Cly 1.355

Overensstimmelsen med experiment &r alltsd mycket bra. Detta férklarar ocksd det som vi tidigare
konstaterat pa kursen, att v = 1.40 for luft!
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