21. Boltzmanngasens fria energi

Vi vill nu bestamma idealgasens fria energi.
F=Q+4 uN; Q=-PV (1)
— FF = —PV 4+ uN (2)
For idealgaser giller PV = NkpgT' sa:
F = —N|kpT — pu] (3)

men & andra sidan vet vi fran forra kapitlet att
N — Z n, = Z pln—er)/kpT _ u/kpT Z e cr/kBT (4)
IS T IS

dar vi anvant oss av vetskapen om att den kemiska potentialen p maste vara lika for alla delsystem
r om de ar i jJamvikt.
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Med att l6sa ut p-termen ur ekvationen ovan fas

u/k}BT _ N 5
€ o —er/kpT ( )
SRR

1
— u = —]fBT In {N Z e_er/kBT} (6)

T

och darur

1 —er/k
F:—NkBT{ 1 —|—1nNZe /BT} (7)

Ine

e
F = —NkgTln{ — —er/kpT 8
{3 ®

r
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Vi vet fran tidigare att

och ur ekvation

21.1. Partitionsfunktionen

F = —kpTInZ

7 — o F/kBT

_ m{;}N{Zeer/w}N

Partitionsfunktion per partikel var ju per definition
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(12)

(13)

(14)
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sa den senare termen i ekvationen for F' ar Z{V. Men vad ar

(& N?
O\ 15
(=) (15
Om vi jamfor med Stirlings ekvation
InN!'~ NInN —N=InN" —Ine" (16)
N
= In(—)" (17)
e
ser vi att
N
N! = (=)N (18)
e

och darmed kan vi skriva

N
1 1
7 _ —Ziv _ = [Z e—er/kBT] (19)
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For en klassisk idealgas har vi pa basen av resultaten i forra kapitlet att

2
Ze_er/kBT — konstant X /dgrd,?’pep /2kpTm (20)

r

= onstant(27rkaT)3/2 (21)

sa for den galler

C C
Z =~ (2mmkp T)3N/? = ﬁ(zwm)?’N/%—W” (22)
Nu kan vi an en gang berakna energin for detta medelst
1 0
1 C sn/2 3N _sn/o-1
= — 2 — 24
C (27rm)3N/23-3N/2 N!( mm) 5 B (24)
—3N _
- _—ﬁ (25)
3
= iNkBT (26)
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21.2. Energifluktuationen

Liknande som vi gjorde i kapitel 5 kan vi berdkna energifluktuationen som

(AEY =FE2-E (27)
1 H?
3N/2 o8 —3N/2
— 3 8—B2B (29)

och potensen N kancellerar, och vi far

— 3N 3N

TR 7(7 +1)8" (30)

och dirmed med var medelenergi E = 3/2NkpT:

3N 3N

( 3N
2 2

(AE)® = + 1) (kpT)* — (7kBT)2 (31)
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3N
5 (e T)’

(32)

AE kT 4 o
o= ey = ksl — 0di N — oo (33)

2 =
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21.3. Fria energin med inre frihetsgrader
Vi har alltsd fran tidigare

(A
F=_NkgTIlnd — —er/kpT 34
{3 (30

r

men ser nu pa fallet dar

€ = €p+ € (35)
dar
€p : molekylens totala kinetiska energi (36)
e : molekylens interna rotations och vibrationsenergi (37)
Alltsa fas
Z e—er/kBT _ Z o—p/kBT Z e—e;fnt/k;BT (38)
r P T
Vi definierar partitionsfunktionen for de inre frihetsgraderna
Zine =y e “int/*BT (39)

r
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och kan skriva detta som

F = —NkpTIn % S ekl 7, (40)
p
— Ftr + Fz’nt (41)
dar
Fy, = —NkpTIn % S emp/kBT (42)
p
och
F’int = —NkBT In Zint (43)

Nu antar vi att skillnaden mellan tillstand ar tat, dvs. kp1' >> —e¢€p, sa man kan ersatta summan

over antalet tillstand =
> (44)
p
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med en integral:

d>pd>r d’p
/ __h? =V | Gany (4)

L. tillstdndstathet i fasrymden
h

dir Planck’s konstant h dyker upp for att enligt kvantmekaniken kan en volym h® innehdlla exakt
ett kvantmekaniskt tillstdnd (se Mandl sid. 170-174).

Alltsa fas
d p e P /ka T
F; = —NkBTln— d’r B (46)

J/

(27rmk:BT)3/2

(2m ﬁ)3

och darmed

(47)

Fy, = —NkpT'l
t B H{N(QWHQ)
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21.4. Inre energi

E=F+TS=F,+Fu+T (8F“°) (8Fmt) (48)
— — L'¢r int 8T 1% 8T Vv
(notera att Fi,; = Fin(T)).
E = F;,,, — T Fie — T 49
t (8T v + Fint ( T ) (49)
By — N7 d &Y (kT (50)
tr = BEYN 2nm
OF}, eV ([ mkpT 3/2 1 eV 3 (mkgT 1/2 mkg
( )V:—NkBln — NkgT _
oT N \ 2nh? ov (mkpT\3/2 N 2\ 2mh? 27 h2
N (277712 )
(51)
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som efter alla forkortningar ger

OF;, 1%4 kT 3/2 3
(! )Vz—NkBln{eN (m B > }—NkB5 (52)

D3 detta satts in i ekvationen for E kancellerar F' och den forsta termen i dess derivata behandigt
nog och kvar blir

sz'nt
dT

3
E = _NkpT + Fin — T ) (53)
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21.5. Specifikt viarme

Med denna ekvation for E fas ocksa

OF 3 dF;,; dF:,; d*F;,,

Cy = (—)y = 2Nk _ T
v (8T)V o Nk + —m = () (=72

)

3Nk d*F;,
v o= B T t

2 dT?

Alltsd molekylernas inre frihetsgrader bidrar till det specifika varmet.

C'p kan man efter att ha berdknat C'y, latt f& med det tidigare hdrledda sambandet
H=F+ PV =FE+ NkT — Cp=Cyv + Nkp

som gallde allmant for en idealgas (vare sig den har inre frihetsgrader eller inte).
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21.6. Idealgasens entropi

8F aFtr 8Flnt
S=—(—)y = — — 57
GV = —(Gv — () (57
aFtr
(v + Sin (58)
eV kaT 3/2
F,.,. = —NkgT'1 59
t sl In (5 (59)
Derivatan O Fy,./OT ar samma som tidigare berdknat och man far
eV mkgT 3,5 3
S = Sin Nkpl —Nk 60
e+ Nkpln—(5—5)"" + - Nks (60)
Genom att dela upp logaritmen i lampligt valda delar fas
31 3 3. mkg
= S;,nt + Nkpg lnle—i—ln——i——nT—i—i §n27rh2 (61)
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och darmed

S=25,.,+ Nk {5+31 mkp
— in - — 11n
! Plo "2 onp2

vV 3

vilket ar kant som Sackur-Tetrode-ekvationen.

Notera att S 4~ 0 dd T — O vilket innebar att idealgasteorin bryter mot termodynamikens IlI
grundlag(!).

Orsaken ar att da vi flyttade Over fran en summa Over tillstand till en integral i ekv. [45], antog vi att
kT << €. Men nara 0 K galler detta givetvis inte.
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21.7. Angtryckets beroende av T

[Mandl sd. 182-183]

Med angtrycket (“vapour pressure”) menas det tryck P(T") vid vilken en vitska &r i jamvikt med
en omgivande gas.

Vi antar att dnga ~ idealgas (i verkligheten dr dnga en blandning av vatten i gasform och heta
vattendroppar men vi ignorerar nu denna komplikation).

Vo kgT
PV = NkpT — — = -2~ (63)
NP
Yanga _ S 5 3y mkp o P4 ST (64)
Nk Nkp ' 2 2 2ak? A= — 00 T3
ZHBD

Vi anvander oss av att S;,; = 0 for monatomara idealgaser, och far

Sénga
NEk

In P = —

)3/ (65)

5 5 5/2
4+ 21nT + 1In(k
+2+2n +H(B%ﬂ#
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For att AS = AQ /T kan man skriva

S S l
ANBd _ Zvatten _ | — |atent virme per partikel (66)
N N
Vid laga temperaturer dr dessutom Sy stten Mycket mindre an S och dd far man detta i den
atte anga
enkla formen
Sanga i (67)
N T
och darmed
[ 5 5 5/2 m 3/2
In P ~ _k:—T+ —|——lnT—|—1nk ( h2) (68)

Detta ar Sackur-Tetrode-ekvationen for angtryck.

Detta ar intressant for att angtrycket ju ar en matbar storhet, s3 med att jamféra denna ekvation
med experiment kan man direkt testa Sackur-Tetrode-ekvationen for entropin. Jimférelsen ger ofta
mycket bra 6verrenstammelse!

Har dr t.ex. data for ndgra idealgaser vid kokpunkten [Paakkari]
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Gas Tp (K) S (J/mol K) (expt)

S (J/mol K) (teor)

Ne 27.2 96.40
Ar 87.29 129.75
Kr 119.93 144.56

96.45
129.24
145.06
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