14. Sambandet mellan Cy och Cp

Vi skriver tillstandsekvationen i de alternativa formerna
V=V(PT) och S=5(T,V) (1)

och berdknar dS och dV genom att dela upp dem i partiella derivator

oS oS
dS = (—)ydT —))7dV 2
(GvdT + (52)r @)

oV oV
dV = (—)7dP — ) pdT. 3
(55)1dP + (5 ©

Genom att skriva in resultatet for dV i ekvationen for d.S fas
0S oS oV oS oV

ds = — dT — ) p(—))7dP 4
{ v+ Gr(Grie b dT + (G p)n (4
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For en isobarisk process (dP = 0) géller da

(35) ((95') +(8S) (8‘/)
~— )P — \—)V ~, )T\ ~—F— )P
oT or’" oV or
1 1
TP T~V

dar vi anvant oss av
oOF oS
dE =TdS — PdV — Cy = (— )y = T(—
v =G5 (57)v

och for Cp:
dH =TdS +VdP — C —(8H) —T(aS)
- P oT P oT P

A”tsa |aS
P av T 3T P
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oS

Vi eliminerar (W)T med hjalp av en Maxwellrelation:

dF = —SdT PdV:(aS) —(8P>
B av’t T Yor’"”

och far
Cp=C —|—T(8P) (av)
p==v or’V or’t

Nu kan vi anvanda oss av kedjeregeln:

orP 0T 0V

= —1
(8T)V(8V)P(8P)T :
varur fas
(8P) 1 (%)p
— )y = — = —
orT (S8)p(ZF)r (85)7
och far S 1
[(57)P]
CP = CV — T(@T
orP/)T
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Volymutvidgningskoefficienten ar
1 oV

“ =yt

Vi definierar vidare den isotermiska kompressibiliteten som

1 (8V)
Ky = ——(——)7.
T ver
Da galler

%
Cp=C T :
P v + Vrr
2

oY
Cp=Cy+TV—
KT

Da volymen minskar vid kompression ar k7 > 0 och i allmannhet
temperatur sd a > 0.

Harav foljer att C'p > Cly .
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(14)

(15)

(16)

(17)

utvidgas material med hogre
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Vi tillampar nu detta pa en idealgas:

PV = NkpT —> v = 0ol (av) _ Nks (18)
D P ar’’ T P
Alltsa L 9V Nk ]
B
_ 1oV, _ _ - 19
=y G =By T 7 (19)
A andra sidan
S LA M Y S (20)
"TT Ty aPle;_ v p2/ P
T 1
P(PV) P
Alltsd med att kombinera ekv. [17], 19 och [21] fas
P PV
Cp=Cy+TV—=Cy+— =Cyv + Nkgp (22)
T2 T
Cp = Cy + Nkp (23)
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For det specifika varmet per molekyl blir detta annu enklare:

Cy =— Cv/N (24)
Cp = CP/N (25)
cp = cy + kp (26)
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15. Joule & Joule-Thomson processerna
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15.1. Joule-effekten

Joule-effekten: en gas kyls ned vid fri expansion.

Vi harleder nu denna effekt.

Vid fri utvidgning ar E = konstant.

Detta ar en irreversibel process fran ett
jamviktstillstand till ett annat.

Nu galler
oT
dl' = (—)gdV 27
(575 27)
och alltsa
V2 oT
To — Ty = AT = dV (— 28
) ) " (8V)E (28)
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Vi definierar ac; = gasens Joule-koefficient = (g—‘T/)E. och anvander oss av kedjeregeln:

or. . oV _ oFE

= —1 29
(GG (29)
oT 1 (%E) 1
— (——)p = — = — 30
For idealgaser ar E = E(T") och
)0 = o1 (31)
ov’h T T

Mao ar acy = O for en idealgas och ingen temperaturforandring sker under Joule-expansionen.

Allmant galler

OF
Vv =C 32
(aT)V v, (32)
och darmed . 8E
= ———(—— 33
a1 == Gy (33)
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E (V') ar omgjlig att berdkna utan vidare kinnedom om materialets egenskaper. | forsta approxima-
tion kan man sdga att den &r direkt beroende pd potentialenergin V' (7;;) mellan tvd molekyler p3
avstandet 7;; frdn varandra. Utgdende fran en sddan kan man atminstone i princip rikna ut E (V")

genom att rakna ut totala energin i systemet som

Eiot = Z V("”z‘j) (34)

och sedan upprepa detta for olika volymer i systemet.
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V(r)

molekylar
vaxelverkningspotential

e

gas och

vatska
fast

amne

Alltsa ar i varje fall

och da

Termofysik, Kai Nordlund 2005

| gas och vatskefasen ar
OF ) .
(W)T > 0 = kraften &r attraktiv. (35)

medan

(W)T =0 — jamviktsvillkoret for ett fast amne (36)

Qg S 0 (37)
Vo
Ty — T = / dVa, (38)
Vi
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samt Vo > V7 ser vi alltsd att oberoende av formen pad V (r) géller att

T, < T (39)

Fri utvidgning leder for en realgas till nedkylning!

Detta kanner alla givetvis till frdn vardagslivet, tank bara pd temperaturen av gasen som kommer
ut frdn en aerosolflaska.

Man kan illustrera en Joule-process behiandigt med en simulation av atomrérelse.

Under forelasningen visas en animation av en Ne-gas som expanderar fritt i ett isolerat system fran
en ursprunglig densitet pd 500 atomer/(30 A x 30 A x 30 A) till en slutlig p& 500 atomer/(3000
A x 30 A x 30 A), allts3 med en faktor 100. Ursprungstemperaturen &r 300 K, ursprungstrycket
ung. 1250 bar, och atomerna vaxelverkar med en Lennard-Jones-potential.

((ANIMATION i undervisning/termo/sim/joule: se README))

Temperaturen i systemet beter sig pad foljande satt:
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310 T

5 L AT -1 -‘..A gy s oo i A o T Uil 0.0
- i
Iy " T
305 F o -
Ao e Epor/atom |
/ 1 -0.001
_ 300 |/ 1
X
5 295 ] >
= -0.002 =
S 290 : U
(]
|_
285 1-0.003
280
275 ' ' : ' -0.004
0 50 100 150 200
tid (ps)

Alltsa sjunker temperaturen under expansion fran 300 till ungefar 280 K i denna modell. Det slutliga
trycket ar ungefar 7 bar.
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15.2. Joule-Thomson processen

Betrakta féljande system dar P, > P»

pords membran eller
tryckreduktionsventil

Vi har alltsa 2 delsystem i vilka trycket kan férandras med kolvar, och som har en tryckreduktionsventil
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mellan sig som mojliggor att trycket delvis 6verfors fran del 1 till del 2. Systemet ar adiabatiskt,
alltsa termiskt isolerat, alltsd AQ = 0.

Vi betraktar nu en process dar del 1 pressas ihop och del 2 darmed utvidgas.

Arbetet utfort av en viss mangd gas som i (1) upptar volymen V; och i (2) volymen V5:

& - an (40)
utvidgning kompression

Alltsd pa vanster sida (1) gors arbete pd gasen, pd hoger sida (2) av den expanderande gasen.
AW = P,Vs — P V4. (41)

men a andra sidan ocksa
AFE = E2 — El; (42)

och darmed med den | grundlagen AE = —AW fas

Ey— By = —RPVo+ PV = Exy+ PVo = E; + PV (43)
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vilket per entalpins definition H = E + PV ger
H, = H,

Joule-Thomson processen ar alltsa isentalpisk.

Temperaturforandringen i processen ar

P2 oT
AT:TQ—T1:/ dP(—)pu
p oOP
1
Vi definierar nu Joule-Thomson-koefficienten som:
oT
agr = (8—P)H
och anvander igen kedjeregeln:
oT oP OH
(z=)u(z)r(m)e = —1

Termofysik, Kai Nordlund 2005
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(%%)r 1 0H

(g_jj-{)P - _C—p(a—P)T,

:>(8T) B
op’ T

dar vi anvant oss av ekv. [7| for Cp.

Da for idealgaser H = H(T') galler

a1 (idealgas) = 0.

En idealgas temperatur forandras mao inte vid en Joule-Thomson tryckreduktion.

Vi skriver annu om termen (O0H /OP)r:

dH =TdS + VdP

. (8H) T(as) Ry
— ) = —)7T
aP \Q~P—/

—(2—¥)p

dar vi anvant oss av Maxwell-relationen 4.

Termofysik, Kai Nordlund 2005 EI E @ B EI

(48)

(49)

(50)

(51)

17



Med volymutvidgningskoefficientens definition av = :-(8V/9T') p kan detta skrivas som

o gr = _Cip {—TVO{ -+ V} (52)
= CLP((XT — 1) (53)

Vi funderar nu pa vad tecknet av oy ar.

Betrakta forst volymutvidgningskoefficienten c.
For en idealgas ar

_1<8<Nk:BT>> _ Nkg 1
““v\er U p s VP T

(54)
men vi konstaterade tidigare i kapitlet om Il

grundlagen att for reella gaser gdr a — 0 da
T T — 0.
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For att

oT 1 O0H V
_ — — (— )= —{Ta -1 55
T (aP) Cp(E?P)T Cp{ s (55)

och C'p > 0, ar for reella gaser avy7 2 0 beroende pd om T'av 2 1, eller om (g—g)H 2 0, eller om
(8H) <0

op’" =
Alltsd om vi betraktar detta i ett (7", P)-diagram definierar Ta(T, P) = 1 = T = T(P) en

kurva som skiljer mellan positiva och negativa a ;7. Denna kurva kallas inversionskurvan.

Formen pa inversionskurvan for reella gaser kan man kvalitativt lista ut fran kurvan for « ovan for
reella gaser. Ror dig pd en linje for konstant P: o har ett maximum vid nagot 1" men ar 0 vid
T = 0 och vid T = oo. Dvs. ar det mojligt att o'I" > 1 vid ndgot T-intervall.

Det ar vidare naturligt att anta att volymutvidgningen o minskar vid hogre tryck. Detta innebar att
vidden pd omradet dar ay7 > 0 minskar med hogre tryck.
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kurva dar H = konstant.

H = konst

\inversionskurvanT= T(P)  T(P) vid konstant H &r 0.

P kurvan.

Orsaken att Joule-Thompson-processer for positiva « jr leder till nerkylning ar att

oT AT Ty — 17
ar =(gp)H ® 15 = D, — P,

oP

och nu ar ju P, < P sa

Ty =T + g\Jf’Z;SPQ — Pl)J = T} + negativ storhet
>0 20

Termofysik, Kai Nordlund 2005 EI E @ B EI

En Joule-Thompson-process syns i bilden som en

Inversionskurvan ar: "' =1: «ayr = 0, el-
ler alternativt den kurva dar derivatan pa kurvan

Nerkylning ar mojligt till vanster om inversions-

(56)

(57)
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Man kan alltsd anvinda denna process for att kyla ner gasen. Den maximala nerkylningen kan
uppnds om man startar fran inversionskurvan

Joule-Thomson processen kan anvandas till att kyla ned gaser till deras kokpunkt (vatskeform)

forutsatt att minimi pa inversionskurvan ar hogre an dess kokpunkt.

Maximet i inversionkurvan (dar den skdr P = 0) ger hogsta mgjliga temperaturen for vilken denna
process kan anvandas och ges har for ndgra material:

Har ar en bild av data for N:

Termofysik, Kai Nordlund 2005

gas | T;

He | 23.6 K
Ho | 195 K
No | 621 K
Ar | 713 K
Oy | 839 K

< [«[O]>] pp]
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Kuva 5.17:

Typen isenthalpiakiyrii ja niiden avulla piirretty inversiokiyri.
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15.3. Lindes kylmaskin

Lindes kylmaskin ar en praktisk tillampning av Joule-Thomson-processen som tilldter nerkylning av
en gas till en vatska i en kontinuerlig process. Dess principschema ar:

kompressor
varmevaxlare

|lden ar alltsd att det hogre trycket P
astadkoms i kompressorn, varifrdn gasen
wyekeduions. 1ar nerdt till tryckreduktionsventilen som
venti kyler ner gasen. En del av den kallare
gasen aker uppat och kyler gasen pa vag

PAWAWAWWAWAWAW o . .e . . s .
AN nerdt i en varmevaxlare. Samtidigt varms

den givetvis sjalv upp.
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Joule-Thomson processen ar irreversibel:

oS OH OH
(B—P)H = _(8—P)S/(ﬁ)lj (58)

=-V/T <0 (59)
— entropin Okar da trycket minskar

Orsaken till entropiokningen ar friktionen i ventilen eller membranen. Denna friktion ar inte en
termodynamisk jamviktsprocess.
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16. Adiabatisk demagnetisering

Adiabatisk demagnetisering ar en metod med vilken man kan nd mycket laga temperaturer.

Vi betraktar igen ett paramagnetiskt spinn—%—system for vilken vi tidigare pd denna kurs harlett
foljande entropi:

B B B
S = Nkp {an cosh 42— _ £ tanh'u—} (60)
kT kpT kpT

Genom att anvanda tanh-funktionernas exponentdefinitioner kan man skriva

B 1
cosh :— — 56“B/kBT {1 + 6_2”B/kBT} (61)
B
B 1 _ —2;,LB/]€BT
tanh 4= — © (62)

kT 14 e—2#B/kpT
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Vi vill nu se pd gransvardena for hoga och ldga T for att f& formen pa kurvan. Vi harledde tidigare
(kapitel 7.1) att dda T — oo = S — Nk In 2.

Da
T — 0 (63)
blir
tanh £ ~ © ~ 1 — 2e 2B/FBT (64)
kgT 1+ e 2#B/kpT
och darmed
B
S — Nk {m e"B/kBT (1 4 72 B/RBTY _ :—Tu — 2¢ 2B/ ’“BT)} (65)
B
uB _ouB/kpT nB B _ouB/knT
— Nk —1[1 “B]—— o 2= ¢~2uB/kp 66
B{kBT+n te kol | CkpTC ) (66)
B B B
~ Nkp {M_ 4 o~ 21B/kpT _ R 4 QLe—zuB/kBT)} (67)
kg1 kg1 kg1
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dar vi for den andra termen anvant oss av In(1 + =) & x. Detta ar vidare

B
— Nkpe 2#B/FBT {1 + QI;—T} (68)

For att en exponent dominerar Over ett polynom i ett gransvarde, bor detta — 0 da T° — 0, som
vantat ur Ill grundlagen.

Nerkylning av spinnsystemet i ett paramagnetisk salt kan nu astadkommas med hjalp av en
tvastegsprocess:
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NkIn2l vertikala stegen:

Bo 1) isotermisk magnetisering: By — By
Detta okar pa ordningen och alltsd mins-
kar pd entropin i systemet.

B, > By

l horisontella stegen:
e 2) adiabatisk demagnetisering (under ter-
¢%¢ misk isolering). For att .S = konstant bor
B /T = konstant och alltsd T sjunka d3
T B sjunker.

Den Il grundlagen kraver att entropikurvorna gar mot 0 dd 1" gar mot 0. Har ser vi ocksd varfor
den Il grundlagen leder till att 7" = O aldrig kan nas: det skulle ju krava oandligt manga steg i
schemat ovan. Om Il grundlagen inte skulle gilla, vore det ju mgjligt att kurvorna S(T") ar hogre
an noll vid T" = 0, och da skulle ett andligt antal steg racka for att nd 7' = 0.

For att dstadkomma detta i praktiken kan man anvanda en anordning av foljande typ:
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pump

_— paramagnetiskt salt

He-gas under magnetisering;
( vakuum under demagnetisering

Nu kan vi annu se pa hur mycket nerkylning man kan astadkomma i ett steg.

Under adiabatisk demagnetisering S = konst. Vi harledde just

B
S = NkB€_2'uB/kBT {1 + QISB—T} (69)
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sa for att S skall vara konstant bor argumentet i ekvationen ovan

uB

kpT

B
konstant — = konstant (70)
Alltsad fas stegenas langd pa T'-skalan att vara
B
_:_:>T1:TOE (71)

Om vi har t.ex. By yttre falt ~ 10kG och By residualfalt ~ 100G fas att temperaturen kan sjunka
med 2 storleksordningar under ett processsteg!

For elektron-paramagnetism kan man komma till milli-kelvin-omradet medan med karnmagnetisk
demagnetisering kan man komma till temperaturer — 10~ ° K|
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16.1. Empirisk bestamning av en kropps absoluta temperatur

Vi soker nu en metod for att bestimma den absoluta temperaturen for ett termodynamiskt system
("en kropp”) med hjilp av en godtyckligt kalibrerad kalorimeter.

M3 skalan pa kalorimetern utvisa ett tal 7.

Vi soker sambandet mellan 7 och
OF
T = (— 72
(52 (72)

(dvs den absoluta temperaturen) eller alltsa funktionen

T =T(7) (73)
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D3 dQ = TdS fas

Q.  ,0Q
(G2 = (55)r (74

= mangden virme som maste tillforas systemet per tryckenhet vid
isotermisk expansion.

och vidare
0Q oS oV
— ) =T (— ) = =T (—— 75
(G2)r =T = ~T(5) (75)
med hjalp av Maxwell-relation 4.
Alltsa vidare
0Q oV oV dr
— )= -T(—)p = —T(—)— 76
<6P)T (8T)P (aT)dT (76)

Har éf(%)p = volymférandring per T-enhet vid isobarisk upphettning.
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Nu anvander vi oss av ett matematiskt trick:

dT dr
T— = (77)
dT’" dInT
ty dInT = dT/T. Nu kan vi I6sa detta ut ur ekv. 76/ och far
dlnT oV /o
0T (9V/07)r -

dr —  (0Q/0P);

| hogra membrum &r principiellt matbara storheter for var termometer med skalan 7. Alltsad ar dil%T

= experimentellt bestdimd funktion av 7. Vi betecknar detta med g(7), och far

T dlnT T
/ arE T I T(r) — InT(r) = / drg(r) (79)
70 ar 70
— InT'(7) = konstant —I—/ drg(T) (80)
Alltsa ar _
T = konstant X exp [/ dTg(T)] (81)

Konstanten mojliggor fritt val av enhet for den absoluta temperaturen (t.ex. K).
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16.2. Magnetiseringens temperaturderivata

Arbete utfort vid okningen av ett systems magnetiska moment m — m +dm (m = VM =
magnetiseringen)

dW = —Bdm (82)

Alltsd systemets energi minskar och arbetet ar negativt!

dW = —BVdM (83)

Nu maste vi i | grundlagen ta med magnetiseringstermen for dW:
dE = dQ — dW =1TdS — PdV + BVdM (84)

= TdS — PdV + puoHVdM (85)

Har ar pdV volymférandring och HV dM magnetiseringsforandring. P3 liknande satt ar Gibbs
potential:

dG = —SdT + VdP + poHVdM (86)
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Vi kan ocksa definiera en ny potential G y:

G=G(T,P,M) (87)
Gy=G(T,P,H) =G — uoHVM (88)
dGy = dG — poHVdM — puodH MV (89)
Genom att satta in uttrycket for dG fran ovan fas
dGy = —=SdT' 4+ VdP — poMVdH (90)
Fran detta uttryck kan vi harleda en ny Maxwell-relation:
0°G 0°G
= (91)
OTOH OHOT
0 0
—(—ugMV) = —(—8 92
T V) = 5 9) (92
S M
dvs. (— = oV (—— 93
v (o)me = oV (S )a (93
d (8M) ! (88) 0daT 0 (94)
VS. —_— = - 3 N
o’ T uvieH’"

Termofysik, Kai Nordlund 2005
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p.g.a. den Il grundlagen.

reellt” \
system N\

Termofysik,

Kai Nordlund 2005

Om vi istdllet anvander Curie's (empiriska) lag

M~ © (95)
T X
skulle
dM CH o
S T . 0 da T —0 (%)
dT T2

vilket ar inkonsekvent med det forra resultatet.

Alltsd kan Curie's lag omojligtvis galla nara den absoluta
nollpunkten.

</ [«[O]>] pp]
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17. Partikeltalet som termodynamisk variabel

Hittills har vi alltid under kursen antagit att partikeltalet NV bevaras. Nu frangar vi detta krav.

Makroskopi skt

system
[ ]
Fow . .
| delsystem | Vi betraktar ett delsystem karakteri-
(BVN) < serat av S,V, N i jamvikt med en
—————————— varmereservoar med temperaturen 1.

N = antalet partiklar eller bestandsdelar
| delsystemet

Systemets energi kan forandras genom att forandra partikeltalet. Alltsd bor vi fa en tillaggsterm till
Il grundlagen som beror pd dN. Om partiklarna ar identiska masta energiforandringen helt enkelt
vara o< dN sa vi kan skriva

dE = TdS — PdV + pdN (97)
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dar vi introducerat

oF
= (— 98
po= (Gsy (98)
— systemets kemiska potential

— energiokningen per tillford partikel

Nu férandras dven de ovriga termodynamiska potentialernas derivator:

F=E-TS (99)

dF = —SdT — PdV + udN (100)
G=E—-TS+ PV (101)
dG = —SdT + VdP + pdN (102)
F = F(T,V,N) (103)

G = G(T, P, N) (104)
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Det ar ofta bekvamt att definiera en ytterligare termodynamisk potential €2 som beror av T, V
och u:

Q=F —uN (105)

— dQ = —SdT — PdV — Ndu (106)
Q=Q(T,V, ) (107)

N = (3 0my (108)

Potentialfunktionen €2 kallas systemets stora potential (grand potential)
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17.1. Gibbs’ potentials beroende av NV

G =G(T, P) (109)
Har ar T och P intensiva variabler medan G &r en extensiv funktion (potential)

Vi betraktar ett system med tva delsystem

Gii9 = Gl(T, P) + Gz(T, P) (110)
1 ) och ett system med N delsystem.
N

Giyo4. 4N = Z Gi(T, P) (111)
i=1

Om nu antalet IV ar helt enkelt partikeltalet ar

G(T,P,N) = Ng(T, P) (112)

dar vi definierat g som Gibbs' potential per partikel.
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Ur ekvation 102 ser vi att
oG

(8—N)T,P = K

men samtidigt bor ju ur G = Ng(T, P) gélla att

(E e =
IN T.Pp — g
Allts3
_._ &
h=9=

Den kemiska potentialen ar helt enkelt Gibbs' potential per partikel

Darmed fas vidare
G = Nu(T, P)
Q=F—uN=F -
=F—-(F+PV)=—-PV

och alltsa

Q=—-PV

dvs. den stora potentialen ger direkt tillstdndsekvationen!
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Mao. giller for en idealgas att

Q= —-NEkT (120)

F’ént galler ur ekvationen foér dS2:
5=~ (121)
N = —(Z—S)T,V = —V(Z—]:)T,V (122)
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17.2. Den makrokanoniska fordelningsfunktionen

M akroskopi skt
system

__________

Vi betraktar ett “litet” delsystem i jamvikt med sin
omgivning vid temperaturen T'.

Om delsystemets energinivaer ar { £} och dess mdjliga partikeltal {V,.} ar det naturligt att anta
att sannolikheten for att dess partikeltal ar IN,. och dess energi E,. vid en observation ar proportionell

mot antalet mikrotillstdnd i det omgivande systemet som har energin £y — FE,. och partikeltalet
N() — NTZ

P(E,,N,) x Q(Ey — E,, Ny — N,) (123)

_ S(Bo~Er,No=Nr)/kp (124)
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Vi anvander oss nu av Taylor-expansionens linjara termer:

oS oS
S(E, — E,,N, — N,) = S(Ey, Ng) — E,.(— — N, (— 125
( )~ S(Eo, No) = Br(5 )iy — No(5o)wy  (125)
och far da . .
p(E;, N;) = konstant X e PR By NG )INgl/ M (126)
Den forsta termen ar latt att behandla:
oS 1 oS
- — _ — (= 127
(52 = 7 = (52w (127)
men 55
— =7 128
(8N)V’E (128)
For att fa ett uttryck for denna term anvander vi
dEE =TdS — PdV + udN (129)
V = konst.
E — konst. } — 1T'dS = —udN (130)
oS o
— (—— = ——; 131
(co)py =4 (131)
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och far nu

p(E,, N,) ~ konst x e Zr/kpT+Nru/kpT, (132)
Med
1
B = kB—T’ (133)
kan vi skriva detta litet vackrare som
p(E,, N,) = konstant x e °/FrHrilr, (134)
Standardbeteckning:
1
p(Er’ Nr) e Z_NGB[NNT—ET], (135)
Zy =y =) (136)
Ny, Ey

Z n kallas den “stora partitionsfunktionen”

Genom att betrakta en ensemble av identiska system kan man pd samma satt som foér system med
fast partikeltal visa att

S = _kBZPN,n In PN,n (137)
N,n
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Py, = sannolikheten for att delsystemet har N partiklar och finns i det n:te energitillstandet for
ett N-partikelsystem.
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