33. Fermi-Dirac fordelningen

Vi betraktar ett idealgassystem av partiklar sd beskaffade att varje kvanttillstdnd hogst kan ockuperas

av en enda partikel (exklusionprincipen). Sddana partiklar kallas Fermi- partiklar eller fermioner. Alla
partiklar vars impulsmomentkvanttal antar halva heltalsvarden ar fermioner.

Viktiga exempel ar elektroner, protoner, neutroner.
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Alltsa fas vidare

Betrakta det subsystem som bildas av partiklarna i det k:te kvant-
tillstdndet med energin €.

Sannolikheten for att detta delsystem innehaller ng ( = 0,1) partiklar
ar da

P, = e tung—ngeg)/kgT (1)
Summan o6ver alla sannolikheter ar givetvis 1, s3
Y P, =1=1=¢Yrs" {1 + e(“‘%)/’“BT} (2)
n

dar vi anvant oss av det faktum att dd np = 0, 1 kan man latt skriva
ut all termer i summan!

Qk = _kBT In {1 + G(M_ek)/kBT}

(3)

Den kemiska potentialen kan vara positiv eller negativ (i motsats till Bose-Einstein distributionen

dar den ju maste vara
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Medelockupationen ar

= T keT neep)/kpT _— 4
< Mk > o b 1+ e(M—ek)/kBTe kg1 )

_ L (5)

elek—1)/kBpT 4 1

1
— elek—r)/kBT 4 1

Tk

Detta ar Fermi-Dirac-férdelningsfunktionen!

Gransfallet < np ><< 1 motsvarar k)BT - 5 1 och

ne >~ 6('u_€k)/kBT (7)

vilket &r Boltzmann-férdelningen (som vantat)
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Tillstandsekvationen ges som vanligt av

Q=>"Qp=—kpT > In[l+ e ®/F5T] (8)
k k

1
N = Z = zk: elek—m/kpT 4 1 ®)

Vid T = 0 ar el #/kBT { e ™ =0, e <p

et™ =00, €, > 1
eller alltsa
I e < p
— 10
. { 0 e >p (10)

Detta betyder att distributionen har vid T" = O resp. hogre temperatur foljande form:
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T>0

€F

Detta betyder att vid T = 0O ar alla nivaer under p ar fyllda

Fermigaser med 1" = O kallas degenererade Fermigaser.

P.g.a. den centrala rollen av kemiska potentialen vid T = 0 kallas
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u(T = 0) = ep = Fermi-energin
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33.1. Fermi-idealgaser

Vi berdknar nu Fermi-idealgasers egenskaper

0O — _kBTZ ln(l i e(u—ek;)/kBT) (12)

Vi gor igen (jamfor kapitlena pd Boltzmann- och Bose-Einstein-gasen) ersittningen

Z__)/dgrdg _/(27Th)3/ (13)

_ Y / dQp’d (14)
~ (2mh)3 pap
Byte av integrationsvariabel:
2
d

ce— P g PP (15)

2m m

p = V2me (16)
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ger

V o0
Q= —kBT87T3h347T\/§m\/m/ dee'/? In[1 + W~ 9/FBT] (17)
0
VkpTm?®? [
0= T ) dec it (18)
v 0

Om partiklarnas impulsmomentkvanttal eller spinn dr S bor uttrycket multipliceras med degenera-
tionsfaktorn g = (2S5 + 1)

For elektroner, neutroner och protoner 4r S = 1/2 och alltsd g = 2.

Vi anvinder igen fugacitetsparametern z = e*/*BT.

VkpTm®/? 1/2 —e/kpT
_ ¢/kp
Q= —g NGEIE fdee In[1 + ze 1 (19)

d 2
(12— 4232

~ de3 (20)
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fas med kedjeregeln for integrering

\ .

T2
_[1 = / 563/2 In |:]. —+ ZG_G/kBT]
\ O J
s

2 1 —
2 / de? Le—¢/kpT (—)
3 1 4 ze ¢/kBT kpT,
" —e/kpT
+2 1 geed/2 ~¢
3kBT, 1 _|_ Ze—e/k‘BT
=A

Nu ser vi att termen A dr summan av en geometrisk serie:

A _ Z(_l)n—l—l(ze—e/kBT)n _ Z(_l)n—l—lzne—ne/kBT
n=1 n=1
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S& man far att hela uttrycket ar

Il _ BkBT Z(_)n—l-lzn/O d€€3/2€—ne/k¢BT (24)
n=1 \ J/
=B
Med variabelbytet
2 . 3/2 3
e=z" = de=2xdxr = ¢’ ==z (25)
kan man skriva integralen
o° 2
B = 2/ dozte " /kBT (26)
0
Vi beraknar integralen med det foljande bekanta tricket
2 d? [ 2
I, = [ dezte ™™ = — dxe " (27)
do? 0 ,
@;1/2

och med att derivera tvad gdnger med avseende pd « fas

37 1

8 a5/2

I, = (28)
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Med att sammansatta resultaten for 17, I och B fas

VkBTm3/2 2 3ﬁ BT)5/2 Z(_)n+1 z
V2m2h3 3kgT 4 — no/2

Q= —g

n Z
— —gV(kBT)nCZ( 1)"+ 7

dar vi igen definierat (denna definition ar identisk med den for Bose-Einstein-systemet):

ne = ( 27 h?

Om vi vidare definierar serieutvecklingen som en funktion av exponenten pa n:

foz) = D (-1

kan resultatet sammanfattas i den funktionellt enkla formen

Q= —gV(kBT)ncf5/2(z)
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dar alltsd allt beroende pd z ar i funktionen f

Funktionen fg kan latt berdknas med ett datorprogram. (notera att om z > 1 divergerar den
uppenbart):

awk ’BEGIN { for(z=0;z<=1;z+=0.001) { \

s=0; \

for(n=1;n<100;n++) s+=(-1)"(n+1)*z"n/(n"1.5); \
print z,s; \

A\

exit; 1}’ > f3over2_100.dat

vilket ger
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fs(2)

1.0
0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

0.0 | | | | | | | | |
0.0 0.1 02 03 04 05 06 0.7 08 09 1.0

z

(Orsaken att mindre varden p3 S ger mindre fg ar helt enkelt att termen n = 2 drar nerdt summan

och resten av det kan inte kompensera).

Det totala partikeltalet:
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z = eM/*BT
ar

0z 1

8,LL kBT

Den andra delen vi behdver ar

sa man far
Pt |

N = +gV (kpT)n. i(_)n—i—l

n=1
och darmed

{ N = gVn,f3/2(2)
Q= —PV = —gVn.ksT)fs/2(2)

vilket ar tillstandsekvationen!
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z
n3/2 kBT

(35)

(36)

(37)

(38)

(39)
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Boltzmannstatistiken dterfds om p << 0 och darmed z << 1:

Vi ser vad som hander da
z — 0: (40)

D3 faller termerna i summan pd fs mycket snabbt med okande n, och kvar blir bara termen n = 1:

1

z
fs/2(2 — 0) ~ (—1)2m (41)
2 z'
fs/z(z — 0) = (—1) 13/2 (42)
Alltsa galler att
B2 1as . o (43)
f3/2

Om man dividerar ekvationen for N med ekvationen for 2 i ekvationerna [39 ser man alltsd att man
far

I . PV .
Tillstandsekvationen — T ~ kg1 daz — 0 (44)

Termofysik, Kai Nordlund 2005 El E @ B El 14



vilket ju ar den klassiska idealgaslagen!
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33.2. Den inre energin:

Vi beraknar nu FD-gasens inre energi

E=) e <ng> (45)
VTm3? e 1
~ e /0 e LT 4 1 (40)

Detta dr samma integral som upptrader i uttrycket for €2, BB, och dess resultat kan skrivas som

37
2 2

B ="YX _(kgT)"”fs55(2) (47)

sa vi far 3
E = §gnCVkBTf5/2(z) (48)

Jamforelse av detta med uttrycket for €2 visar att

2
PV =_E (49)
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vilket vi ju tidigare sett galla ocksd for en klassiskt Maxwell-Boltzmann-idealgas och Bose-Einstein-
idealgasen. Alltsa galler

E=>PV (50)

for alla tre huvudtyper av idealgaser: MB, BE och FD!
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33.3. Tillstandsekvationen vid héga temperaturer:

Vi berdknar nu tillstdndsekvationen d& 1" ar stor, d.v.s. fugaciteten z = et/kBT kring 1.

2
z
N = gvncf3/2(z) =gV n, [Z — W + - ]

2

<
PV = gVnu(ksT) fo2(2) = gVno(ksT) [ -t

Vi introducerar hjalpvariabeln

N n 22

= = fap2(2) =2 — 5+

A —
gVn. gnc 23/2

For att |osa detta med avseende pa z skriver vi

z = o\ + 042)\2
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och sitter in detta i uttrycket for A, behallande termer hégst av ordningen \*:

A A+ ag)\’ oG\ (55)
= « 0" —
1 2 /2
For att detta skall galla bor vi ha
1 t - (56)
a; = 1 samt ag = ——;
1 2 /2
sa 1
2= A4+ —=\ 57
Wi (57)
Tillstandsekvationen
PV = gVn.(ksT) Z (58)
= Ne z —
I ° 12
blir nu alltsa till andra ordningen
1 5, A
= gVn.kpT) | AN+ —=\" — —— 59
gVnc(ksT) Wi 4\@] (59)
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och med insdttning av A = n/gn.:

n
= gVn.(kpT)

C

[,

V(k T)N [1 L1 4. } (61)
= dg B ..
gV 429 n.
eller alltsa
PV = Nk T[1—|— L1y } (62)
B 4\/59 -

Alltsd ar trycket i en Fermigas storre an i en idealgas pga. exklusionsprincipen!

Detta dr motsatt resultat till det som erholls for Bose-Einstein-gasen, men ett mycket naturligt
resultat dd man inte kan sidtta manga fermioner i samma tillstdnd (och vice versa for bosoner!)
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34. Degenererade Fermisystem

nk‘

Vi betraktar nu i mer detalj det degenererade
Fermisystemet:

>
€r 1 e < ep
e = { O € > e€ep (63)
Vi byter an en gang summan till en integral:
14 2
dS2 d 64
> — G | 42 P (69
k N~ /2me mde

47

Men den avgorande skillanden ar nu den att i alla integraler over nj racker det med att integrerar
till Fermi-energin ep!
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Alltsa ar t.ex.

47TV 2mm F 1/2
N = ne = d 65
zk: k=4 2 Jo €€ ) (65)
2\372
3°F
o Vmad) -
3 mw2h3 J

Detta binder fast vardet pd ep om partikeltdtheten n = N/V ar kédnt, och man far:

2/3
h? 3m?
er = —n?/? < r ) (67)

m g\/§

Detta ger ocksa villkoret for nar ett fermionsystem ar praktiskt taget degenerarat, eller termody-
namiskt kallt:

erp >> kT (68)

Nu kan man ocksa definiera flera relaterade storheter:
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Fermi-temperaturen:

€
Ty = —&
kg
Fermi-impulsen (rérelsemangden)
Pr = V2mer

Som funktion av denna kan man skriva

PF
h

_ (pF)3\/§g 1 g

_ 3
Lo 3w22v2 67’(‘2( )

Fermi-hastigheten definieras logiskt av

vFp = prp/m
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(71)

(72)

(73)
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34.1. Exempel pa kalla Fermionsystem

34.1.1. Elektrongasen i metaller:

For elektroner ar som sagt g = 2. Lednings-elektrondensiteten i metaller kan uppskattas som att
varje atom avger av storleksordningen 1 elektron till den ledande elektrongasen (for alkalimetaller
stammer detta med god noggrannhet, transitionsmetaller avger i sjdlva verket nagra fler).

Atomernas storlek ges av storleksordningen p3 atomradien 1 A. Alltsa fas

1 _
Nel ~ Mjon ~ Nap ~ ~ 02870 ~ 0.2 x 10°°m~? (74)
J 3
471 A”/3

Insattning av detta och g = 2 i ekvationen fér ep ger

h? 2/3 3m? 2/3
€ = n — ~ 12 eV 75
YT m, (2\/5) (79)
och motsvarande Fermitemperatur
Tr =~ 140000 K (76)
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Jamforelse av detta med rumstemperatur
1
300 K =~ — eV (77)
40

visar att elektrongasen i metaller ar extremt kall vid rumstemperatur!

Jamforelse av detta med typiska smalttemperaturer pd metaller 2000 K =~ 0.2 eV visar att
elektrongasen i metaller ar mycket kall i fasta metaller vid alla temperaturer!!

Detta ar den forsta stora orsaken varfor FD-distributionen ar sd viktig i fasta amnens fysik:
ledningselektronerna beter sig helt enligt Fermistatistik vid nastan degenerarat tillstdnd, som ju
totalt avviker fran den klassiska Boltzmann-statistiken!

Har ar annu en tabell pd nagra verkliga varden pa ep:
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Metall | ep (eV)
Li 4.7
Na 3.1
K 2.1
Cu 7.0
Ag 5.5
Au 5.5

Var enkla uppskattning var alltsd ung. en faktor 2 fér stor, men detta forandrar inte den kvalitativa
slutsatsen.

34.1.2. Karnmaterie

Nukleonerna (protoner och neutroner) ar av storleksordning 1 fm s3

~ 0.2fm° ~ 0.2 x 10*m™* (78)

n ~ 3
47l fm®/3
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och deras massa ar ung. 1 u sa:

2
=7 )23~ 68 MeV (79)

och motsvarande Fermitemperatur

Tr ~ 7.9 x 10" K (80)

Alltsd ar karnmaterian helt otroligt termodynamiskt kall vid rumstemperatur. Alla nukleoner ar
garanterat i grundtillstandet.

K&rnmaterien blir exciterad (varm) forst vid T ~ ep ~ 70 MeV.

Detta ar faktiskt en riktigt bra uppskattning: det ger en forsta forklaring till varfor
karnexcitationsenergier typiskt ar av ordningen MeV. For att verkligen hetta upp karnor kravs
hogenergetiska (>> MeV) partikelacceleratorer.

34.1.3. Vita dvargstjarnor

Vita dvargstjarnor bestdr huvudsakligen av He atomer.
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For vita dvargar giller typiskt (experimentella obsevationer):
Meyy ~ 2Mg; Mo = 2 - 10%kg

p ~ 10"g/cm®

T ~ 10°K

Att temperaturen ar sa hog innebar att alla He-atomer ar joniserade:

10°K ~ 10%°eV >> 10eV = He — atomens jonisationsenergi.

S3 man inser att vita dvargar bestdr av He-kdrnor och elektroner i ett plasma.

For elektronsystemet galler da (vi approximerar att He-kdrnans massa ar 4u):

N 2M/4u  p

Nel — — = =

1% M/p 2u
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107 g/cm”®
2.1.7-10"2%¢g

~3.10%A° (86)

och darmed

2

(zf

n)?? ~ 0.8 MeV >> 1 keV (87)

Alltsa ar vita dvargars temperatur ungefar 10 miljoner grader Kelvin, men de ar 3nda termodynamiskt
kalla!
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34.2. Den inre energin hos att degenererat fermisystem

[Landau-Lifshitz 57]

Vi raknar nu inre energin for den degenererade Fermigasen. Integralen behover givetvis bara goras
till ep:

E=U=) ne (88)

Vm3/2 n
~ d 89
T ), # (89)
2
59¢p

Jamforelse med det tidigare resultatet, ekvation
V V/2m3/?
N = Y V2 g (91)

3 2R3 F
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Jamforelse av dessa tva ekvationer visar att:

= —€fp (92)

2| =
&)

vilket ger energin per fermion!
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34.3. Tillstandsekvationen vid T = 0

Nu har vid den markbara forenklingen att

E=F (T =0)

Med hjilp av resultatet for E/N (ekv.[92) far man

3. .0 3.0 d
p=_SNZE Sy
5 0V 5 on  dV
D3
N dn N
n—=——— — =

% v~ V2
S3& man far for trycket

3 2 861:

P = gn (8—n)
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< [0 >] pp] 32



€ — = — 08
" gVv'2 on  3n (%8)
sa trycket blir 5 o 5
€F
P=-n’2" =Zne 99
5 3n 5 (99)
och genom att skriva ut ep
2K 37°
p_ " 5/3( T )2/3 (100)
om gVv'2
D3
n=2=2 (101)
m
ser man att
Pxp’?e—=PxV? (102)
Vi kan nu anvanda oss av detta for att rakna ut ljudets hastighet i en degenererad Fermigas.
Ljudets hastighet c kan skrivas som
1 1 0oV
CcC = Rg = ——(—)5 (103)

VPR3 V OP
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dar kg ar den isentropiska kompressibiliteten.
VidT =0 ar kg = Kk

Vu riaknar nu

1(av 11
T viepr T V(&
_5/3 oP 5P
Poc V3 — 22— 22
o ov 3V
> 1 3V 3
ws = —=(-2)5 = =5

Da p = mmn kan man skriva ut detta som

1

h
CcC — —
\/mng : %n—5/3(g7\/2§)2/3 m\/gn—z/?)(%%?)z/:s
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Om man tillampar detta pa en elektrongas i metaller (jamfor vart tidigare estimat) far man

2 . 30 . 11
P =—nep=04x02-10" x 12¢V = 1.5 x 10''Pa (109)

Kompressibiliteten blir
3

Kg = —4x 10 " 110
® T 5% 1.5 x 10''Pa (110)
och darmed bulkmodulen
. 1 B 11
B=—=25x10 "Pa (111)
KS
L judets hastighet:
h 6
c= ~ 1.2 x 10°m/s (112)

me\/%(().z X 1030)—2/3(3%2)2/3

Vad betyder dessa viarden? Kompressibiliteten ar helt vettig, verkliga metallers bulkmoduler ar
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typiskt av storleksordningen 2.5 x 10! Pa. Detta &r faktiskt en av de viktiga komponenterna for
kompressibliteten i metaller! [Ashcroft-Mermin kap. 2]

Det inre trycket & andra sidan kan uppenbart inte vara den enda tryckkomponenten i en metall
ty 10! Pa = 1 Mbar, en miljon ginger normaltryck. Det som ger en motstdende komponent &r
attraktionen mellan elektronerna och de positivt laddade metalljonerna.

Ljudets hastighet &r mycket storre dn de som experimentellt observeras, ~ 1 km/s. Elektrongasen
kan alltsa inte forklara ljudets framskridande i metaller; istallet &r det fononerna/gittervibrationerna
som gor det. Orsaken hanger igen ihop med vaxelverkan med jonerna, dock inte pa nagot enkelt
satt. [for mer info se Ashcroft-Mermin kap. 26].

P3 denna kurs gar vi inte djupare in i amnet gitter-elektron- vaxeelverkningar.
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35. Elektrongasen i metaller

Potentialenergin for elektroner i kristaller har kvalitativt sett féljande form:

E
A x
* |
o
&l - _ _ & o Fri yta
0___ﬂ_ﬂl_ﬂl__
[ ] [ J [ ] [ J
jon jon jon jon

For att en elektron i det &versta elektronbandet ( = de elektroner som &ar svagast bundna till
jonerna) skall kunna frigras frdn en metallyta bor den ha en energi som Gverstiger arbetsfunktionen
¢. Arbetsfunktionens storlek ar i allmanhet ndgra eV.
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De elektroner vars hastighetskomponent vinkelratt mot den fria ytan ar positiv och vars energi > ¢
frigors fran kristallen och bildar en s.k. emissionsstrom.

Vi vill nu rakna ut denna strom. D& skall man rakna hur manga elektroner som har en tillacklig
hastighet att komma Over barridren ¢ i en dimension .

14 3 9
N = — d 113
zk: Tk (27Th)3 / pe(e—ﬂ)/kBT +1 ( )

For elektroner ar som kant

g = 2 (114)
D3
p=mv (115)
d’p = m°d’v (116)
sa
1
_ 3 ;3
dN(v) = (27rh)32m d VR T 1 (117)
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Vi vill nu integrera bort dimensionerna y och z:

AN(0) = ——omPdv, [ dv, [ d - 118
(ve) = (27h)3 e /OO Y /OO Ve e m/kpT 1 q (118)
1 2 2 2 119

€ — §m(vx—i—vy—|—vz) (119)

Vi byter om till polara koordinater i de 2 dimensionerna y och z:

Vy = PCOSP (120)
V, = pSIN
p’ = 1)5 + vi (121)
dv,dv, = dppdp (122)
sa man far ,
ole=m)/kpT _ e%mp2/kBT€(%mvx—,u/k:BT) (123)

1,2
Vi gor variablebytet a = e(2™vz—H/kBT.
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2Vm3 2m 00 1
dN (vy) = dvxf dgo/ pdp 5 (124)
0 0 ae™r”/

(27h)3 2kpT 4 1
samt { = emp2/2kBT
mp m 2/2l€ T
p— d( = ——dpe P B 125
¢ oo P (125)
sd man ser att p Lo
pdp = i _ kelde (126)
%%emp /2kgT m C

Integreringsgranserna blir nu 1och coty p =0ger ¢ = e’ =1
Alltsa blir
2
dN (v,) =

dv, 2 —— (127)

Integralen blir

> 1 1 a -
/1 dCC(aC—Fl) —/1 dCE_GJC-I—l_/ In¢ — In(a + 1) (128)
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Alltsa blir
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=Inoo —Inl —In(aco + 1) 4+ In(a + 1)

—lnoco —Inl—In (a(oo—1—§)> + In (a(1+2)>

dN (vy) =

A4tV
(27h)3

dv,

kpT

m™m

1.2
In{1 + e—(gmvx—u)/kBT}
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Antalet elektroner som emitteras genom ytan med en hastighet
mellan (v;) och (v, + dv,) per tidsenhet dt och ytenhet dA
ges av foljande resonemang. Antalet partiklar dNy i volymen
dV = dAwv,dt ar denna volym ganger tatheten av partiklar

dN (v;)/V:
dN (v
ANy = dAw,dt o) (134)
V! Antalet som kommer ut per tidsenhet och areaenhet ar detta
G) vy ! > dividerat med d Adt eller alltsa
A dN (v,
aN(v.) - (135)
|%4
Emissionsstromtatheten ar
> dN (v,
j = e/ ﬂvm (136)
v0 |4
dar e ar elektronens laddning och granshastigheten vy ges av
1 2
§mv§:¢—i—€F:>vO: \/ (¢+€F) (137)
m
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Allts ;
=€ dv,v, In{1 + e 2mv2)/kp
J 2m2h3V Sy, L+ ;

(138)

w ar i termodynamisk kalla system ungefar ez, och de elektronerna som har hogst kinetisk energi

har en som ar bara litet ovan er (kom ihdg formen pd Fermi-distributionen). Alltsd &r

1

1,2
p— Emfui ~ 0 och dirmed ¥~ 2™a)/kBT 1

Darmed kan man approximera

1 2 1 2
11’1{1 + e(N_QmUkaBT} ~ eu/kBTe_jmvm/kBT

sd
2 o0
) m-kgT _ 1.2
J = e—e”/kBT/ dvgvge 2™Ve/ kBT
2m2h3 -
=A
o0
A= _FBT [ & —dmdkpT
m dv,

vo
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_ _kBT( e —Lmd/kpT (143)
sa
- m (kpT)" —(¢p—p+ep)/kgT
J=e 53 € (144)
Da
PR ER (145)
fas
: —¢/kpT
j~e 2h3<kBT>2 kB (146)

vilket ar kant som Richardson-Dushmans ekvation.

Detta avviker klart fran resultatet for Boltzmann statistik som skulle ha gett:

j ~ VTe ¢/kBT (147)
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Richardson-Dushmans ekvation visar sig stamma val overens med experiment vid hoga temperaturer.
Nedan ar firskt data 6ver In j /T2 vs. 1/kT som ju skall bli en rak linje om Richardson-Dushmans
ekvation stammer:

4 L% Qu = 1.09 for this fit. | |

Ln (J/T?)

-10

-12 I I I |
23E+20 24E+20 ?5F420  26F4+20 27E+20 2.8E+20

1/KT

[Cushman, Heering, CMS HCAL Hybrid Photodiode Design and Quality Assurance Stations, ICFA Instrumentation bulleting Vol.25 (2002)]
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Alltsd kan en helt makroskopisk strommatning anvandas for att bestimma ¢, som ar helt
mikroskopisk till sitt ursprung!

Man kan rakna ihop konstanterna till

A=e k5, = 120.2 148

2m2p3 P cm2K? (148)

vilket ar mycket nara det experimentella viardet pd A = 120 '2‘ 5 for Cs, och ratt storleksordning
cm

for manga andra metaller! [Paakkari sid. 152]
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36. Fermigaser vid laga temperaturer

Nu skall vi se pa Fermigasen vid laga temperaturer, som alltsa ar hdgre an temperaturen 1" = 0O vi
just sdg pa! Skillnaden ar nu att vi inte kan mera betrakta Fermidistributionen som en box, utan
maste betrakta den lilla avvikelsen fran boxformen.

Vid laga temperaturer ar . > 0 for fermigaser vilket innebar att fugaciteten z ar >> 1:

z =BT 5> 1. (149)

De allmanna uttryckena
N = gVncf3(z) (150)
Q=-—-PV = —gVnc(kBT)f5/2(Z), (151)

med funktionerna f givna som potensserier av z blir dd vardelésa dd serierna inte konvergerar

snabbt:
k

fs(z) = D (-D)*— (152)
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For att f& anvandbara uttryck ndra T = 0 maste funktionerna skrivas i sin ursprungliga form som
integraler (jamfor ekv. 23432)).

Integralerna ar
£1/2

2 oo
f32(2) = 7/ dﬂ?ﬁ (153)
23/2

fs52(2) = \/—/ m (154)

Man kommer fram till dessa former genom att rikna:

00 21/2 00 . 21/
/ dr—— = / dx ze (155)
0 ;em +1 0 1+ ze %

Den senare delen ar summan av en geometrisk serie s& man far

— Z/O drze "z (—1)"z"e ™" (156)
n=0

Termofysik, Kai Nordlund 2005 El E @ B EI 48



:Z/ d:czk(—l)kﬂzclme_kx (157)
k=10

:z:zk(—)kJrl / dox'/?e ™™ (158)
k=1 0 -~ J
oC 2
2 / dyy’e ™
\O J/
o oo
——/ dye "Y
ok Jo .
\/2?,::1/2
_4,%—3/2
VT — k z"*
— 7Z:(—n HW (159)
k=1
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Vi definierar en allman I,;:

I /ood ll /Ood ll
n = r— — T
0 Ter +1 0 e?~#/kpT 41

Nu &r alltsd n = 1, 2 intressanta fall.

Vi delar upp integralen i tva olika intervall:

n/kgT 2" 00 2"
I, = dx + / dx
/o er~r#/kBT 4 1 u/kpT er—n/kBT 4 1

och férlinger den forsta integralens kvot med e *T#/#BT,

n/kgT CIjne—ﬂr:—l—;u/k:BT 00 "
= dx + / dx
/0 e~ vtu/kpT 41 wkpr  erHEBT 1

Nu kan man skriva om den forsta integranden som

N e—x+u/kBT ne—a:—i—,u/kBT +1—-1

e—x—l—,u/kBT 11 = Z e—aj+/,b/k3BT +1
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1

= Tr —X 1 —|— e—x—I—,u/k:BT (164)
och darmed dela den forsta integralen i tva delar:
w/kgT 00 2" n/kgT 2"
I, = drz" —I—/ dx —/ dx 165
/o wikpr € THEBT 1, e~ ti/FBT 4 ] (169)
Vi gor variabelbytena
x — u/kgT = y iandra integralen och — z + pu/kpT = y i tredje (166)
vilket innebar att integreringsgranserna ocksa andras:
u/kgT — 0; 00 — oo i andra integralen (167)
0 — wu/kpT;u/kgT — 0 i tredje integralen (168)
Men i tredje integralen ar ocksd dx = —dy sa det slutliga integreringsintervallet blir samma som

ursprungligen efter teckenbyte!
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S3 man far

w/kpT © (e +y)" wkpT  (pop —y)"
I, :/ da:a:n—i—/ dy BT —/ dy ikl
0 0 eV + 1 0 eV + 1

Da kp’I' — 0O blir den sista integralen approximativt

Med denna approximation och med att utféra den forsta integralen far man

n

n

N1 (M)n+1_|_/ood(ks%T+y>n_(kB%T_y)
N(n—l—l) kT 0 Y e¥ + 1

kT \n kT \n
~ (n 1) kpT kel )y Y v + 1
2k§Tn

\ . J/

—uw Y
eY+1

~
~
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dar vi anvant oss av det faktum att dd kT — 0O ger Taylorutvecklingen av (1 + z)" =

Alltsa blir

n

1 % n+1 2 n—1 /OO Y
— 2 (— d
CEE I I AR L) Jo

—
w2
12

Alltsa fas for de tva intressanta fallen:
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2 Ho3/2
Ii )0~ (2) (2 2. =
1/2 (3)(kBT) T2 LT 12

7'('2 kBT

2, p 3/2 2
= (L 14+ (=

) O )
2 po5/2 3. 1/27T2

I3/9 ~ —(—— 2. —
sz = g 2 o ) g

kpT
7

ERTINTI
()1 + 2

2
5 kgT )"+

< [«[O]>] pp]

ey—i—IJ

1+ nax.

(173)

(174)

(175)

(176)

(177)
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Darmed far vi nu tillstandsekvationen for Fermigasen nara T' = O:

2
N = Vgncfs; (2) = Vgncﬁflp (178)
4
: Q= —PV = —gVn.(ksT)f52(2) = —Vgnc(kBT)gﬁlg/g (179)
36.0.1. Den kemiska potentialen nara T = 0
Vi har nu alltsa: )
2 2 |92 3/2 v k'BT 2
N=Vgn,—-= 14+ —(—— 180
ome = o) I TR (180)
: . n2 2/3 ( 372 2/3 . 0 : .
A andra sidan &r ju ep = Ln (ﬁ) dir n = N/V (utan ndgon approximation). Om man
|6ser ut N ur detta far man
2 2 cr 3/2 m 3/2
N =V — — 181
9731 G (181)
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For att dessa tva ekvationer skall vara konsistenta med varann masta man ha

7'('2 kBT

g(T) ] (182)

1= (5% +
€EF

Detta ger oss nu férsta approximationen pa temperaturnberoendet av p(7"). For att fa den gor vi
en ansats u(T) = ep + aT* + O(T"):

aT? w2 kgT
— 1¥2[1 + §(?)2...] (183)

1 =[1+

. . . . 4, 4
dar vi genast ldmnat bort termer av ordningen T /€.

Alltsa ar med Taylorserien (1 4+ )" =~ 1 + nx:

7T2 kBT
))

g( (184)

3aT?
1~ (14 —)(1 4+ — (==
2 (S (S

1~1+ T2[3 4 7T2kQ] + (185)
B 2€fp 86%
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For att denna likhet skall galla bor vi givetvis ha

3 k2
°& _ _TF» (186)
2€fp 86%,
varur 5 o
k
o= __"B (187)
12€F
Alltsa ar i denna approximation
27,2 2
kLT
W(T) = ep — 28— (188)
12€F
2 2
kT
uw(T) = ep 1—7T ( b ) + ... (189)
12 (Sya

Detta ar alltsd den kemiska potentialens temperaturberoende!

36.0.2. Tillstandsekvationen nara T = 0

Vi kan nu ocksa berakna tillstandsekvationen ur vart resultat for €2, ekv. [180}
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_ _ m o 3/2 52 4 2 1 50 2, kBT 5 }
PV =-Q=V kpT — 1+ E— 190
() D) = {14 2 P L s

— Vg(—~ )wi 5209 + (]@TT)2+...} (191)

orh?’ 157

Vid T' = 0 har vi alltsd (da dar ar u = €p):

8
PV =V _Z_2 (T =0 192
9 P (T=0) (192

Men tidigare harledde vi

2 3

PV = gE; E = gNeF (T = 0) (193)
2

= PV = gNeF(T = 0) (194)
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Jamforelse av de tva uttryckena for PV vid T' = O visar att vi maste ha:

2 m .35 8 5/2
—Nep =V ; 195
siVer =Vl os) 5 JRoF (195)
Darmed kan uttrycket for PV vid andlig T' skrivas i enklare form som
2 5 kpT
PV = ZNep (Hy572 {1 + (2t 4 } (196)
5 €Er 8 |94
H/—/ (& ~ J/
5/2 5 kpT
_ W_Q(kBT)Q [1 + —7%( = )2}
12" er 8 er
2 kpT
1= (5)?
varvid till andra ordningen:
2 57° kpT 5 o kgT
PV = SNep{l — 2 (ZB2y2 L 222(BBLy2 ) (197)
24 F 8 EF

Termofysik, Kai Nordlund 2005 EI E @ B EI 58



2 5 o kpT
PV = -Nep[l + (22

o (. )2+ ] (198)

Har &r det intressant att notera att (for forsta gangen pa denna kurs) reduceras denna gas-
tillstandsekvation inte uppenbart till PV = Nkp’T' med ndgon enkel grans.

36.0.3. Det specifika varmet nara T = 0:

For Fermigaser vid godtycklig T galler

3 3
E=U=-_Q=_PV (199)

Var approximation for PV ger diarmed for energin

5 2kBT
™

o (. ¥+ ..} (200)

_3

Termofysik, Kai Nordlund 2005 EI E @ B EI 59



varvid

OE 3 5 k2T
Cy = — = — €F—7T22 B
oT 5 12 e%
2 2
7w kLT
Cy = —(-2-)
2 €
) T3

(201)

(202)

Da elektrongasen ar en kall Fermigas galler for
metaller vid ytterst [3ga temperaturer dar blott
elektrongasens specifika varme spelar ndgon roll

Alltsd kan man genom att anpassa kurvor av typen

Termofysik, Kai Nordlund 2005

Cy =~T 4+ AT’ & Cy /T =~ + AT?

p att C'y ~ T. Vid hogre temperaturer galler
r Debye's teori och Cy ~ T°.

< [«[O]>] pp]

(203)
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till experimentellt Cy -data testa Fermi-elektrongasmodellen. Om man plottar data i formen Cy /T
vs. T borde man ha ett linjart beroende som skir z-axeln vid ett dndligt virde

Har ar en sadan plot for K:

Cy/T (md mol™ K%

som alltsd foljer teorins forutspaelse extremt bral!

Termen - testar d3 elektrongas-bidraget och T° Debye-modellens fononer.
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Har ar en tabell av experimentella resultat, och resultat som fatts med formeln (203
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Table 2.3

SOME ROUGH EXPERIMENTAL VALUES FOR THE COEFFICIENT
OF THE LINEAR TERM IN 7 OF THE MOLAR SPECIFIC HEATS

OF METALS, AND THE VALUES GIVEN BY SIMPLE FREE
ELECTRON THEORY

FREE ELECTRON ¥ MEASURED y RATIO®
FLEMENT (in 10~# cal-mole~'-K~2) (m* /m)

Li 1.8 4.2 23
Na 2.6 35 1.3
K 4.0 4.7 1.2
Rb 4.6 5.8 1.3
Cs 5.3 7.7 1.5
Cu 1.2 1.6 1.3
Ag 1.5 1.6 11
Au 1.5 1.6 1.1
Be 1.2 0.5 042
Mg 24 32 13
Ca 36 6.5 1.8
Sr 43 8.7 2.0
Ba 4.7 6.5 14
Nb 1.6 20 12
Fe 1.5 12 8.0
Mn 1.5 40 27
Zn 1.8 1.4 0.78
Cd 2.3 1.7 0.74
Hg 2.4 5.0 2.1
Al 2.2 3.0 1.4
Ga 24 1.5 0.62
In 29 4.3 1.5
Tl 3.1 35 1.1
Sn 33 44 1.3
Pb 3.6 7.0 19
Bi 43 0.2 0.047
Sb 39 1.5 0.38
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| de allra flesta fall stimmer teorin alltsa bra Gverens med resultaten, men i ndgra (Nb, Fe, Mn, Bi,
Sb) misslyckas den fenomenalt.
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