29. Stimulerad och spontan emission

[Framst ur Alonso-Finn 11l sid 532]

Vi betraktar nu ett system av atomer med tva energinivder E; och E5 (> F1) och ett omgivande
fotonsystem med energin hw = hv = Fy — E;.

Antalet atomer i grundtillstdndet ar N7 och antalet atomer i det exciterade tillstidndet ar Ns:

E2 - N2

E1 Nl

Atomerna i tillstdndet F5 deexciteras med tiden om tillstdndet inte ar fullstandigt stabilt. Beteckna
sannolikheten per tidsenhet for att en atom i F5 deexciteras spontant Ao;.

Da galler naturligtvis
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= —A- N 1
py 214V2 (1)

Narvaron av ett fotonfadlt med energin = E5 — FE; gor det mojligt for atomer i grundtillstdndet att
exciteras till F5. Det ar naturligt att anta att excitationssannolikheten per tidsenhet ar proportionell
mot antalet fotoner med frekvensen v:

antalet excitationer/tidsenhet = b12E(v) N, (2)

Funktionen E(v) betecknar energidensiteten av tillstand med frekvensen v (sd for att vara exakt
ger ekvationen ovan energin X excitationssannolikhet).

Excitationssannolikheten per tidsenhet ar da

Blg = /dVblgE(l/) (3)

d N1
dt

= —blgE(l/)Nl (4)
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Dessutom kan det ndrvarande fotonsystemet stimulera de-excitation av elektroner i E5 (en foton

absorberas, tva emitteras).

E2 - N2

v~ el
E1 ‘Nl

Sannolikheten per tidsenhet for stimulerad emission ar da naturligt av formen

B12 = /dl/bglE(l/).

d N>
dt

—bglE(l/)Ng
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De fullstandiga dynamiska ekvationerna ar

| (statisk eller dynamisk) jamvikt galler
dNo

dt

bi2E(v)N1 = [A21 + b21E(v)] No

( dN
%1 = —b12E(V)N; + A1 N>
d
< dt2 = @12E(1/)N;—[ é21N2 + @21E(1/)Ng ]
{ abso?;r)tion spontan em.  stimulerad em.

(8)

(9)

Om man vidare antar att nivderna fylls med termisk excitation enligt vanlig Boltzmannstatistik

galler

Ny ~ e B2/kBT
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och darmed
N1 J(Bo—E1)/kpT _ hw/kpT
Ny

Genom att satta in detta i ekv. [9] f3s

hl//k‘BT

b12E(l/)€ = A21 -+ bglE(l/)

Vi léser nu ut E(v) ur detta:

(bmehy/kBT — bm) E(r) = A

b1 (ehy/kBT — 521/512> E(V) = Ao

A12/b12

— E(V) — ehl//kBT _ b21/b12;

Men vi vet fran forra kapitlet att for fotongasen galler ocksa

_ 8whu? 1
E(V) o c3 ehu/kBT —1
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For att dessa tva ekvationer skulle vara konsistenta med varann kravs det uppenbart att

A21 . 87'(']’“/3

b o3 b21 = b12 (18)
12

Fran den spontana emissionssannolikheten A5 kan alltsd de stimulerade emissionssannolikheterna
ba1, b1 berdknas! (Einstein, 1917):

Ao = spontan emissionssannolikhet

b12E(v) = bo1E(v) = stimulerad emissionssannolikhet

Fran ekvation [16] erhaller man dessutom ocksa direkt

A
2 o MRBT & EBT om by >> kT (19)
blgE(I/)

och darmed
Aol >> blgE(l/) om hv >> kgT (20)
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For hoga frekvenser och ldga temperaturer ar alltsd den spontant emitterade stralningen
dominerande.

Den spontana strdlningen har stokastiskt fordelade faser eftersom atomerna emitterar spontant
oberoende av varandra.

Den stimulerade strdlningen av daremot koherent eftersom varje atom stimulerats av samma foton
med konstant fas.

Antalet emitterade fotoner fran E5 per tidsenhet ar
(A21 —+ bglE(l/))NQ (21)

medan antalet absorberade fotoner i E5 av ar
blgE(I/)Nl (22)
A1 + baiE(v) N2 Ag Ny Na

= (—+1 I~ ,
blgE(I/) N1 blgE(l/) )N1 N1

omhv << kgT (23)
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hv << kT ar mojligt for mikrovagor vid rumstemperatur, daremot inte for synligt ljus som har
fotonenergier ~ 1 eV.

Emissionsraten > absorptionsraten om

Ny > N; (24)

Ny > Ny ar omgjligt i jamvikt da

_— Y

No e (E2—E1)/kpT (25)
Ny

Men ifrdn jamvikt kan No > N7 och d& uppstar en laser eller maser. For att uppnd N > N; maste
man “pumpa’ in elektroner till det hogre tillstandet. Lasrar kraver alltsd populationsinversion!

Detta kan goras t.ex. med ett tre-niva-energischema, som i ett mojligast enkelt system skulle fungera
pa foljande satt:
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30. Fasta amnens specifika varme

[Alonso-Finn 1l s. 536-, Mandl ch 6]

For det mesta behandlar vi under denna kurs gaser. Men det visar sig att man dven kan berakna
fasta amnens varmekapacitet utgdende fran gasekvationer!

Empiriskt galler att C, for fasta amnen vid héga temperaturer &r 3Nkp = 3R (Dulong-Petit)
medan vid ldga temperaturer

Cy=aTl’+~T — 0d5 T — 0 (26)

Den huvudsakliga rorelsen i fasta dmnen vid héga temperaturer utgors av vibrationer omkring
atomernas jamviktslagen. Om antalet atomer dar N kan denna rorelse beskrivas som rérelser hos
3N harmoniska oskillatorer.

Om atomerna vibrerar i fas kan denna vibrationsrorelse iakttas som ljudvagor. Enligt ekvipartitions-
principen blir dd Cy = 3Nkp.
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Om oskillatorernas vibrationsfrekvenser dr {wy} och vibra-
tionsrorelsen beskrives kvantmekaniskt ar den totala energin |
vibrationsrorelsen

® © o o o o SN 1
E=Vyo+ ) hwi(ng+ 5) (27)
® o -0 -0 -0 © k=1
1 3N 3N
® -0 -0 -0 -0 © :V()—|—§Zhwk—|—2hwknk (28)
k=1 k=1
P PY PY PY PY PY konstant=A

Har ar A = grundtillstdndets energi.

Dessa vibrationskvanta kallas fononer. De dr analoga med fotoner i att deras antal inte bevaras,
och kan i likhet med fotoner tiankas bilda en gas (dock vaxelverkar de med varandra betydligt mer
an fononer).

Fononerna kan beskrivas med Bose-Einstein statistik sa att det sannolika antalet vibrationskvanta
med frekvensen wy ar
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1
ehwk/kBT _ 1

< N >=

Darmed fas for energin

— 1 hwk
k k

N
konstant

30.0.1. Fonongasens specifika varme

Vi berdaknar nu viarmekapaciteten for fononsystemet:

- - Z hwk/szT

e (1)

]_) kpT?
= KB < k’BT [ehwk/kBT _ 1]2
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Vid hoga temperaturer kg’ >> hw; galler

hw
er/FBT ~ 1 4 EF ; (33)
kT
och man far .
3N 2 1+ —k 3N
hwy, knT hwy,
cvwz( ) MTLENS o S (34)
v \ksT/ [1+4 kB—]rfp — 1]? k=1 kpT
och om man annu approximerar bort den senare termen far man gransvardet for hoga temperaturer:
3N
Cv=kp» 1=3Nkp (35)
k=1

Detta ar Dulong-Petit lagen.

A andra sidan vid |3ga temperaturer Awy, >> kT — ar
e"K/FBT 5> (36)
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hwy o~ Twk/k o
kBZ(kBT ) W/FBT __,0d3s T — 0 (37)

vilket visar att fonongasen uppfyller den Ill grundlagen!

En mer detaljerad beskrivning av C'y, kraver information om fononernas dispersionsrelation, alltsa
vad som ir w = w(k).

(For jamforelses skull galler for ljusvdgor den enkla dispersionsrelationen w = ck)

Dulong-Petit-lagen Cy = 3R galler for de flesta dmnen vid rumstemperatur, men i slutet av
1800-talet upptackte Weber att diamants specifika varme redan vid rumstemperatur ar mycket
mindre an 3R, eller cy << 3kp.
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30.1. Einstens modell for det specifika varmet

Einstein forsokte forklara avvikelsen fran Dulong-Petit-lagen med ansatsen att alla fononfrekvenser
ar lika
Wi = Wg (38)

Detta leder till att summan oOver k i uttrycket for C'y ger en faktor 3N:

= k3N 39
CV B3 (kBT) [ehwE/k‘BT _ 1]2 ( )
som man kan skriva enklare som
Oy = 3NkpE(1“E) (40)
vV = B kT
dar vi definierat funktionen
() = 2% (41)
Tr) =
(= 1)°
Denna funktion beteer sig pd foljande satt:
(14 x)z?
0: FE =14+ 1 42
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r — oo : B(z) — z°e " (43)

Alltsa leder detta helt korrekt till Dulong-Petit-lagen vid héga T (l13ga «), medan for laga T (hoga
x) erhélls

1
Cy ~ SNRBﬁe_h“’E/kBT (44)

vilket inte 6verensstammer med data: Cy = aT? + ~T.

Alltsd hade Einstein fel i denna harledning!
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30.2. Debye’s modell

For att komma vidare maste vi veta (eller anta) ndgot mera om fononernas egenskaper. | Debyes
modell betraktar man inte kvantiserade fononer, utan antar att gittervibrationerna ar klassiska vagor.

Temperatur i fasta amnen representeras av atomernas vibrationer omkring sina jamviktslagen.
Kollektiva atomara vibrationer upptrader som elastiska vagor: ljudvagor.

Ljudvagorna ar tathetsvagor av formen
pikr—iwt (45)
som satisfierar dispersionsrelatonen
w=ck =c2n /) (46)

dar ¢ = ljudets hastighet (i harda fasta dmnen typiskt av storleksordningen 1000 m/s).

Det finns en longitudinell och tva transversa vagor:

longitudinell: ®© @ ® @ o —0— 0 000 -0 O o
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e O
transversell: % o +

Q+.Q

Den longitudinella ljudhastigheten ar ¢y, och den transversella cr.

+."1'.

Antalet moder i ett vagvektorintervall d°k ir (av samma orsak som for fotoner):

d>k Vd3k
Z (33 (2m)3

ked3k
Inom (dk + k, k) finns allts3 (2‘;)3k2dk47r moder.
D3
dw
w=ck = — = dk
c
sa vi kan skriva om tillstandstatheten som en funktion av w som
Vv 2 1
272 c3
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Det totala antalet ljudvagsmoder ar med beaktande av att tva vagor ar transversella och en
longitudinell:

vV o, 2 1
dN, = —w dw|— + — 50
s el + ] (50)

Det totala antalet vibrationsmoder i ett fast amne ar 3N, ty man kan inte ha fler oberoende
vibrationer en rorelsefrihetsgrader for atomerna i amnet. Darigenom bor

3N:/ﬁmj (51)

Men uttrycket for dN,, ox w?. Detta innebir ju att om man integrarar detta 6ver alla w gar svaret
mot oandligt.

For att 16sa detta dilemma gjorde Debye ett enkelt antagande: att det finns en maximumfrekvens
wp (Debyefrekvensen) for vibrationer i kristallen. Detta antagande kan kvalitativt motiveras med
att vid 13ga temperaturer (som nu alltsa intresserar oss) dr det osannolikt att moder med hog energi
(och ddarmed hog frekvens) ar aktiverade.
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Den viktigare motivationen kommer dock fran att experimentella matningar ofta visar att beteende
dar antalet vibrationsmoder sjunker kraftigt vid nagon frekvens:

Density of states glw)

Frequency (10" Hz)

Den streckade linjen ar Debye-modellens approximation.

Trots att overenstammelsen uppenbart inte ar perfekt, kan Debye-modellenas integral upp till en
lampligt vald Debye-frekvens dndd anses ge ett ndgorlunda bra medeltal av den verkliga integralen

over ett mer komplicerat beteende. Darfor anvands Debye-modellen fortfarande brett inom manga
olika branscher av fysiken.
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Med Debyes antagande far vi alltsa

AN — uJD WD
/ No 27‘(‘2 C3 ] /

(52)

Denna ekvation bestimmer Debye frekvensen wp:

_ 18Nn’

3
Wp 1 1
V(c% T 20}’1)

Vi kan ocksa skriva
dN, = g(w)dw
dar vi introducerat funktionen

Vw? 2 1
g((.d) — 72 [C% T Cg]e(wD - LU)
18?\[,772
Vw3D
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2
w
g(w) = IN—0(wp — w) (56)
“p
dar O(x) ar stegfunktionen:

B 1 dédx >0
9(”3)_{ 0 dd3z<0 (57)

g(w) ger alltsd vibrationernas spektralférdelning.

30.2.1. Debyemodellens varmekapacitet

Vi beraknar forst modellens energi

= [ doglo)shuin() + 5] (58)
. 2 2
= konstant med avseende pd T' + /wD dw wg(w) (59)
Jo ehw/kBT . 1/
ﬂ “D d,c: hww?
w3D 0 ehw/kBT —1
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och darur varmakapaciteten

OFE 9N [“D fiww? hi
CV e — 3 / dw s kw;‘) (—l)ehw/kBT(—) v
T W Jo (el /kBT — 1)2 kpT?
9h2N kB wD w4eﬁw/kBT
o (kTB)2w3D /0 w(ehw/kBT —1)2

Vi definierar nu vidare

hw kT hwp
— =& w=—x samt—— =0p
kT h kg

dar 8p ar den s.k. Debye-temperaturen.

Med detta variabelbyte far man

Cy

9W*N kp (kgT)® /QD/T p zte”
— xr
(kpT)?w3, R 0 (e — 1)2
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T Op/T 4 x
Cv = ONkp(—)° / dz (64)
Op” Jo {

p/T 4 0p/T 3
_ +4 / dz (65)
et — 1 0 er — 1

0

Cy = 9Nk(%)3 { (QD/T)41 + 4/00D/T do—" } (66)

Langre an dathar kommer vi tyvarr inte i analytisk form, men vi kan igen se pa hog- och
|dgtemperatursgransvarden:

Vid hoga temperaturer ar

Op
— << 1 h 67
= ocC (67)

e —1~zx (68)
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sa man far

sa man far
T 10
Cy — IN(—)’kp[=(=2)%] = 3Nks d3d T >> 0p
Op 30T

vilket ju igen ar Dulong-Petits lag. Sa vi far ratt gransvarde vid héga T

For ldga T', T' << Op:

och man far

T Ar*
Cy — 9N(%)3k3 [ (—)4 ~p/T 4 17;]
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Den forsta termen inom klammern gar mot 0 dd T° — 0, sa kvar blir

_9N7'4 s 12n'Nkp, T

— y (73

S3 kontentan av detta ar att for ldga temperaturer forutspdr Debyemodellen att Cyy T°
Detta forklarar det experimentellt observerade T'>-beteendet!

(Vi far senare pd kursen en forklaring till den sista experimentella termen, Tl—beroendet).

Alternativt till att rakna de nedre och 6vre granserna av

QD/T m4€x
d 74
/0 e (74)

approximativt for sma och stora x kunde man givetvis ha gjort integralen numeriskt. Detta kan
man gora snabbt med en brute-force numerisk integrering dar elegans ersatts med tatt integrerings-
intervall:

{\tt
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awk ’BEGIN { dy=0.02; for(y=dy;y<500;y+=(dy>17dy: (dy>407dy*5:dy*20))) { \

(awk ar ett kommando i Unix/Linux-system som har en enkel variant av C-spriket inbyggt).

Detta ger gransvardet 25.975... som Overensttammer med det exakta resultatet 47r4/15 =
25.975... och har formen:

30

4
4715 55 |

20

15+

Debye-integral

10
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For att fa C'y som funktion av T'/0p ur detta bor man invertera x-axeln (for att integralen ar till

0p/T

{\tt

cat out.debyeint | awk ’{ print 1/$1,$2 }’ > out.debyeint.inv

+

Varefter Cy /Nkp fas med att multiplicera datat med (7°/60p)?, vilket blir:
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35

3.0

25
20

1.5

051 |

O-O 1 1 1 1 1 1 1 1 1
00 02 04 06 08 10 1.2 14 16 1.8 2.0

— Cy
- 12 75 (T/gp)°

10F |

T/op
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31. Boseidealgasen

Vi betraktar ett idealgassystem av partiklar med massan m som beskrivs av Bose-Einstein-
fordelningen.

_ 9k
k= e /kpT _ q (79)
02
N=S"np=—— (76)
2" o
Q= kgT Z 1n[1 _ e(u—ek)/kBT] (77)
k

For fria partiklar giller e = p*/2m

For att utfora summan 6ver kvantiserade energitillstand

> (78)

k
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ar det fordelaktikt att ersatta summan med en integral 6ver klassiska positions och impulsvariabler:
d’rd’p d?
> - [ e (79)
(27h)3

Da energin for en idealgaspartikel ar e = p2/2m och inte beror av r kan volymintegralen omedelbart
utforas:

/ d’r=V (80)

sa kvar av summan over k blir

4 3
Z — ()3 /d D (81)

k
Alltsa blir
Vv
) = kBT S /d3p ln[l . e(#—ep)/kBT] (82)
@2mh)*
47rfdpp2
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Vi gor variabelbytet

d
P PP g (83)
2m m
sa man far
p°dp = mdeV2me (84)

| Cod’r osrs ett fel i att bidraget fra dtillstandet e, = 0 sk
steget Zk — f 3 8ors ett tel 1 att bidraget tran grunatilistandet €, —= automatiskt
kommer att bortlamnas: integralen far inget bidrag frdn = 0 da integranden ar 0 dar.

Grundetillstdndets bidrag till €2 ar
ksT In[1 — e"/*BT] (85)

Storheten e"/*BT = 7 kallas systemets fugacitet” .

Q=kT In(1 —2) + (k )/ dee'/? In[1 — _e/kBT] (86)

\/_W2h3

/2 _ 2d 32
3de
kan vi anvinda kedjeregeln fér integrering (Duv = vu' 4+ uv’ = [w'v = /uv — [ wv’) och far

|.o.m. att

(87)
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for integralen

2 2 [ d
/2 In[1 — _e/kBT] — —/ dee?’? = In[1 — ze_e/kBT]
0 3° 3 Jo de Y

— _le/kBT(_z)e E/kT( 1

ERT)

Den forsta termen blir 0 och kvar blir

2 3/2 Ze—e/kBT

_ d
3kT e 1 — ze¢/kBT

Nu ser man att den senare delen av integranden ar ju summan av den geometriska serien:

Z(Ze—e/k:BT Z ne—ne/kBT
n=1
sa man far 3/2
2 OO
Q=kT In(1 —2)—-V m /dee3/2 —ne/kpT
3\/5 7T2h2
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Kvar ar att rakna integralen

I = / dec® 2"/ BT (92)
0
Vi gor variabelbytet
e = 2° = de = 2zdz = 2¢"/dx (93)
och far
> 2
I :/ 22 dxe " kBT (94)
0

For att berakna denna integral av formen

oC 2
/0 dzzte " (95)

noterar vi att detta

d2 > —ozx2
a” Jo
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och den senare delen ar ju bara en Gaussisk integral = %ﬁoﬁlm sa man far

L a2 LR D

do? 2 5/2

och med att sdtta in o = n/kpgT fas med detta

I = 2/OO x4daze_m2/kBT — SX/E('ICBT)W2
0 4 n

Darmed ar
2 m3/23\/_ 5/2 Zn
Q=kT In(1—2)—V Vava i (kgT) ,; 7
v<kBT><m’“BT>3/2
Har ar alltsa
5 — oH/kBT
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Py och far slutresultatet
T

och vi definierar n. = (

7’1,

Q=kT In(1 — 2z) — VanCZ(

5/2
Partikelantalet ar NV = ‘gQ och
e nu/kgT
sa
9 . no o, s o %, 1
—z = z och specifikt form =1: —z = ——=z
8/1 kBT 8,& kBT
Med hjalp av detta far vi
. n z"
N = —kT — VkgTn,.
1 — ( )kB + B ZkBTn5/2
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sd sammanfattningsvis

N= v
p— nC
1 — =z — n3/2
$ "= o (105)
| Q = kT In(1 — z) — VkBTncnz;: —~7
Detta ar en implicit form for Bose-systemets tillstandsekvation
Q= -—-PV; (106)
31.0.2. Den inre energin
For energin galler
€k
E = Zk; npe, = Zk: g ey e (107)

D3 €9 = O faller grundtillstdndets term bort ur uttrycken for energin.
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Nu ersatter vi igen

2~ (zrh)?)/ dr (108)

k 2
4 d
T2
m+/2mede
\V4 3/2
= T | Vede (109)
Alltsa ar
Vm3/? Veede

E

= Ve | denisT g (o

2\~ 5/2 o0 2N
2 (kgT)>/ n=1_5/2

Orsaken att vi kunde skriva ner svaret direkt dr att detta ar samma integral som upptrader i utrycket
for €2, integralen i ekvation [89]

Z’)’L

3
E = §V(kBT)nCZ —~7 (111)

n=1
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Alltsd om man bortser fran noll-energitermen visar jamforelse av resultaten for E och €2 att

3 3
E=--Q=°-PV (112)
2 2
31.0.3. Tillstandsekvationen vid héga temperaturer:

Vi ser pa fallet dar fugaciteten z = e"'*BT 3 litet, d.v.s. w negativt och 1" stort eller alternativt
(o stort och negativt.

D3& blir ,

" z
N = Vine ~ Vn, — 113
1—z+ n;n?’ﬂ n z—|—2\/§—|— (113)

—0
och
> 2

Q=kpgT In(1 — 2) —VkpTn, ~ —VkTn. |z+——+ ... (114)

dar vi tagit med termerna n = 1 och n = 2 i summorna.
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Om vi nu anvander oss av partikeltatheten

N
n=— 115
) (115)
kan man skriva ekvationen for N enkelt som
"L P (116)
_— = Z [
N 24/2
Vi vill nu vdanda pa denna serie och istéllet f& en serie av z som funktion av n/n.:
n n
= z=oa1(—) +ax(—)" + ... (117)
Ne Ne

For att bestimma konstanterna o satter vi nu in denna serie for z i uttrycket for n/n., men
behaller bara termerna av ordningen n/n, samt (n/n.)*:

n n+ (n)2+
o o o (—
N 1nc an 24/2
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For att detta skall stimma ser man genast att man bor ha

1
a1 = 1samt a9 = ———

2/2
Alltsd ar var serieuteveckling for z

n 1 n
z ﬁf(n@)-— 2xﬁ§(nc)

Insdttning av detta z i uttrycket for €2, ekv. [114] ger

Q= —VET {TL A
= — Ne —
" ne 22 ne f

Gﬂ

VkgT {” Loy }
= — Ne —
o Ne 442 ne

Q=—-PV

Men det galler fortfarande ocksa att
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+“} (121)

(122)

(123)
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sa man far

N/V
)

PV = VkgTn. (—) ) (124)

c{l_ e

= NkpT[1 — 4f(_) — (125)

Nu ser man att for n << n,. overgar Bose-gasens tillstandsekvation i den klassiska idealgaslagen.
Alltsa ar

n,. —
e = 27 h?
en kritisk tathetsparameter for giltighet av klassisk statistisk mekanik.

(126)

Vidare ser man ur

PV = NkpT[1 — f(—) _— (127)

att Bose-gasens tryck ar mindre an den klassiska idealgasens tryck!
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32. Bosegasen vid laga temperaturer

[Mandl 11.6]

Mest intressant ar Bose-Einstein-gasen dock vid ldga temperaturer.

Vi skriver
oo n
N = Vn
1 — 2 + ‘ Z n3/2
n=1
= NO + Ne
dar vi definierat
Ny = antalet partiklar i grundtillstandet
N, = antalet partiklar i de exciterade tillstdndena

Termofysik, Kai Nordlund 2005 EI E @ B EI

(128)

(129)

(130)
(131)
(132)

42



Vi paminner oss om att w alltid 4r < O for en Bose-Einstein-gas (jamfor kapitel 26). Vi betraktar
nu uttrycket ovan for exciterade tillstdnd V., alltsa

N, = 2" mkgT > eHn/kpT

Ne _ _ 3/2 € _
vV nCZnS/z = ( 27 k2 ) Z n3/2 (133)

Vi tanker oss nu att man skulle kyla ner en dylik gas vid konstant N., V' (kom ih3g att om man
bara anvander integralen dr Ny = 0). Detta innebar att N./V maste vara konstant, och alltsa
ocksd det hogra ledet konstant. For att I" sjunker, maste summan i ekvationen ovan Oka. For att
summan skulle 6ka, maste e""/*BT 3ka, och alltss p /T oka. Alltsd méste p 6ka. Men g maste ju
hela tiden vara negativ. Alltsd betyder detta att p — 0. [Paakkari 12.2, Mandl 11.6, Landau-Lifshitz s. 180 och ekv.
56.5]

D3 p — O leder detta till att z — 1.
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Alltsd innebar detta att da 1" — 0O galler

. 2" S | 3
< — _

dar vi kdnt igen att summan ar definitionen pd Riemanns zeta-funktion:

.1
C(2) =) — (135)
n=1 n
Fran tabeller (eller ett simpelt dataprogram) far man latt att

g(g) ~ 2.612 (136)

Antalet partiklar i de exciterade tillstdnden blir begransat av

3
N, < V’I%C(E) = Nmaz (137)
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Tank oss nu att vi skulle ha ignorerat Ny hela vagen. Da skulle N = IN. och villkoret ovan skulle
vara N < Naz. Men N,pq0 sjunker ju med temperaturen, sa detta skulle saga att vid ndgon kritisk
temperatur borde partiklar borja forsvinna fran systemet. Detta skulle vara en renodlad paradox!

Losningen ar givetvis den explicit utsatta termen N, som férklarar vad som sker: om partikeltalet i
gasen N overstiger N,,q. maste N — N, partiklar vara i grundtillstidndet!

For att se vad detta betyder skriver vi ut n.:

Nmaz = C( )( o 12 (138)

Man ser att N,,q. Sjunker med T3/2. Om man allts3 kan kyla ner ett bosonsystem sa att IV
bevaras, kommer forr eller senare partiklarna att tvingas i grundtillstandet. Denna effekt kallas
Bose-Einstein kondensation!
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Antal partiklar 1

=
-
\2
S
=

- AN e - - - __ __
ﬁ exciterade tillstand
=
g, Antal partiklar
= i grundtillstandet
=
<
|
TO T

Notera betydelsen av termen kondensation har: detta innebar att partiklarnas energi ar 0, alltsa
att deras rorelsemangd “kondenseras” till 0. Detta ar alltsd inte samma sak som konventionell
kondensering dar gas overgar till vatskal

l.o.m. att alla eller de flesta atomer i ett BE-kondensat ar i samma kvanttillstdnd (grundtillstandet),
kan de anses bilda ett enda kvantmekaniskt objekt, som kan anta makroskopiska dimensioner.
Darmed har de mdnga mycket exotiska egenskaper.

(En mycket bra mer allmannfattlig presentation av detta ar vid http://www.colorado.edu/physics /2000 /be
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Kondensationstemperaturen 1j fas ur

N = Nmaw = V({(=
cCH(mEehy

5 2/3
.7 27mh n
O pr—
mkp \ ¢(2)

For T < TO ar N = N() -+ Nma:v(T)

ForT' > Ty ar N = N,

Nz = V(=
(GG
9
N =V((=
\ ()
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Alltsa ar

Nmax T 3/2
= (—)%

142
N T (142)

och

T
No =N = Npas = N[1 = ()" (143)
0

Alltsd okar antalet partiklar i grundtillstandet snabbare an linjart da 1" — O.

A
5 Nfeo— — — -
2 |
é ‘\_ Antal partiklar
= . 1 grundtillstandet
: 1
< I
' >
TO T
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Tillstandsekvationen for T < Tpy:

zn
n5/2

3 O
E = ~Vn(ksT) ; (144)
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32.1. Bose-Einstein-gasens virmekapacitet

Nu raknar vi forst varmekapaciteten for omradet

T < Ty med approximationen : z ~ 1

Da ar
E = 3V kT L
~ 9 ne(kpT) Zn5/2
=
5
= () = 1.341
5} kaT 3/2 5 ka 3/2 5/2
—V k
(ko T)¢ )Ry = By e Oy (R oo
varur fas
Cy = T = —Vn.k —
vEom = (B)C( )(2 h2) 5 7V neksC(3)
Alltsa ar

Cv o< T3/? (T < Tp)
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Ovanfor Ty ar

U=5pV a SkyTN{1 — — 4+ .}
B a2n,
3 d n’T
Cy = “kpN—{T —
v 2 b dT{ 4\/§nc+ }

For att gora derivatan mast vi komma ihag att n. o T3/2.

Vi deriverar termen med T'/n. med kedjeregeln for en produkt T' X 1/n.:

nT 1 dn,

= SkpN{1 — " (— 1y ey
— P 4V2n. 4v2 n2 4L
3nc
2T
—3k N{l n n 3 n }
2P AN2n,  8/2n.

—3k N{l—l— 1 n+ }
—23 8\/§nc
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Detta ar uppenbart
3
> §kBN (155)

sa var berdkning forutspar en form kring Ty pa

CyA .
kg ———— — = = -

T, T

T.ex. Flytande He : m = 6.65 107 %* g, V' = 27 cm®/mol vid 1 atm.
Detta ger Ty = 3.18 K.

Experimentellt har man observerat T,,, = 2.19 K vilket ar tamligen nara vart estimat om man
tanker pad att vi gjorde ganska grova approximationer langs med vagen.
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Experimentellt 4r ocksd Cy ~ In |T — T)| vilket ar en liknande form som vad vi berdknade, men
har en skarp singularitet vid T}.

pecific heat (in Jg K
Iy T
| T

1 2 5] 4
Systemets £ = U = %PV, sa vi far for trycket:
( 00 n
z
kgTn T > T
2 B c Z 9 0
P=— FE =« n—=1 n>/2 (156)

3
kBTncC(E)a T < Tj

\
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Notera att under Tj ar trycket oberoende av volymen! Detta ar en drastisk avvikelse fran klassiskt
idealgas-beteende, och f.6. ocksa fran beteendet i alla normala vatskor och fasta amnen!

P A

\ Isoterm

>
4

Vo

Har har den kritiska volymen Vj bestdmts genom att I6sa definitionen pa T (ekvation [139) med

avseende pa V:
onh? (N/V
T
Ty = ( ) (157)

m\ ¢(3)
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32.2. Typer av Bose-Einstein-kondensat

Som ovan antyddes har BE-kondensation uppnétts i flytande He (ett av de mest framstadende labben
att forska i detta i varlden ar kdldlabbet i Otnas). Detta gjordes redan for tiotals &r sedan.

Mera nyligen har BE-kondensation uppnatts i verkliga gaser som kyls ner av lasrar. Sddana gaser
masta ha |dg densitet, annars skulle de helt enkelt 6vergd i fast form. Om t.ex. avstandet mellan
atomer skulle vara ~ 1000 A, skulle n = 1/1012 A~=3. D3 kan man uppskatta att den kritiska

temperaturen ar
2/3

27 k2 n
= = 0.4uK (158)

Ty =
3
mkp \ ¢(5)
Detta ar ratt storleksordning, och orsaken till att det ar sd svart att erhdlla Bose-Einstein-
kondensation i gaser: att kyla ner nagot till nanoKelvin ar inte latt precis...

Elektrisk supraledning forklaras som att det orsakas av elektronpar-bosoner, som bildar ett Bose-
Einstein-kondensat.
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