24. Ekvipartitionsprincipen
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24.1. Harledning av ekvipartitionsprincipen

Betrakta en frihetsgrad for vilken energin ar en kvadratisk funktion av koordinaten som beskriver

frihetsgraden:
e = ax’ (1)
Denna form ar mycket vanlig, praktiska exempel ar bl.a.

2 2
€Etr = — €pip = —kX " €ror = —Tw 2
: = Skt e = @
Motsvarande klassiska partitionsfunktion ar
—aﬂcz/kz T
Z = dxe B (3)

— 00

Vi gor ett variabelbyte:

332

T
—:y2¢>y:—:>dm:ﬁdy (4)

T VT
> 2
Z = ﬁ/ dye "V /*B (5)

och far
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Integralen ar en temperaturoberoende konstant = (', varav foljer att

Z =CVT (6)
F = —NkpTInCVT (7)
och darmed
d°F d?
Cy = —T—— = TNk ——TInCVT
v dT? B arz. OV
d 1 1 d
4 (m CVT + T_c_T—1/2> _ 2 (m CVT + _)
dT CVT 2 ar ’
ClTC% —1/2- 1
(8)
1
CV — iNkB (9)
Da enligt definitionen
OF
Cy = (— 10
v=I(57)v (10)
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leder detta direkt till att energibidraget per frihetsgrad och molekyl ar

1
—kgT 11
Sk (11)
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24.2. Foljder av ekvipartitionsprincipen

Resultatet ovan kallas ekvipartitionsprincipen och kan uttryckas i formen

Varje molekylar frihetsgrad vars energi ger ett kvadratiskt bidrag till energin, bidrar med
%kBT till en idealgas inre energi per molekyl.

Vi sdg i forra kapitlet att varmekapaciteten tenderade att 6ka med temperaturen i steg pa %kB, i
enlighet med nar rotations- och vibrationsfrihetsgraderna "aktiverades’. Denna observation far nu en
naturlig forklaring ur ekvipartitionsteoremet.

Men harledning av lagen som gjordes ovan var helt klassisk. | den klassiska mekaniken forekommer
inga kvantiserade energinivder, och darmed foérutspar ekivipartitionstemperaturen att detta skulle
galla vid alla temperaturer. Men i forra stycket sdg vi hur kvantisering leder till att frihetsgraderna
aktiveras enbart vid sddana temperaturer for vilkaa kg1 > AFE dar A E ar den typiska magnituden
pa de kvantiserade energinivdernas skillnad. Oformagan att forklara detta var historiskt sett en av
de forsta av den klassiska mekanikens tillkortakommanden.

For att korrigera detta kan man uttrycka lagen i formen
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Varje molekylar frihetsgrad vars energi ger ett kvadratiskt bidrag till energin, bidrar vid
tillrackligt héga temperaturer med %kBT till en idealgas inre energi per molekyl.

vilket dock kraver vetskap om vad “tillrackligt hog" innebar fran fall till fall.

Vi ser nu pa hur de olika frihetsgraderna uppkommer.

En molekyl som rér sig i 3 dimensioner har 3 translationsfrihetsgrader: rorelse i x-, y-, och
z-riktningarna. Harav foljer att

1 3
Etransl./N = 3 X §I€BT = EkBT (12)

och darmed

3
C’U,transl. — §kB (]‘3)
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Z A\ symmetriaxel
/
/
/
/

En diatomar molekyls orientering kan faststallas med
hjalp av tva vinkelvariabler som anger symmetriax-
elns riktning. Rotation kring symmetriaxeln kan inte
lakttas!

Darigenom ar tva frihetsgrader associerade med ro-
tationen: tva vinkelratt mot varandra och mot sym-
metriaxeln stdende rotationsaxlar.

1
Er/N =2 x _kpT =ksT  (14)

och

Cv,rot — kB (15)
vilket ar konsistent med resultatet vi fick med explicit
berdkning ovan.

En polyatomar molekyl som inte har axialsymmetri har 3 rotationsfrihetsgrader och
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3
Erot/N — EkBT;

< [«[O]>] p]

(16)

7



3
C’U,T’Ot — §kB (17)

Vibrationsrorelse i en diatomar molekyl har tva frihetsgrader: rorelsen sker blott i en riktning men
den omfattar bade kinetisk energi och potentialenergi. Harav foljer att

Euis/N =2 x kgT = kgT (18)

och att
Cm’b = kB (19)

Darmed far vi for en diatomar molekyls inre energi vid hoga temperaturer
3 7
Fiigt/N = ikBT + kT + kT = ngT (20)

vilket ar konsistent med resultatet som harleddes i forra kapitlet!

Polyatomara molekyler kan ha manga olika vibrationsfrihetsgrader. Om det totala antalet rotations-
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och vibrationsfrihetsgrader ar f galler att

3 kgT 3+
Epolyat/N — _kBT + fi — (—f)kBTa
2 2 2
och darmed 34t
C, = kg,
3+ 5+
C)p = ka+kB: 2 ka,

Cp 54 f
Y= =
¢, 3+ f

F6r monatomara gaser af f = O och vi har det fran tidigare bekanta
_ 5 _ 1.66
Ymonat — 3 — 4. .

For polyatomara molekyler ser man fran ekv. direkt att
vy —1d3d f — o

Termofysik, Kai Nordlund 2004

resultatet

< [«[O]>] p]

(21)

(22)

(23)

(24)

(25)



och darmed galler alltid for idealgaser

5

—>7>1 (27)

3

Nedan ar nagra experimentella varden:

Molekyl ~ = £
He 1.659
Ne 1.64
Ar 1.668
Ho 1.410
Os 1.401
No 1.404
CO 1.404
Cls 1.355
HS 1.3
H>O 1.32
NH4 1.31
COq 1.30
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Ekvipartitionsteoremet forutspadde ju att

Ydiat ©  f =4 (28)
54+4 9

— — = —1.28... 29

Uink-vwiak- (29)

Vi ser alltsd att detta inte stimmer bra, det ar forst de triatomara molekylerna som har v =~ 1.3.
Men fran forra kapitlet vet vi orsaken: vibrationsfrihetsgraderna har annu inte aktiverats vid
rumstemperatur!
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25. Reella gaser

[Mandl s. 195-200, se ocksd Landau-Lifschitz S 75, 76]
Den klassiska idealgasens tillstandsekvation ar

NkgpT
p—_"5
-

(30)

Denna kan betraktas som den lagsta termen i en Taylorserie- utveckling av tillstdndsekvationen for
en reell gas:

NkpT

N N\?
P(V,T) = 1+ =BT+ (5] O+ (31)
Denna serieutveckling kallas virialutvecklingen
Koefficienterna B,C,... kallas gasens virialkoefficienter.

Den “forsta” virialkoefficienten A(7T) = 1 ger idealgaslagen, som d& kan ses som en
|dgtathetsapproximation for reella gaser.
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Virialkoefficienterna beror av formen pd molekylernas vaxelverkningspotential i en reell gas.
Bestammandet av virialkoefficienterna var en av den klassiska statistiska mekanikens huvuduppgifter.

For att bestamma virialkoefficienterna maste man forst berakna gasens partitionsfunktion da

j (8F) h F=—ksTlnZ (32)
- lay/t °° — —heiin

Z = Z e k/kBT, (33)
k

€x: gasens energitillstand.

For en klassisk gas med N partiklar som vaxelverkar med parvaxelverkningar galler

2 2 2
e — D1 + P> 4. _|_ —N -|- V(g —r2) +V(ri —r3) +4+ -4+ V(rn_1,rn)  (34)
2m 2m
N pg N
=2 ot 2V )
i=1 1,7=1
1<
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dar vi betecknat

Vi = V(r — 1)) (36)

P.g.a. symmetriskal galler det ocksa att denna potentialeenergi inte kan bero pa vektorn r; — r;
utan enbart dess absolutbelopp, avstandet mellan de tva atomerna r;; = |r; — r;|. Alltsa

Vij = V(ri —rj) = V(ry) (37)

Summan over energitillstdnden ersatts nu med

d*pid®ry [ d*pad®ry d*pnd®ry
O e ey (38)
P h3 h3 h3

d>p;
_ N i N
_ / s / Y, dr, (39)

Om partiklarna har identiska fysikaliska egenskaper och darfor inte kan skiljas fran varandra leder
en permutation av partiklarna inte till ett skillt fysikaliskt makrotillstand.
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Vid integrationen integreras over alla positioner for t.ex. partiklarna 1 och 2 inklusive dem i vilka
1 och 2 har bytt plats. For att undvika dubbelrakning av partikelsystemets energinivder maste
partitionsfunktionen darfér divideras med antalet permutationer av N partiklar:

N (27h)3
Om vi betraktar detta en stund ser vi att den vanstra delen bara beror pa hastigheterna, den hogra
bara pa potentialenergierna. S3 vi kan faktorisera detta i tva delar!

N
1 d’ 2 v
Z = — [ 2P v /2kaT] /d?”rl...d?’rNe_ 2-i<j Vij /BT (40)

Dessutom har vi tidigare pa denna kurs visat att

d3p

p2/2kaT _ (
(27h)?

41
27 h?2 (41)
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sa detta kan skrivas som
1 mkgT

2= o )3N/i on (42)
=Zp
dar vi definierat
QN = /d3r1...d37°Ne 2.i<j Vij/kBT (43)

@~ kallas konfigurationsintegralen.

Nu ser vi hur faktoriseringen fungerar: Zp ar utrycket for en idealgas partitionsfunktion, vars beteende
vi kdnner val. For reella gaser dterstar det att bestimma (Qx som beror pd vaxelverkningarna. Om
man lyckas bestamma den kanner man igen den reella gasens alla termodynamisk egenskaper!

For att checka att pastdendet ovan stdmmer kan vi hdrleda P(V,T") for en idealgas med V;; = 0.
Da ar

Qn = / Eri.. dPry = VY (44)

VN kaT)3N/2

Zz' eal —
deat = (G

(45)
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Fiq = —kpT In Z;gea (46)

VN ml{:BT)?)N/Q

= —kpT In—( > (47)
Darmed fas 5F ; NET
P=_—(); = 4+ksTN—yN-1 =25 48
( av)T kTN =g o~ (48)
PV = NkgT! (49)
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25.1. Berdkning av konfigurationsintegralen
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V(rij)

fij(rij)
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For en gas vars molekylara vaxelverkan har kort
rackvidd och som ar sd tunn att partiklarnas
medelavstand ar mycket stérre an rackvidden
galler

< Vi > <<1 (50)
kT
och

— 2 Vig/kBT g (51)
Darigenom ar f;, Vij/*BT _ 1 en liten

storhet for stora (7de flesta) r-varden.

< [0 >] pp]
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Man kan da utveckla konfigurationsintegralen Q ny pa foljande satt. Vi hade alltsa
Qn = /d3r1...d37°Ne 2.i<j Vij/kBT (52)

Exponenten har allts3 en otrolig massa (IN?) termer, och man integrerar 6ver 3N dimensioner. For
att komma vidare skriver vi om summan som en produkt med hjilp av regeln " = e%e®):

QN:/d 1. d"“NH Vij/ b5 T (53)

1<J _fzj+1

QN = /d3T1...d37’N H(l + fU) (54)

i<j
Denna produkt har givetvis lika manga termer som tidigare. Men nyttan av denna operation ser
man om man arrangerar om termerna i produkten.
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For att se hur detta later sig goras betraktar vi nu liknande produkter for sma N explicit:

N = 2: H(l + fi;) = (1 + fi2) (55)
N =3: H(l + fi;) = Q4+ fiz2)(1 + f13)(1 + fa3) (56)

1<J

1+ fiz3 + fo3 + fi2 + fiofiz + fiafos + fizfes + fiafisfB0)

Ur detta ser man att for godtyckligt N kan man alltid arrangera om termerna i foljande form:

QNZ/dg’f’l---dg’f’N{l + (fie+ fis+ ...+ fyv-1n)

+ (fiefis+ -+ N2 N N-1.N)
+  (fiefisfia + ...)
+ ...}
(58)
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= /d3r1...d3rN 1—|—Zfij‘|‘ Z fijfu + ... (59)
i<j i<j,k<l
Termerna blir allt svarare att berakna men ocksa allt mindre!

Summa Schema Beskrivning
@ .' P @9 . -
- ® 04,° Alla partiklar utan vaxelverkan — motsvarar idealgasen
@ ® o )
@ e o @
@ .' PO @9 . -
E ® 0,5,° fij: en tvapartikelvaxelverkning
® e
1< ° o '. e
‘ .‘ . . ‘ . o o . ’xl -
E ® 00 ,° fijfri: tva tvapartikelvaxelverkningar
@
1<7g,k<I ° x )
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25.2. Forsta korrektionen till idealgasresultatet

Vi betraktar nu de tva forsta termerna, idealgastermen och den forsta korrektionen:

QN ~ /dgrl...dgTN 1+ Z fij (60)

1<J

QNZ /dg’l“l...dg’l“Nl-I-Z/d?)?"l...d?)?"]\[f(ri,rj) (61)

1<J

= vV 4 /dS’rl...derN {f(r1,r2) + f(r1i,r3) + ... + f(ri,r;) + ...} (62)

Nu kan vi forenkla detta avsevart. Man kan plocka par av molekyler (i,5),7 < j pa N(N —1)/2
olika satt.

Vi antar vidare att alla molekyler d&r av samma typ, sd f(rs,r:) = f(ry,r,) for alla viarden p
(s,t) och (u,v) (om inte, kunde man dela upp summan i delar efter molekyltyperna, och efter det
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fortsdtta som nedan). Darmed kan de olika termerna i summan sammanslas och vi far

N(N — 1)

Qu =V"+ [ d'rid'ry {f(r1,2)} (63)

Nu 3r integranden oberoende av 75 - - - rn, och dirmed ger dessa N — 2 integraler V¥ 72 s3 vi far

1
Qv =V" + SNV - VY / d'rid’ry  f(ri,r2) (64)

o~ V(r1,re)/kpT _4

Vi vet fran ovan
V(riy,r2) = V(|r1 —ra|) (65)

och byter nu integrationsvariabel fran rq, ro till r{, r dar vi definierat

r=71; — Iy < dore = d°r (66)
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(minustecknet dr betydelselost da vi integrerar over hela 3D-rummet) och far

1
Qn = VYV + SNV — 1)V 2 / d>re / d>(r1 — ro) [V IF1Tm2D/EBT 11 (67)

J/

Ve

=V
47r/d’r’r2[e_v(r)/kBT — 1]

N J

N
EIQ

Termen I, kallas klusterintegralen. D3 integralen i dess definition ar Over det interatomara
avstandet och potentialen frdn en atom till de andra, ar det uppenbart att I, ar oberoende av N
och alltsa en intensiv storhet. Den ar alltsd en funktion av 1" men inte NN eller V':

I, = I,(T) (68)

Vi far vidare
IN(N —1)
v

N
Qv =V [1+§ 3 I, (69)
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1 N?
~ VY14 5712] (70)
F— —kpTin o (kT A (71)
- TN o 2V
esTln Vo (TEETNY ) A (72)
= — n — n _—
ST UNY 22 P 2V 7

VT
idealgasresultat!
Vi ser alltsd att fria energin bekvimt nog ar en summa av idealgasresultatet och
vaxelverkningstermen!

Om I, &r litet - dvs. potentialen &r svag, kan vi vidare approximera In(1 + x) = = i F och far

kT N?
Fr~F;— —— ] 73
d 9 Vv ° (73)
OF NkgT kpT N?
p—_2— "B B I (74)
A% 1% 2 V2
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Men och andra sidan definierade vi tidigare P som en Taylorutveckling med de tva forsta termerna

NEkpT
P — B

v

4 Xa)]

(75)

Jamforelse av dessa tva ekvationer ger sambandet mellan den Il virialkoefficienten och den intermo-

lekylara potentialen:
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I
B(T) = —52 = —27

/drr2 [e—V(r)/kBT B 1]

(< [«[O]p] pp]

(76)
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25.3. Harledning av Van der Waal’s gasekvation

Vi anvander nu konfigurationsintegralen for att harleda Van der Waal's gasekvation.

En typisk molekylar vaxelverkan har en hard kdarna och en lang attraktiv svans.
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V(ry)

/ rij

To

En vanlig potentialmodell ar Lennard-Jones-potentialen:
0,12 0.6
v =1e{" - &} (77)
r r

Den attraktiva delen o< r~% kan hirledas for oskillerande
dipoler bade klassiskt och kvantmekaniskt. Den repulsive delen

o 7% har ingen speciell motivation men har visat sig ge en
stark repulsion som ofta fungerar bra.

Denna potential kan approximeras med

N +oo r <1y
V() ~ { e (78)

—vp( T 2> To

dar vi definierat rg = o som den approximativa potentialens
minimum (inte exakt LJ-potentialens minimum som ir 2*/651)

For denna approximativa potential galler
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I, = 47r/ der[e_V(r)kBT — 1]
0

< [«[O]>] pp]

(79)
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Nu kan vi dela integralen i tva delar, av vilka delen flr r < rq blir enkel ty e~

I, = —47‘(‘/ drr® —|—/ d’rrz[eUOTO/r "BT _q]
0 0

ro
0

W=

Vid hoga temperaturer ar
Vo

<< 1
kgT
och darmed .
evorg/TijBT ~ 1+ voTy
7“6]<JBT
Alltsd
7 4m 4 ’Ugrg > drr? Ams . 4w VoTy
~ ——7r = —— —
: 3 0" " kpT /), O 3 " 3 kT
och darmed
kpT N*
F~F;————I,
2V
p_ OF _ NkgT kgT N*?
T eV Vv 2 vz’
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(81)

(82)

(83)

(84)

(85)
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NkgT N?kgT [ 4m 5 Awwrs
_ _ _= — 86
( " ST (86)

\% 2V 2 3
NkgT  NZ?kpT2m N227rvo7"8
p— V —|— V2 3 7"0 — V2 3 (87)
Omarrangemang av termerna ger
N? [ 27vers NkgT N 27
P 0) = 14—y 88
+V2( 3 ) v [+V3T°} (88)
Nu kan vi skriva om detta i formen
a N,ICBT
P4+ ) — 89
(P4 og) = T (59
genom att definiera
N227T 3 . 2 3 7 14m 3 07 (90)
a — —7TA,U = —7T = ——7
3 07 3 0 23 0

Ekvation ar ju var bekanta Van der Waals potentiall Vi har alltsd harlett en makroskopisk
tillstdndsekvation fran kinnedom av en mikroskopisk interatomar potential.

Detta innebat att man alternativt ocksd kan om man kanner till gasens tillstdndsekvation och
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att den foljer bra Van der Waals form, sluta sig till mikroskopisk information om dess molekylers
vaxelverkningar: vy och rg.

ro kan anses vara 2 X molekylradien
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25.4. Lennard-Jones potentialens vibrationsfrekvens

Vi harleder nu ocksa vibrationsfrekvensen for LJ-potentialen.

V(r) = 4e[(2)" = (0)] (91)

Vi vill se pd sma forflyttningar fran energiminimum, s3 vi maste forst bestimma vad det ar:

o 1202 N 60° 0 (02)
or red re -

Division av detta med 60° /7] ger

200
e =l1=r=02""%1120 (93)
"o

For detta varde ar

ot? o° 1
V(’I"Q) — 4e 112 — B = —461 = —e€. (94)
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En liten forflyttning fran energiminimum ar

men vi vet ju redan att

oV 1, 0V
V(ro+8) = V(ro) +6(5-) + 50°(5 )"

For att f3 den andra termen anvander vi
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2
oV
V(rg) = esamt — =0
87“0
SR B 19, 12012 n 600 .
87“8 - 687“ rl3 r7 |’

12 &0
B 466 26012 706
a 7“8 7"(%2 7“8

< [«[O]>] pp]

(95)

(96)

(97)
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Med insattning av rg = 265 fas

9’V 24e 1 7 24¢ [6 T2€
- =—5 |26 —=| == |2| = = (100)
org o 4 2 rg L2 o
och alltsa 1 79
€
V(Vo+d) = —e+=0"— (101)
2 L
1 572€ 1 5 T72€
= —€ —|— 55 7"—8 —€ 5 21/30_2 (102)

Alltsd kan LJ-potentialen betraktas for sma vibrationer kring energiminimum som en klassisk
harmonisk oskillator:

1
V=V+ Emw2:c2 (103)

dar -
5 €
mw. = 104
3y/202 (104)

Detta ger ytterligare ett sambandet mellan matbara storheter (w) och mikroskopiska parametrar (e
och o).

Termofysik, Kai Nordlund 2004 EI E @ B EI 35



26. Bose-Einstein distributionen

Betrakta en gas av partiklar som inte vaxelverkar med varandra. Partiklarna har ett visst antal
energinivaer {€ }. | motsats till vad fallet var vid harledningen av- Boltzmann's férdelningsfunktion
antar vi inte att gasen ar tunn.

& TTTT1] "™

824{
€1
804{

np
nj
no

TOT

ng: partiklar eller molekyler i det k:te molekylara
tillstandet.

Termofysik, Kai Nordlund 2004 EI E @ B EI 36



Vi betraktar partiklarna i det k:te tillstandet som
ett subsystem och anvand den makrokanoniska

Makroskopiskt fordelningen:
system . . . . .
o Pnk,k = sannolikhet for att det finns partiklar i
Yl det betraktade subsystemet.
?:\S,y;t?n-@o Nu galler enligt den makrokanoniska distribu-

---------- tionsfunktionen

Qr4+pung.—npe kT
Poy i = e (S tung—nye)/ (105)

dar

Q, /KT 1

ek = (106)

ZN k
Z N,k ar den stora partitionsfunktionen for det k:te subsystemet.
Normaliseringsvillkoret ar
ST Py = 1= BT ST ki /kpT (107)

kg kg
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sa vi far

Qp = —kpTIn Y e Wm/FBT (108)
ng =0

J/

=5

Vid harledningen av Boltzmann-fordelningen medtogs blott de tvd forsta termerna i serien S, med
motivationen att sannolikheten att en viss nivd ar ockuperad ar liten. Nu tar vi istallet med alla
termer!

Z e(u—ek)nk/kBT — Z[e(u—ek)/kBT]nk (109)
nE nE

Serien i hogra membrum ar en geometrisk serie som konvergerar om eH=ek)/kBT 1 |

_ 1 110
1 — elu—er)/kpBT (110)

Faktorn
o) /BT _ 4 (111)

Termofysik, Kai Nordlund 2004 EI E @ B EI 38



for alla € varden, inklusive € = €g = 0 (dvs. €y = grundtillstandets energivarde) ifall

"Bl « 1= <0 (112)

Den kemiska potentialen for en Bose-Einstein gasmdaste vara negativ. For sddana gaser far vi alltsa

Qp = kpT In{1 — e ®)/kBTY (113)

o 29 1 ey onr 1
< ng >= —a = —kBTl — e(u—ek)/kBT(_)e H™k)/EB kB—T (114)
— - (115)

~ oler-m/kpT _ 1

Darmed far vi Bose-Einstein distributionen:

1

< Mk = eleg—w)/kpT _ 1

(116)
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Om det galler
elk™M/RBT S 5 1 < ny >= e K/ FBT
dvs. i denna grans far vi tillbaks Boltzmann-distributionen.

Boltzmanndistributionen uppnas vid stora negativa u-varden.

Vi kan nu berakna vidare

1
N= Zk: < k2= Zk: el m/FpT

Q= Qu=ksT Y In(l— ¥ ®/*BT)
k k
(2 = — PV ger tillstandsekvationen:
kgT
P = —% S In{1 — el w/keTy
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40



i bestammes av
1

N = zk: elcr—m/kpT _ | (121)
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27. Alternativ harledning av Bose-Einstein distibutionen

[Mandl 11.2; Landau-Lifshitz S 55]

Harledningen ovan var helt klassisk. Men orsaken att Bose-Einstein distributionen ar mycket viktig
inom fysiken kommer fran dess kvantmekaniska motivation.

De elementarpartiklar, eller partiklar i allmanhet, vars spinn eller inre impulsmomentkvanttal antar
heltalsvarden kallas bosoner. | ett bosonsystem kan ett obegransat antal partiklar placeras i varje
kvanttillstand.

Sannolikhetsfordelningen for ett bosonsystem kan harledas alternativt genom att soka den fordelning
som leder till den storsta entropin. Denna harledning galler ocksa i ojamviktssystem.
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g; kvanttillstand med energin ¢;.
g; ar energitillstandets degenerationsfaktor.

nj: antalet partiklar med energin €;.

Vi bestammer forst antalet mojligheter att fordela n; partiklar i de g; tillstandena som har energin
€j.

gj-1 partitioner

o|o o|o o|o o|o 0

n; partiklar
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Antal fordelningsmgjligheter = antal permutationer av g; — 1 partitioner av n; partiklar

Permutationer av de n; partiklarna och de g; — 1 partitionerna leder inte till nya makrotillstand.
Den statistiska vikten ar m.a.o.

: - — 1)!
n;l(g; —1)!
Den statistiska vikten for en fordelning av partikelantal {n;} i de olika tillstdndena j &r da
- - — 1)!
Q=TI (nj + 9, ) (124)
n;(g; — 1))

Vi soker nu S = kg In (2:s maximum under villkoren

{ % ZieizzNE (125)
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Variationen ar, som tidigare under kursen:

8[S + aN + BE] =0, (126)
| detta fall blir det
0 (ni 4+ g; — 1)! B
Ong, zi:{kB . ni!(gi — 1)! +oani+ fenit =0, (127)

Vi anvander Stirlings approximation In ! = x In x — x pa logaritmtermen:

i+ 9gi—1)!
In (ni + 9 ) = In(n;, +9; — 1)! — Inn;! —In(g; — 1)! (128)
~(mn;+¢9;— 1) In(n; +9; — 1) —n;lnn; — (g; — 1) In(g; — 1) (129)

Nu da vi utfor derivatan med avseende pa ny faller alla termer i summan 6ver ¢ utom de som har
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1 = k bort! Alltsa fas

19,
ks <—(nk: + gr — 1)) In(ng+9x—1)+ kp

nk+gk_1< 0
8?’%

—1 131
eI (ot = 1)) (13)

8nk

0 g %)
—kB 8—nk lnnk—kB g —kJB°1—|—k'B-1—|—Oé—|—ﬁ€i:0 (132)

T T Tk
Efter att divisionerna och derivatorna utfors blir det kvar

kpln(ngy +gx — 1) + kp — kplnng — kp+ o+ Be, =0 (133)

och vidare om vi antar att np >> 1 approximativt

kp[In(ni + gr) — Inng] = —a — Beg (134)
varur fas n 3
In &9k _ X Pk (135)
% kB ]CB
nk+ gk _ o (atBe)/kp (136)
(475
ng + g = ’n,k,e_(a—i_ﬁek)/kB (137)
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np[l — e—(a+5€kz)/’fB] = — gk (138)
9k
_ 139
"= (Ca—Ben)/kp _ 1 (139)
Med att som tidigare kdnna igen o« = u /T, B = 1/T fas
ng Ik (140)

- elep—n)/kgT

vilket ar igen Bose-Einstein-distributionen!
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28. Svartkroppsstralning

[Mandl kap. 10, Landau-Lifshitz S 63]

Elektromagnetiska strdlningskvanta - fotoner - har spinn 1 och ar darfér bosoner. Vi betraktar den
gas av fotoner som existerar utanfor och i jamvikt med en fast kropp med temperaturen T'. Denna
gas kallas svartkroppsstralning om kroppen ar fullstiandigt absorberande.

Denna s.k. svartkroppsstralning existerar t.ex. i ett tomrum inne i en fast kropp som halles vid jamn
temperatur. | en sddan kan man val anta att all inkommande stralning absorberas praktiskt taget
sakert forran det eventuellt kommer ut genom ett litet hal fran vilket man mater det.

Vidare visar det sig att svartkroppsstralningsbegreppet ar mycket viktigt for att manga verkliga
kroppar ar nara “svarta”, och ocksa sddana som ar langt ifran behandlas ofta med en emissivitet
som ges relativt till en perfekt svartkropp.
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D3 fotoner bade absorberas och emitteras vid kroppens yta ar
det totala antalet fotoner N inte konstant!

For att “fotongasen” anda ar ett jamviktssystem, bor for det
galla att F' ar ett minimum med avseende pa [N Detta kan tas
| beaktande genom att krava att

OF
—— =0 (141)
ON
Dd dFF = —SdT — PdV + udN ar
OF
- 142
H ONv,T (142)

varur vi ser att kemiska potentialen y© = 0O f6ér en fotongas.

Fotondistributionen blir da, om fotonerna inte vaxelverkar med varandra

9k
eek/kBT _ 1

ne =

(143)

dir g = antalet fotontillstdnd med given energi. g = 2 d& fotonen har tva polarisationsriktningar!
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Fotoner vaxelverkar med varandra i princip men blott genom svaga indirekta processer
vars betydelse dr mycket liten vid |dga temperaturer (kg T < 1eV’). Fotonvaxelverkan
kan ske genom utbyte av par av virtuella partiklar, t.ex. ett elektronpositionspar (m. =
511KeV/c?)

28.0.1. Fotonenergierna

Vi paminner oss nu om fotonernas grundlaggande egenskaper:

e =hv = (2777@)2i = hw, w = vinkelfrekvens = 27v (144)
r
v = ; = frekvens(A = vaglangd) (145)
e k= vagtal = 27 (146)
€ = —, — vagtal = —
) © )
Enligt den relativistiska mekaniken kan man dessutom skriva
h
¢ = —ck = hck = cp (147)
27
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dar vi anvant oss av rorelsemangden p = hk

Den s.k. dispersionsrelationen (sambandet mellan frekvens och végtal) ar

w = ck (148)

28.0.2. Tillstandstatheten

[t.ex. Mand| appendix B]

Vi harleder nu ett mycket centralt begrepp i vag- och kvantfysiken: tillstdndstatheten eller hur
manga vagtal som ar mojliga i en andlig volym V.

En stdende vdg kan behandlas matematiskt med sinus eller kosinus-funktioner eller mer allmant som

k- Lk Lk Lk
ez ro__ ez gca;ez yyez 2z (149)

Vi vill nu rdkna hur manga sddana vagor kan finnas i en volym V. For enkelhets skulle betraktar vi
en kub med sidan L, s3 V = L°.
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For att en vag skall kunna existera i x-led, kravs
det att antalet vdgor som finns i inneslutningen
ar ett heltal. Annars skulle vagens amplitud inte
vara kontinuerlig vid granserna O eller L.

(R

S P Detta ger som gransvillkor for innesluten

y stralning:
X
ezkx-O — ezka — ezk:xL — 1 (150)
l.o.m. att
e’ = cos(kyL) + isin(k,L) (151)

och cosx = 1 dad x = n2m dar n ar ett heltal, leder detta till villkoret
27
k. L = n,2m — k, = f’nx, n, = 1, £2,.. (152)

(fallet n, = O &r uteslutet for da finns det ju ingen vag!).
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Vidare galler pd samma satt att

2
ky, = %ny, n, = +£1, £2,... (153)
2
k, = %nz, n, = +1, £2,... (154)
och de tillatna vagtalen ar alltsa
27T . L3
k = T{nxz + ny,j + n.k} (155)

Om vi nu betraktar vagtalen k som en 3-dimensionell rymd (kdnd som k-rymden eller
vagvektorrymden eller Fourier-rymden eller reciproka rymden) kan vi berdkna hur manga
vagtal som ryms i en viss volym.
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— [
-] ® o o Man kan se resultatet genast om man ritar ut de
| o e e tilldtna vagtalen i ett k;, k,-diagram:
2T | o o o ® Vi ser att tdtheten av kvanttillstdnd |
L vagvektorrummet ar
T
=z . ! (156)
|
()3
Antalet kvanttillstind i ett volymelement d°k &r allts3
k5 dk v d’k (157)
(F)3 (2m)? (27)?

Detta ar tillstandstatheten | tre dimensioner!

Notera att trots att vi gjorde harledningen for en kub, kunde man val generalisera det for en
godtycklig form genom att betrakta ett antal allt mindre ratblock som foljer den godtyckliga
formen. Det slutliga resultatet skulle i varje fall uppenbart bli det samma.
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28.0.3. Tatheten av fotontillstand

Genom att kombinera Bose-Einstein-distributionen med tillstandstatheten far vi antalet fotoner med
vagvektor i intervallet (k, k + dk):

3 2
dNy = ()3 T - (158)
A andra sidan vet vi att
er = hck (159)
och givetvis ar
d’k = dQk*dk (160)

dar €25 ar vinkelelementet sin 6dfd¢ i k-rymden.

AN /% de /W in 0dOd N V. 2k7dk /% de /7r in 0d6 (161)
— sin — sin
k . . k (27)3 ehek/kpT _ 1 Jo 0 |

N
47

Vo Kk
T g2 ehek/kpT _ q (162)
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Nu kan vi anvanda oss av fotonernas kinda egenskaper for att skriva om detta som funktion av

frekvensen v:

C 27
v=—, k=—
A A
2mTyY 2mdy
ck =2nmv & k = = dk =
c c
hck = hv
Alltsa ar
1
k*dk = 8m° =1 dv
o3
och

IN — 8tV vidy .
v c3 ehl//chT _ 1’

dE(v) = hvdN (v) = energin i intervallet (v, v + dv):

8mThV v3dy
c3 ehl//k:BT 1

dE(v) =

Detta ar Planck’s férdelningslag (1900):
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(165)
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dE(v)

Denna har visat sig galla till otroligt stor noggrannhet t.ex. for kosmisk bakgrundsstrdlning. Den
mycket lilla avvikelsen som matts t.ex. med Cobe och WMAP-satelliterna ger en bild av Universums
borjan, 379000 ar efter Big Bang eller ungefar 13 miljarder ar sedan. Har ar en bild fran WMAP-
matningen (http://map.gsfc.nasa.gov/m_mm.html):
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Datat i denna bild har visat sig vara extremt nyttig i kosmologin.

Vid héga frekvenser giller €"/*BT >> 1 och dirmed
dE(v) =~ i /kBT (169)

vilker &r kdnt som Wien's stralningslag (1896)

Termofysik, Kai Nordlund 2004 (| [« [C][>] [P 58



Det finns egentligen tva former av Wiens lag. Den andra formen ger maximet i distributionen ovan,
vilket visar sig vara helt enkelt inverst proportionellt mot temperaturen.

Denna anvands allmént i astronomin for att bestdamma stjarnors temperatur (jooda, stjarnor ar
mycket nara en svartkropp!)

Vid ldga frekvenser giller att

hv
hw/kpT ~ 1 170
e t T (170)
och 5
87V hiid
dE(v) — 2 2Y B o) (171)
c3  hv
8wV
= 2 (kpT)dv (172)
C

som ar kiant som Rayleigh-Jeans stralningslag (1900). Notera att konstanten h inte férekommer alls
| dennal

28.0.4. Klassisk harledning av Rayleigh-Jeans lag

Den senare lagen kan dven harledas helt klassiskt.
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Betrakta fotoner som vibrationer i ett medium = “etern”.

Antalet vibrationsmoder med vagvektorer mellan |k| och |k + dk| ar da

2(4 k*dk. 173
(47) (173)
Enligt ekvipartitionsprincipen bidrar varje mod med
1 1 .
(5 -+ 5)kBT till energin. (174)
Energin for moderna mellan k och k + dk blir
V2 8wV
dE = kT (2)4n ( 7T)31/2cl1/ S v kpTdy (175)
(2m)3 " ¢ c3

vilket ar igen Rayleigh-Jeans lag.

Denna lag har dock ett uppenbart problem: den forutspar ju att strdlningen skulle 6ka mot oandligt
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med frekvensen. Detta dr uppenbart galet (en kropp kan ju inte forlora oandligt med energi) och
ledde till att lagen kallades i tiden “den ultravioletta katastrofen”.

Kvantmekaniken gav en elegant |6sning pad detta: i.o.m. att fotonenergierna ar kvantiserade med
E = hv, kan bara mycket fa fotoner skapas for hoga frekvenser, och ekvipartitionsteoremet som
anvands i Rayleigh-Jeans harledning galler inte langre.

Historiskt siatt ar harledningen av Plancks lag mycket viktig for fysiken. Ungefar ar 1900 hade
man harlett klassiskt bdde Wiens och Rayleigh-Jeans lag, men visste experimentellt att den forra
misslyckas vid ldga v, den senare vid hdga v (ultavioletta katastrofen).

Planck var desperat att hitta en forklaring till detta, men det enda sattet han kunde gora det med
var genom att anta kvantiseringen som férekommer i tillstdndstathetsdelen i harledningen. Han
tyckte inte alls om detta antagande, och forsokte senare hitta alternativa férklaringar. Men det
visade sig att kvantiseringen var helt ratt, och detta resultat banade sedan vag for kvantfysiken.

Termofysik, Kai Nordlund 2004 El E @ B EI 61



28.1. Den totala energin i svartkroppsstralningen

Vi raknar nu den totala energin for svartkroppsstralningen:

8mthV v3dy
C3 ehl//kBT _ 1

dE(v) =

< 8mhV Vo
E = /dE(l/) :/ dv
0

c3 ehy/kBT 1

Vi gor variabelbyte:

kgT
hV/kBT:xﬁdV:%x
och far

8whV kpT , [ °

g =Y bo )4/ doz—-
c3 h Jo e — 1

o4

15

(Berdkningen av denna typ av bestimda integraler beskrivs i Mandl)
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Alltsa fas

8 V
E=-" T* = 40VT/c (180)
15 (hc)3
dar vi definierat
o= L 5.67 - 10 °g/s°K* = 5.67 - 10 °J /m’sK" (181)
15(h3c3)
Resultatet
E =406VT"/c (182)

kallas Stefan-Boltzmann-lagen. Den erholls forst experimentellt av Stefan ar 1879, och Boltzmann
kunde 1884 hirleda proportionaliteten mot T'*, men givetvis inte virdet p3 konstanten o som
innehaller Plancks konstant h.

28.1.1. Stralningsintensiteten

[Landay-Lifshitz S 63, s. 187-189]

Ett ofta mera praktiskt satt att ge Stefan-Boltzmann-lagen ar med stralningsintensiteten. Ener-
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gitatheten i ihdligheten per enhets-rymdvinkel ar

1
E=—40VT"/c (183)

47

Vi betrakta nu hur mycket energi som faller pd en ytarea A som upptar en rymdvinkel d{2 =
sin 8dOd¢. Vi tar som hjalpvariabel en infinitesimal cylinder med bottnen A och tjockleken dx.
D3 partiklarnas hastighet ar ¢ = dx /dt, betyder det att tatheten av partiklar som ror sig genom
cylindern per tidsenhet ar

1 1 C

Adt  Adzdt/dxz  Adx
Fotonerna som faller pd arean A kan givetvis rora sig i godtycklig riktning, s3 “arean” som

stralningen ser bor korrigeras med cos 6. For att erhdlla energiintensiteten I som stralas pa en area
bor vi alltsd betrakta

N =

(184)

1
©  cosOsin0dde = —oT* cos 0 sin 0dOd

Adx T
(185)

och integrera detta over en half-sfdr for att fa reda pa hur mycket som strdlar mot arean. Alltsa ar

4
dI = EN cos 0 sin 0d0d¢p = 4—0Ad,:cT4/c
7T
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var intensitetet

2m 5 1, , or  ,1 /2 1
I = / dgb/ df—ocT cosfsinf = —oT — — cos(20) — (186)
0 0 T v 2 2

1 v
=7 sin(26) 0 Y

~—
———1——1

och alltsa efter att vi dividerar bort alla 2:or och

[ =0T (187)

Denna lag galler helt allmant for alla perfekta svartkroppars stralning.
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28.2. Icke-perfekta svartkroppar

[Wannier s. 196-, webben]

For icke-perfekta svartkroppar kan man generalisera alla dessa harledningar i princip genom att
introducera en emissivitet e(v) som helt enkelt dr for ett visst material forhallandet mellan den
verkliga emissionen och svartkroppsemissionen:

Everklig(’/’ T)

T (188)

e(v) =
Esvartkropp

For en perfekt svartkropp ar alltsd e(v) = 1.

Den s.k. Kirchhoffs lag sdger att vid termisk jamvikt och efter att man integrerar Over alla
emissionsvinklar, ar formagan att absorbera stranlning, absorptiviteten a(v), lika med emissiviteten

e(v).

Annars skulle det vara latt att konstruera en maskin dar energin inte bevaras. Likasd foljer harav
att for att absorptiviteten uppenbart inte kan vara > 1, kan inte heller emissiviteten inte vara det.
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Alltsd ar den perfekta svartkroppen den mest effektiva mojliga kallan for termisk
stralning!

Om man kanner till emissivitetsfunktionen, kan man ta med den i berdkningarna av samma typ som
ovan for svartkroppen.

28.2.1. Exempel

For att ta ett enkelt exempel av foljderna av svartkroppsstrélning, 1t ass berakna medeltemperaturen
pa jordytan om man antar att atmosfiaren skulle jamna ut alla temperaturskillnader, och att jorden
skulle vara en svartkropp.

Solarkonstanten Ig (solens stralningsintensitet vid jorden) ar
Is = 1373W /m”’ (189)
Om jorden ar en svartkropp kommer den att bestrdla ut energi med intensiteten
[ =oT" (190)
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Den totala inkommande stralningen ir Is ganger areas som solen ser av jorden, wR® dir R ir
jordens radie dr 6378 km. Jorden stralar ivig energi med hela sin ytarea 47 R?. Allts3 f3s villkoret

IstR® = 0T 47 R? (191)
— T = (4—> = 279K = 6°C (192)
o

Den verkliga medel-yttemperaturen 3r 288 K = 16 °C. Detta illustrerar betydelsen av vaxthuseffekten:
utan den skulle det vara ganska otrevligt kallt pa jorden!
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28.3. Stralningstrycket

Vi kan nu ocksa berakna trycket som orsakas av den elektromagnetiska stralningen:

Alltsa ar

OF , 0 F
oT oT T
E(T) d(F)
T2  dT'T

Vi tillampar detta pd Stefan-Boltzmann-lagen och integrerar
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— / a1’
To

E(T') F(T) F(Ty)

A T Ty

4aVCT’2

3_ 3y _ F(T) F(To)
0 T T,
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(193)

(194)

(195)

(196)
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och om man later Ty — O:

4oV
F(T) = - 227" (197)
3c
och dirmed SF A
O, 4
P(T)= —(—)r = — 198
(1) (5v)7 = 3. (198)
Om man jamfér med energins definition ser man att
40V _, 1
PV =—T" =-F (199)
3 ¢ 3
1
PV = gE (200)
och
dEl. 160V 4
Cy = T (201)

T dT T ¢

Trycket fran elektromagnetisk strdlning kan anvandas for drift av rymdfarkoster!
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