20. ldealgasernas statistiska mekanik

Kanonisk fordelning

_ 1 _—pe
pr = LePer

S = —kpXp,Inp,

= kpXp.|[ln Z + Be,]

= kplnZ 4+ BkpE ty E:Zprer

F=FEF-TS=FE—T|kgl k E
[k nZJr,_[j/T, ]

F=—kgTlnZ (1)

Samband mellan partitions-funktionen och den
fria energin:

Z = e PF
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Makrokanonisk férdelning

DN = ﬁe‘i‘ﬁ[/ﬂv—en]

S = —kpXpnpn Inpyy

= —kpXpyn[—In Zn + BuN — Be,]
= kplnZn — kpBu < N > +PBkpE
N =< N >= Yp,~nN

— TS =E 4+ kgTInZn — uN
OzF—I—kBTanN—,u]\_f

F—uN =

Q= —kBTanN (2)

Sambandet mellan den stora partitionsfunktionen
och den stora potentialen:

ZN = 6_69
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Betrakta en tunn gas av molekyler som inte vaxelverkar med varandra (en idealgas). Gasens tillstand
kan da, om alla molekyler ar likadana, anges av antalet molekyler n,. i varje molekylar energiniva
Er.

Gasens tillstdnd anges av ett histogram:

g 1111 n,
€ 1] Ny
g9 {11 No

Betrakta nu det subsystem som bestar av molekylerna i €,.. Sannolikheten for att det skall innehalla
n,. partiklar ar

1

ZN,?“

D, = eﬁ[ﬁmr —nr€r]

(3)
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dar

— 03
ZN,?":BIBT

dar €2, ar den stora potentialen for delsystemet {e,, n, }

Sannolikheten for att delsystemet innehdller nagot antal partiklar ar givetvis 1 sa:

anr =1

Vi skriver nu ut ndgra av sannolikheterna explicit:

Q
Pn,_y = eﬁ r
Prp—1 = eﬁ[Qr-Hi—Er]
Pnyp=2 — ...
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Prpen = eﬁ[ﬂr-l-n(,u—er)] (9)

Medelockupationen for tillstidndet r ar:

<ng >=XppNy =Pn,_o 0+ pp._; -1+ ... (10)

Om gasen ar tunn ar sannolikheterna for att en exciterad energinivd skall innehdlla en molekyl
mycket liten:

<np><<1 (11)

och om man vidare antar att e; — €1 < €1 — €¢ galler

Pn,~, = 0. (12)

Darmed ar

< Mg > Pr,—q * 0+ Pr,_q 1 = Pn,_, = e/B(QT+M—€T) (13)
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D3
Do > 1 = ™" 1 (14)
p.g.a. ekvation [f]

Detta ger oss Boltzmann’s fordelningsfunktion:

< n, >~ eHer)/kpT (15)

Notera att alla delsystem ar i jamvikt med varandra vilket innebar

U1 = o = U3 = ... = by = ... = L. (16)
(de kemiska potentialerna ar lika).

Darmed kan man om man vill betrakta termen med den kemiska potentialen som en konstant med
avseende pad r och skriva

n, = konst x e “/FBT (17)
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20.1. Tillstandsekvationen

Vi betraktar vidare detta systemet och harleder nu dess tillstandsekvation genom att anvanda lite
mindre approximationer dn ovan.

Allmant galler
Q=-—-PV (18)

Q=> (19)

Om vi nu anvander oss av Boltzmanns fordelning och betraktar de tva lagsta tillstdndena 0 och 1 ar

1 ~ eﬁﬁr[l + e(u—@")/kBT] (20)
Vi loser ut €2, ur detta och far:
Q, = —kpTln[l + ¥ )/*BT ] (21)

litet ty <nr><<1

Termofysik, Kai Nordlund 2004 EI E @ E EI 6



och med Taylorserien In(1 4+ ) = = + - - - fas
Q, ~ —kgTer)/kBT (22)

Med denna approximation fas

Q=> Q.= —kgTy e /6T (23)

A andra sidan 3r

N — Z <, >= Z e(M—GT)/kBT (24)

Jamforelse av dessa tva ekvationer visar genast att

— QO = —kgTN (25)
med da dessutom helt allmant 2 = — PV far vi resultatet
PV = NkgT (26)

vilket ju ser ganska bekant ut. Vi har alltsd visat att Boltzmann's fordelningsfunktion beskriver en
klassisk idealgas!
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20.2. Alternativ hdrledning av Boltzmannférdelningen

[Riskas anteckninggar, fran Landau-Lifschitz S 40]

Vi ser nu panytt pa ett system med energitillstand €, och n, partiklar i detta tillstand:

Per entropins definition galler S = kp In €2

& (1110  n, dar

81 %Dj nj

(2 = antal olika mikrotillstdnd for en viss fordelning av
N partiklar {n,}.

Antal satt att av N partiklar utvalja nq for det forsta energitillstandet:

N(N —1)..N — (n1 — 1) (27)

Antalet olika mikrotillstdnd fds genom att dividera detta tal med permutationena av de n;
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partiklarna:

N...N — —1 N
(n1—1) (28)
n1! nl'(N — nl)'
For tillstandet 2: N |
(N = m)! (29)
?’LQ'(N — N1 — ’ng)'
For tillstandet r N '
( —nl—ng—...—nT_l). (30)
n (N —ng —ng — ... —n,)!
Darmed ar hela antalet mikrotillstand
N N — !
Q= X ( m) X ... (31)
nl'(N—nl)' ’I’Lg'(N—’I’Ll —’I’LQ)'
N
— (32)
nilns!..n,!..
och darmed
S =kplnN! — kgln(ni!lny!.n,!..) = kgln N! — kg » Inn,! (33)
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For att maximera detta anvander vi igen variationsberdkning, dar variationen ar med avseende pa
antalet partiklar n,.:

O[S+ aN+BE] =0 (34)

dar
N = ¥n, (35)
E = XYemn, (36)

Vi anvander nu Stirlings approximation
Inn,! ~n,Inn, — n, (37)

o

pa
S=kInN!'—k> Inn,! (38)

och far

) kBNlnN—kBN—Zanrlnnr—i—kBZnT—I—ZanT—I—QZernT =0 (39)
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N ar konstant med avseende pd n, sd de tva forsta termerna forsvinner . Vi utfor variatio-
nen/derivatan pa n, och far

_ ZT: kp(dn,)Inn, — 27; kBZ—:cSnr + kB zr: on, + zr: adn, + 3 Zr: e.0n, =0 (40)

Termerna kp ) .. dn, kancellerar och kvar ar

— Z kp(én,)Inn, + Z adn, + 3 Z eon, =0 (41)

eller
ZSnr{—kB Inn, +a+ PBe.} =0 (42)
Detta bor galla for alla variationer § sd vi maste ha att delen inom klamrarna ar noll, varur fs
o + Pe
Inn, = ot per (43)
ks
a B

(44)
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Nu kan man 3 andra sidan ocksa skriva ekv. [34] som en totaldifferential
dS + adN + BdE = 0 (45)

Jamforelse med den andra grundlagen for ett system med variabelt partikelantal vid konstant volym

dE =TdS + udNN (46)
indikerar att
B——isamtg— —a="L (47)
— 3 = I =7
Alltsa far man
n, = elu—er)/kpT (48)

vilket ar igen Maxwell-Boltzmann-fordelningen!

Termofysik, Kai Nordlund 2004 El E @ B El 12



20.3. Den klassiska Maxwell-Boltzmann fordelningen i 3 dimensioner

Nu vill vi harleda hastighetsdistributionen for partiklar i en idealgas, alltsd sannolikheten att en
partikel har en hastighet i intervallet [v, v + dv] for alla hastigheter v.

Vi har alltsa det centrala resultatet
n, = e(u—ﬁr)/kBT (49)

Z n, = _ eu/kBT Z e—er/kBT (50)

r
\ . 7

z,=partitionsfunktion for en molekyl
Nu kan vi l6sa detta med avseende pa exponenten med pu:

dar

er/onT — N al (51)
prm— Zl - ZT e—er/kBT
N
nr — Ze—er/kBT (52)
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Nu tillampar vi detta pa en klassisk partikel med kinetisk, potential- och inre energi i ett konservativt
kraftfalt (sddant dar potentialenergin bara beror pd 7 men inte hastigheterna). D3 blir

2
e, — e(p,r) = ;—m V() + € (53)

Nu motsvaras det diskreta indexet r av alla mojliga punkter i den kontinuerliga rymd som bildas
av rorelsemangderna p och platserna r. Denna 6 N-dimensionella rymd kallas fasrymden (“phase
space”).

Nu vill vi alltsd bestdamma n, som nu motsvaras av n(p, r): partikeltdtheten i fasrymden. Detta
gor vi med att notera att man bor ha

/d3pd3r n(p,r) = N (54)

men och andra sidan vet vi att N
n(p,r) = —e “@H/FBT (55)

Z1
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/1 fas genom att integrera over alla mojliga punkter i fasrymden:

71 = /d?’pd?’re_e(p’r)/kBT (56)

For en idealgas géller vidare V (r) = 0 s3

N 2 ,
n(r,p) = Ze_p /2mkpT o —€int/FpT (57)

Dessutom kan vi siga att integralen 6ver d°r ger rymdens volym V' s3:

2
Zl — e_eint/kBTV /d3p€_p /2mkgT (58)

J/

Vo

0 20
[/ dp, e Pr/2mEpT3

o
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Denna integral kan berdknas med det klassiska tricket for att berdkna den gaussiska integralen:

/ dee " = \// dxre— 0‘2”52/ dye—*y? (59)
— \// dxdye—aQ(w2—|—y2) (60)

T = pCoS (61)

= psin @ (62)

\/ / 7 i / dppe—o2r? (63)
\/27T / dp(2a2)—e 022 (64)
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27 2,2
= _TQQ € p (65)
T
== (66)
Alltsa fas
Z = e_eimf/kBTV(27T’kaT)3/2 (67)
och darmed
D R ——— L Ve (68)
’ V 2rmkgT)3/?
N 1 2
dN(p) = — e PEMRBT gy (69)

V (2mmkpgT)3/?
— antal partiklar med rérelsemingd i fasrymdselementet d°p

20.3.1. Hastighetsfordelning
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Fran detta resultat kan man nu med enkla variabelbyten f& hastighetsfordelningen som vi onskade
ha:

p=mv — d3p = m3d3’U (70)
vilket ger
N, m 39 _m2/2kpT 43
dN = — B d 71
V) =V ) =~ (71)

Integralen Gver rymdvinkeln €2, ger som kadnt 47 och s3 kan vi alltsd skriva antalet (tdtheten av)
molekyler med v i intervallet (v, v 4+ dv):

m

N 2
dN (v) = 4m(=)( )3/202e =M 2RBT gy, (72)

vV 27Tk‘BT

Detta ger oss det centrala resultatet for n(v) : Maxwells fordelningsfunktion

N 3/2 2
n(v) = dm— ( m ) v2e M /2BT (73)

Denna har foljande form:
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n(v)

exp(-v4)

For att checka att denna harledning gick ratt kan vi nu checka om den uppfyller det uppenbara
kravet

dvn(v):ﬁ: dN (v) (74)
famm =7 = [

< [«[O]>] pp] 19
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N 3/2 ,
/dvn(v) = 47— ( - ) /dvv2e_mv /2kpT (75)

vV 27TkBT ,
=k T
2
/dvv2e_av
=2 dve "
1 \/F
. 2V
11 /7
221/ 5,3
N m 3/2 9 T
— 4 “a )= (76)
V \2nkpgT 4V o3
3/2 3/2
= 477ﬁ < m ) 1\/% <2kBT> = Wﬁw_gﬂwlm = N v. s. b. (77)
V \2nkgT 4 m \% \%
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Den mest sannolika hastigheten ar maximet i distributionen, dar derivatan bor givetvis vara O:

o0 2
Vmas — —v e ™ /2BT — (78)
v
— 2v — v2—t =0 (79)
kpT

2kpT
U = 4 (80)
™m

20.3.2. Exempel

Exempel 1: mest sannolika hastigheten f6r neutroner i en reaktor vid 300 K:

2. 300K - 1.4-10-2J/K
Vin = (81)
1.67 - 10-27kg
2.3-14
- \/ 10?2 ~ 2200m /s (82)
1-67 S
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Exempel 2: distributionernas form. Vi ritar nu hastighetsdistributionerna fér partiklar med massan
29u, som ar ganska exakt medelmassan for molekyler i luft.

00035 T T T T T T T
0.003 | 100K
................ 300 K
0.0025 | — 1000 K 1
................ 3000 K
_0.002 - .
~ 0.0015 F -
0.001 | 5
0.0005 ff: /| o .
00 ...... | | ..... | | """"""""""""" [ 1
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
Mon Oct 18 2004 v (m/s)
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Man ser att typiska hastigheterna for molekyler i luft vid normal temperatur ar ndgra hundra meter
I sekunden.

Exempel 3: fasta amnen

Ett | hogsta grad ickeintuitivt resultat ar att Maxwell-Boltzmann- hastighetsdistributionen galler
med stor noggrannhet ocksa i fasta amnen. Detta kan man |att testa med datorsimuleringar. Har ar
en jamforelse 6ver analytisk och simulerad hastighetsdistribution i koppar vid 300 K [kursen i atomistiska

simuleringar 2003 r6 7]:
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T T 3
Analytical MB distr. ;
Simulated MB distr. 4

0

Mon Oct 18 2004

| | | | | | | ]
200 400 600 800 1000 1200 1400
v (m/s)

Skillnaderna ar extremt sma och i sjdlva verket statistiskt betydelselosa.

20.3.3. Energidistributionen
Vi kan ocksa skriva distributionen

N 3/2 ,
n(v)dv = 47— <L> v2e ™ /2kBT gy
\% 27T]{'BT
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som en (kinetisk) energidistribution genom att anvanda

dE dE

E =1/2mv° <= dE = mvdv => dv = =
mv /2B

och far

N 3/29F dE
n(E)dE:47r—< m ) 2B -pppr 4P

V \27kpgT m m /%

N 1 \*? dE
n(E)dE = 47— < ) m3/22Em e F/RBT ——_pym1/2

vV 27TkBT

V2E

Alla m-termer forsvinner bekvimt nog och med att kombinera 2:orna och 7:na far vi

2 N VE

N —E/kgT
STV (kgT)3/2" ak

n(E)dE =

20.3.4. Medelenergin
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Nu kan vi ocksd berakna idealgasens partiklars medelenergi med att integrera ekvationen ovan vagt
med E och normalisera eller enklare med den gamla trick-formeln:

0
F=—InZ 88
5520 (89
Nu fds med resultatet for Z; ovan:
E (9 3/2 27Tm 3/2
— = ——1nZ A = V(2 kT = V(—— 39
~ 25 " 1(8) 1(8) (2mmkpT) (ﬁ) (89)
Alltsa
FE %) 2
e P A T (90)
N o)} I6]
_ 1 3/2, S\ ,—5/2
= Yy @) (=3P (91)
B
3 4+ 3
= — = —kgT 02
2" o P (92)
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Alltsa har vi harlett energin for partiklar i en idealgas:

3
E = _NkpT (93)

Nu kan vi ocksd berdkna vilken hastighet detta motsvarar:

1 2E/N
Elzimzﬂ—— = v =1/ / (94)

(95)

23
m 2
3kpT

(96)

Det ar viktigt att inse att denna hastighet ar inte samma som den mest sannolika hastigheten som
hérleddes tidigare! Denna hastighet kallas vyoot-mean-square = Vrms-
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20.4. Den klassiska Maxwell-Boltzmann foérdelningen i 1 dimension

Det ar ocksd instruktivt att se vad hastighetsfordelningen blir i en dimension. Vi kan nu forst
upprepa harledningen ovan i en dimension, for rorelsemangder p, och hastigheter v,.

Nu ar var energi (for en idealgas med V (x) = 0 och ingen inre energi)

2

Py
(o) = 5= (97)
och var partikeltathet
N s

n(p.) = 5—e T (98)

och partitionsfunktionen fds med

2
Z1g = /daz / dpePe)/FBT — [, / dpe Pr/?mFBT L\/ T = L(27rkaT)1/2
_ 1/2kaT
=L

(99)
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Alltsa ar
N 1

L (2mmkpgT)1/2

= antal partiklar med rorelsemang i fasrymdselementet dp.

2
dN (p,) = e Pe/2mkBT g (100)

Hastighetsdistributionen far man med p, = muv, till

N 1/2 2
AN (vy) = — (L) e 0w/ 2RBT gy, (101)
L \2wkgT

Detta ar ju bara en Gaussisk distribution centrerad vid v, = 0 !

Alternativt kunde man ha harlett samma distribution fran den 3-dimensionella genom att skriva

v? = ’Ui + fuz + ’Ui (102)

och faktorisera den 3-dimensionella distributionen i 3 identiska delar.
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Men nyttan av att gora den 1-dimensionella harledningen skilt ar att vi ser uppkomsten av en viktig
skillnad i formen pad denna distribution visavi den 3-dimensionella. Jamfor nu formerna:

n(v)

1D: n(v,) 3D: n(v)

| varje enskild dimension ar distributionen alltsd centrerad vid 0. Hur ar det dd mojligt att den
tredimensionella distributionen inte ar det?
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Jamforelse av harledningarna for 3D vs. 1D visar klart orsaken: i den tredimensionella hade vi ju ett
differentialt volymelement

d’p = p° sin 0dddOdp (103)

medan den endimensionella har bara en term
dp (104)

Termen p? visar att volymelementets storlek 6kar med p, vilket ger upphov till att n>” (p) = 0 d3
p = 0 och dirmed ett maximi storre an noll.

Rent kvalitativt kan man forsoka forstd detta som att trots att sannolikheten att hastigheten ar 0 ar
maximi i en dimension ar stor, ar sannolikheten att hastigheten ar 0 i alla tre dimensioner samtidigt
forsvinnande liten (ty d°p — 0 da p — 0).

Rms-vardet for den endimensionella hastighetsdistributionen ar p.g.a. de normala egenskaperna pa

Gaussiska profiler helt enkelt
TN /2
Vx,rms = (L> (105)

m
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Detta ar konsistent med vart rms-varde for den tredimensionella distributionen

3kpT\ /2
vW:( b > (106)
m
ty
kpT
Uazc rms + Uz Tms + Ug rms 3 ( = ) — /U?ms (107)
b ) b m
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20.5. Barometerformeln

Om atmosfirens temperatur ar konstant = T ar potentialenergin hos en molekyl med massan m
pa en hojd h over den plana jordytan

V = mgh (108)

Boltzmann's férdelningsfunktion

2
n(p, h) = konst x e ” /2kpT g =mgh/kpT (109)
Om uttrycket integreras over alla hastigheter (rérelsemangder) blir

n(h) = konst X e mah/kBT (110)

ng: partikelantal /ytenhet pd jordytan h = 0
n(h) = nge” "9"/kBT (111)
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n(h) — e—mgh/kBT (112)
o

Detta sager alltsd att atmosfarens partikeltathet faller exponentiellt med
med hojden Gver jordytan. Detta kallas barometerformeln.

h

o TONKT
A

approximation foi
sma hojder

Ny n(h)

Det ar ocksa intressant och se pa ekvationens beteende pa sma hojder, mgh << kpT"
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no kg1

Massan pd molekylerna i luften kan berdknas om man minns att luften bestar av ung. 78% kvave
Ns, 21 % syre Os och 1% argon Ar:

h h
) _ mman/kpT o T (113)

m=~0.78%14 %24+ 0.21 «x16 %2+ 0.01 «40 = 29.0 (114)
och darmed fas
1 kg X 273
ho= —— = — — 7980m & 8000m (115)
k—% 29u x 9.81
B
sa vi kan skriva
h h
n(h) _ gohmof g I (116)
10 ho

Nu har vi alltsd harlett den gamla tumregeln att lufttrycket sjunker med 1 mbar for varje 8 m man
stiger uppat!

Men samtidigt vet vi nu att det verkliga beteendet ar exponentiellt.
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900000 rrmorrrerrr e s-r e e Jamforelse med experimen-
— Experiment | tellt data (se CRC) vi-

o 18000 sar att denna formel galler
som god forsta approxima-
. tion till overraskande stora
. hojder, ungefar 100 km el-
_ ler s3. Den bryter till slut
ithop i den joniserade delen
av atmosfaren, “jonosfaren”
(lagre delen av rymden fran
. ungefar 70 km uppat) dar
atmosfaren joniseras av sol-
vinden och blir ett dyna-
miskt plasma med mycket

komplicerat beteende.

800000
700000
600000
500000
400000
300000
200000
100000

[t QLT I O O S I EO S I S I B wryr

Héjd (m.6.h.)
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20.6. Partikeltatheten i en roterande cylinder

Vi betraktar som ett annat exempel en roterande cylinder dar man antar att gasen roterar med

cylindern.

eg

Centripetalacceleration:

}&. azé w=uv/r

L - 2
| F =m=*- = mrw?
Tl V(r) = — [ Fdr eller
N
| V = —imriw?

Nu bor enligt Boltzmann-distributionen
’I’L(’I") L er w /k:BT
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men konstanten A 3r okand. For att bestamma den anvander vi villkoret:

/0% dep /Oerr /OL den(r) = N (118)

R 1.2 2
— 27TLA/ dr gpe2™ “/FBT N (119)
0 @;Tﬁe%mrzuﬂ/kBT
mw2 Or
kgT 152 2
onLA-L— [e2m® W /kBT _ 1] = N (120)
mw?
N 2
A= e (121)

27rLkT[e%mR2w2/kBT — 1]
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