5. Jamvikt i ett delsystem
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5.1. Energi i delsystem

Betrakta ett litet delsystem av ett omgivande makroskopiskt system:

Makroskopi skt
system

Litet
delsystem

Det omgivande systemet antas vara
sa stort att delsystemets eventuella
forandringar inte kan pdverka dess
egenskaper. Och andra sidan ar ocksa
delsystemet sa stort att det kan behandlas
som ett termodynamiskt system. Delsy-
stemet kan vaxelverka med omgivningen
genom att utbyta energi och partiklar
eller oka sin volym etc. Det omgivande
systemet kallas viarmebad (“heat bath)”

och antas vara i jamvikt vid en temperatur
T.

Antag att delsystemets mojliga energitillstand ar
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Om det totala kombinerade systemets energi ar Fy och delsystemets energi ar E, ar varmebadets
energi Fg — E,.

Sannolikheten for att delsystemet skall ha energin E,. ar proportionell mot antalet mikrotillstand i
varmebadet som har energin Eg — E'r:

pr = konstant X Q2(Eo — E,) = konstant X eS2(Fo—Er)/kp (2)

dar €25 och Sy ar storheter for varmebadewt, alltsd det makroskopiska systemet forutom det lilla
delsystemet.

D& varmebadet ar mycket storre an delsystemet kan man val anta att
Efr- << EO - Er- (3)

Da kan man med hjalp en Taylor-utveckling skriva

085>

(m
JOFE ",
= varmebadets temperatur

So(Eo — Er) >~ Sa(Eo) — Er + ... (4)

1
T
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— p, = konst. ze 2F0)/kB o~ Er/kpT (5)

N
konstant

pr = konstant x e ©7/*BT (6)

Detta resultat kallas den kanoniska sannolikhetsfordelningen. Fordelningen kallas ocksa
Boltzmann-distributionen och den statistiska betraktelse som leder till denna distribution
Boltzmann-statistik.

Den galler alltsd for system som ar i termisk kontakt med ett virmebad — vi ser senare under
kursen att for andra typer av kontakt galler andra sannolikhetsfordelningar.

Men detta resultat ar en av de absolut viktigaste resultaten som erhalls under kursen: den ger alltsa
sannolikheten for att ett visst tillstdnd har energin E,. dd den ar vid temperaturen 1T'. Det visar sig
att denna distribution dyker upp i otrolikt manga grenar av fysiken.

Standarddefinition: invers temperatur
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= (7)

kT’
1
~BEr
r — 5 . 8
pr= ¢ (8)
Z = konstant = partitionsfunktionen”
Z bestammes av villkoret
1
—~BEr
Fr=1=—= 1 )
%ﬂ p ~ %ﬂ e (9)
p— Z = G_BET (10)
Z = Z(B) (11)

Den kanoniska fordelningsfunktionen gor det mojligt att berikna termodynamiska storheter som
statistiska medelvarden.

Den totala energin hos ett system i jamvikt med ett omgivande varmebad kan beriknas som
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energimedelviardet med jamviktsfordelningen:

=Y p.E, (12)

— S‘ E e‘ﬁEﬁ (13)
~ DB
10 )
= ———Z =——1InZ (14)
Z 003 Bk
_ )
E = ~35 In Z(B) (15)

Medelvardet av en godtycklig fysikalisk variabel som beror av systemets energi:

f(E) (16)

kan beriknas som

fT — Z f(Er)pr(Er) (17)
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Energivardets fluktuation kring jamviktsvardet E anges av standardavvikelsen

AE:J@-EV

AE = \/(E2 — 2EFE + E?) = \/ E?2 — E?
ty _
_ OF.E E; _ _
—2FEFE = i — —2EZN — 2FEE == —2F*
samt
_ Z B2 N
E2 = &=l — —FE
=P Ny
Darmed fas
(AE)'=E?—E'=) pE - (— In Z)”
o
:—ZE2 “AEr _ (—1n 2)?
86
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1 62 OlnZ

=zop” " Tap

)2

(24)

dir den forsta termen foljer uppenbart om man deriverar e °E7 tvi génger. Fér att komma vidare

harifran beraknar vi nu storleken

8212 o107

082 7 T 88z08

10°Z 1 (82)2
Zop2 72 983

10°Z )
— —(=—1InZ
op

AL

som ju dr samma som Ekv. 24] Allts3 har vi visat att
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varifran vi vidare far

(AE)? = ai ai In Z = —Z—E (29)
B OB _ B
—E
OE _ OT
= _(8—T)(%) (30)
(AE)? = kgT*Cy (31)

Alltsd fluktationerna kring energimedeltalet har ett direkt samband med varmekapaciteten!
Detta resultat ar bdde overraskande och nyttigt:

- Overraskande for att det inte alls &r intuitivt att fluktationerna i E har ett samband med
varmekapacitet

- Nyttigt darfor att det mojliggor direkt bestaming av varmekapaciteten utan att behova en
upphetning av systemet, om man kan mata A FE pad nagot satt. Det kan man visserligen sallan gora
| experiment, men nog i datorsimuleringar.

Vi ser vidare pa hur resultatet beror pad systemstorlek:
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(AE) ~ \/kgT+/Cy  T: intensiv variabel (oberoende av systemstorleken)
T~ 1 C'y: extensiv variabel (proportionell mot systemstorleken)
Cy ~ N

E ~ N

AFE vV N 1
~ ~———0 dd N — oo. (32)
L N VN

Fluktuationen blir irrelevant for tillrackligt stora system!

Detta resultat ar dessutom kvalitativt det samma som det som erhdlls tidigare i kapitel 4: avvikelsen
fran jamvikten ar proportionell mot 1/+/N. Men notera att denna héarledning ar helt makroskopisk,
medan den tidigare var mikroskopisk!
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5.2. Entropin for ett system i jamvikt med ett varmebad

[Mandl sid. 61]
M akroskopi skt
system Vi betraktar fortfarande ett litet delsystem
| kontakt med ett stort varmebad.
Litet For ett isolerat system ar entropin
delsystem
S =kplnQ (33)

dar 2 ar makrotillstandets statistiska vikt.

Vi betrakta nu en ensemble (samling) av identiska system, alla i kontakt med ett vdarmebad vid
temperaturen T'.

Ensemblens statistiska vikt ar om vy system ar i tillstdndet 1, vs i tillst. 2, v3 1 tillst. 3 osv.,

v!
Q, = antal system permutationer (34)
vilve! Ly
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Vi berdknar nu entropin fér denna ensemble:

S=kglnQ = kg {lnl/!—zmyrl} (35)

sz{Vlnu—u—Zurlnur—FZVr} (36)

Men sannolikheten att vi ar i ett visst tillstand r ar givetvis proportionell mot antalet mikrotillstand
pr Sa vi kan skriva
Vp = PrV (37)

v = Z Uy (38)

dar v ar hela antalet tillstand,

Darmed far vi vidare

S ~ kg Vlnu—u—z\yﬁ/lnur—l—Zuf (39)
T prv ~—
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( )
f:kB<1/1nI/—I/Zpr(lnpr—|—lnl/) > (40)
X —v Y, pr Elrpr+vlny )
S = _VkB Zpr lnpr (41)
S for ett system i ensemblen ar, ty alla system ar identiska,
S/v (42)
S(l) = —kpB Z Pr In Pr (43)
Vi berdknar nu vilken fordelning {p,} leder till S = max!? Vi har allts3
S = —kZpT In p, (44)

Zpr =1 (45)
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Z Erpr = FE

(46)

For att hitta maximum anvander vi variationsprincipen, s.k. “Lagrange multipliers” (om du inte
stott pa dessa dnnu pd FYMMen sa ar det bara att lita pd att féljande berdkning dr OK). Vi vill

berakna variationen
5(S—a—pBE)=0

dar variationen eller derivatan d dr med avseende pa sannolikheterna p,.. Vi far

_kBZ(Sprlnpr_kBZ(Spr_azépr_ZﬁErépr:O

dar vi skrivit om 1 med > p, vid « och anvint oss av derivatan pa en produkt:

1
d(prInp,) = (ép,) Inp, + pr—3p, = (Op,) Inp, + Op»

Pr

Darmed fas vidare

var fel/,& forr
Zépr (—kplnp, — /kB )—a—(BE,. p =0.
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Detta bor uppfyllas for en godtycklig variation dp,., vilket betyder att delen inom {} bor vara=0:

ol

e S
= —kglnp, — (@ + kp) — BE, =0

varur fas

Inp, = —— — —FE,

och slutligen )
pr = e“e "7 kanonisk férdelning

Detta bevisar att den kanoniska fordelningen ar jamviktsfordelningen!
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6. Statistisk beskrivning av paramagnetism

For att komma emellanat lite ner i abstraktionsniva ser vi hur det vi |art oss kan anvandas for att
behandla paramagnetism.

Betrakta ett system av stationdara men vridbara molekylara dipoler som alla har samma dipolmoment
. Om vaxelverkan mellan dessa dipoler negligeras ar systemets energi i ett yttre magnetiskt falt

N
E=-> u-B (55)
1=1

Om B viljes i z -axelns riktning galler

E=—pB>» cosb; (56)

)
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Partitionsfunktionen for ett molekylart dipolmoment ar

7 — Z eﬁuBcosei (57)

0
= / dSet oo’ (58)

2T s
:/0 dgp/o dfsin@ePPeos? (59)

For att integrera detta anvander vi variabelbytet

cosl = z =—> dz = —sin6db (60)
och far integralen i formen

1
Z = 271'/ dze "> (61)

~1

1
— 2m——[e"MP — PP (62)
buB
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och darmed till slut
sinh(A)
= 4r—"=

A Y

N
|

dar vi definierat: A = BuB (63)

Medelvardet for dipolens magnetiska energi ar

_ 10 A 0 sinh(A)
E=—-——Z=———(uB) (64)
Z 03 sinh A ON A
=X
sinh A coshA sinh A 1
X = — + — coth A — — (65)
A2 A A A
och darmed
_ A sinh A 1 1
E = — B thA —— > = (uB thA — — 66
snh A MBI TR {CO A} (e ){CO A} (66)
Den totala energin for dipolsystemet ar alltsa
_ 1
E=NE=—-NuB {COth(A) — K} (67)
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Definiera Langevinfunktionen

1
L(x) = coth(x) — — (68)
€T
och vi kan skriva detta formellt enkelt som
uB
EF=—NuBL(—— 69
v (kBT) (69)

Systemets totala magnetiska moment ar
m = N = Ncos0 (70)

dar medeltalet over cos 0 avser partitionsfunktionmedeltalet, alltsa

1
m= Nu / achosﬁzeB’“bBCOS(9 (71)
Np 1 0
- A dQe 1o (72)
Z puBogy J
Z
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och darmed

N 107
m=——— (73)
B Z 0p
N e’
—E
Sa vi far det enkla resultatet B
EN Etot
m=———= — (74)
B B
och for magnetisationen M
m N uB
M=—=+—pl(-—; (75)

% %4 kT

Om vi anvander oss vidare av definitionen n = dipoltatheten eller partikeltatheten kan detta skrivas
som

M = L(——— 76
+np (kBT) (76)

1
L(x) = coth(x) — — (77)

x

For sma x-varden galler
x

coth(x) ~ —I— 3 + (78)
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— L(z) — g z — 0 (79)

For stora x-varden galler
L(r) —1, x=— oo (80)

For svaga falt och hoga temperaturer galler alltsd fallet for sma x, alltsa

uB

uB
Ve )~ 81
(kBT) 3kpT (81)
Suskeptibiliteten definieras som
M =xB/uo (M = xH) (82)
dar vi anvant oss av definitionen
B = po(H + M) (83)
samt forhallandet
B
M << — (84)
Ko

som galler i allmdnhet for paramagnetiska amnen (inte ferromagnetiska).
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Vi far alltsa

Om man jamfor detta med den empiriska observationen

ser man att da vi harlett ekv. |85
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2
np
— 35
X = g5 pHo (85)
C
X =7 (Curie's lag) (86)

vasentligen har forklarat Curies lag(!) samt bestdmt konstanten

2
O — np- Ho
3kp

(87)
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Np-
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6.1. Specifikt varme for paramagnetiska system

C'y : specifikt varme vid konstant faltstyrka:
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C = <8E> B H
V.H — T V7H7 = Mo

E=—-NuBL(A), A= uB/kpT

OL(A) OA
CV,H — —N,LLB
oA 9T,
__uB
kT2
1

L(A) = coth(A) — n

< [«[O]>] pp]
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OL(A) 1 N 1
OA  sinh%(A) A2

_ Np’B*kjT? ) A? |
YT ERT? u2B2Y sinh?(A)

For stora T, alltsa sma A, fas

Cyv — Nkp |1
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A2
= Nkg|l —
d sinh2(A)]
A2
— 5 , T w00 A—0
A+ 5+ ]2
i =X _
1 _ 1 -1 1
2.5 2 4 T A2,
S R T R T
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zl—(l—%z):/\2

(97)

Alltsa fas

(98)

Alltsd gar Cy mot noll dd T' — oo vilket stammer.
Och andra sidan C'yy — Nkp ddT — 0, A — 0 vilket ar ett ofysikaliskt klassiskt resultat

(jamfor Mandl sid 76 - notera att Mandl behandlar ett enda kvantiserat 1/2-spinn medan var
berdkning &r helt klassisk)
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ratt resultat

=V

Termofysik, Kai Nordlund 2004 El El |§| El IEl 27



7. Tva-nivasystem och negativ temperatur

Betrakta ett system av IN stycken spinn-1/2 partiklar med dipolmomenten u. | ett yttre magnetiskt
falt (B) kan de endast vara riktade parallellt eller antiparallellt med filtet. Deras energi ar

N
E=-> u;-B (99)
=1

Partitionsfunktionen ar
Z= > " (100)

tillstand
Nu ar de mojliga tillstdnden alla méjliga satt att ordna de IV spinnenna i upp- och ner-konfiguration,

vilket symboliskt kan skrivas

_ Z e(u1+u2+...+un)36 (101)

B K255 0 N\

Har kan varje p; alltsd bara anta vardena =+ pu.
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Genom att dela upp summan i en produkt av identiska delsummor ser man latt att detta blir

N

7 — Z e#lBﬁ

p1==xp

N
_ [euBﬁ 4 e—uBﬁ]

= [2cosh(BuB)]"

o

0
E=———InZ=——NIn[2cosh(BuB)]

op op

_QCosh(ﬁ,uB)

och darmed slutresultatet for energin
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2sinh(BuB)uB
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> E = —NupuBtanh(BuB)  (107)

Den fysikaliska inneborden ar att vid O
K ar alla spinn ordnade med filtet, men
vid hogre temperatur borjar temperaturen
skapa oordningen i.o.m. att den termiska
energin motverkar den magnetiska. Faltet
(vill ge ordning) och temperaturen (vill
e skapa oordning) tavlar alltsd med varand-
ra!

—NuB

Ett annat satt att se pd samma sak ar att betrakta ett enskilt spinn. Det har partitionsfunktionen
7, = eM'BP L e7HBP — oA L oT A dir igen A = BuB (108)
och sannolikheten att den ar riktat upp eller ner ar

1
pr = —e (109)

eller alltsa:
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P A
10+ —— === —————— ==

0.5

>
B
A= HB

Vi raknar vidare magnetisationen i systemet

N N H1 gp
_ — = — _— K1 ]_]_O
M v E e (110)
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N
_ VB [eﬁBu B e—ﬁBu] (111)
V Z

~/

'
2sinh BBu

A — 2N sinh(BuB) (112)
V' 2cosh(BuB)

M = %tanh(ﬁuB) (113)

Vi betraktar igen gransvardena av detta:

N
M——E 4T -0 (114)
%
N N pop?
M—tg,p="E% g 43B -0 (115)
% VkgT
N
X

Nu har vi igen harlett (for ett annat system dn ovan) Curie's lag x ~ %
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Vi kan vidare berakna varmekapaciteten

oy = 28y y = —NuB B
Ve T H coshQ(ﬁ,uB)'u
3 N(uB)*
 kgT?cosh?(BuB)
uB 5 1
Cy = Nk
|4 B(kT) COShQ(k'uB—B;

Vi ser igen pa formen fran gransvardena:
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9b (116)
kpT?
(117)
(118)
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pB o 1 o
Cy — kpNk(——)"~—, daT — o0
kT T2
. 1 (119)
e r _2uB
~ Cy — —e BT -0, d3T — 0
T (120)
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7.1. Negativa temperaturer

Temperaturens termodynamiska definition var

1 9S8 o0
=22 = (121)
T OE OE

och vi visade tidigare att negativa temperaturer ar instabila.

Vi betraktar nu vart tvaniva-spinnsystem med

B
E = —NuB tanh(22) (122)
kT
B —E
27 artanh(—) (123)
kBT /LB
= 2uB 1
T=— ’;B = : Yoy (124)
artanh(x.7) B In(i—5nis E/N“B)
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ty
1+ =x

artanhz = —In (125)
1l -z
Alltsa:
om E<0—T>0 (126)
om E>0—-T<0 (127)

negativ temperatur skulle innebara magnetisering i motsatt riktning mot faltet.

| allmanhet representerar E2 > 0 ett icke-jamviktstillstand. Temporart jamviktstillstand med 7" < O
kan dock astadkommas i ett subsystem med begransat antal energinivder om dess vaxelverkan med
omgivningen ar svag!

| sadana kristaller dar de karnmagnetiska spinnens relaxationstid Tgpinn, ar mycket kortare an
kristallgittrets och spinnens vaxelverkans relaxationstid Tgpinn—gitter kan man definiera en skild
spinn-temperatur, ty dd kan spinnena betraktas som ett skiljt jamviktssystem under tidsskalor

ta/uSpinn << t << TSpil’ll’l—gitteI' (128)
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AN
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\ wi/
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\\ ///

kristall, T>0

— Karnspinn, T<0

En rolig konsekvens ar att man ocksd kan saga att negative temperaturer ar hogre an oandlig
temperatur: vid T' = oo har ju detta system E2 = 0, medan for negative temperaturer ar £ > 0!

Detta kan [3ta som helt teoretiskt men i sjdlva verket arbetar man inom l3gtemperaturfysiken
helt rutinmassigt med negativa temperature. Viarldsrekorden i temperaturer innehas nu (2004) av

koldlabbet i Otnds med 250 pK och -750 pK.

Om det yttre faltets riktning plotsligt
omkastas blir karnspinn-systemets ener-
gi positiv, och alltsd temperaturen ne-
gativ. (jamfor Mandl sid. 80). De
karnmagnetiska momenten ar dad rikta-
de mot B. Spinnsystemets temperatur
forandras sakta mot det omgivande gitt-
rets temperatur men denna process hastig-
het bestams av relaxationstiden for spinn-
gitter vaxelverkan.

(se http://boojum.hut.fi/research/magnetism/zero.html)
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7.1.1. Entropin
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Entropin i detta system ar

1
S =—k ~Inp, p,=—e PF"
B prlnp, pr=—_

1 1
= —kp— e PE In Ze PPT
BZZ; Z

J/

~
—InZ—-pBEr

= ﬁk‘BE + kplnZ

Med att anvanda B = ]‘B%T erhalls

—|—l€Ban

och genom att satta in ekv. och fas

el

_ %(—N,uB) tanh(8uB) + kzN In [2 cosh(BuB)]

= Nkp {In[2 cosh(BuB) — BuB tanh(GuB)}
= Nkp{Iln2 + Incosh(BuB) — BuB tanh(GuB)}
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gransfall T" — oo, [ — 0: vi kan anvanda oss av Taylorseriernas forsta termer:

och far

Alternativt da

o

gar

och darmed
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1 h B) ~1
n cosh(BuB) n 5 5

2 2
) ] . (BuB)
tanh BuB ~ BuB

1
S — Nkp {mz — 5(mLB)z} . d3 T — oo

— Nkg In2 = kg In2"V

T —0, (B— o

1 suB
cosh fuB — 56 och tanhpguB — 1

1
In cosh fuB — 11’15—|—/8/J,B = —1In24 08uB
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(140)

(141)

(142)
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Darmed gar
S—0, daT —0 (143)

Termofysik, Kai Nordlund 2004 El E @ E EI 40



8. Termodynamikens |l grundlag i differentialform

Termodynamikens Il grundlag var ju

Entropin i ett isolerat system kan endast 6ka och antar dd systemet natt jamvikt sitt
maximala varde

vilket helt ekvivalent ocksad kan uttryckas som

Ett isolerat system kan i jamvikt endast forandras fran ett tillstadnd till ett annat sd att
entropin okar under forandringen

Vi stravar nu efter att uttrycka samma lag matematiskt.

Betrakta energiforandringen i ett system som gar fran ett jamviktstillstand (7, V') till ett annat
narbelaget tillstdnd (T 4+ dT,V + dV):
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Den kanoniska fordelningsfunktionen:

E=) pE (144)

dE =Y  E.dp, + p,dE,  (145)

- energinivderna férandras p.g.a  vo-
lymférandringen

- tillstdndens sannolikheter forandras genom
tillforseln av varme

Vi stravar nu till att skriva dE med hjalp av termodynamiska variabler.

och darur
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by

1 sm
przgeﬁr

Y

— In p, = —InZ — BE,

1
3 {Inp,+1InZ}
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Vi anvander nu oss av det tidigare harledda sambandet, ekvation

_ o,
E=—InZ 148
55 Z(8) (148)
och far nu . .
Z dp,FE, = Z dp, {—— InZ — —1In pr} (149)
8 E E
1
— _E Z In prdpra (150)
ty Z dp, = 0 (Z pr = 1 = konst) (151)
Och andra sidan ar entropin (ekvation |43
S = —kp ZPT In p, (152)
1
dS = —kp » <1n prdp, + pr X p—dpr> ,= —kg Y (Inp.dp, + dp,) (153)
och dd > dp, = 0 fas
dS = —kp » In p.dp, (154)
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Jamforelse av ekv. med ger nu

1
> dp B, = ——dS = TdS
Bkp

Vi betraktar nu vidare den andra termen

Z prdEr — Z pT(

OE,
QL
— P

(P, ar trycket om systemet ar i tillstandet F,.)

= —dV ) p.P. = —PdV.

P ir “medeltrycket” i systemet. Om man jaimfor detta med

F;L» _ _dEpot _ _dEpotA _ _dEpotA
dx Adx dV
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< [«[O]>] pp]

(155)

(156)

(157)

(158)
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och tryckets definition

p- i (159)
A
ser man ocksa att
dFE
P=—— (160)
dVv

sa det statistikt berdaknade resultatet overensstammer med den makroskopiska definitionen.
Alltsa far vi med att kombinera resultaten och

dE = _ E,dp, + p,dE, = TdS — PdV (161)

vilket ar termodynamikens Il grundlag i differentialform:

dE = TdS — PdV (162)

och galler alltsd for reversibla processer.

Om vi jamfor detta med den | grundlagen:
dE = dQ — PdV = dQ — dW (163)
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ser vi att for for reversibla processer ar

dW = —PdV (164)
dQ = TdS (165)

For irreversibla processer och andra sidan
TdS > dQ (166)

ty entropin kan forandras ocksd pad annat satt an genom tillforsel av varme.

Betrakta t.ex. entropidkning genom utvidgning i ett isolerat system
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Har ar uppenbart dV = 0, d@Q = 0, och dE = 0 men samtidigt maste dS > 0 p.g.a. den |l

grundlagen sa har galler T'dS > dQ).

Ekvationen dE = T'dS — PdV anger att den inre energin i ett system ar en funktion av dess

entropi och dess volym:
E =E(S, V),

Nu kan man genast harleda de nyttiga termodynamiska sambandena
oF oF
T = (— ; P = —( — ,
(55)v (5y/)5

for vid konstant V' ar dV = 0 och vid konstant S ar dS = 0.
Sa vi kan ocksa skriva
OF OF
dE = (—)ydS —)gdV.
(55)vdsS + (5y)s

Nu kan vi berdkna Il derivatan pa tva olika satt:

O’FE o OFE )

opP
959V~ as5'av’® " ast ) =55,
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0’°E  9°E 0 (8E
S0V ~ 9vVoS oV oS

%) oT
v = (WT)S = (W)S (171)

Harifran far vi Maxwell's | (termodynamiska) ekvation

(55)s = —(%)v (172)

Vi harleder nu en rakneregel for partiella derivator som blir nyttig senare. Betrakta en helt allman
funktion

z = z(x,y) (173)
Dess totala derivata dz kan skrivas som
0z 0z
dz = (—)ydx + (=—)zdy (174)
Ox oy
Om nu y = konstant fas:
0z
dy =0 = dz = (—),dz (175)
ox
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Och andra sidan kan vi skriva om 1 som

1= (00,20,

och far 5 .
z
(8—)3/ — T or
L (5)y
Om sedan och andra sidan
dz =0 =

och vi far

0z 0z
0= (—),d —),d
(8:13)31 x+(8y) Yy

0z 0z
— (X)), dx = (=2),d
Gz = (5)-dy

vilket ger om man dividerar med —dy vid konstant z:
Ox. 0z 0z
(7)) = —(5)a
Oy’ Ox oy
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(176)

(177)

(178)

(179)

(180)

(181)

< [«[O]>] pp] 49



Om man nu i detta till slut anvander sig av resultatet [177| men for (0z/0y) fas

Ox_ Oy, ,0z

(8y>z(8z)x(8x

)y = —1 (182)

vilket ar kedjeregeln for partiella derivator.

Notera att den inte ar alls sjalvklar: trivial forkortning av derivator skulle ju ge +1, vilket ar alltsa
felll

For att inse hur detta fungerar ar det nyttigt att berdkna det explicit for ndgon enkel funktion, t.ex.
z = xy!

8.0.2. Exempel

For irreversibla processer ar

d
s > 39 (183)
T
For reversibla processer galler
dQ
dS = — (184)
T
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Den totala entropiforandringen i ett system som tillférs varme kan dad berdknas ur formeln

_ [PaQ
AS_/ i (185)

T

For processer med oférandrad volym galler

dE = dQ = Cy(T)dT (186)

AS =8, — S =S(V,T) — S(V, Th) (187)
T:

Y e A (188)
Iy

Entropin ar liksom P, V,T" och E en systemfunktion eller systemvariabel som ar bestamd om tva
variabler, t.ex. P och V, ar givna. Entropiforandringen mellan tva tillstdnd ar darfor oberoende av
vilken reversibel process som sammanbinder tillstdndena.
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Ifall C'y, inte beror av temperaturen galler

AS = CyInTy/T)

Ex. upphettning av vatten
Cy: Cy = 4.2J/g°C specifikt vdrme per massenhet
Cyv(1kg) = 4200J/°C = 1kcal/°C

273 + 80

273 + 20
1.20

ASQOOc_)SOO(j(]_kIg) = 4200J/0C In

In1.20 ~ 0.186

— 782J /K
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Smaltning av is

Termofysik, Kai Nordlund 2004

50 g vatten
0°C =273 K
50 g is

latent varme 334 J/g:

_ AQ  50-334
T 273

AS J/K = 60J/K

< [«[O]>] pp]

(193)

53



Temperaturutjamning mellan tva system i termisk kontakt

Antag att de specifika varmena ar konstanta

C‘lf = Mlcqu
C‘Z/ = MQC,%
To dT
AS, = Cy, — = Mic. In(Ty/Ty)
T, 1
To dT
ASQ = 0‘2/ —_— = MQC?J ln(To/Tg)
T, 1

AS = Mic. In(Ty/Ty) + Mac: In(Ty/Ts)

Men vi vet inte vad I}y ar. For att bestamma detta noterar vi att
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AQq = M1611) (To — T7)

< [«[O]>] pp]

(194)

(195)

(196)

(197)

54



AQQ = MQC?) (T() — T2) (198)
och det bor naturligtvis galla att

AQ1 = —AQy = Ty bestimmes (199)

Mic.(Ty — T1) + Moy (Ty — Tp) = 0 (200)

. Mlc%/Tl —|— MQC%/TQ

T 201
0 Micl + Msc? (201)
Detta uppfyller uppenbart min(T1, T3) < Ty < max(Ty, Ts) vilket
ar naturligt: sluttemperaturen ar ndgonstans mellan de tva utgdngstemperaturerna.
Exempel:
1 2
M1 = MQ; c, = C, (202)
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1
To = S(T1 + To); (203)

T2
0
AS = Mc,In T (204)
142
T, + Ty)?
— Me, In ¢ ;;T” (205)
142
T, + T5)?
— Mec, In (11 + T) (206)
(Th 4 T%)? — (11 — T»)?
= Mec,1 ! >0 207
— et 1 — (Tl_T2)2 — (207)
T +To

for att kvoten ar garanterat > 1 och logaritmen darav > 0. Alltsd ar entropiforandringen i
temperaturutjamningen alltid positiv, vilket ju ar bra for annars skulle vi bryta mot Il grundlagen.
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