37. Fermigasernas paramagnetism

Den magnetiska suskeptibiliteten definieras som
M =xB/po (M= xH) (1)

Paramagnetism har per definition x > 0 och diamagnetism x < O.

Vid ldga temperaturer uppvisar fermisystem bdde paramagnetiskt och diamagnetiskt beteende.
Fermisystemens paramagnetism kallas Pauli-paramagnetism.

En elektrongas suskeptibilitet ar en kombination av den paramagnetiska och den diamagnetiska
suskeptibiliteten:
X = XP+ XD (2)

| allmanhet ar xp >> xp.

Energin hos en elektron i ett yttre magnetiskt falt (flodestathet) B 4r om elektronens magnetiska

moment ar m: )

e:p——mO-B (3)
2m
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For elektroner kan spinnet vara lika riktad med faltet eller motsatt riktat med faltet: my 71T B eller
mg || B dar den forsta pilen symboliserar elektronens och den andra filtets riktning.

For de elektroner som har spinn parallelt till faltet m TT B ar

2
€= _ moB, (4)
2m
medan for de sam harm |T B
p?
€ = — + moB. (5)
2m

En elektrongas i ett yttre falt kan betraktas som en kombination av tva skilda fermigaser: den ena
med alla spinn (magnetiska moment) “upp” (dvs. i faltets riktning) och den andra med spinn “ned”.

Vi betecknar:
N = totalt antal elektroner
Ny = # el. med spinn upp mg : +

N_ = # el. med spinnned mg: —
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N, +N_=N

(4) systemets kemiska potential ar

iy = p(Ny) — moB (6)

(N1 ) = kemisk potential for ett fermisystem med N partiklar och degenerationsfaktorn 1.

(—) systemets kemiska potential ar

p— = u(N-) + moB (7)

Om (4) och (—) systemen ar i jamvikt galler

Pt = p (8)

2moB = p(N4) — p(N-) (9)
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| fallet B = 0 ar p(Ny) = w(N-) varav foljer att Ny = N_ = N/2, vilket ju &r ett helt

naturligt resultat.

Om B # 0 kommer magnetfiltet att forflytta energinivan for de tva systemen i obalans:
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Vi definierar v = Overskott av T partiklar:

N N—|—
= — v,
T
N
N_=——v
2

Med denna definition ar
N N
2moB = (- +v) = p(5 — v)

Om B ar ett svagt falt kan v férvantas vara litet varigenom

ON

p(o vy = n() + v (a—“)N/2+...

O

u == az) - v (o) e

sa man far

Op
2moB ~ 2v | ——
ON N/2
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Magnetiseringen ar

M_l[ N N ] =9
= —|m — moN_| = —2v;
VAN 1%

eller med insdttningen av v 16st ur ekv.

ser man att detta ger
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Vid termodynamiskt kalla system eller alltsd nara T = 0 ar

u(N) = ep() = - ET s

e (21)

Nar vi nu betraktar elektroner med enbart ett spinntillstdnd at gangen ar degenerationsfaktorn 1:

h2 37T2N)2/3

s=1— u(N)=— 22
g pN) = —( 75 (22)
och dirmed 5 0 (N
_ ON 3 N
sa

((’M) _2p(N/2) 227 37r2N>2/3 (24)

ON) N, 3 (N/2) T 3Nm 2v2
Om vi jamfor detta med ep for det totala fermisystemet dd B = O med bade spinn-upp och
spinn-ner (T + |)-elektroner (g = 2)
h2 37'(' n. o/3
— (55" (25)
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ser man att man kan skriva

9 4
(—“) = " e (26)

varmed vi far fran ekv. 20l

Y = 2m(2),u0 3N §m(2),u0n (27)
Vv 4€F 2 €EF
Detta kan vi jamfora med vart resultat fran klassisk Curie-teori (se kapitel 6, ekv. ??):
mén o
0
— 28
X = (28)

som beskrev elektroner med Boltzmann statistik.

Vi ser alltsd en dramatisk skillnad vid [dga T" mellan det klassiska och kvantmekaniska beteendet:
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38. Transportprocesser

Vi ser nu lite pa system som ar i termodynamisk ojamvikt. En av de enklaste av dessa ar system i
stationart ojamviktstillstand”:

SYSTEM

Vi har alltsd tva varmereservoarer som antingen ar mycket storre an systemet, eller som varms upp
eller kyls ner sd att de halls vid konstant temperatur.

D3 maste systemet mellan reservoarerna vara vid termodynamisk omjamvikt. Samtidigt maste den
p.g.a. Il grundlagen strava till jamvikt, alltsa utjamna temperaturskillnaderna. | stationar ojmamvikt
har systemet en temperaturgradient som ar dock tidsoberoende.

For att detta skall vara mojligt kravs att varmeutjamningen sker mycket snabbare i reservooarerna 1
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och 2 jamfort med systemet S. Symboliskt kan man skriva detta som att for varmerelaxationstiden
T, bor galla

Ty,1 22> Ty,8 SAML Ty 2 2> Ty S (29)

Darmed har vi energitransport fran 1 till 2 om 17 > T5.

Later detta system som konstgjort? Det ar det inte - ett vardagligt exempel dr en husvagg under en
kall dag!

Det ar naturligt att anta att transporten ar linjar, dvs. direkt proportionell mot drivkraften:

flode = konstant x drivkraft (30)

Flodet kan t.ex. vara energimangden per tids- och ytenehet, och drivkraften en temperaturgradient.

Ett enkelt exempel pd en sddan lag ar Ohm’s lag

j=oE (31)
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dar j ar den elektriska stromtadthen, o konduktansen (=1/resistiviten p) och E det elektriska faltet
(VU). (om man multiplicerar detta med arean A far man den mer bekanta formeln U = RI).

Detta ar ett bra exempel ocksd pa det sattet att man fran elektriciteten vet att visserligen féljer en
massa material Ohms lag till god noggranhet, men inte alla, och inte vid alla elfilt. T.ex. halvledare
kan ha mycket olinjart beroende av j(FE), och for manga material blir beroendet ickelinjart vid
mycket hoga falt.

Darmed ar alltsa linjar transport ett allmannt men inte universellt beteende.
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38.1. Partikeldiffusion

Vi betraktar nu ett system som omges av tva partikelreservoarer med olika kemisk potential u:

H1 — M2

SYSTEM

p1 > 2 (32)

Systemet vill jamna ut den olika kemiska potentialen, och diarmed kommer det att induceras en
partikelstrom i systemet! Detta kallas partikeldiffusion eller helt enkelt diffusion.

Ett enkelt exempel pd nar diffusion induceras ar om vi har ett system med en tathetsgradient. D3
vill systemet givetvis jamna ut tatheten, och det induceras en partikelstrom.
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Vi skriver partikeltatheten som n. Om transporten ar linjar, galler
Jn = —DVn (33)

eller om diffusionen ar bara i en dimension

on
n = —D— 34
J 5 (34)

Detta ar Ficks forsta lag. D ar diffusionskonstanten och j, flodet av partiklar, alltsd antalet
partiklar per tids- och ytenhet.

Om transporten ar ickelinjar, kan detta generaliseras genom att anvanda en koncentrationsbero-
ende diffusionskonstant D(n).
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Vi betraktar annu enheterna i1 ekvationen:

1

. 1 1 (4] l3ngd? xtid lingd?
[§] = —: [n] = — [D] = 5 = —2 = = (35)
area X tid volym (5 tid

lingd?® xl3ngd

cm?

Ofta anges D i enheter av = .

38.1.1. Fri medelvdig

Diffusion kraver givetvis inte vaxelverkan mellan partiklar, och i en del system sker diffusion praktiskt
taget som i en idealgas.
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Men om en markbar vaxelverkan existerar, ar det
|onsamt att introducera begreppet fri medelvag.
Detta anger hur langt en partikel kan i medel-
tal rora sig innan den kolliderar med en annan
partikel..

Vi betraktar molekyler med en radie r. Deras
tvirsnittsarea dr wr?. Vi betraktar nu vidare en
cylinder med botten i molekylen och med langd [;
langden antas vara i molekylens rorelseriktning.

Antalet molekyler med centrum i volymen nr?l
ges av n7rr2l dir n ar partikeltitheten

En kollision intraffar i medeltal da [ ar stort nog for att
nrril =1 (36)

eller

(37)
Alltsd ar [ en fri medelvag”
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| verkligheten ar partikeltrajektorierna naturligt-
vis slumpmassigt fordelade och den egentliga fria
medelvagen ar

<l >=1 (38)

Vi berdknar nu partikelstrommen i en av de 3 dimensionerna (som alla givetvis ar identiska om
ingen yttre drivkraft finns).

Vi antar att partiklarna har ndgon valdefinierad medelhastighet v,, och att vi har en z-beroende
densitet n(z2).

De partiklar som anlander till z frdn det hall dar densiteten dr hogre har i genomsnitt senast
kolliderat vid z — [. Deras antal per enhetsvolym dr n(z — [)/2, ty hidlften av partiklarna i z

kommer frén ett hall. Bidraget till stromtatheten av dessa partiklar 3r da antalet ganger hastigheten
U, dvs.

n(z — 1,)v, (39)
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Samma galler givetvis for partiklar som kommer frdn det motsatta héllet z 4 [, s dera bidrag ar

— n(z+1.)v, (40)
Hela stromtatheten blir alltsa
etor = 3ln(z = 1) = n(z + 1) (41)
1
— 5[n(z — 1) —n(z+1.)]0. (42)

Nu dd z beskriver systemets makroskopiska matt medan [ dr en mikroskopisk storlek, ar [, << z.
Da kan vi gora Taylorapproximationen kring punkten z

o
n(z—10) ~n(z) — lz—n. (43)
0z
och 5
n(z+ 1) ~ n(z) + zza—”. (44)
z
Med dessa approximationer far man
dn
jz,tot =~ __7_)zlz (45)
dz
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Hastighetens z-komponent kan skrivas

och likasa

v, = vcosh (46)

l, = lcosb (47)

For att f& medeltalet 6ver z-komponenterna bor vi integrera over en halfsfar med antingen de
positiva eller negativa komponenterna (medeltalet i bada riktningarna skulle givetvis ge 0):
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27 /2 . 2
d dfsinb 0

v.l, = ,leo 2¢ Jo /28m -2 (48)

[ de [} dfsind

/2
= ﬂl/ dOsinbcos 0 (49)
0

/2 d 1
— 5l / 40-2 cos?0(—1)~ (50)

0 ao 3
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/2
1
= ’DZ/ d@cos?’G(—l)g (51)

N 0 J
03——(+1)3
1
= —vl 52
- (52
Alltsa fas
, 1_ldn (53)
= —20l—
J 3 dz

Jamforelse av detta med Ficks lag, ekv. [34] visar att vi nu har

D = —vl (54)

Termofysik, Kai Nordlund 2004 El E @ B EI 20



38.2. Varmeledningsférmaga

Varmeledning eller varmekonduktivitet ar en form av diffusion.

Varmeflodet kan skrivas som

Jju = —KVT (55)
dar VT ar temperaturgradienten, K varmeledningsformagan och j,, = energistromtatheten. Detta
ar Fouriers lag, som ursprungligen var en empirisk observation.

Varmeflodet kan ocksa skrivas

Juz =2 Pu < Uz > (56)
dar p, = energitatheten.
Enligt diffusionsekvationen bor
dp.y dp, dT
Ju = — Dy = — Dy — (57)
dz \ci’_l;/ dx
Cy
dT
— —DtCV— (58)
dx
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Alltsa ar
K — DtCV (59)

dar D, ar den termiska diffusviteten.

Vidare ifall virmediffusionen sker med partiklar ar
1
K = ngfUl (60)

dar v ar hastigheten och [ medelvagen for partiklarna.

Partiklarna som orsakar varmeledning kan vara t.ex. molekylerna i en gas, elektronerna i en metall
eller fononvibrationer i ett fast amne.
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38.3. Kontinuitetsekvationen

En ytterligare viktig ekvation kan harledas genom att anvanda tillaggsvillkoret att materian bevaras.

Totala antalet partiklar i ett system ar givetvis

N = /d?’rn(r,t) (61)

Vi betraktar en godtyckligt vald volym V' som innehaller N partiklar. Om nu systemet har en strom,
kommer forandringen i antalet partiklar att vara

alv / da - j (62)
- = a-
di ]

dar man integrerar 6ver en godtyckligt formad gransarea A till volymen V.

Med att satta in uttrycket for N (ekv. |61] fas

%/dg’rn(r,t) — /d?’r (%) — —/da-j (63)
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Men nu kan man 3nnu utvidga j = [ dqVj dér g &r ndgon godtycklig koordinat som integrar
vinkelrat mot arean a inom volymen V. Da blir integralen i hogre membrum integralen over hela
volymen i systemet och man far

/ d’r (W) = — / d’rv -] (64)

For att denna ekvation skall?galla i en godtyckligt vald volym V', bér man ha

on(r,t
one,t)

V-i=0 65
51 j (65)

A andra sidan vet vi ur Ficks forsta lag att

j=—DVn (66)

V.j=-V-(DVn) (67)
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Ifall (och endast ifall) D saknar platsberoende kan detta skrivas enklare som
V.j=—-DV’n (68)

dir operatorn V2 =V - V

Om materialet i betraktar ar ett enda material som ar homogent med undantag av koncentra-
tionen av diffunderande material n, betyder det att D &r platsoberoende samma som att D ar
koncentrationsoberoende.

Om man satter in ekv. I ekv. far man

1 On(r,t)
\v& ) = ————= 69
nr,t) = =22 (69)
eller
0
= DV (70)
ot

Denna ekvation kallas ratt och slatt diffusionsekvationen.
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38.4. Grundlosning till diffusionsekvationen

Det finns inte en enda l6sning till diffusionsekvationen, utan I6sningen beror pa randvillkoren.

En av de enklaste I6sningarna fds om man betraktar ett system utan randvillkor, alltsd en oandlig

rymd. D3 ges en |6sning till
1 On(r,t
Vin(r,t) — —L) =0
D Ot
helt enkelt av den Gaussiska formen

6—7“2/4Dt
(47 Dt)3/?

n(r,t) =
dar normaliseringsfaktorn erhallits ur villkoret

/dB’rn(r, t) =N

(att visa att detta ar en I6sning lamnas som rdknedvningsuppgift).

(71)

(72)

(73)

Denna losning beskriver hur N partiklar som vid t = 0 befinner sig i r = 0O diffunderar ut fran origo.
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Vi raknar nu medelkvadratavvikelsen fran origo:

1
<7t >=— / d’rr’n(r, t) (74)
N
1 4 N —r? /4Dt
— N4ﬂ- drr (47TDt)3/2€ (75)

_ g2 CL ..
Vi har nu fér N:te gdngen pa denna kurs en integral av formen z*e™®" som ju dr som kant

2 d* [ 2 37 1
drxte % = —_ dre & = 76
/ da? Jo . 8 «ab/2 (76)
e
sa man far
47 T 3 4 % 3
2 5/2
<r = h /28\/_ T(4Dt)*? = — 755 VTADE = — 4Dt (77)
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< r? >= 6Dt

Detta innebar alltsa att

V12 ~ 7 o Vi

Om man jamfor detta med linjar rorelse utan acceleration
r Xt

och med acceleration
2
r Xt

ser man att diffusionprocessen ar ett fenomenalt ineffektivt sitt att komma framat!

(78)

(79)

(80)

(81)

Kvadratrotsbeteendet har att géra med diffusionsprocessens stokastiska natur, sdsom vi skall se i

nasta stycke.
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38.5. Brown’s rorelse

Diffusionsprocessens stokastiska natur illustreras bast av den s.k. Brownska rorelsen vilken ar den
mikroskopiskt iaktagbara rorelse som en tungpartikel utfor i en vatskedroppe. Fenomenet iakttogs
forst av Jan Ingenhousz dr 1785, och panytt av botanikern Robert Brown ar 1828 [Phil. Mag. 4,
161-173, 1828] da han studerade pollenkorn i en vattendroppe med mikroskop. Han noterade att
pollenkornen utforde en knyckig rorelse hit och dit och tillskrev denna rorelse en inre "vital” egenskap
hos pollenkornen.

Problemet med denna forklaring var att aven pollenkorn som bevarats i ett arhundrade hade samma
rorelse, sd det ar uppenbart att rorelsen inte kunde komma frdn ndgon sorts inre energi i kornen.
Vidare ar rorelsen snabbare desto mindre kornen ar.

Rorelsen forklarades forsta gangen av Einstein ar 1905 [Annalen der Physik, 17, 549, 1905. | och
ungefdr samtidigt oberoende av Smoluchowski. Den orsakas av att pollenkornen kolliderar med
enskilda molekyler i vatskan. Varje kollision dandrar pd kornets rorelseriktning. Detta var ett av de
definitiva bevisen for att atomer och molekyler existerar som fysikaliska objekt!

Browns rorelse ar dven kind som en “slumpvandring” (random walk ). Ett klassiskt exempel pd
en sadan ar den berusade sjomannen som gar slumpmassigt omkring i en stad...

Termofysik, Kai Nordlund 2004 El E @ B EI 29



Vi betraktar rorelse for enhelhetens skull i en dimension. Forklaringen i tre dimensioner ar en enkel
generalisering av denna, de tre riktningarna ar oberoende. Betrakta en partikel som kan rora sig ett
steg (1) med lika sannolikhet at hoger eller vanster en gdng under varje tidsintervall 7.

Vi ar intresserade av sannolikheten for att partikeln efter en tidpunkt ¢t befinner sig vid en punkt x.

specifikt
-| 0 +| i(
| | | | %
&— En mojlig bana som leder tili (ste-
N > gen iy-riktning enbart illustration).
| detta &ll n=10,m= 2:
> >

6 stey at hoger4 at vanster

n = %: antal hopp partikeln gjort vid tidpunkten t.

m = : antal steg dt hdger som motsvarar positionen x.

Termofysik, Kai Nordlund 2004 EI E @ B EI 30



Partikeln kommer till x om den totalt tar 2(n 4+ m) hopp till héger och 2(n — m) hopp till vénster:

1(n+m) till hoger
1(n —m) till vanster
n totala steg.

Vi vill allts3 veta vad som ar p;(z) = pn(m) = sannolikheten fér att av n steg vilja 5(n + m)
hogersteg

Vi ser nu stegvis hur man kan slutleda sig till sannolikheten. For det forsta maste man inse att
%(m + n) maste vara ett heltal: Det ar t.ex. omdjligt att komma ett steg till héger om n = 2,
och vice versa om n = 3 ar det omojligt att komma tva steg till hoger. Alltsd maste antingen n
och m vara bdda jamna eller bada udda.

m ar givetvis begransat till intervallet [—n, n].
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n m (3)(n+m) Mgjliga stegval Sannolikhet p,,(m)

1 -1 0 «— (%)

1 1 1 — (%)

2 -2 0 — (%)2

2 0 1 s (%)2 X 2% 1

2 2 2 —— (%)2

3 -3 0 e (%)3

3 -1 1 e e (%)3 X %

3 1 2 e e S — (%)3 > %

3 3 3 ——— (%)31

4 -4 0 e (%)4

4 -2 1 e e e e e (%)4 X %

4 0 2 e e e — (%)4 % %
e e >

4 2 3 e e e (%)4 X gigi?

4 4 4 ———— (%)4

Har ar notationen fér sannolikheten inte den enklaste mojliga, men den har valts sd att den leder
till insikt av slutresultatet.

Termofysik, Kai Nordlund 2004 El E @ E EI 32



Termen (5)" dyker upp for att den anger helt enkelt hela antalet mgjliga slumpvandringar.

Om man ser pa tabellen ovan inser man att sannolikheten kan i alla fall skrivas som

1 ,nn—1)..[n—3i(n+m)+1]
pa(m) = (5) : ,
2 [5(n + m)]!
1., n!
= () T T v
2" [3(n+m)]!l[5(n —m)]!
Detta ar binomialfordelningen!
Vi checkar nu att summan av alla sannolikeheter ar 1:
n 1 i n!
Pn\M) = —
udda eller jamna tal udda eller jamna tal
(<[« [>] D]
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For att summan [oper 6ver antingen udda eller jamna tal kan vi gora ersattningen
1
§(n+m): , m=2k—n (85)

och far en summa som I6per normalt:

~on < kl(n - k)! (89)

For att lista ut vad denna summa ar kan vi paminna oss om att n:te potensen av ett polynom ar

L n!
Z El(n — k)! (87)

Om nu x = 1 ser vi att

n!
=2 = (%)

Dirmed ar

= 2" =1vsb (89)
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Medelforflyttningen ar
m = Z m p,(m) =0 (90)
dad binominalférdelningen ar symmetrisk!

Detta kunde man iofs. nog ha sagt direkt utan ndgon som helst matematik: da
forflyttningssannolikheten till vanster eller hoger ar lika, masta medeltalet naturligtvis vara 0!

Av mera intresse ar att berakna medelkvadratforflyttningen;

n

='m’* =1 Z m>p,(m) (91)

m=—n

udda eller jamna tal

For att fordelningen innehdller antingen bara udda eller jamna tal kan man skriva om summan med
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m = 2k — n som
n n

> m pp(m) = (n — 2k)*pu(m) (92)

m=—n k=0

udda eller jamna tal

dar k |oper normalt 6ver alla index mellan 0 och n. Darmed fas vidare

= (n® — 4kn + 4k*)p,(m) (93)

k=0

—n’ Z pr(m) —4n Z kpn(m) +4 Z k2pn(m) (94)
_k _k Lk

J/

=A =3 =C

Termen A vet vi fran var kontroll av normaliseringsfaktorn att blir 1.
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For att lista ut termen B anvander vi den tidigare likheten

k n!
(1+a)" = zk:x Kl(n — k)!

som ger efter derivering
!
n!

~k)IK!

n(l+z)" " = Z kx" !
; (n

Om vi satter in £ = 1 ser vi att

1 n!
n(2)" =2 o — Bk

k

Jamforelse av detta med ekv. visar att

2" n = Z k2"pp(m) = 2" Z kp,(m)
k k

varur fas
n

k
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Om vi deriverar ekv. [95 en annan gang fas

n—2 k—2 n!
n(n —1)(1 + x) = Ek k(k—1)x Fl(n — )]
och med insattning av x = 1:
@)% = STk — k) —
nin =) = S — R s

k

Jamforelse av detta med ekv. visar att

n(n —1)2"" =2"> k’p,(m) — 2" ) " kpn(m)

Med att dividera bort 2" fas

(n — 1)— Z k pn(m Z kpn(m)
\k _y

Vo

:B:

NS
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(100)

(101)

(102)
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Alltsa ar

mn n n
_—— — — = k‘ n
1 + > % prn(m)
varur 5
mn mn
C s kj2 n = — —,
% prn(m) 1 + 1

Nu kan vi lagga ihop resultaten fér A, B och C och far:

Z mpn(m) = n’ Z pn(m) — 4n Z kp,(m) + 4 Z k*p,(m)

N——~ N —’ S —
1 n 2 n
4 "4
:n2—2n2+n2—|—n
=n
Darmed har vi
=1 Z m’p,(m) = I°n
m

= I’n
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(104)

(105)

(106)

(107)
(108)

(109)

(110)
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D3

t
n = —; (111)
T
kan detta aven skrivas som ,
l“t
e — (112)
T
Da de tre dimensionerna ar identiska blir det 3-dimensionella resultatet
31°t
R S N (113)
T
Nu blir det verkligt intressant om vi jamfor detta resultat med diffusionsteorins resultat
7 = 6Dt (114)
Alltsa har vi visat att
112
D=__ (115)
2T
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Alltsd har vi harlett den makroskopiska diffusionskonstantens samband med den mikroskopiska
slumpvandringen.

Detta resultat kallas allmannt Einstein-relationen.

38.5.1. Distributionens form

Vi vill annu harleda vilken distributionsform slumpvandringen leder till i gransen for stora n.

Vi anvinder oss av Stirlings approximation, men i en litet noggrannare form an tidigare (se t.ex.
Pentikdinen):

N! ~ \/27‘(‘N(§)N (116)

vilket ger i logaritmformen

1
lnN!f:NlnN—N—l—Eln(ZﬁN) (117)

1 n!

272 (n + m)!5(n — m)!

pn(m) = (118)
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och far

Inp,(m)=-—-mnln2+4+nlnn —n + %ln(Zﬁn) (119)
=St mytn (S0 m)) + 54 m) = S In(m(n -+ m) (120)
- %(n —m)In G(n —~ m)> + %(n —m) — %ln(W(n —m)) (121)

Termerna n och m tar ut varandra, och man kan dela upp termerna av typen ln%(n — m) till
—1In2 4 In(n — m), sd man far

1 1
- —nln2—|—n1nn—|—§1n(27rn) -I-E(n—l-m) In 2 (122)

1 1 1 1 1
—§(n+m) 1n(n—|—m)—§ ln(w(n—l—m))+§(n—m) In 2—§(n—m) ln(n—m)—§ In(w(n—m))
(123)

och termerna In 2 tar ut varandra sa

1
Inp,(m) =nlnn + 5 In(27n) (124)
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1 1 1 1
_ §(n—l—m) In(n+m)— 5 In(wr(n+m)) — E(n —m)In(n—m)— 5 In(w(n—m)) (125)

For att komma vidare gor vi en omorganisering och Taylor-approximation In(1 + =) =~ x — %CU2Z
In(n4+m)=Inn(l4+m/n)=Inn+In(1 +m/n) (126)

1 m2
~Inn+m/n — =(—=) (127)

2" n?

vilket giller dd |m| << m, alltsd da vi &r langt fran distributionens maximum n vilket man ju for
stora n i praktiken alltid ar ty m ~ /n << n.

Pa liknande siatt kan man gora
In(w(n +m)) =In(mtn(l 4+m/n)) ~ In(mn) + m/n (128)

Termerna av denna typ ar garanterat mindre dn de Ovriga (de saknar prefaktorn n eller m sd andra
ordningens term behlvs inte.
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Med dessa approximationer far man

1 1
Inp,(mMm) ~ nln n—|—§ ln(27rn)—g(1—|—m/n) Inn+m/n — 5%] ——[In(mn) + m/n]
n
(129)
n 1m? 1
——1=-m/n) |Inn—m/n — ——| — =[In(wn) — m/nj (130)
2 2 n? 2
Termerna 1/2m /n tar ut varandra, och vi kan rékna ihop termerna som innehaller 7:
1 1 1 2mn 1 2 1 4 2
—In(2mn) — —In(nn) — = In(mn) = = In =—In—==-Iln—=1n
2 2 2 2 mnmn 2 wn 2 27n V2rn
(131)
Vi anvander detta resultat och delar upp resten i delar som beror pd n och m
m  1m? m 1m?
=nlnn——=|lnn+———-—| —— |Inn+m/n — —— (132)
n  2n? 2 n?
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n 1 / 1m? m 1 / 1m? 4 2 (133)
— = |Inn—m/n — — — | lInm —m/n — —— n
2 2 n? 2 n? V21n
D3 m << n kan man approximera bort den kvadratiska termen i den senare delen och far
n m  1m? m
Inp,(m) =nlnn —— |lnn4+ — — ——| — — [Inn + m/n] (134)
2 n  2n? 2
" h / Lm” + 20 /n] +1 (135)
— = |Inn—m/n — — —[Inn —m/n n
2 2 n? 2 27N
m?  m? 2 2
— + — + In = ——+1n (136)
2n n 21N n 21N
Alltsad ar )
2
pn(m) =~ e /A (137)

Nu pdminner vi oss om definitionen pa m och n:
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m = % (138)
t
n = — (139)
T
och far
2 227
poy(z) = =€ 12 2t (140)
2+
som ocksa kan skrivas
2 2%
P (x) = e T2 (141)
Tt

Detta ar alltsd sannolikheten att ha en partikel i x, en dimensionslos storhet. Om vi vill ha
partikeltdtheten partiklar/langd n bor vi dividera detta med var langdskala [ och far

(142)

n xr) —
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Om vi nu jamfor detta med kontinuitetsteorins |6sning for diffusionsekvationen i en dimension

N e—a:2/4Dt

n(x,t) = —— 143
=0 = JiDi (143)
ser vi att dessa ar identiska om vi anvander samma Einstein-relation som tidigare:
11°
D =—— (144)
2T

Alltsa har vi harlett sambandet mellan diffusionkonstanten och de mikroskopiska rorelseparametrarna
[ och 7, och vidare bevisat att den mikroskopiska rorelsen leder till en identisk 16sning till
diffusionsekvationen som den makroskopiska!

Alltsd bevisar detta vattentatt att det makroskopiska fenomenet diffusion kan forklaras av den
mikroskopiska rorelsen av partiklar i materian!

Diffusionsprocessen dr m.a.o. en approximation som galler fér en makroskopisk beskrivning av en
mikroskopisk rorelse!
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38.6. Bonus: datorsimulering av slumpvandringen

Slumpvandringen |lampar sig extremt bra fér datorsimulering. Har ar ett program i Fortran90
som simulerarar nwalks stycken 1-dimensionella slumpvandringar till n steg. nwalks anger alltsa

storleken av statistiken som samlas.

program randomwalkld
implicit none

integer :: n,narg,nwalks

integer :: i,iwalk,istep

integer :: x,y,seed

double precision :: dir

character :: buf*80

integer, external :: iargc

double precision, external :: uniformrand,grnd
integer, allocatable :: mstat(:)

if (iargc() < 3) then
print *,’Usage: randomwalk n nwalks seed’
STOP
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endif

call getarg(l,buf); read (unit=buf,fmt=+*) n
call getarg(2,buf); read (unit=buf,fmt=*) nwalks
call getarg(3,buf); read (unit=buf,fmt=%) seed

allocate(mstat(-n:n))

do i=-n,n
mstat (i)=0
enddo

call sgrnd(seed) ! Initialize random number generator

do iwalk=1,nwalks ! Start of new walk i.e. statistics collection
x=0;
do istep=1,n
dir=grnd () ! Call random number generator
if (dir<0.5) then
x=x-1
else
x=x+1
endif
enddo
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! End of this walk, get statistics
mstat (x)=mstat (x)+1

enddo ! End of statistics collection
! Print only even or odd positions!
do i=-n,n,2
print *,i,1.0*mstat(i)/nwalks
enddo

end program randomwalkld

! After this Mersenne twister or other good random number generator
Resultatet av detta kan direkt jamforas med den analytiska approximativa formeln:

2 2
— e " /2n (145)

Pnim) =~
( ) 27N

Har ar ndgra resultat, korda med nwalks = 1 miljon
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Man ser en svag avvikelse mellan det analytiska resultatet och simulationen for n = 10 (kontroll
med battre statistik visade att detta inte dr en statistisk effekt). Men redan vid n = 30 ar

overensstammelsen vasentligen perfekt.

Alltsd kan man konstatera att den analytiska approximationen som ju harleddes for stora n galler

mycket bra redan vid n ~ 30
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