9. Den harmoniska approximationen for kristaller

I en kristall utfor atomerna eller jonerna lokaliserad svangningsrorelse
omkring sina jamviktspositioner. Jamviktspositionerna kan beskrivas med
Bravaisgittervektorerna R. De verkliga jonpositionerna ar da

7(R) = R + i(R),

dir @(R) betecknar den tidsberoende avvikelsen fran jimviktspositionen for
den jon vars jamviktsposition ar .

Medan den statiska potentialenergin i en kristall kan uttryckas som

U= 5 S o~ ) = 5 3 o),

AR RZ0

dar qﬁ(R') ar parpotentialen, blir den verkliga tidsberoende potentialenergin

]_ o = =
U = 5 3 6F(R) — 7
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1 — — — —
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Det #r naturligt att antaga att avvikelserna fran jimviktsligena |Z(R)|
ar sma i jamforelse med de interatomara avstandena. I safall kan potential-

funktionen utvecklas i en Taylorserie omkring jamviktslagena:

U= X o) + 5 Sl (B)] - (Vo)s_a

R#£0 RE
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4 2 ([(B) — u(B)] - V)l + -
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Den forsta termen i denna summan ar den statiska potentialenergin ug. I
den andra termen upptrader summorna
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Dessa anger krafterna pa atomerna i punkterna R och R respektive, vilka
bor vara 0 enligt definitionen av jamviktspositionen. I den harmoniska ap-
proximationen blir potentialuttrycket darigenom

U = Ug + Uz,

dar

Z > [t (R) = (R dn(R — R')

—

RR" mn
[un(R) — un(R)].
Héar ar tensorn ¢,,,, definierad som
. ¢
Dmn(T) = 0T 0%,
Da Gpun(R — R') = ¢pm (R — R') och ¢pn(R — R') = ¢pn (R — R) kan den

harmoniska potentialtermen omskrivas i formen

Z > tim () D (B — B yun (),

-

sz' mn

dar tensorn D,,, definierats som

Dyn(R— R) = Zqﬁmn(R R")

RII

_¢mn (R - ﬁl)

Jonernas specifika varme

De dynamiska variablerna for jonerna i en kristall ar avvikelserna ﬁ(ﬁ)
fran jimviktspositionerna och motsvarande rérelseméngder P(R). Energi-
funktionen eller Hamiltonian funktionen ar da

P(R)® |
n=y P 53 () Dy (B ().
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Da jonerna kan beskrivas som klassiska partiklar beskrivs deras energifordel-
ning av Boltzmann’s fordelningsfunktion e ## dir 8 = 1/kpT.

Medelvirdet av jonernas energi blir

B ldeeﬂHH
Ty [dle—BH’
dar dI' betecknar
dl' = T zdii(R)dP(R)

Energimedelvardet kan skrivas i mer kompakt form som

10
=———logZ
YT Ve
dar Z betecknar partitionsfunktionen
Z = / dTePH.

Partitionsfunktionens temperaturberoende kan isoleras i en yttre faktor
med hjalp av féljande byte av integrationsvariabler:
i(R) = 57*9(R),
P(R) = 87'*%(R).
Uttryckt med hjalp av variablerna ¥ och p blir partitionsfunktionen
Z=ePlog=3NZ,

dér Z &r den temperaturoberoende integralen

™ 1l = Lo .
exp{=3" 557 ~ 5 2 In(B)Donn (R = R )oa(R)}-

Medelviardet for energin blir da



1)0 3N
% \% B

= ug + 3nkgT
Det klassiska resultatet vid 7' = 0 ar det for en rigid kristall:

uw(T = 0) = uy.

Det klassiska resultatet for det joniska specifika varmet ar

¢y, = 3nkp,

vilket kallas Dulong-Petit-lagen. Denna ar i god overensstammelse med em-
piriska varden for de flesta kristallina amnen vid rumstemperatur. Det mest
kanda undantaget ar diamant for vilket ¢, ar mindre an det klassiska resultat
redan vid rumstemperatur.

9.2. Harmonisk svangningsrorelse i en kristall

Oskillationsmoderna i en harmonisk kristall ar enklast att askadliggora
i ett idealiserat 1-dimensionellt exempel med ett lineart system av partiklar
med lika massa, som ar kopplade med harmoniska oskillatorer.

Antag att jamviktspositionerna ar ekvidistanta med avstandet a. Avvikelsen
fran jamviktsldget na for den n:te partikeln betecknas u(na). Partikelsys-
temets potentialenergi blir da

ur = 3K Y lu(na) — u((n+ o)}’

Héar betecknar K fjaderkonstanten. Den klassiska rorelseekvationen for den
n:te partikeln ar



M = (na) = 85(1:;) = —K|[2u(na)
—u([n —1]a) — u([n + 1]a)]

Det ar naturligt att paldgga det periodiska randvillkoret

u([N +1]a) = u(a),
u(0) = u(Na),

pa systemet.

Losningen till rorelseekvationen kan sokas med ansatsen

U(TLO,, t) — ez’(kna—wt)'

Randvillkoret forutsatter att

eZkNa — 1,

vilket innebar att ”vagvektorn & blir kvantiserad:

2t n
k=—— = heltal.
N " elta
Vagvektorer som skiljer sig med heltalsmultipler av 27 /a ger samma l6sning.
Olika l6sningar fas darigenom bara da

2t n
k=—— =1,2,...N.
a N’ n ) )
Detta innebar att det finns N olika k-varden. Dessa kan ocksa viljas sa att
i 2 n N N 41 +N
=——, n=—-—— —— T
a N’ 27 2 T2

Insattning av ansatsen i rorelseekvationen leder till

_Mw2 — —K[2 _ e—ika _ eika]‘

Lésning for w ger dispersionsrelationen:



For varje k-varde upptrader tva olika losningar:
e:l:i(kna—wt) )

Detta innebar att det finns 2V olika losningar for det harmoniska masspunk-
tsystemet. Fosningarna beskriver vagrorelse langs systemet vars grupphastighet
ar

_ O
- 0K’

K
~ — |k
W~ a5,

sa att fashastigheten och grupphastigheten sammanfaller.

Vg

For sma vagtal &ar

Dispersionsrelationen blir mer intressant om det finns mer dn en jon per
elementarcell. Antag att jamviktspositionerna for dessa ar na och na + d, sa
att d < a/2.



Ett sadant system kan realiseras om jonerna pa avstandet d fran varandra ar
bundna med en harmonisk fjider med storre styvhet (K) &n de pa avstandet

a—d(G).

Den harmoniska potentialenergin for detta system ar

=5 Y [ui(na) — uy(na)?

245
+% > lus(na) — ui([n + 1]a)]?.

Hér betecknar u;(na) avvikelsen fran jamviktsléget for den jon vars jamvikt-
sldge ar na, och us(na) avvikelsen fran na + d for den nést pa foljande jonen.
Da d < a bér K > G.

De tva rorelseekvationerna for detta system ar

Mi(na) = —% = —Klui(na) — us(na)]
—Glur(na) —us([n — 1ja)],
Ms(na) = _&?ija) = —Klus(na) — ui(na)]

—Glug(na) — uy([n + 1]a)]
Losningen for detta kopplade ekvationssystem sokes med ansatsen

Uy (’I’LCL) — 61ei(kna—wt)7

s (TLG) — GQei(knafwt)'

De periodiska randvillkorena ar i detta fall

ui(a) = uy ([N +1]a),
us(a) = ua([N + 1]a).
Dessa leder till kvantiseringen av vagvektorn k:

2T, n
k= ;(N), n = heltal,



och dérigenom till NV inekvivalenta k-vérden mellan —7/a och +7/a.

Sekularekvationen for ekvationssystemet fas genom insattning och bort-
forkortning av exponentialfunktionen:

[Mw? — (K + G))e; + (K + Ge™*™)e = 0

(K + G@ika)Gl + [Mw2 — (K + G)]fg =0.

Detta homogena ekvationssystem har otriviala losningar bara da dess deter-
minant ar 0. Determinantvillkoret dr i utskriven form

[Mw? — (K + Q)] — (K + Ge™*™) (K + Ge **) = 0.

Losningen for w? &r

, K+@G
M

I detta fall finns det tva olika slag av 16sningar. Med + tecknet fas den
s.k. optiska grenen av dispersionsrelationen, vilken fér sma k-virden ger det

Losningen med negativt fortecken for kvadratroten ger den s.k. akustiska
grenen, vilken kiannetecknas att w ar proportionellt mot & for sma varden pa

k:
~. | EGC
YEV oMK ¥ G)

1
w +:I:M\/K2+G2+2KGcos(ka).



Losningen for amplituderna e; och €, ar

€ K+ Getke
& T|K + Geka|’

dar det Ovre fortecknet upptrader for den optiska och det nedre for den

akustiska grenen.

For sma k-varden blir e, = €; for den akustiska grenen, vilket innebar
att jonerna inom en elementarcell ror sig i fas. For den optiska grenen blir
daremot € = —e;, vilket innebér att jonerna inom en elementarcell ror sig
med motsatt fas.

Normalmoderna i ett 3-dimensionellt monatomart Bravaisgitter

Den harmoniska approximationen for potentialenergin i ett 3-dimensionellt
monatomart Bravaisgitter ar

Matriserna D,,, ar symmetriska:
B 0*U
Oty (R)Oun (RY)

Den fullstindiga symmetrin under reflexion av koordinataxlarna i Bra-
vaisgitter leder vidare till att

Dpn(R— R

Dy (R = R') = Dy (R — R).
Av detta foljer att
Dyn(R = R') = Dp(R — R'),

eller mao att D ar symmetrisk bade vid utbyte av matrisindexen mn och
argumenten R, R’ skilt for sig.



For matrisen D galler ytterligare att
3" Dyn(R) = 0.
R

Detta ar en konsekvens av att om alla avvikelser um(é) ar lika med samma
(godtyckliga) konstanta vektor d, &r effekten bara en férskjutning av hela
kristallen med vektorn d utan att nagon elastisk potentialenergi uppstar:

0= dnDpn(R — R)d, =

R mn

N> dwdy Y Dyn(R)
mn R
Da ekvationen maste gilla for godtyckliga vektorer d foljer att
3" Dun(R) = 0.
R

Rorelseekvationerna for den kristalljon vars jamviktsldge ar R ar

. Oy L .
M. (R) = — = — 5" Dy (B — Bun(R).
()= =55 =~ & Donl = B )

Losningen kan sokas med ansatsen

(R, 1) = e'*T),

dér € ar en konstant amplitudvektor.
Det periodiska (Bohr-von Karman) randvillkoret
@(R + N;d;) = i(R)
forutsatter att vagvektorn ki losningsansatsen i formen

= ny - N9 - n
k= b+ —2by + —

b . = heltal.
N1 N2 N3 3, n elta
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Hir &r {@} och {b;} basvektorer i Bravaisgittret B och det reciproka gittret
B~ respektive. Det finns IV sddana vektorer inom elementarcellen i B~!.

Insdttning av 16sningsansatsen i rorelseekvationen leder till

Hér har matrisen D,y (k) definierats som
Dyn(E) = 2 Dy (R)e R,

Matrisen Dmn(E) kan skrivas i reell form med hjilp av foljande manipula-
tioner:

| L es ooz
k) =3 > Dy (R)[e ¥F + ™R — 2.

R
Har har matrisens symmetriegenskaper uttnyttjats. Av detta foljer att
ZDmn )cos(k - R) — 1]

k-R
2

S

= _zzpmn(ﬁ)sm?( ).

Detta visar dels att D &r reell samt att

Dyn(K) = D(—F).

Varje reell symmetrisk 3 x 3 matris har 3 reella egenvektorer €
_B
€.

, € och

3" Dyn(k)€s, = Ag(R)es,.
n
Egenvektorerna kan ortonormeras:

& =6y 5t=1,2,3.
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Dessa egenvektorer och motsvarande egenvarden representerar systemets nor-
malmoder. For dessa reduceras rorelseekvationen till

Muw?es, = ZDmn(E)GZ = N (k)es,,
sa att

A (k)

wy(k) = M

For smé |k|-viirden ir

-

B
For sma k-viarden (dvs langa vaglidngder) géller da att

wy(k) = c,(k)E,
dar ¢2(k) dr egenvirden till matrisen

]_ A~ — 9 —
- .F)’D .

Foér ett tredimensionellt monatomért Bravaisgitter giller dirigenom att alla
egenmoder ar av akustisk typ.

Ifall elementarcellen i Bravaisgittret har p atomer i inekvivalenta posi-
tioner har gittret 3p normal moder, varav vilka 3 &r akustiska och 3(p — 1)
optiska.

11. Kvantmekanisk beskrivning av en harmonisk kristall

Det kvantmekaniska uttrycket for den inre energin per partikel i ett mang-
partikelsystem &r

1 .
_ _—BE1
U= vz % Eie ,

12



dar 8 = 1/kgT och Z &ar partitionsfunktionen

Z = Ze‘ﬂEi.

Héar ar energierna FE; de diskreta energivirdena for mangpartikelsystemets
kvanttillstand.

Sambandet mellan den kvantmekaniska och den klassiska beskrivningen
av en harmonisk kristall &r att energiegenviardena FE; sammanfaller med en-
ergiegenvardena till den harmoniska Hamiltonoperatorn

—

H=Y ﬁp?(ﬁ) + % S s (B) Dy (B — B Yun(B)
R RR' ™mn

Denna har samma formella form i bade den klassiska och den kvantmekaniska

beskrivningen.

Hamiltonoperatorn H, &r ett bilineart uttryck i P och @. Om ma-
trisen D,,, diagonaliseras kan Hamiltonoperatorn skrivas som summan av
3N oberoende harmoniska oskillatorers Hamiltonoperatorer.

For detta kan man infora skapelse- och forintelseoperatorer a;  och a};s
som

1 Muw,(k) ,, 5 1 oo
at = —— Y eikfigs. 2 #d(R) +i —P(R)},
ks MN% {\ 2h ®) 2 Muw, (k) ()
1 Muw,(k) ,, 5 1 -
t ik-Rrs S —
al. = — Y eFfes. @(R)—i,|——P(R
ks MN% { 2h (&) \ 2hMuw, (k) ()

Kommutationsrelationerna for 4 och P ar

[um(ﬁ)a Pn(ﬁ,)] = ih&mnéﬁﬁla
[wm(R), un(R)] = [Pu(R), Po(R)] = 0.

Dessa leder till foljande kommutationsrelationer for aj, och a;%s:

13



—+

lag,: a1 = Ogz Ossr,

[G’ES’ a’l_c"s’] = [a%s’ a’ltc"s’] =0.

Den forsta kommutatorn mellan az, och a}%s, kan harledas pa foljande satt:

1 1
t - —i kR
[a,;s,ak,,sl]_ﬁze k- kRﬁ
RR!
{1 @i(F) oo i(R)e* - P(R)
wy (k)
i B Ry i)
ws(k)
s! ]_C’, ! — - =
—i “;sgk))és @(R)e - P(R)
JB) Ly o m s
iy 2B o Bye i)
wsf(k')
_ 1 iy | ws() s
= 5N 2 {—i w,("/)lhém"(séé’emen
RR' s

lwe(F), :
+i == (—=h)6mnb g€ €0
\ oy ot

Egenvektorernas (€°) ortogonalitet leder till att s = s’. Hérigenom fas

1 E_TNR ws(E) ws(_")
T i(k—k")R
az., Az | = E e —— + =
[ ks ks] IN = {J s(k,) J s(k)}

Vidare giller att

14



varav den sokta kommutationsrelationen foljer.

Om @ och P uttryckes som linedra kombinationer av ag, och a,, vilket &r
mojligt pga normalmoderna ortogonalitet och fullstindighet blir Hamilton-
operatorn

1
H= 3 Z hws(a,gsaés + a%sa,gs).
ks
Denna Hamiltonoperator &r summan av 3)V oberoende harmoniska oskilla-
torers Hamiltonoperatorer da det finns N k-vektorer i elementarcellen i det
inversa Bravaisgittret som satisfierar de periodiska randvillkoren och s antar

varden a 1,2, 3.
De diskreta energierna for kristallen kommer darigenom att ha formen

1

E = Zhwﬁs(nﬁs —+ 5),
ks

dar nj, anger excitationstalet for normalmoden ES(”ES =0,1,...).

De kvantiserade oskillationerna i kristaller kallas fononer. Excitation-
stalet n; anger da antalet fononer med vagvektorn £ och modindexet s.

11.2. Fononernas bidrag till det specifika varmet

Fononernas bidrag till det specifika varmet ar

ou
oT’

Cy =

dar 1
= — E E; —BE;:
U i e ,

och energierna E; dr summan av fononenergierna

1 —
E =) (ng, + 5)hws(k).
Es

15



Energin kan skrivas som den negativa derivatan av partitionsfunktionen Z:s
med avseende a 3 =1/kgT:

10
=——"logZ
U=y ap097

Z = Ze‘ﬂE"

Varje heltalskombination {n; } definierar ett energitillstind E;. Partitions-
funktionen fas darfér som summan 6ver alla saddana heltalskombinationer:

zZ=%e"’ 2o+ 3)hws ()
{n}
— Z 11, e—ﬂhws(l_c')(n,gs—k%)
S

{n}

_ Hgs{e—ﬂhws(ﬁ)/Q 4 e 3Phws(B)/2 | o~5Bhw(R)/2 4 !

o~ Bhws(k)/2
=l —.
$ 1 — e—ﬂhWS(k)

Detta leder till
1 0 = Bhws ()
- — _l —_————————=_
T %: 959 o®)
1

|
=7 %hws(/ﬂ)(ns(k) +3)

Hir &r n,(k) det genomsnittliga antalet (ks)-fononer:

1
eBhws(k) — 1"

Formellt blir da energitatheten for en harmonisk kristall

n,(k) =

-

1 1 N 1 hws(k)
U_UO+V§§hws(k)+V§W'

Det specifika varmet blir

16



=

1 0 , hws(k)

“=y %: o7 ) 1)

Det specifika varmet vid hoga temperaturer

Vid hoga temperaturer ar

1
= — <1
16 kBT Y

sa att exponentialfunktionen i uttrycket

1 0 fuwy(k)
“=y %: OT ofos®) — 1
S
kan serieutvecklas:
1 1
efo —17 Buw+ B L By |
1 Bw  B?
~ 431 — —
ﬂw{ 2 + 12 +o}

Detta leder till foljande serieutveckling for c,:

h? 1 -
v = 3nkp{l — ——=— s bl
c nkp{ 12(kBT)23N%:w (k) + ...}
Den forsta termen ar den klassiska Dulong-Petit-lagen. Den andra korrek-
tionstermen visar att ¢, for laga temperaturer blir mindre &dn det klassiska
vardet.
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Det specifika varmet vid laga temperaturer

-

For kristaller med makroskopisk dimension kan modsumman over £ i
uttrycket for det specifika virmet ersittas med en integral, da de av randvil-
lkoren tillatna k-vardena kommer att ligga tétt:

B3k iw, (k
¢ = z [ &5 wi(k)
(9T ehWS(k)/kBT —1

Det storsta bidraget till 1ntegralen ges av de lagsta frekvenserna, da de
frekvenser for vilka

hws(k) >> kgT
leder till mycket sma vérden for integranden. De lagsta frekvenserna ar de
for frekvenserna for akustiska moderna for vilka

wy(K) = cs(E)k,

for sma k-virden. Trots att k-viirdena ir begransade till den forsta Brillouin-
zonen kan de tas som obegransade i integralen 6ver de akustiska frekvenserna,
da bidragen fran stora virden for |k| &r forsvinnande sma.

Foér sma temperaturer giller darfor

Bk hey(k)k
6T Z/ ( ehCS(E)k/kBT -1

kBT/ dk k2 th/kBT

72 ehck/kBT _ |
Med byte av integrationsvariabel till

hey(B)k
kpT

:'E o}
fas

3

. 0 (k‘BT)4 3 o0 x
“ = 9T (he)? 272/ e
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Har ar ¢ medelvardet av de tre ljudhastigheterna c;, ¢y och c3, definierat som

Z/47rc k)3

Den bestamda integralen kan bestammas genom serieutveckling och in-
tegration term for term:

/da;

—Z/dmxem

[es) 1 7T4
7;1”4 15

Det joniska specifika varmet vid laga temperaturer blir darfor
)" 2 T
cy R~ om (k B ) _ 7T k (k B )
T 10 (hc)3 he

Detta uttryck ar i god Overenstimmelse med data. Det totala specifika
varmet for fasta &mnen vid laga temperaturer ar

o = oI + T3,
dér oT termen #r det elektroniska och vT™ det joniska bidraget.

Debye och Einstein-modellerna

Berakning av det specifika virmet for temperaturer i omradet mellan om-
radet ndrmast ovanfor den absoluta O-punkten och rumstemperatur forutsat-
ter att dispersionsrelationen w(k) &r fullstdndigt kénd.

Debye gjorde det forenklande antagandet att dispersionsrelationen for alla
moder ar akustiska med en universell hastighet:

w = ck.

Vidare antog han att integralen 6ver ki uttrycket
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d3k hek
=357 [ i

bor avbrytas vid ett varde |k\ = kp, som bestams sa att antalet moder i den
forsta Brillouinzonen ar lika med antalet joner i kristallen:

2 3 3
221 kb
1% 3
varav foljer att partikeltatheten n ar
_ kb
~6m?

I denna modell (Debye-modellen) blir det specifika virmet
0 hc (ko K3
=375 |, o

Den s.k. Debyefrekvensen wp och motsvarande ” Debyetemperatur” 6p definieras
som

Wp = CkDa
kBQD = th.
Med
hck
=
kgT
blir det specifika varmet
T Op/T xte®
= Inkp(-—)? / dz—C
n B(HD) x(ex_l)z
For laga temperaturer ar
T 00 zte”
oLy [T P
¢ " B(HD) 0 x(em—l)Q
1274 T 4
5 (eD)
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Debyetemperaturen ar i allmanhet storre an 100K .

F Ccl Br 1
Li | 730 422 — —
Na | 492 321 224 164
K | 336 231 173 131
Rb — 165 131 103

* Debyetemperaturen i K.

I den urspungliga Einsteinsmodellen antogs alla frekvenser w ha ett uni-
versellt konstant virde. En moderniserad version ar att lata de optiska mod-
erna ha ett konstant frekvensvérde, och att behandla de akustiska moderna
skilt for sig. Einsteinmodellen leder till ett exponentiellt beteende for det
specifika virmet vid laga temperaturer, vilket inte Gverensstammer med data.

I Debye-modellen géller att

dir gp(w) ar tillstandstdtheten, dvs gp(w)dw anger antalet energitillstand
inom dw. Detta innebar att

d*k
k<kp (2)

gp(w) =3 50(w — ck)

_ 3 s
=5 /0 dkk28(w — k)

3 w?
Denna skarpt avbrutna tillstandstéthet ar i god kvalitativ 6verensstdmmelse
med data fran neutronspridning fran metaller.
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