4. Elektronrorelse i periodiska system

Den joniska bakgrundspotentialen i en oandlig kristall ar periodisk:

U(F+ R) = U(F), 7B

Hir betecknar R en vektor i Bravaisgittret B.

Potentialen ar djup nara atomerna och svag mitt imellan dem:

For en periodisk potential giller Bloch’s teorem:

Egentillstandena for en elektron som beskrivs med en Hamiltonoperator,
vars form &r

h?v?
2m
dir U(7) = U(R + 7) for alla ReB har formen

H=-

+ U(7),

wnﬁ(f‘) = ei .Funl_c‘(f')’

dar u,; ar en funktion med potentialens periodicitet:

un,;(f'—i- ﬁ) = un,;(f')

Av teoremet foljer att



dér R ar en vektor i Bravaisgittret.

Foér att bevisa Bloch’s teorem ar det behdndigt att definiera en transla-
tionsoperator T's:

Tpf(7) = f(7 + R).
Da Hamiltonoperatorn ar periodisk géller
TzH (P)y(7) = H(F + R)) (7 + R)
— H)W(F + B) = HETgh (7).
Harav foljer att T och H kommenterar for alla ReB:
TzH = HTjy
Vidare giller att
TiTpb(7) = T Tgb(7) = ¢(F+ R+ R),

och darigenom att

Tl =TT =Th, p

For ett energiegentillstand giller
Hy = e,

och da [Tz, H] = 0 att

TR*H1/J = HTR*’gb = GTR*iﬁ

Harav foljer att om 1) &r en 16sning med energin € sd ar ocksa Tz7) en sadan
16sning. Ifall energitillstandet inte ar degenerat ar da

Ty (7) = C(R)y(7),

dar C (ﬁ) 4r en konstant som enbart beror av Bravaisgittervektorn R.

Vidare ar



Ty Tay = C(R)Tyv = C(R)C(R)Y,

och o
TR*,TR*iﬁ = Tﬁ+l§’¢ = C(R + RI)’gb

Detta innebér att translationsoperatorns egenviirden C(R) maste satisfiera
villkoret

— — —

C(R)C(R)=C(R+ R).

Logaritmering leder till

logC(R) + logC(R') = logC(R + R').

De enda l6sningarna till denna funktionalekvation ar

logC(R) = ik - R,

dir k #r en konstant tredimensionell vektor.

Harav fas

=

C(R) = ™
och . . .
Ty = Y(7+ R) = C(R)p = e y(7)
Detta ar Bloch’s teorem!
Bloch’s toerem innebér att de fria elektronvagfunktionerna i ett periodiskt

system exp(ik - 7) ir modulerade med en funktion uz(7) med gittrets period-
icitet.

Periodiska gransvillkor

Grénsvillkoren for en elektron i ett kubiskt utrymme ar att vagfunktionen
ar periodisk:



b(x,y,2+ L) = P(xyz)
U(z,y + L, 2) = P(zyz)
Y(z+ Ly, 2) = P(zyz)

Den naturliga generaliseringen av dessa gransvillkor till ett allmant Bravais-
gitter ar

W(F+ N;-d@;) =(F), i=1,2,3.
Det totala antalet elementarceller antas vara
N = N1N2N3.

Enligt Bloch’s teorem ar

varav foljer att

Detta implicerar att
eiNiE'l'ii =1
Om k &r en vektor

E = .’Elgl + .’12'252 + .ngg
galler att

—

b,-az- =27

sa att

eizﬂ'Ni-TUi =1

Losningen till denna ekvation ar



m;
Ty = E,
dar m; ar ett heltal.
De vektorer i det reciproka gittret som satisfierar de periodiska grinsvil-
lkoren har da formen
k= Z ﬁzbz, my; heltal.
i %

Varje volym med storleken

_b B By

Ak = — - (== X —) = —
Ny "N, N3) N

(51 . 52 X 53)
innehaller ett tillitet k-viirde i det reciproka gittret.

51 - 52 X 53 ar volymen av en elementarcell i det reciproka gittret. Det
totala antalet tillatna vagvektorer i denna ar da lika med det totala antalet
elementarceller i kristallen V.

Vidare géller att by - by x by = (27)3/v déir v ar en elementarcells volym i
det ursprungliga gittret. Da v = V/N giller

(27)°
V )
vilket dr samma resultat som galler for en fri elektrongas i en kubisk volym.

Ak =

Fourierserier for periodiska funktioner

Lat f(7) vara en periodisk funktion i Bravaisgittret sa att

f(F+ R) = f(7).

Da kan f(7) utvecklas som en Fourierserie:



F(7) =3 fre™,
K
dir summan Sver K loper over hela det reciproka gittret.

For att bestamma Fourierkomponenterna fz kan man multiplicera med

LK . —
e "7 och integrera 7 6ver en elementarcell:

/ d?’re_”?"?f(f‘) = Zf}?/ dBreiK—K)-7
C 7 C
Ifall K = K' blir

/ ér =,
c

dar v ar elementarcellens volym. Vidare galler att
/ BreE=K)7 =
c

ifall K # K'. Detta foljer av att

da integralen ar oberoende av hur elementarcellen viljs. Harav foljer att
(eik"i— 1) /d%eiﬁf = 0.
Da ¢Kd — 1 = 0 for godtyckliga viirden pa d bara om K = 0 foljer att
/d3rei R — 0, K # 0.

Darigenom géller att om



HGEDIN TN
K

sa ar

1 s
_ _ d3 —iK-7
= [ e m ()

Alternativ hirledning av Bloch’s teorem

Lat 1 (7) vara en elektronvagfunktion, som satisfierar det periodiska grénsvil-
lkoret
(7 4+ N;a;) = (F), 1=1,2,3

Da kan 1(7) utvecklas som en Fourierserie:
=2 g™,
q
forutsatt att ¢ ar en vektor av typen

7= Z@ b;, m; heltal

=1 4

Potentialfunktionen u(7) dr periodisk inom Bravaisgittret, och kan darfor
skrivas som en Fourierserie:

u(f) = Y Uge'™”
K
Har 16per K Sver vektorerna i det reciproka gittret.

Fourierkomponenterna U ar

1 2
Ug ==~ [ d&re""TU(F)

UV Jeell
Da potentialfunktionen ar reell ar



* 1 iKF
I-(*:;/d3T€K U(’F):U_I?

Om kristallen dr symmetrisk vid reflexion av koordinataxlarna ar

U(r) = U(=7)
sa att
Ug=Uz=Ug.
Schrodingerekvationen ar
72

—%V% + UMY =€y
Fourierserierna ger foljande resultat:

Insédttning i Schrodingerekvationen leder till

I
Z il r{(%(f — g)c,j—l- Z UI-(—,chR;,} =0
q R"/
Denna ekvation bor gélla for alla viarden pa 7, vilket bara dr mojligt ifall
koefficienterna for faktorerna €47 &r 0:

R,
(%q —e)eg+ Y. Ugics g = 0.
)2d
Vektorn ¢ kan skrivas som summan av en vektor k inom Wigner-Seitz ele-
mentarcellen av det reciproka gittret och en vektor K utom denna. Wigner-

Seitz elementarcellen i det reciproka gittret kallas den forsta Brillouin-zonen:
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I
=TI
|
U

Schrodingerekvationen blir da

B
(5, (k= K —e)eg g+ Upcigp_p =0
R"/

eller med K' — K' — K

h2

(=k—K)—e)ci_g+ > Up_gCipn =

Detta ar ett kopplat homogent algebraiskt ekvationssystem for koefficien-
terna cg,, for varje k-vektor inom den forsta Brillouin-zonen. Det finns IV st.
sadana - dvs. lika manga som antalet elementarceller i Bravaisgittret.

—

Da q= E,E—K’,E—ff” géller att

¢E(7:) — eiE.FZCE,j{‘eiR.F

Detta r Bloch’s teorem da U(7) = U(7 + R).

Energitillstanden ar fullstindigt beskrivna da k tar alla tillatna virden i
en elementarcell i det reciproka gittret. Tillstand med samma vagfunktion
och energi fas om till £ adderas en vektor K i det reciproka gittret:

77/}%]'54_[('(77) = wnE(F)’
En,E—FI? = gnE

Energinivaerna kan da betraktas som periodiska funktioner:

en(k) =en(k + K).



Energitillstinden fér givet n kallas ett ”energiband”. Notera att ,(k) r en
kontinuerlig funktion av k. Varje energiband har en évre och en nedre grins.

Grundtillstandet for N fria elektroner ar det tillstand i vilket alla nivaer
med energi mindre an €p ar ockuperade:

h2k?
2m

e(k) = < ep.

For Bloch-elektroner ar energin en mer komplicerad funktion av k.
Ifall ett visst antal band ar fullt upptagna och de andra dr tomma ar
systemet, en isolator. Ifall avstandet mellan det Gversta upptagna och det

lagsta tomma bandet ar av storleksordningen kg7 ar systemet en halvledare.

Ifall ett antal band ar ofullstandigt ockuperade ar fermi-nivan 5(12) en
komplicerad yta. Sadana system ar elektriskt ledande.
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