2. Fasta amnens kristallstruktur

2.1. Bravaisgittret

Den generella definitionen av ett fast &mne ar ett A&mne vars atomer eller
molekyler har tidsinvarianta medelpositioner.

De enklaste fasta amnena ar de s.k. kristallina &mnena vars struktur ar
periodisk. Atompositionerna i sadana dmnen kan beskrivas med hjalp av
det s.k. Bravaisgittret, som definieras som de punkter (eller vektorer)som
beskrivs med formeln

é = 77,1(_1:1 + 77/2(_1:2 + 7L353.
Har &r d,, d, och a3 konstanta vektorer som t.ex. anger avstandet fran ”origo”
till tre narbelagna atomer, och n1, ny och ng ar heltal. Varje atomposition i
Bravaisgittret beskrivs da av en heltalskombination {n;, ns, ns}.

Den periodiska strukturen framgar av ett kristallens egenskaper ar lika i
punkterna 7 och 7', som &r relaterade genom

— — — — —
T =1+ n1a; + Nads + N3a3.

Periodiciteten gor att en kristalls dynamiska beteende kan beskrivas om
beteendet inom en enda elementarcell dr kidnt. Elementarcellen definieras
(t.ex) som den storsta operiodiska strukturen i kristallen. I allménhet véljs
basvektorerna di, @y och d3 sa att de beskriver en elementarcell.

Fasta amnen som inte ar kristallina kallas amorfa fasta dmnen. Sadana
kan betraktas som vitskor med mycket stor viskositet. Bristen pa transla-
tionssymmetri gor teorin for amorfa fasta &mnen mycket mer komplicerad an
teorin for kristallina amnen.

Valet av basvektorer och elementarcell ar inte unikt. I &mnen med enkel
kristallstruktur finns det dock i allminhet ett naturligt val. Det enklaste ar
kubiska kristaller, dar basvektorerna kan viljas sa att de bildar ett ortogonalt



Cartesiskt koordinatsystem ai, aj, ak. Koordinatsystemet kan dock i detta
exempel lika val centreras pa en hornpunkt som pa kubernas mittpunkt.

Ifall mittpunkterna i det kubiska gittret dr upptagna av atomer kallas

gittret en rumscentrerad kubisk kristall (bcc: body centered). I sa fall bor
basvektorerna viljas som (t.ex)

Ett alternativt val vore

= a—‘ e

a1=§(j+k—i),
- a,» = =
2:§(k+7’_])7
o a - =2
a3=§(2+]—k)

Ifall ddremot mittpunkterna pa sidorna av kuberna dr upptagna kallas
gittret ett ytcentrerat kubiskt gitter (fcc: face centered).
Basvektorerna for det ytcentrerade kubiska gittret kan viljas som

o P
ay; = §(J+k),
a -
6_1:2:—(]{74-;),
2
o a, - -
a3=§(2+])-



bee

a(A)
Ba 5.02
Cr 2388
Cs 6.02
Fe 2.87
K 5.23
fec

a(A)
Ar 5.26
Ag 4.09
Al 4.05
Au  4.02
Ca 5.58

En enhetscell som innehaller en enda gitterpunkt kallas en primitiv en-
hetscell. En sadan har inte nddvéindigtvis samma symmetri som gittret.
Déarfor anvénds i praktiska berdakningar enhetsceller med flere gitterpunkter
men som har kristallens symmetri.

Den s.k. Wigner-Seitz -enhetscellen definieras som mingden av de punk-
ter som ligger ndrmare en given gitterpunkt &n nagon annan gitterpunkt.
Denna har kristallens hela symmetri.



2.2. Det reciproka gittret

Lat R = n1d; + nady + nads bilda ett Bravaisgitter. De punkter K som
satisferar ekvationen

eZK-R =1

bildar da det s.k. reciproka gittret. Dessa ”vagvektorer” har den egenskapen
att

for alla varden pa 7 och R.
I ett endimensionellt fall ar

R— X =na

och .
ekt =1 Kna=2rN;

2T

K =—N, n,N heltal
na
Basvektorerna i det reciproka gittret kan definieras som

- 62 X 6:3

by =2r———-,
ai - ay X as

- 63 X 6:1

by =2m ————,
a) - ay X as

- 51 X 6_1:2

by = 2m5—5——-.
ai +ag X as

For dessa galler att
bi . &’j = 27T6ij.

En punkt i det reciproka gittret kan beskrivas som

X == klgl + kggz + kggg.



Av
R = 7'1,15:1 + ngag + n353

foljer att L.
K -R= 27r[k1n1 + kz??,Q + k3n3]

Da K - R bér vara 2r ganger ett heltal for alla kombinationer av kiksks
maste dessa vara heltal. Detta innebar att det reciproka gittret ocksa ar
ett Bravais-gitter. Dettas reciproka gitter ar det ursprungliga Bravais-gittret
(naturligt nog).

For att kubiskt gitter med

C_L‘l = ai, 5:2 = aj, 63 = ak
ar det reciproka gittret

b= 0 by = —”3, by = —F.
a a

Det reciproka gittret for ett ytcentrerat(fcc) kubiskt gitter ar ett rums-
centrerat (bce) kubiskt gitter och vice versa:

-, a - -,

(G+k), ds=-(i+7);

- -,
—

fec:d, = §(i+j), Qg =

— -y — 47'[']__; - —y

@
2

- 471 - 471
:>b——— k b
! a ‘7+ ‘) 2= a,2

Exempel

ay
( )(10,2 3)
BBy x By = (2m)P 22t 2L
b ¥ ( )(12&3) (Cblaz 3)



= (2#)371

(@1G>d3)
52 X 53 9 61 1 RN
2 = 2m(2
m b1b2b3 ﬂ-( ﬂ-) d’l _’26:3 (27T)3a1a2a3
-,

(*) Harav foljer att om enhetscellen har volymen v = [@;@sd3) sa &r voly-
men for enhetscellen i det reciproka gittret (27)3/v.

2.3. Kristallplan

Ett kristallplan (eller gitterplan) i ett Bravaisgitter definieras som ett plan
som innehaller minst tre gitterpunkter. I ett kubiskt gitter bildar kubens ytor
givetvis sadana plan, men ocksa kubens olika diagonaler.

Parallella kristallplan bildar en familj av kristallplan som omfallar alla punk-
ter 1 gittret.

Kristallplanen kan definieras med hjalp av vektorerna i det reciproka git-
tret.

For varje familj av kristallplan som atskiljs av ett avstand d finns vektorer
i det reciproka gittret som ar ortogonala mot planen. Den kortaste av dessa
har langden 27/d. Omvént géiller att mot varje vektor K i det reciproka
gittret det finns en familj av kristallplan, som ar ortogonala mot K , och som
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askiljs av ett avstand d, dér 27 /d (reciproka) gittervektorn, som &r parallell
med K.

Bevis: Lat n vara enhetsnormalen till en familj av kristallplan och definiera
K =27n/d. Om 7= A+ ¢ dar £ LK géller da att

BT = ¢tBA — kongstant

pa plan som &r ortogonala mot K. Dessutom galler att denna konstant har
samma varde for alla plan som atskiljs av avstandet 2n/K = d : A =
A-i—ﬁ%“ = A+nd. Da origo (A = 0) maste falla pa et av planen géller vidare
att %7 =1 pa alla plan.

Da planen innehaller alla punkter Ri Bravaisgittret, galler

6ZK-R =1

for alla ﬁ-véirden, och darigenom ar K en punkt i det reciproka gittret. K
ar dessutom den kortaste vektorn i det reciproka gittret QED.

Det omvénda teoremet kan bevisas pa foljande satt: Lat K vara den kor-
taste vektorn i det reciproka gittret. Betrakta alla de plan pa vilka e?*7 = 1.
Dessa plan ar ortogonala mot K och ett av den innehaller 7 = 0. Planens
avstand fran varandra ar d = 27/ K. Da Bravaisgitterpunkterna R satisfierar
¢iKE — | maste dessa hora till de betraktade planen.

Avstanden mellan dessa gitterplan dr ocksa d, ty om det vore Nd, skulle
normalvektor med lingden 27 /Nd(K /N) hora till det reciproka gittret. Detta
skulle strida mot antangendet att K ir den kortaste vektorn i det reciproka
gittret.

Kristallplanens Miller-index

Kristallplanen kan beskrivas med en normalvektor. Konventionen ar att
anvanda den kortaste vektorn i det reciproka gittret som ar ortogonal mot
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de ifragavarande kristallplanen. Ett kristallplan med de s.k. Miller-indexen
h,k,l ar ett normalplan till en vektor

hby + kby + b

i det reciproka gittret. Heltalen A,k och [ bor inte ha nagon gemensam
heltalsdivisor da vektorn bor vara den kortaste vektorn som ar normal mot
kristallplanen.

For ett kubiskt gitter galler att det reciproka gittret ocksa ar ett kubiskt
gitter, och da viljs Miller-indexen som koordinaterna for en normalvektor i
det naturliga kartesiska koordinatsystemet vars axlar sammanfaller med tre
av kubens kanter.

fec och bee -gittren beskrivs i allminhet ocksa med hjilp av en kubisk
enhetscell. For dessa dr motsvarande enhetscell i det reciproka gittret ocksa
kubiska, och darfor kan samma koordinatsystem anvandas for Miller-indexen
som i det ursprungliga gittret.

Miller-indexen kan ocksa ges en geometrisk tolkning i det ursprungliga
Bravaisgittret. Ett "plan” (hkl) ir ortogonalt mot vektorn

K = hb, + kby + 1bs.

Detta kommer att innehallas i ”skivan” K -7 = A for ett visst virde pa
A. Detta plan kommer att skdra koordinataxlarna(ds,ds,ds) i punkterna
T1G1, Toda, T303

orh, K - @ = 21k, K - @ = 27l giller att



A A A

och’ T 2k T 2m

Pa grund av detta kan Miller-indexena likaval definieras, som den heltal-
striplett utan gemensam heltalsdivisor som ar omvant proportionell mot
T1,To, T3:

r =

1 1 1

h:k:l=—:—:—

r1 X9 I3
Miller-indexen betecknas (hkl). Ett (4,-2,1) plan &r ett plan som skér koordi-
nataxlarna i punkterna 1, —2, 4 (i ett kubiskt system). Negativa tal betecknas
—2 = 2. Riktningar i det ursprungliga gittret betecknas [abc]. En klass av

ekvivalenta kristallplan betecknas {hkl}.

3. Rontgendiffraktion fran kristaller

De interatoméra avstanden i kristaller ir av storleksordningen 1 = 10~
Fér att elektromagnetisk stralning skall uppvisa diffraktionseffekter i kristaller
bér dess vagliangd vara av samma storleksordning. Detta motsvarar en energi
av storleken 10 KeV:

he  27he
h = h = — =
w v 3 3

2w - 197TMeV fm
105 fm

Stralning med energi i omradet 1-500 KeV kallas rontgenstralning.

=12.3-10%eV



Rontgendiffraktion fran kristallplan

Bragg’s forklaring av rontgenstralning ar baserad pa antagandet att stral-
ningen reflekteras fran kristallplan. Spridning av den inkommande stralnin-
gen fran successiva plan leder till interferens.

Konstruktiv interferens forutsatter att skillnaden i optisk viglangd mellan
stralar fran tva skilda kristallplan ar en heltalsmultipel av vaglangden:
2dsinf = nA\
n = heltal.

Heltalet n kallas reflexionens ordningstal. En makroskopisk kristall ger up-
phov till reflexion av manga olika ordningar. Ifall rontgenstralningen inte ar
monokromatisk upptrader samtidigt reflexion fran manga olika kristallplan
med olika d-varden.

von Laue’s beskrivning av rontgendiffraktion

En mikroskopisk beskrivning av rontgendiffraktion bor baseras pa sprid-
ning av den inkommande stralningen fran enskilda atomer. Den infallande
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stralningen absorberas av kristallatomerna och inducerar oskillationer i dessa.
Dessa oskillationer - framst av dipoltyp - avger stralning i olika riktningar.
Den avgivna stralningen fran olika atomer kommer att interferera med varan-
dra. Konstruktiv interferens upptrader bara i vissa diskreta riktningar, som
visar sig overensstimma med den reflexion som kristallplan ger upphov till.

Betrakta t.ex. tva punkter i Bravaisgittret som atskiljes av en Bravais-
gittervektor d:

Antag att den inkommande stralningen dr monokromatisk med vagvek-
torn ko. Betrakta den stralning som avges av kristallatomerna med vagvek-
torn k.

Konstruktiv interferens forutsatter att

dcost' — dcosf = m,

dar m ar ett heltal och A &r stralningens vaglingd. Detta villkor kan uttryckas
i formen

d-k—d-ky=m\

D4 vaglangden inte fordndras i spridningen ar \E | = \l;o| och
d-k—d-ky=mk.

Sambandet mellan vagvektor och vaglangd ar

Ak =27,

sa att
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d - (k — ko) = m(2n).

Vektorn k — ko &r normal till det plan som skulle reflektera den infallande
stralningen fran riktningen ky till riktningen k: Detta plan kallas reflexions-
planet (eller Braggplanet)

Betrakta en familj av spridande atomer i Braivaisgittret som kan beskrivas
med gittervektorerna R. Villkoret for att de emitterade vagorna fran alla
dessa atomer skall interferera konstuktivt ar da

R-(k — ko) = 2mm.
Detta ar ekvivalent med villkoret

ei(EfEO)-R -1

for vektorerna R i Bravaisgittret. Detta innebar att vektorn k—ky = K
bor vara en vektor i det reciproka gittret for att konstruktiv interferens skall
intriiffa. I safall ir K normal till ett kristallplan, varav foljer att reflex-
ionsplanet ar ett kristallplan. Detta ar den mikroskopiska harledningen av
Braggs lag.

Empiriska metoder for rontgendiffraktion

For godtyckliga vagvektorer géller givetvis inte villkoret fér konstruktiv
interferens och att en Bragg-intensitetspik upptrader. Forutsattningen att
vektorn k — kg = K skall hora till det reciproka gittret kan illustreras ge-
ometriskt med hjalp av Ewalds sfir. Denna uppritas kring ko : s andpunkt
med radien \IZ\ s att k utgar fran origo som ar en punkt i det reciproka
gittret.
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Ifall Ewaldsfarens yta gar genom en punkt i det reciproka gittret forutom
origo upptrader en Braggpik.

Detta innebir att ingen diffraktion intréffar for de flesta viirden pa |Kol.
Standardmetoderna for att astadkomma diffraktion ar foljande:

1. Von Laue’s metod

Anvindning av ett stralningsspektrum med vaglangden i ett dndligt in-
tervall A\yp < A < Ay leder till diffraktion fran alla de punkter i det reciproka
gittret som faller mellan Ewaldsfirerna med radierna 27/A; och 27/ A,.

Ifall den infallande stralningen ar parallell med en symmetriaxel i kristallen
kommer fordelningen av Braggpunkter att ha samma symmetri.

von Laue-spektrum.
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2. Roterande kristall

Om stralningen ar monokromatisk, men kristallen roterar kommer det
reciproka gittret att rotera genom Ewaldsfiaren. Detta leder ocksa till diffrak-
tion vid vissa diskreta riktningar. I denna metod roterar kristallen kring en
fixerad axel. I princip kan man rotera den infallande stralningens riktning i
stallet for kristallen.

3. Debye-Scherrer-metoden

Debye-Scherrer-metoden dr baserad pa rotation av kristallen Gver alla
riktningar i det tredimensionella rummet. I praktiken astandkommes denna
rotation genom att stralmalet bestar av ett krossat kristallint pulver i vilket
alla kristallorienteringar ar representerade.

I denna metod roteras det reciproka gittret genom alla riktningar for
Ewaldsfaren.

Detta innebar att varje vektor K = k—Fk beskriver en sfir kring origo. Denna
sfar skar Ewaldsfaren i en cirkel. Da

K= 2ksing,

kommer rontgenstralning att avges i en kon kring den infallande stralningens
riktning. Spridningsvinklarna ger av villkoret
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0
K= 2ksz’n§.

Metoden leder till en bestimming av ldngden alla vektorer i det reciproka
gittret vars lingd &r mindre én K.

Strukturfaktorn for en kristall

Amplituden for den stralning som avges av en kristall innehaller faktorn
Se=S ekh R_f_F

dar CZ_’] anger atompositionerna i kristallen. Denna faktor kallas kristallens
strukturfaktor och innehaller all den geometriska information som kan ges
genom spridning av stralning fran kristallen.

Vid rontgendiffraktion uppmaétes i allménhet stralningens intensitet som
ar proportionell mot strukturfaktorns komplexa kvadrat:

2

Sl
Huvudproblemet inom kristallografin dr konstruktionen av Sz genom an-
passning av modellgeometrier till |Sz|%.
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