15. Anharmoniska effekter i kristaller

Aven om den harmoniska approximationen for jonernas dynamik i kristaller
ar tillrackligt realistisk for att ge en beskrivning av jamviktsegenskaper som
det specifika varmet, kan den inte forklara den termiska expansionskoefficien-
ten och den termiska konduktiviteten eller virmeledningsférmagan. Bade
dessa parametrar dr 0 for en perfekt kristall i den harmoniska approximatio-
nen.

De anharmoniska termerna i jonernas potentialenergi ar de som beror
av utslagen fran jamviktsligena i kristallen #(R) med hogre potens &n tva.
Formellt kan det anharmoniska bidraget till potentialenergin skrivas som en
serieutvecklig av formen
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Da de anharmoniska korrektionerna medtas i beskrivningen bor de kubiska
och kvartiska termerna behandlas tillsammans. Orsaken ar att de kubiska
termerna leder till en matematisk instabilitet i systemet sa att grundtillstan-
dets energi blir —oo. Darigenom kan de inte behandlas som en liten storning.

I den harmoniska approximationen ar den inre energin i en kristall
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Tillstandsekvationen for kristallen ar uttrycket for tryckets beroende av
V och T'. Denna fas som
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dir F' = F(T,V) ar den fria energin:
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Med byte av integratlonsvarlabel till

blir den fria energin
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efter en partiell integration.

Tillstandsekvationen blir da
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Detta uttryck anger att trycket beror av temperaturen i kristallen enbart
genom normalmodernas frekvensers temperaturberoende. I den harmoniska
approximationen ar uttrycket for potentialenergin
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Kraftkonstanterna D,,, ar partialderivator av vaxelverkingspotentialen mel-
lan jonerna och darigenom oberoende av storleken pa utslagen .

For en termiskt utvidgad kristall ar alla avstand nagot storre dn de ur-
sprungliga. Detta kan beskrivas med att alla positioner i Bravaisgittret er-
sattes med
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dar ar € en konstant som beskriver forstoringen.

Om avvikelserna fran jamviktspositionerna i det utvidgade gittret betecknas
¥ blir
7(R) =8+ #(R') = R+ @(R)
ifall
@(R) = eR + 7(R).

Den harmoniska potentialenergin i det utvidgade gittret blir da
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De forsta tva termerna dr oberoende av utslagen ¥ och representerar poten-
tialenergin i jamvikt for det utvidgade gittret.



I den bilinedra termen i ¥’ ar kraftkonstanterna de samma som i motsvarande
term i det ursprungliga gittret. Detta innebar att normalmodernas frekvenser
ar de samma i det ursprungliga och i det utvidgade gittret. Av detta foljer
att frekvenserna ar oberoende av gittrets volym, och darigenom att trycket
i kristallen blir oberoende av dess temperatur i den harmoniska approxima-
tionen.

Detta innebar att volymutvidgningskoefficienten
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blir 0 i den harmoniska approximationen. Av detta foljer bland annat att
¢p = €, 1 den harmoniska approximationen for en kristall da
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Den termiska utvidgningskoefficienten i en kristall harrér sig dirigenom
direkt fran anharmoniciteterna i den joniska vaxelverkningspotentialen.

Ifall anharmoniciteten tas i beaktande fenomenologiskt i kraftkonstan-
terna D,,, blir normalmodernas frekvens volymberoende. Den lineara voly-
mutvidgningskoefficienten
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dar B ar bulkmodulen blir da
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Detta kan jamforas med motsvarande uttryck for det specifika varmet c,:
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Detta uttryck kan skrivas som en summa bidrag fran de enskilda moderna:
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Kristallens Grineisen-parameter v definieras som

-,

— EES ’}/]-C'chs(k)
EE,S Cys (k)

Den linedra termiska utvidgningskoefficienten o kan da uttryckas med
hjilp av v och ¢, som
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Ifall modfrekvenserna alla har samma volymberoende blir v = ~; =konstant.
I'safall har den termiska utvidgningskoefficienten samma temperaturberoende
som det specifika virmet. Detta innebér att v — konstant da 7" ar stort och
att o ~ T3 for 1dga temperaturer.

For metaller bor elektrongasen ocksa tas i beaktande i berdkningen av
den termiska utvidgningskoefficienten. Elektrongasens tillstandekvation ar
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Om detta bidrag tas i beaktande i uttrycket for a:
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Da ¢ << ¢ bortsett fran regionen narmast den absoluta nollpunkten &r
det elektroniska bidraget insignificant bortsett fran grannskapet till 77 = 0.
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15.2 Kristallens varmeledningsformaga

Den elastiska vibrationsvagrorelsen i kristallen, som kvantmekaniskt beskrives

med kvantiserade foner, mojligor transport av varmeenergi genom kristallen.
En vdrmepuls som ror sig genom en kristall kan beskrivas som ett lokalis-
erat vagpaket av fononer. I den harmoniska approximationen representerar
fononerna stationdra tillstand. Detta innebér att grupphastigheten for ett
vagpaket av fononer dr konstant, och dirigenom att virmeledningsformagan
ar odndlig (dar finns ingen mekanism for dissipation av den termiska energin
i vagpaketet.

Anharmoniciteterna i kristallen leder till splittning och rekombination av
fononer:

Detta leder till att energin i en given normalmod (fonon) sprids Gver an-
dra moder i kristallen och pa detta sétt till en mekanism for dissipation och



andlig virmeledningsférmaga.

Avvikelsen fran jamriktsliaget for en jon kan utvecklas som en serie i
kreations- och annihilationsoperatorer for fonontillstand:
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En kubisk anharmonicitetsterm kommer darigenom att bildas av termer med
antingen tva annihilations- och en kreationsoperator eller ocksa tva kreation-
soperatorer och en annihilationsoperator. Sadana termer beskriver processer
i vilka tva fononer kombineras till en och en fonon splittras i tva respektive.

En kvartisk anharmonicitetsterm beskriver pa samma satt spridning av
tva fononer fran varandra:

Energikonstanslagen for fononprocesserna kraver att
Z fiws(k)ng, = Z hws(k)n%s,
ks ks
dvs. att de totala fononenergierna ar lika i ursprungligs- och sluttillstandena.
Motsvarande lag for rorelsemangdens konstant ar
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dir K &r en vektor i det reciproka gittret.



Den kinetiska teorin for gittrets varmeledningskoefficient

Antag att de fononer som upptrider efter en fononkollisions- eller kreation-
sprocess ger ett bidrag till energitatheten i kristallen, som enbart beror av
temperaturen i kollisionspunktens omgivning:

u(z) = u[T(z)].

Har antas temperaturgradienten vara riktad i x-axelns riktning. Bidraget
fran en fonon med hastighetskomponenten c, i z-axelns riktning till virmestromta-
theten ar da

culT(z)].

Om ett medelviarde 6ver sadana bidrag fran alla fononer som senast vix-
elverkat pa ett avstand [ = ¢T" fran en given punkt zy berdknas fas
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Fononernas bidrag till virmeledningskoefficienten « blir da
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Tidsparametern 7 : s inversa varde 7! anger fononernas vixelverkningsrat.

Vid hoga temperaturer ar fotontalet
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Da kollisionsraten 7=t ~ n,(k) blir 7 ~ 1/T vid hoga temperaturer. Da det
specifika viarmet ¢, dr konstant (3nkg) vid hdga temperaturer bor da
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vid hoga temperaturer enligt den kinetiska teorin. Empiriskt galler att

1
K~ ﬁ
vid hoga temperaturer, dar x ar en empirisk parameter som for de flesta
amnen faller i omradet mellan 1 och 2.

Vid laga temperaturer dr fonontatheten mycket liten for sadana fononer
vars energi inte ar mycket mindre an Debyenergin hwp. Detta innebar att
storleken pa fononernas vagvektorer ar k << kp. Da detta bor gilla for
alla fononer som deltar i kollisions och kreations- och annihilationsprocesser
maste den reciproka gittervektorn K vara 0 i rorelsemangdskonstantslagen

S kng(k) =3 kn'(k) + K

Fononreaktioner med K = 0 kallas normala fononprocesser, medan de med
K # 0 kallas umklappprocesser.

Vid laga temperaturer da de normala fononprocesserna dominenar géller
da att den totala fononvagvektorn
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ar bevarad. I jamvikt ar denna en nollvektor da
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Detta innebir att normala fononprocesser inte kan leda till termodynamisk
jamvikt eftersom i sadan energin bor vara fordelad Gver alla energimaissigt
tillatna fononvagvektorer. Detta innebar att normala fononreaktioner inte
kan degradera virmestrommen och dérigenom varmeledningsformagan ar
oandligt stor. Den dndliga virmestromtatheten harror sig enbart fran umk-
lappreaktioner mellan fononerna. Umklappreaktionerna involverar fononer
vars energi minst ar av samma storleksordning som Debye-energin. Vid laga
temparaturer ar antalet sadana fononer
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Vid temperaturer som ar mindre dn #p bor da galla att den effektiva relax-
ationstiden i uttrycket
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ar proportionell mot
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dar 7' ~ 0p. Detta innebar att den termiska konduktiviteten vaxer exponen-
tiellt da 7" minskar i omradet 7" << #p. Vid tillrackligt laga temperaturer
dominerar imperfektionerna i gittret virmetransportmekanismen och det ex-
ponentiella beteendet ersittes med T3 beroendet i det specifika viirmet.

Det andra ljudet
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Om fononerna betraktas som en gas av "kvasipartiklar” uppstar ganska
naturligt fragan om tathetsoskillationer analoga till ljudvagorna i jonsys-
temet kan uppsta i fonongasen. Ljudvagor i jongasen dr mdjliga for att
partikeltalet, energin och rorrelsemingden bevaras i kollisioner och ifall kol-
lisionsraten 7~! &r mycket storre dn frekvensen.

I en fonongas ar antalet fononer inte bevarat vid kollisioner, men fonon-
ernas energi ar bevarad. Vid laga temperaturer ar dartill rérelsemangden be-
varad vid fononkollisioner, da umklapp-processer inte upptriader. Tathetsva-
grorelse i fonongasen forutsatter darigenom att dess frekvens ar mycket storre
an raten for fononreaktioner som inte bevarar rorelsemangden:
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Raten for normala fononprocesser maste daremot vara storre an frekvensen.
Detta innebér att frekvensen w begrinsas av
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Denna form av vagrorelse kallas det andra ljudet och har iakttagits i fast He
och NaF1.
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