14. Medelfialtapproximationen
14.1 Hartreeapproximationen

Schrodingerekvationen for elektronvagfunktionerna i en kristall:

2T + U = )

ar en idealisering, som bortser fran det faktum att potentialfunktionen U (7)
beror av de Ovriga elektronernas tillstand. Den egentliga utgangspunkten
bor vara vagfunktionen ¢ (7, s1, ... ¥y, sy ) for N-elektronsystemet i kristaller.
Denna satisfierar Schrodinger ekvationen
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dar potentialen bildas av vaxelverkningarna mellan elektronerna och jonerna
och den Omsesidiga repulsiva vaxelverkan mellan elektronerna.

For att astadkomma en praktisk, om #n approximativ, reduktion av N-
elektron-Schrodingerekvationen for enskilda elektroner, kan man antaga att
N-elektronvagfunktionen v kan skrivas som en produkt av en-elektronvagfunktioner:

Tﬁ(ﬂ, S1, ---FNaSN) = ¢1(F1,31)---¢(FN,$N)-

En-elektronvagfunktionerna antas vara ortonomerade pa sedvanligt sitt.
I denna approximation blir den elektroniska laddningsdensiteten

o) = —e X 1)

Ett approximativt uttryck for den potentialfunktion som de oOvriga elek-
tronerna ger upphov till for en elektron i punkten 7 blir da



Schrodingerekvationen for 1-elektrontillstandena blir da
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Schrédingerekvationerna for 1—elektr0nt111standena ar kopplade olineéra
differentialekvationer, som kallas Hartree-ekvationerna. Hartree-approximationen
representerar en medelfaltapproximation i vilken elektronerna antas rora sig
i ett potentialfialt som &ar ett medelvirde av de potentialfilt som de Gvriga
elektronerna ger upphov till.

Hartree-approximationen ar ”sjalv-konsistent” i den meningen att 1osnin-
gen for ¢;(7) forutsitter att alla 6vriga vagfunktioner dr kénda. Hartree-
ekvationerna 16ses genom iteration sa att ett begynnelsevirde for elektron-
elektronpotentialfunktionen viljs sa att en losningsfamilj {¢{(7) } kan bestam-
mas genom numerisk 1osning av differentialekvationerna. Denna l6snings-
familj utnyttjas till en ny uppskattning for elektron-elektron véaxelverkn-
ingspotentialen s& att en niista (och béttre) 1osningsfamilj {+; (7)} kan berék-
nas. Denna metod upprepas dnda tills att en stabil konvergerad 1osnings-

familj {v;(7)} uppnas.

14.2 Hartree-Fock approximationen



Hartree-approximationen ar battre lampad for en sjalvkonsistent beskrivn-
ing av bosonsystem, vars vagfunktion bor vara symmetrisk vid utbyte av
koordinaterna for vilketsomhelst partikelpar. En sddan vagfunktion kan as-
tadkommas med en produktvagfunktion genom att symmetrisera den.

For ett tvapartikelsystem &ar en symmetrisk kombination

S 1 . . . .
Ps(Ti72) = E{Qﬁl(ﬁ)%(ﬁ) + P2 (1)1 (72) }.

I grundtillstandet for ett bosonsystem beskrivs alla partiklar med samma
vagfunktion.

En enkel produktvagfunktion kan inte beskriva ett elektronsystem ens
i grundtillstandet, ty den uppfyller inte kravet att elektronvagfunktionen
bor vara antisymmetrisk maa utbyte av partikelkoordinaterna. Den enklaste
kombinationen av produktvagfunktioner som satisfierar kravet pa antisym-
metri ar den s.k. Slaterdeterminanten

¢1(771, 81)--- ¢1('FN, SN)
¢2(771, 81)--- ¢2('FN, SN)

QﬂN(’T_"l, 81)... QﬂN(’T_"N, SN)

I mer kompakt form ar denna

1

7/1(771, 51,...TN, SN) = W%...m%l (771, 81)---%’1\; (FN, SN)-

Har ar €, ;, en fullstindigt antisymmetrisk Levi-Civita tensor av rang NV,
vars varde ar 0 ifall tva index &r lika, 1 om (4;...7x) &r en jimn permutation
av (123...N) och —1 om (iy...ix) &r en udda permutation av (123...N).

Hamiltonoperatorn ar
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Formellt kan denna uttryckas som en summa av en-elektron och tva-elektrontermer:

H:H]+H]],

dar
HI = Z HI(FZ):

Hip = ZHH(F;' — 7).
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Vantevardet av en-elektronenergierna blir
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Pa grund av vagfunktionens antisymmetri ar
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For tva-elektrontermen blir vantevardet
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Den forsta termen i integralen kallas den direkta och den andra utbytester-
men.

Vantevardet av Hamiltonoperatorn kan skrivas i formen

<H>=Y [ drl(F) Hi(F ()
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Grundtillstandet bor vara stabilt sa att 6 < H >= 0 i detta. Vidare galler
att alla en-elektronvagfunktioner bor vara nomerade sa att

[ rileywser) =1

Minimering av < H > med beaktande av detta villkor med hjalp av La-
grangefaktorer ¢; (en for varje tillstand) leder till de s.k. Hartree-Fock-
ekvationerna:
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= &b (7).
Hartree-Fock approximationen ar dverligsen 6ver Hartree-approximationen

da den beaktar Paulipricipen, men den ar mycket mer kriavande att anvanda
i praktiken pga av den komplicerade utbytestermen i vagekvationen.

Hartree-Fock approximationen for elektrongasen

For en elektrongas vid T = 0 bildas Slater-determinanten av planvag-
funktioner

(F) Te J XS,
déir (s = £1/2) ar spinnvagfunktionen och varje vagvektor \l;| < kg up-

ptriader 2ggr (en for vardera spinnriktningen). Denna modell leder till en
konstant elektronisk laddningstathet:

plF) = e [ ()"

Detta innebar att Hartree-potentialen ar konstant:
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Denna konstanta potential gar ut mot den konstanta joniska attraktiva bak-
grundspotentialen.
Hartree-Fock-ekvationen reduceras da till
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Hartree-Fock termen blir
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Hartree-Fock ekvationen reduceras till
h2k2

a3k 1
— 4re?
L —dme /k,w( 3 =) V)

= (k)i (7).

Integralen i Fock-termen kan utforas som
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Den aterstaende integralen kan ocksa utforas i sluten form da

1. k"
/ dk'K'log(k — k') = §[k log(k — k') — 5 - kk' — k*log(k — k"],

1, 2
/dk'k'log(k + k)= §[k *log(k + k') — % + kk' — k*log(k + k"]



Slutresultatet for energierna fér Hartree-Fock-vagfunktionerna blir

dér funktionen F(z) definierats som

1 1- 1+
F(z) == l
(@) = 5+~ logl .
Funktionen F'(z) &r 1 vid = 0 och faller som 1 / 3:52 for stora virden pa z.
Hartree-Fock korrektionen representerar en attraktiv potential som minskar

elektrontillstandenas energi.

Den totala energin for ett elektronsystem i Hartree-Fock-approximationen
ar
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Om summorna 6ver k approximeras som integraler enligt
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blir den totala energin

3 3 62]{2}7‘
E=N - - .
(56F 4 7 )
Med
o lRy=13,6¢V (s
_— = e ’]"s = (—
2a, 4 ’ ’ 47n
blir energin per partikel
E e 3 s 3
N = 2—%{5(7@@0) = 5, (krao)}



2.21 0.916
— Ry.
da? ™ nufan))
Viérdet for parameterna rg/ag ar mellan 2 och 6 fér metaller. Darigenom
representerar Fock-termen en betydlig korrektion.

Avskarmning av elektron-elektron-vaxelverkan

=

Uttrycket for (k) i Hartree-Fock-approximationen leder till en logarit-
misk singularitet i gradienten Ve(k) vid Fermiytan k = kp. Detta medfor
att detta uttryck inte kan anviandas for att beskriva elektronhastigheten i
den semiklassiska approximationen pa basen av Hartree-Fock approximatio-
nen i dess ursprungliga form. Orsaken till denna singularitet ar Coulomb-
vaxelverkans oandliga rackvidd, vilken i sjalva verket bor modifieras i kristaller
sa att den avskdrmande effekten av mellanliggande joner tas i beaktande.

Avskdrmningen kan beskrivas fenomenologiskt pa foljande satt. Ifall en
positiv jon placeras i en elektrongas kommer den att attrahera elektroner
och dirigenom uppstar det ett Gverskott av negativt laddade elektroner i
dess lokala omgivning.

Om den inférda positiva laddningen beskrivs med en laddningstithet
p°®4(7), och den inducerade laddningstitheten i elektrongasen betecknas p™¢(7)
blir den totala laddningstatheten

p(7) = p™(7) + p™ (7).
Den avskdrmade totala potentialen ¢(7) satisfierar Poisson’s ekvation

Vig(7) = —4mp(7),

medan potentialfiltet fran den positiva laddningen ¢***(7) satisfierar

v2¢emt(,’;*) — —47T,0€It(7:‘).
Da de elektromagnetiska fialt-ekvationerna ar linedra ar det naturligt att an-
taga att det existerar en linear relation mellan ¢(7) och ¢¢**(7):

9



¢t (7) = / & e(7, ™) (7).

Pa grund av translationsinvariansen beror funktionen € enbart av avstan-
det mellan 7 och 7 sa att

() = [ e~ )o(),
Da detta ar en konvolution leder géller for Fouriertransformationen av denna:

5 () =@ 3 (@.

Har ar

e(F) = / %eiq‘%@.

For den avskdrmade potentialen qNb (q) géller da att

- 1 ext
¢ () = @° (@)

Funktionen €(¢) representerar mediets dielektriska konstant. I allménhet &r
le[ > 1.

Fouriertranformationerna av Poisson-ekvationerna for ¢(7) och ¢**(7) ar

¢*6(q) = 47p(q),
q2¢ext(q~*) — 4Wpemt(®.

Om x(q) betecknar proportionalitetsfaktorn mellan den inducerade laddningsté-
theten och ¢(7) ar

P Q) = x(D(])

och

2

(0@ = 07(@D) = X@D9(@-
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Lésningen for ¢(q) leder till

B ¢e$t(q—)
oD == 2x(@)

Sambandet mellan €(¢) och x(§) blir ddrigenom

Thomas-Fermi-approximationen

I Thomas-Fermi-approximationen utgar man fran antagandet att ¢(7) ar
en funktion som varierar med 7 bara 6ver avstand som ar stora i jamforelse
med atomaira dimensioner. I sa fall kan man antaga att elektronenergierna i
det ”omrade” som beskrivs av vektorn 7 ar

S %
cB)="E o,
dér ¢(7) ar den totala potentialen som de positiva jonerna i omradet 7 ger
upphov till. For att den kvantmekaniska obestdmdhetsprincipen skall gilla
maste ¢(7) da vara konstant Gver omraden med den linedra dimensionen

1/kp.

Elektrontatheten vid 7 blir da

L dk 1
n(r) = / (273 BIRPR?2m—ed(M—4] 1 |

Den inducerade laddningsdensiteten dr p™¢(7) kan da uttryckas som

P = —elno(p + e(7)) — no(m)].

Ifall potentialen ¢ ar svag ar

11



ano

P =~ (G20
varigenom koefficienten y blir

on
2 0
X(q_) - € 6,[1, 9

ett uttryck som ar oberoende av ¢.
I Thomas-Fermi-approximationen blir den dielektriska konstanten dérigenom

4re? Ongy

=1 .
D=1+"5"2,

Beteckna
0
ko = 4%62(%:)
Da ar
k2
@) =1+ q—g.

Konstanten k( kallas Thomas-Fermi-vagvektorn.

Approximationen kan illustreras med foljande exempel. Antag att ¢°**(7)
ar Coulomb-potentialen fran en punktladdning @ vid origo:

¢e$t(f') — %7
varvid
~ert 4
U

Den totala potentialen 1Z (¢) blir da

o 1 ert
¥ (q) = <’ (@)

12



47Q)
TPtk
Fouriertransformation till positionsrymden leder till den avskarmade Coulomb-
potentialen

(TF _ Q kot
32+ Kkt r '

Detta illustrerar hur elektronerna avskarmar den inférda positiva laddnin-
gen.

Vid T = 0 &r Ongy/0p densiteten av energinivaer vid Fermienergin:

ano mkp
E = 9(er) = hir?

Darigenom ar

kg _ 4 met (E)M(T_S)
k% wh*kp " 3m? a,”’
med )
h
13 _n
s = (47m) %= et
Da rs/ay = 2..6 for metaller r ky ~ kp. Detta innebdr att positiva

laddningar ar avskdrmade redan vid avstand av samma storleksordning som
de interatomara avstandena.

Lindhards beskrivning av avskirmning

Laddningstatheten i elektrongasen ar
p= e T (I
i

For att bestimma denna i en potential ¢(7) = ¢°**(7) + ¢™4(F) bor elek-
tronvagfunktionerna bestimmas genom 16sning av Schrodingerekvationen

13
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Om l6sningarna till Schrodingerekvationen da ¢ = 0 betecknas {¢?(7)} blir
vagfunktionerna () i forsta ordningens stérningsteori

(?:j T/J ’l"_') —BZ £ klad"ﬁk)

Matriselementet av potentialen ¢ ar

d37' - i n_ 7
( k”¢¢k) 7¢(T)6 (k=F)

Detta leder till

1 BE o (k )
w_‘ )= —— ezk-r —e ezk - A

dar N o
¢@z/fmwam

For elektrongasen kan laddningstatheten uttryckas som

p=—eYy filvg(®|

dar f; ar Fermi-Dirac-fordelningen for vagvektorerna k.

Da blir
P = —e Y filtp + Ul
+e D fil el
k
= —e Z Fe(b¥ e + 7 ¢)
Har ar k

_ il e @ (K~ F)
E_ f/ M_h?k’z-

2m 2m
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Summorna leder till

o &k BE o b (k— K
p d(vﬂ>=+2e/( f [ R ey WS_ )

3 h2k"2
m)? S (2m) o~
( (27_‘_) h2k2 hZ k!2
2m 2m

Fouriertransformationen av den inducerade laddningstdtheten &ar

md q—) /d3 tj"F —‘)
Detta leder till
d3k a3k -
md 3 r_ _ -

6 (F—F)
%(kz — k7?)

, [ &k [ BE .
+2e / oy (%)3(2%)35(/6 B -

¢ (k—F)
%(];’2 _ E/2)'

Byte av integrationsvariabler till

— - — — ]_ -

RQ=k—-k K 5(1{:' + k)
i den forsta termen och till

— g —il — 1 ) -

G=F-F, F=5F+k);

i den andra termen leder till

. BEK fi_im—Tricm ~
ind 2 K—q/2 K+3/2
—_— 2 / 2 = .
P (Q) € (2ﬁ)3 ia 7 ¢ (Q)

Dérigenom blir proportionalitetsfaktorn x(§)
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BK fI?—q*/Q - fl?+q‘/2
3 R -
(2) LK.q

For langa vagléngder eller sma ¢-varden blir

6 (D).

x(q) = —2¢? /

1

TRsap = gmaczamppm 11
WRK-70

~fedt —— 2 fo 4+ O(¢?

Termerna av storleksordningen O(q) leder tillbaka till Thomas-Fermi approx-
imationen.

Funktionen x(¢) ovan kallas Lindhard-funktionen. Vid 7' = 0 &r

o, mkp 1 1—z? 1+ 2z
= — ~ l
med
r=_1
2kp

For stora avstand leder Lindhard-teorin till en avskarmad Coulomb-potential,
vars form ar

(7)) ~ %cos(?kpfr).
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