15. Stralande system

[Griffiths, RMC]

Elektrodynamik, ht 2005, Krister Henriksson <44 4P PP X 15.1

15.1. Introduktion

Laddningar i vila eller i likformig rorelse skapar inte elektromagnetiska vagor for detta kravs att
laddningarna befinner sig i accelererad rorelse. Endast i detta fall genererar de stralning.

Strélning karaktariseras av en irreversibel forlust av energi (for laddningen), da denna férloras ut till
oandligheten.

Den utstrdlade effekten berdknas Gver en yta tagen i odndligheten, enligt

P, = lim P(r) (15.1)

dar

p(r):fdA.s:}{dA-(ExH) (15.2)

Rakningarna &r i allmanhet enklast att utfora Over en sfarisk yta.

| detta fall ser vi att en laddningsfordelning genererar stralning forutsatt att produkten av E och
H innehaller termer som &r proportionella mot 1/72. Med andra ord, endast de termer i el- och
magnetfilten som dr inverst proportionella mot avstandet ansvarar for produktion av stralning.
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15.2. Stralning fran kontinuerliga laddningsférdelningar
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15.2.1. Elektrisk dipol

+q‘

-q

Betrakta en dipol med tidsberoende laddningar —q(t) och q(t). L&t laddningen drivas fram och
tillbaka mellan andpunkterna, sa att laddningen i dndorna ar

q(t) = qo cos(wt) (15.3)

Dipolmomentet blir d3

p(t) = qdz = pg cos(wt)z (15.4)
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Den retarderade skalarpotentialen &r nu

1 t, — tr
o(r,t) = F‘CJO cos(wtr1) n qo cos(w 2)}
471'80 R+ R_
Qo [Cos(w(t — Ri/c)) cos(w(t — R_/c))] (15.5)
a 471'80 R+ R_ .
enligt receptet
1 qc
,t) = 15.6
P(r,t) drteg Rc — v - R ( )
for en punktladdning ¢. Vi har nu v = 0.
Figuren ger oss
d\ > d
Ri = (—) +r? — 2r—cos 6 (15.7)
2 2
2 d\* | d
R- = — | +7r°—2r—cos(m — 0) (15.8)
2 2
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d\?* d
= —) +7r"4+2r—cos@ (15.9)
2 2
sd att
1 _ 1
R:  \/r’Frdcosf + (d/2)?
1 1
= - (15.10)
7v/1F (d/r)cos O + (d/2r)2
Observera: Vi soker for enkelhetens skull en punktdipol. For denna giller att
Approx. 1: d<r (15.11)

men sa att d inte helt forsvinner frén uttrycken.

En alternativ tolkning &r ju att observationspunkten dr mycket langt borta fran dipolen.
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Vi far nu

1 1 d
—_— r - (1 + — cos 9) (15.12)
R4 T 2r
d
Ry ~ r (1 F — cos 9) (15.13)
2r
Vidare:
d
cos(w(t — Ry /c)) =~ cos(w(t—r/c [1 F 5, °0s 9} )
r
wr d
= cos(wt — — [1 F — cos 9])
c 2r
d
= cos(w(t — C) + 2% cos 0)
c rc
r wd
= cos(w(t ——)) cos(— cos 0)
c rc
. T o owd
Fsin(w(t — —)) sin(— cos 6) (15.14)
c rec
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Vi analyserar nu fallet
Approx.2: d<—=X och d<r (15.15)
w

d.v.s. dipolen dr mycket mindre dn den (mdjligtvis) utsinda stralningens vaglangd.

Detta betyder att wd/c < 1 eller ¢/(wd) > 1, som ger sin(Awd/c) ~ Awd/c och
cos(Awd/c) =~ 1.

Vi far nu

cos(w(t — Ry/c)) = cos(w(t— g)) cos(:‘j—j cos 0)
F sin(w(t — g)) sin(%z cos )

~ cos(w(t — g)) == :’_j cos 0 sin(w(t — g)) (15.16)
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Insdttning i skaldrpotentialen och bortkastande av termer som &r proportionella mot wd/c i kvadrat
ger oss

p(r,t) = % —%sin(u)(t —r/c)) + %cos(w(t —r/c)) (15.17)

Potentialerna och filten understkes i tvd huvudsakliga zoner eller regioner:
(1) den statiska zonen
(2) stralningszonen

Den statiska zonen definieras som alla punkter vars avstdnd r till dipolen & mycket mindre an
vaglingden \ = c¢/w, dar w ar vinkelfrekvensen for laddningen och strommen i dipolen.

For stralningszonen galler det motsatta, d.v.s. den omfattar alla punkter vars avstdnd till dipolen &r
mycket storre dn .
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Den statiska zonen

For att analysera den statiska zonen gér man alltsd approximationen

Approx. 3 : dL<rL < (15.18)
w

Detta betyder att d/r < 1, wd/c < 1, och wr/c < 1, sa att

cos(w(t —r/c)) = cos(wt—wr/c) (15.19)
= cos(wt) cos(wr/c) + sin(wt) sin(wr/c) (15.20)

cos(wt) + sin(wt)wr/c (15.21)

sin(w(t —r/c)) = sin(wt —wr/c) (15.22)
= sin(wt) cos(wr/c) — cos(wt) sin(wr/c) (15.23)

~ sin(wt) — cos(wt)wr/c (15.24)
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Vi aterfar vara tidigare resultat

, men kan nu ytterligare forenkla uttrycken:

cosf [ w 1
p(r,t) = pi— ——sin(w(t —r/c)) + —cos(w(t — T/c))] (15.25)
TEQT c T
pocosf [ w . wr 1 wr
~ — |—— |sinwt— —coswt | + — | coswt + — sin wt
dmtegr | ¢ c T c
pocost [ w w? 1 w
= — | ——sinwt + —coswt + —coswt + —sinwt
4egr c c? T c
po cos O [ W2 1
= -+ cos wt + —cos wt
Amegr c? T
cos 6
~ PO swt (15.26)
Amegr?

Detta motsvarar en dipols elektrostatiska potential

1 p-r

o(r) = (15.27)

4mey T3

multiplicerat med tidsfaktorn cos(wt) !
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Potentialen innehaller nu inga sinus- eller cosinus-funktioner med argument av formen wt — Kk - r,

som behovs for att ha en fortsk

ridande vag. | sjalva verket har vi nu & = 0 enligt ekvationen ovan,

sa "vagen" ar stationdr. Av denna anledning talar man om den "statiska zonen”.
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Stralningszonen

Vi undersdker nu stralningszonen, som motsvarar approximationen

Approx. 4 : d <K ‘ L r (15.28)
w

Observera: Approximationerna 1-2 giller ocks3 !
Detta betyder att wr/c > 1 eller ¢/(wr) < 1.
Vidare, sé har vi ocksd att 7 > d sd att v/d > 1 eller d/r < 1.

Andra termen i det uttrycket for skalarpotentialen kan nu approximeras bort, sd att vi far

0
o(r,t) ~ —P% L EBT s sin(w(t — r/c)) (15.29)
4mege T

For att bestamma filten behdver vi dnnu vektorpotentialen!
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Laddningen som ror sig fram och tillbaka i dipolen ger upphov till en strom som ar

dq(t
I(t)z = %ﬁ = —qow sin(wt)z (15.30)

Vektorpotentialen blir nu

Mo 4/2 g '1

A(r,t) = 15.31
o = ate [ (1531)
__gHoqow /d/2 dz'sin(w(t — R/c)) (15.32)
%o —d/2 R
dar

R=|r— 2% =r[r— (¢/r)z] (15.33)

Eftersom d < r giller att 2’ /r =~ 0 och
Rxr (15.34)

och vi far
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~HoPow
Z
wr

A(r,t) =~ —

sin(w(t —r/c)) (15.35)

For el- och magnetfalten behover vi gradienten av ¢, tidsderivatan av A, och rotorn av A.

1 —
Ve(r,t) = 0Orpr + ;89900 (15.36)

= _ P [cose (—%sin(w(t —r/e)) — Ticcos(w(t - r/c))) T

sin 6

- sin(w(t - r/c))é]

2
0

Pow o S987 o cos(w(t —r/c))r (15.37)

4mwegc? r

Q

Forsta och tredje termerna kunde kastas bort med hjalp av approximationen r» > ¢/w.

propow” _
OtA(r,t) = — cos(w(t —r/c))(cos fr — sin 60) (15.38)
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Dessa uttryck ger nu elféltet som
E(r,t) = —V¢—0A (15.39)

2 .

o _

_ _“OZ““J x 227 cos(w(t — 1/c))0 (15.40)
v T

Magnetfiltet ges nu direkt som

B(r,t) = VXA

o~

_ % [0,(rAg) — Do A, P

0 R
— _Hobow [f sin 6 cos(w(t —r/c)) + s sin(w(t —r/e)) | ¥
4rr |c T
fopow?>  sin @ ~
N — X X cos(w(t —r/c))y (15.41)
4rmc T
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Sammanfattningsvis:

2 .
9 _
E(r,t) = —“ijr“’ x Sl? x cos(w(t — r/c)) (15.42)

B(r,t) = Eéeip (15.43)

Observera:

(1) El- och magnetfalten ar vinkelrdta mot varandra.
(2) Kvoten av deras amplituder ar c.

(3) Falten ar i fas.

(4) Falten representerar radiella vagor, med vigvektorn k = w/c, eftersom fasen ar konstant p3
sfariska ytor med radien r.

(5) Vagorna ar transversella.
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Poyntingvektorn ar

1
S(r,t) = ExH=—EXxB (15.44)
Ho
2
1o p0w2 sin 6
= — X X cos(w(t—r/c))| T (15.45)

c 41 T

Tidsmedelvardet av intensiteten (effekt per yta) ar

2 4 - 20
(S(r)) = BP0 BB 7% (15.46)

3272¢c  r2

Strélningen gar allts3 ut radiellt, som vi redan slot oss till.

For ett givet radiellt avstind r &r intensiteten noll i de poldra riktningarna £z och starkast i
xy-planet.
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Tidsmedelvardet av den utstrdlade effekten ar

Py = / dA - (S(r)) (15.47)

2 4 2
 oplw , . sin0
= m/d@bd@?” sin 6 r2 (1548)
2 4
HoPow (15.49)
127c

Denna effekt nar ut till oandligheten och ar alltsd ett verkligt matt pa den utstralade energin.

Vi kan nu forklara varfér den molnfria himlen &r bl3 och inte t.ex. réd (vid dvriga tidpunkter &n vid
solens upp- och nergang).

Solens ljus (el- och magnetfalt) paverkar luftens molekyler sé att de blir inducerade dipoler. Som
ett resultat av detta sinder de ut strdlning, med en intensitet som den vi berdknat ovan.

Eftersom denna &r proportionell mot w?* kommer den utsinda strilningen att vara mycket starkare
vid hogre frekvenser (blaare ljus). Detta far himlen att te sig bla.

Vid solens upp- eller nergdng gar ljuset en mycket langre vig i atmosfdaren dn vid t.ex. mitt pa
dagen. Som ett resultat av detta kommer de blda komponenterna i solljuset att plockas bort av
de inducerade dipolerna, medan de réda komponenterna Sverlever i hogre grad. Det ljus som nar
observatoren innehdller dd mera rott an blatt.
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Man definierar begreppet stralningsresistans R, med relationen

(P,) = R, <12(t)> (15.50)

d.v.s. genom att sitta den utstrdlade effekten lika med den effekt som skulle férloras i trdden som
binder samman dipolens laddningar, om denna hade resistansen R;.

| fallet ovan kan man latt visa att

d 2
R, ~ 789 (X) (15.51)

dir A = ¢/v = 2nc/w.
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15.2.2. Magnetisk dipol

y
Lat en strom I(t) = Iy cos(wt) lopa i en cirkulir slinga som i bilden.
Denna magnetiska dipol har dipolmomentet
m = Al = b’ cos(wt)zZ = mg cos(wt)z (15.52)
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Slingan &r oladdad, sé ¢(r,t) = 0.

Vektorpotentialen ar

I t— R
A(r,t) = 122 / dp Tocosw(t = B/c)) (15.53)
us R
R=|r—rt|=+Vr24+0b2—2r -r (15.54)
A andra sidan giller
r-r = r(cos¢sinb,sin¢sin, rcosf) - b(cos ¢, sin¢’,0) (15.55)
= rbcos ¢ cos ¢ sinf + rbsin ¢ sin ¢’ sin 6 (15.56)
= rbsinfcos(¢d — ¢) (15.57)
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Med approximationen att slingan ar infinitesimal,

Approx. 1: b r (15.58)
d.v.s. b/r < 1, sa far vi
R = \/r2 + b2 — 2rbsin O cos(¢p — ¢') (15.59)
b . b2
= ry/1—2-—sinfcos(¢ — ¢') + — (15.60)
r r
b . /
~ r|(1l——sinfcos(¢p—¢) (15.61)
r
och
1 1
- = (15.62)
R r\/1—2$sin9008(¢—¢>’)+i—§
1 b . /
~ — (14 —sinfcos(¢p — ¢") (15.63)
r r
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Vi har nu att
cos(w(t — R/c)) = cos(wt—wr/c+ (wb/c)sinbcos(p — ¢')) (15.64)

= cos(wt — wr/c)cos ((wb/c)sin b cos(¢ — ¢))
— sin(wt — wr/c) sin ((wb/c) sin @ cos(¢p — ¢')) (15.65)

Med approximationen att slingans linjara storlek ar mycket mindre &n vaglangden fér den (eventuellt)
utsdnda strélningen har vi

Approx. 2 : b K < och b r (15.66)
w

d.vs. bw/c < 1 och b/r <« 1, sa far vi nu
cos(w(t — R/c)) = cos(wt— wr/c)
—(wb/c) sin O cos(¢p — ¢') sin(wt — wr/c) (15.67)

och
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icos(w(i& — R/c)) = ! (1 + ésin9 cos(¢p — qb/))
R T T
X (cos(wt — wr/c) — (wb/c) sin @ cos(¢p — ¢') sin(wt — wr/c))
= ! (cos(wt —wr/c) — wb sin 6 cos(¢ — ¢') sin(wt — wr/c)
r c
—i—é sin 0 cos(¢ — ¢') cos(wt — wr/c)
r
wb? . INN2 s )
———(sinf cos(¢p — ¢'))" sin(wt — wr/c) (15.68)
re
~ : (cos(wt — wr/c) + bsin 6 cos(¢p — ¢')
r
X (1 cos(wt —wr/c) — ad sin(wt — wr/c))) (15.69)
r c
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Vektorpotentialen ar

1 t— R
A(r,t) = M0 / L] /c)) (15.70)
am R
Iy [*" t—R
_  holo / d6'b(—%sin ' + 3 cos ) SBWE R/ ooy
47 0 R
Integranden innehaller vasentligen foljande termer:
27 27
/ d¢'sing’ = / d¢' cosd' =0 (15.72)
0 0
27
/ d¢'sin ¢’ cos(¢p — ¢') = 0+ wsing (15.73)
0
27
/ d¢' cos ¢’ cos(¢p — ¢') = mwcosp+0 (15.74)
0
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Vektorpotentialen blir nu

I t—R
A(r,t) = Hoo / ' <3 /) (15.75)
47 R
Iob? 1
SR LN [— cos(wt —wr/c) — isin(wt — wr/c)]
4 T c
X (—Xsin ¢ + ¥ cos @) (15.76)
sin 0 ~
— Ao FRT [cos(wt —wr/c) — Ssin((.ut — wr/c)] ¢ (15.77)
47 T c
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Stralningszonen

Med approximationen att observationspunkten dr sa langt borta att strélningen har tillryggalagt ett
stort antal vaglangder har vi

Approx. 3 : b K < L r (15.78)
w

d.vs. ¢/(wr) < 1. Detta ger

sin 0 ~
A(r,t) = —'LLZZ;’:wa 12 X sin(wt — wr/c)¢ (15.79)
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Elfaltet &r nu

,uomgw2 sin 6
X

E(r,t) = —0/A(r,t) = 1 X cos(wt — wr/c)a (15.80)
mC
Magnetfiltet:
pcomow2 sin 6 ~
B(r,t) = V X A(r,t)~ — X X cos(wt — wr/c)@ (15.81)
47 c? r
Observera:
(1) Falten &r vinkelrata mot varandra.
(2) Kvoten av filtens amplituder dr Ey/ By = c.
(3) Falten ar i fas.
(4) Falten fortskrider i den radiella riktningen och representerar allts3 sfariska vagor.
(5) Vagorna ar transversella.
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Poyntingvektorn ar
1
S(r,t) = ExH=—EXxxB (15.82)
Ho
2 in @ 2
mow sin
— HogTmow x cos(w(t — r/c))| T (15.83)
c 4mc T
Tidsmedelvardet av intensiteten (effekt per yta) ar
2 4 .2
Homgw” sin” 6__
S(r)) = ——X— r 15.84
(8(r)) = B 2 (15.84)
Tidsmedelvardet av den utstrdlade effekten ar
Py = [da-(s) (15.85)
2 4
Homow
0" 15.86
127ce3 ( )
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Stralningen frdn elektriska och magnetiska dipoler pdminner mycket om varandra, som vi kan se
genom att jamféra med tidigare resultat.

Men en vasentlig skillnad forekommer i storleken av de utstrélade effekterna:
P, ,uomgufl 127c mg 7r2b4I§

P. 1273 popaw?  pic? gid?c? ( )

Tidigare hade vi Iy = qow, sa vi far

P, wb'w?  fwb\? [7b\?
p = e —\o) 7 (15.88)

For forsta faktorn har vi redan antagit b < c¢/w d.wv.ss. wb/c < 1. Andra faktorn ar av
storleksordningen 1 d3 slingans radie och dipolens langd dr ungefar lika stora. Detta gor att hela
uttrycket dr mycket mindre dn 1, s3 att stralningen fran en elektrisk dipol ar mycket starkare
an den fran en magnetisk dipol, d3 dessa har jamforliga dimensioner.
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15.2.3. Godtycklig fordelning

Vi ska nu se pa hur filten fran en godtycklig férdelning av laddning ser ut. " Godtycklig” betyder
ju naturligtvis att vi inte stéller ndgra markvardiga krav pa dess utseende, med ett undantag: Vi
kraver att varje punkt i fordelningen ar |dngt borta fran observationspunkten.

Detta kan vi skriva som

lr —ry| > | — ry (15.89)
dir rj, ir férdelningens masscentrum.

Detta betyder att varje punkt i fordelningen har ett litet avstdnd till masscentrum men ett stort
avstand till observationspunkten.
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Vi kommer ocks3 att utgd frén att férdelningen ir centrerad p3 origo, d.v.s. r, = 0, vilket forenklar
ekvationerna. Approximationen ovan dr dd samma sak som

r>r (15.90)

\

Med en godtycklig startsituation — dar férdelningen t.ex. ar langt borta och observationspunkten
nadra origo — kan detta villkor uppfyllas genom att definiera nya koordinater enligt féljande:

s = r—r, (15.91)
s = r'—r (15.92)
sd att
r—ry] = |s|=s (15.93)
It —ry] = |§| =+ (15.94)
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och vi far
s> s (15.95)
Skalarpotentialen &r som bekant
1 r',t— R/c
o(r, ) = /dv’u (15.96)
47T€0 R
dar
R=|r—1t|=Vr24+r2—2r. v (15.97)

Den omtalade approximationen 7’ < 7 ger oss nu

r-r
R ~ r(1- (15.98)
r2
1,1 (1 L r/) (15.99)
R r r? '
t, = t—R/cxt—r/c+T-1'/c (15.100)
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sa att

~ /
p(t't — RJe) ~ p(r/,t — — + 1) (15.101)
c
L3t oss expandera detta i den retarderade tiden i origo, som &r
to=t—r/c (15.102)
Vi far:
T-r 1 T\ 2
Pt = RJ0) = ol to) + duple' o) (T ) 4 giofetr' o) ()
1 For\?
+§afp(r’, to) ( . ) +... (15.103)

Vi anvinder nu igen approximationen r’ < 7, som ger att alla termer med faktorn (T -r'/c)", med
n > 2, dr forsvinnande sma jamfort med termen med faktorn T - r'/c:

~ 7
p(r',t — R/c) ~ p(r', to) + dup(r', to) (r cr ) (15.104)
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Sjélva potentialen blir nu

1 T T d
p(r,t) = [/ dv'p(r', to) + . /dV’r’p(r’, to) + I / av'r' p(r', to)]
Amegr T c dt
1 T T
- @+ 2 p(t0) + - ap(ta)]
dmegr T c
1 T -p(t T-Op(t
= 9 + r - p(to) + T 9ip(to) (15.105)
drweg | T r2 re
Vektorpotentialen ar
Ji',t — R
A(r, t) = ﬂ/dv’w (15.106)
47 R
Man kan visa att
/ / _ d /1 /
dV'I(r', tg) = Op(to) = o dV'r'p(r, to) (15.107)

som &r av forsta ordningen i 7’.
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Det borde alltsa racka med att skriva

&a&p(to)

A(r,t) = p——

(15.108)

Vi soker nu falten. Vi ar intresserade av stralningszonen, sa vi kastar bort alla falttermer proportionella
mot 1 /7", med n > 2.

Eftersom

1 1
Vitg= ——Vr = —-F (15.109)
C C

sa far vi nu

1 T 0p(to)

Vo(r,t) ~ V (15.110)
4meg rc
1 T-0°p(t
~ - 9ipt) oy (15.111)
47eg rc
1 T-0%pt
= - 2 GO (15.112)
4mwegc? r
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och
Ko
V X A(r,t) = —V X 0p(to) (15.113)
4r
Ho 2
= —(Vto X 8t p(to)) (15114)
4r
= — M x (Fxp(ty) (15.115)
4re
och
%p(t
oA ) ~ 2Pt (15.116)
4 T
Elfaltet blir nu
1 ~ —~
E(r,t) ~ -——((F 8;p(to))F — d;p(to)) (15.117)
4mr
= @ x 7 x fp(t))) (15.118)
47r
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Magnetfiltet blir

Ho
B(r,t) =~ —47Trc(r><8t2p(t0))

(15.119)

Dessa ar alltsd beriknade med antagandet ' < 7. Den retarderade tiden 3r to =t — r/c.

Obs:
E(r,t) = —rT x B(r, t) (15.120)
| sfariska koordinater fas
o sin 0
E(r,t) = tp(to) (15.121)
47
0~
B(r,t) = -+ tp(to)sm (15.122)
dme
Elektrodynamik, ht 2005, Krister Henriksson <44 4P PP X 15.39
Poynting-vektorn blir
2sm 0
S(r,t) = (8 p(to)) (15.123)
Den utsidnda stralningseffekten ar
P(t) = /dA s = 22 (@p(1))’ (15.124)

(1) Félten &r vinkelrdta mot varandra.
(2) Falten styrkor ar sddana att E/B = c.
(3)

3) Végorna ar transversella.
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15.3. Stralning fran punktladdningar

Vi harledde tidigare att for en punktladdning géller

q R 2 2
E(r,t) = ——[c—vu R x uxa] 15.125
(50) = g [ - VR (wxa) (15.125)
1~
B(r,t) = -R xE(r,t) (15.126)
c
diru = Rec — v.
Poyntingvektorn blir nu
1
S(r,t) = ExH=—EXB (15.127)
Ho
1 ~
= —EX (RXE) (15.128)
Koc
1 ~ ~
= —(E°R—- (R x E)E) (15.129)
Koc
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De filttermer som ansvarar fér den utsinda stralningen och inte energin som laddningen bar med
sig (som inte sdnds ut till oandligheten) kan bestimmas med féljande resonemang.

Definiera en sfar med radien R = c(t — t,) kring laddningens retarderade position, d.v.s. dess
position vid tiden ¢,. Integrera vid tiden ¢ = ¢, + R/c Poyntingvektorn &ver denna sfir, detta
ger den utsdnda effekten. Ldt R vdxa mot oandligt. De termer i effekt-ekvationen som Gverlever
representerar den sanna utsidnda stralningseffekten.
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Uppenberligen overlever endast termer proportionella mot 1/R2, sa att stralningens elfalt ar

q R
Eq(r,t) = —— R X (uxa 15.130
(0) = g R (wx @) (15.130)
Poyntingvektorn ar
| PPN
Ss(r,t) = —ER (15.131)
Hoc
Hur ser stralningsfiltet ut ?
L3t laddningen vara momentant i vila: v. = 0 och u = cR vid tidpunkten t’. Strlningens
momentana elfalt ar da
q
E,(r,{/) = ——Rx(Rxa 15.132
(1) = pRx (Rxa) (15.132)
Hod [(ﬁ a)R — a] (15.133)
4T R
sd att
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1 2 - .
S,(r,t) = — (“0q> [a2 ~(R- a)2] R (15.134)
poc \4mR
2 2 . 2
pog-a”sin® 6 ~
_— 15.135
1672¢ R? ( )

dir 0 &r vinkel mellan a och R. Den utsinda effektens geometri kommer att vara "munkrings”-
formad:

Effekten/strdlningen ar starkast i riktningarna som &r vinkelrdta mot accelerationsvektorn,
och noll i accelerationens riktning.
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Den totala utstralade effekten ar

2 2
P(t) = f dA - S, = ‘i‘;‘;jc / dpdo R
_ wog’a’
- 6mc

Om laddningen ror sig, d.v.s. v # 0, sa blir rakningarna mera komplicerade.

| detta fall har vi att den effekt som laddningen sdnder ut ar

_dw dW/dt (R-u) aw (
" dt, 9t.Jot \ Re ) dt
dar P &r den effekt som méts upp pa sfaren med radien R.

Om v = 0 fas u = Rc och vi far tillbaka det tidigare resultatet P,

_ sin®#6
sin 0 7E (15.136)
(15.137)
R:-u
) P (15.138)
Rc
= P.

P.g.a. laddningens rérelse kommer den uppmatta effekten nu att avvika fran den utsidnda effekten,

uppmatt pa den tidigare sfaren.
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Effekten som laddningen emitterar in i ytan R2dQ) pa sfaren ar

R -u = 2
dP, = Ss - RR™dS2 (15.139)
Rc
sd att den emitterade effekten per rymdvinkel &r
dPe R -u ey 2
= S;s - RR (15.140)
dQ2 Rc
R 1
_ ( “) — E°R? (15.141)
Rc / poc
sd att
dP, 2 IR x (uxa)l?
_ _4 Rx(uxa) (15.142)
dQ) 1672¢g (R - u)®
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Totala emitterade effekten summerad Over hela sfirens yta ar nu

dP _ ¢ |Rx (uxa)l?
P, = / dQ— = / dpdo sin 0 - (15.143)
a2 1672eq (R . u)5

Slutsvaret ar

v X a

6mc

2,6
P = Hogq 7y <a2—
c

2) (15.144)

dir v = 1/4/1 —v2/c%. Denna faktor gor att den utstrdlade effekten blir mycket stor da
laddningens hastighet ndrmar sig ljusets.
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Exempel 1:

Lat v och a vara tillfalligt parallella. Bestam stralningens vinkelférdelning d P./d$2 och den totala
strélningseffekten P..

Viharnuux a=(cR—v) xa=cR X asi att

dP, 2 R x (uxa)l?
— = 7| A(u 2)| (15.145)
dQQ 1672eg (R-u)>
2.2 o) ) 2
R x (R x
a7c | ( — 2)| (15.146)
16m2¢0 (Re — R - v)
Obs:
IRx (Rxa)® = |(R-a)R—al’ (15.147)
I(R-a)’+a®>—2(R-a)R-a (15.148)
= o’ - (R-a)’ (15.149)

Om v ligger pd z-axeln har vi v.= vZ och dnnu att a = az. D3 0 &r vinkeln mellan R och a f3s
nuR-a= Racosf ochR-v = Rvcos#, si att
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dP,
ds2

dir 8 =wv/ec.
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q262 a? — (ﬁ . a)2

16720 (Rc — R- v)®

¢’ a® — a’cos’ 0

1672eg (Rc — v cos 0)

g’c?  a*(1 — cos?6)

1672e9c®(1 — B cos )

qa’ sin? 6

1672c3eg (1 — B cos )

Loq’a® sin? @

1672¢ (1 — BcosH)>

(15.150)

(15.151)

(15.152)

(15.153)

(15.154)
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For laga hastigheter &r effekten maximal i riktningarna & = +7 /2. D3 hastigheten vaxer spelar
namnaren (1 — B cos 6)° en allt stérre roll:

X

Totala emitterade effekten:

diry = 1//1 = B2

Elektrodynamik, ht 2005, Krister Henriksson

/dQ

poq’a’
1672¢

sin? 6

(1 — Bcosh) -

_ poq’a’y®

(15.155)

15.156
6mc ( )
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Observera att detta uttryck géiller oberoende om laddningen accelererar eller decelererar, eftersom
effekten 3r proportionell mot a?. | bada fallen ir effekten stérst i framatriktningen, i den polara
riktningen O pax.

Formeln ovan kan vi alltsd tillampa for att rdkna ut den strdlning som t.ex. en elektron sdnder
ut da den bromsas i en metall, t.ex. i ett katodstraleror (elektroner fran anoden accelereras Gver
vakuumregion mot katoden och triffar denna).

Om v < ¢ sd kan vi approximera

pog’a’~® pog’a’

P, =
6me 6me

(15.157)

Detta uttryck kallas Larmor-formeln, och héller ocksd da accelerationen inte ar parallell med
hastigheten, forutsatt att v < ¢. [J
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Exempel 2: Fortsittning p3 foregdende exempel. Antag att en elektron saktas ned till vila med
en konstant rat a, frdn en starthastighet vo < c. (a) Bestdm hur stor andel av den ursprungliga
kinetiska energin som omsitts till stralning. (b) Antag starthastigheten ar termisk, s att vy ~ 10°
m/s, och att elektronen fardas 30 A under nedsaktningen, motsvarande vad som sker i en ledning.
Kommentera resultatet.

(a) Energin som forloras till stralning &r P.At, dir At = vo/a. Andelen blir nu

. P, At _ u0q2a

= 15.158
f EkO 37Tcmev0 ( )
Den tillryggalagda strickan ar s = v3 /(2a), si
M0q2vo
= (15.159)
6mecmes

(b) Insattning ger f ~ 2 x 107'°, d.v.s. praktiskt taget ingen andel av energin gar 3t till stralning.
O
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