13. Plana vagors reflektion och brytning
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13.1. Reflektion och brytning av vagor mellan icke-ledande media
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13.1.1. Normal infallsvinkel

L3t fardriktningen for den inkommande vagen vara Z. Planet vid vilket reglektion och brytning sker

ar xy-planet vid z = 0.

De inkommande, reflekterade och transmitterade vagorna ar nu

E, = XEje @9 (13.1)
E, = -XE| e 't (13.2)
E; = RXEye @27 (13.3)
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med
K1 = wni/c (13.4)
Ky = wna/c (13.5)
Magnetfiltet ar
n/\
B=—-—uxE (13.6)
c
med U = Z for vigorna 1 och 2, och u = —Z for vdgen 1'. Vi far
n il —rer
B, = —§Eje @12 (13.7)
c
B/ LS Py —i(wt+r12)
1 = ?yElwe (13.8)
n .
B, = —yEge (@ir2? (13.9)
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De tangentiella komponenterna for E, B ar kontinuerliga vid gransen z = 0. Om permeabiliteten
dr samma for bade medierna:

Ew, — E, = Ex (13.10)
By, +mE), = nFEay (13.11)
Detta ger
B, = 2""g, (13.12)
) ng + Ny
2
ng + Ny

Om ng > nq sa ar Eq, och Eix i fas och har samma tecken. Om ny < nq sa ar den inkommande
och reflekterade vagorna fasforskjutna, eftersom da galler

By, & —E, = €"Ey, (13.14)

med fasvinkeln ™ = 180°.
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Definiera Fresnel-koefficienterna for normal reflektion och transmission:

rig = gii (13.15)
ty = gi (13.16)
Tidsmedelvardet av Poynting-vektorn ar
(S) = (B2 4+ E2) (13.17)
2upc P

enligt tidigare. Nu géller Ey, = E, och Ey, = 0 sd att

1n

(S1) = Eu—olcEfx (13.18)
1

(8) =GP (13.19)
1n

(S2) = EM—;E; (13.20)
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Definiera reflektansen

_ (sD
R = S0 (13.21)
och transmittansen
T = gji (13.22)

Dessa blir nu for normal reflektion och transmission

R, = ri, (13.23)
T, = -2¢, (13.24)
ni
Villkoret
R+T=1 (13.25)

ar satisfierat, vilket innebar att energin bevaras.

Elektrodynamik, ht 2005, Krister Henriksson <44 4P PP X 13.7

Exempel : Luft har n; = 1 och glas ny = 1, 5. Detta ger R,, = 0,04 och T}, = 0, 96 for en
vag i luft som traffar gransytan luft-glas med en normal infallsvinkel.

Elektrodynamik, ht 2005, Krister Henriksson 44 43P PP X 13.8




13.1.2. Icke-normal infallsvinkel

De inkommande, reflekterade och transmit-
-7 terade vagorna ar nu
0 B é E, = Eje ‘@17 (13.26)
1 - : n/  —i(wt+kyr
E S E, = E,e '™t (1327)
N e
\ . E; = Eye ™% (13.28)

Gransplanets normalvektor betecknas m, och dr med dessa beteckningar lika med Z-vektorn.

Planet som bildas av k1 och n kallas infalls-planet (eng. plane of incidence). | detta fall motsvaras
det av xz-planet, eftersom w1, n badda bara har komponenter i xz-planet. Infallsplanet motsvarar
alltsd papperets plan.

Elfiltens p-komponenter ir per definition de komponenter som ir parallella med infallsplanet.

Detta gor att s-komponenterna &r vinkelrata (ty. senkrecht) mot infallsplanet.

Elektrodynamik, ht 2005, Krister Henriksson <44 4P PP X 13.9

De tangentiella komponenterna av E, H-filten &r kontinuerliga vid randytan ro = (x, y, 0). Detta
ger att faserna och speciellt vagvektor-komponenterna maste vara kontinuerliga dar:

K1-Tg = K',/l “Tg = Ko * I (13.29)

Detta medfér att alla vigvektorer ligger i ett plan.

Bewvis: Anvand identiteten

Aix@xF) =1 F)—F@ 6) =6@-F) - F (13.30)

Med ro = F och n = Z (planets ytnormal) fés

nx mxryg) =n(z-(x,y,0)) —rog = —rp (13.31)
Multiplicera nu med t.ex. k1. Vi far:

K1 (ﬁ X (ﬁ X 1‘0)) = (h‘,l X ﬁ) . (ﬁ X ro) = —K1 T (1332)

Gor samma sak med k2 och k3, och anvéand ekv. (13.29). Vi far:

(k1 x ) - (A x 1) = (K, x ) - (fi X r0) = (k2 X 0) - (A X r0) (13.33)
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Detta ger

KiXTO =K X0=Ky XN (13.34)
Multiplikation med t.ex. k1 ger
0= (k1 X K}) -0 (13.35)
som indikerar att K1, 14,’1, n alla ligger i samma plan. Motsvarande for ko. [
(i) Eftersom n = z far vi nu att
|Z X k1| = K1sin 6, (13.36)
= |2 x K| = K}sin#] (13.37)
= |z X k2| = K2sin6; (13.38)
Men k = w/(c/n) sd att K| = k1 och
sin 0; = sin @] (13.39)
Infalls- och reflektionsvinklarna ar samma!
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(i) Vi far ocksa
nq sin 91 = N2 sin 92 (1340)

som ar Snells lag.

For att komma vidare maste randvillkoren tillampas pa de olika filten. | detta fall racker det med
att fokusera pd de tangentiella komponenterna. Villkoren for normalkomponenterna ger inga extra

villkor.

Normalkomponenten av t.ex. elfdltet vid gransytan ar

Vilken ar den tangentiella komponenten E; 7

Vi vet att faltet 4r en summa av normala och tangentiella komponenter, sa att

E=E,+E = -Efi+E =E®&-n)

En titt pd vektoridentiteterna ger oss att
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13.12




fix(AxE)= (A -E)i—E@{-f)

(13.43)

Jamforelse av dessa tva uttryck ger oss genast att den tangentiella komponenten maste vara

E,= —nx (nxE) (13.44)
Kontinuitetsvillkoret tillampat pd randen (z, y, 0) ger nu
nx (0x (E +E)) =10x(0xEy) (13.45)
Plocka bort den gemensamma faktorn nx:
nix (E, +E)=10xE, (13.46)
Motsvarande villkor har vi for magnetfaltet:
nx (B +B))=1xB, (13.47)
Detta kan skrivas om med hjilp av
n/\
B=—-—uxE (13.48)
C
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s3 att vi far ett nytt villkor for elfdltet:
nf X (T X Ep + 1) X E}) = nofi x (T x Ey) (13.49)
A andra sidan giller
C/\
E=—-—uxB (13.50)
n
sd att
1 - ~ = 1 - ~
—n x (u; X B1 +1u; x B}) = —n x (02 X By) (13.51)
n1 n2
Expandera trippelprodukten med regeln
Fx(GxH)=GF -H)—H(F- -G) (13.52)
sd att
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nx (i x E) i(n-E) — E@[@- 1) (13.53)
(13.54)
for elfilten i s-riktningen och motsvarande for magnetfalten ]§p i s-riktningen.
Observera att p.g.a.
B,=—uxE, (13.55)
c
sa ligger B, i s-riktningen.
Detta ger
ni(Es(@ - ) + B (7 - nyEos (i - o) (13.56)
1 -~ ~, 1~
—(By,p(n - 1y) + B (0 —By, (1 - W) (13.57)
n1 N2
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Obs:
n-u Z- (13.58)
n-u z- cos(f; — m) = — cos 6] (13.59)
n - up Z- (13.60)
Detta ger
nl(ﬁls cos 0; — 173/15 cos 0’1) nQEQS cos 05 (13.61)
1 ~ 1~
—(Byp cos 61 —By,, cos 0 (13.62)
nq U
Vi bestammer nu Fresnel-koefficienterna for reflektionen och brytningen.
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p-polarisering

fix (By+By,) = 0x(B,S+ B3 (13.63)

fix By = T0XxBys (13.64)

Eftersom n = Z ochs = y fas

B, + By, = B, (13.65)
Ocksa:
1 - N
—(Bipcosth — By cost)) = — By, cos 0> (13.66)
ni 2
Med
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E! c/n1B! B!
T12p = 1p = / ! 1p = 1p (1367)
Eyp  ¢/miBy By
E c/noB n B
tiyy = —2= [m2Bay _ By (13.68)
Elp C/nlBlp nQBlp
fas nu

ng cos 01 — nqp cos Oy

= 13.69
2 1o cos 01 + mq cos O, ( )
_ tan(61—62) (13.70)
tan(01 + 02) .
2 0
tiopy = Mo (13.71)

N9 cos 01 + ny cos Oy

2 cos 01 sin 6,
= : (13.72)
sm(01 + 92) COS(91 — 92)

De sista leden féljer med hjilp av Snells lag och nagra trigonometriska identiteter.
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s-polarisering

Aix (E,+E,) = nx (EsS+ E3) (13.73)
AxEy = 10XxEyS (13.74)
Detta ger
E\. + E., = E», (13.75)
Ocksa:
nl(Els cos 0; — Eis cos 9/1) = nQEQS cos 05 (13.76)

Notera att ekv. (13.75) och (13.76) ocksa géller for falten i vektoriell form. Detta betyder att

E|, = r:E5 (13.77)
Ess = t1.Ei, (13.78)

sd att Fresnelkoefficienternas tecken berdttar om falten har samma riktning eller ar motsatt riktade.
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De skaldra uttrycken ovan dr samma som ovan fér magnetfiltet, men med n; och no pa
ombytta platser. Lésningen av ekvationssystemet ger, med beteckningarna Ej, = r12,F1s och
By = t19.Fs att

nicos 01 — ng cos Oy

L = 13.79
2 1 cos 01 + ngy cos 65 ( )
in(f, — 6
_ sin(2 = 61) (13.80)
sin(62 + 61)
2 0
tizs = oo (13.81)

ny cos 01 + ng cos 04

_ 2 cos 07 sin 6, (13.82)
- SiH(QQ —|— 91) .
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Reflektanserna och transmittanserna definieras nu som projektionen av Poynting-vektorns tidsme-
delvarde pa gransytans normal:

n- <S/1 > 2
Rs = A—S =T s 1383
- <Sls> 12 ( )
n - (So 0
T, = D) mooest, (13.84)
n- (Sis) n1 cos 61
i (s,
R, = — NP _ 2 13.85
P 7. <Slp> 12p ( )
n- (Sop) ng cos by ,
T = = 13.86
P n- <Slp> 71 COS 01 12p ( )
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Exempel 1: Ljusstrile i luft som triffar en grinsyta mot glas, n; = 1 och ny = 1, 5.

1.0
09 r
0.8
0.7

Reflektans
o O O
A O0O1 O

© o © O
o = N oW
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Infallsvinkel, 0, (deg)

o
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Exempel 2: Ljusstrile i glas som triffar en grinsyta mot luften, n; = 1,5 och ny = 1.

10 T T T T T T T T

- Rs )
09r g
0.8 | i
0.7 | .

Reflektans
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Exempel 3: En gul ljusstrale i luft som triffar en gransyta mot diamant, n; = 1 och ny = 2, 4.

1.0
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13.1.3. Speciella vinklar

Tangentiellt inkommande vag

01 = 7/2 ger sin B = nq/ny. Om ny < ngy sa existerar en reell brytningsvinkel. Fran uttrycken
for reflektansen och transmittansen ser vi dock att Ry = R, = 1 for 6; = 7 /2, d.v.s. allt ljus
reflekteras medan inget bryts. Detta kan iakttas i de foregdende exemplens grafer.

Brewsters vinkel

Det finns en vinkel 8 kallad Brewsters vinkel, vid vilken den ena polarisationskomponenterna inte
alls reflekteras, men nog den andra.

Genom att kréva t.ex. R, = 0 for ny # ngo fas att 61 + 62 = 7/2 ger R; # 0. Den motsvarande
infallsvinkeln 67 fas med hjalp av Snells lag:

nysin 0 = ngsin(w/2 — 61) = ng cos 6 (13.87)
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Detta ger
n2
tanOp = — (13.88)
ni

| och med detta fenomen har man en enkel metod att polarisera |jus!

Exempel : For en ljusstrile som rér sig i luft och triffar en glasyta giller ny = 1 och no = 1, 5,
sd att Brewsters vinkel 4r 6 = 56°. Om ljusstrdlen istallet ror sig i glas och traffar en yta mot
luften fis 0 = 34°. O
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Total intern reflektion

Ytterligare en speciell vinkel (férutom 61 = 7 /2) satisfierar villkoret att allt ljus reflekteras och inget
bryts, d.v.s. R = 1 och T' = 0. Detta ger att brytningsvinkeln maste uppfylla villkoret cos 85 = 0,
vilket ger 82 = 7 /2. Den motsvarande infallsvinkeln kallas kritisk vinkel och betecknas 6..

Snells lag ger

n
sin 0, = — (13.89)
ni
Den kritiska vinkeln existerar om ny < nq |

Fenomenet total intern reflektion utnyttjas t.ex. for att sdnda ljussignaler genom en optisk fiber.

Exempel : For en ljusstrile som ror sig i glas och triffar en grinsyta mot luften giller ny = 1,5
och ny = 1, s3 att 0, = 42°. For en strile i luft som traffar en glasyta existerar ingen dylik vinkel,
eftersom det d3 giller att ny > n1. Dock har vi fortfarande vinkeln 8; = 7 /2 som gor att allt ljus
reflekteras. [J
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13.2. Reflektion och brytning av vagor mellan icke-ledande och ledande
media

. ny N,
K
Koy -
o O z
91
K1
Om medium 2 3r ledande har vi
%2 = K2or -+ il‘.‘,gi (1390)
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Detta ger

ﬁXRlzﬁXh‘,QZﬁXK‘,QT—i—iﬁXI‘-‘,Qi (1391)

Vinstra ledet ar i y-riktningen, s3 hogra ledets forsta term maste ocksd vara det. Vinstra ledet
innehaller ingen imaginar term, s vi maste ha n X kg9; = 0, d.v.s. Ko, ar parallell med n.

Vi har nu

n Ky = KarcOsbHy (13.92)
n- K2; = K2; COS 0= K2; (1393)
sa att
ﬁ . E,Q = K2, COS 02 + ’i/fzi
= Fycosbs (13.94)

Detta definierar den komplexa vinkeln 52 med hjilp av de reella storheterna 05, ko, och Ko;.
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Ekvationen

n X K1 = n x Koy (1395)
ger

K1sin@; = Kkorsinfs = KoV 1 — cos?20, (13.96)

Ko CcOS Oy — 1Ko

= K2r 1-—
R2r

—~ ~ 1/2
= [ngr — (Té; cos? 0y — ngi — 24Ky CcOS 02;1%)]
2 2 =2 27 —_ ~71/2
= [“21« + Ko; — Ky cos” O3 + 21Kk COs 92] (13.97)

Observera:

K, = (R2r+il€2i)2

2 2 .
= Ky, — Ky + 21Kar - K2;

2 2 .
= K3, — Ky; + 2iKorKo; cOS O
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%2 COS 92 — ilﬁlgi

2 2 ,
= Ky, — Ky T 2tK2rK2;
Kor

2 2 L~ 5 2
= Ky, — Ky, + 2iK2;K2 cos Oy + 2kK5,;

= /137» + ngi + 24K9;K9 COS 52 (1398)

Vi far nu

K1sin@; = Ko,s5in 0Oy (13.99)

1/2
~2 2
= |:I€2 — R, cos 92]

= Rysinf, (13.100)

Resultatet av detta ar likheten

K18in 0; = Ko, sin 6y = Kg sin 52 (13.101)

Vi kan nu skriva om uttrycken for 15 och t15 for ett ledande medium 2.
(1) Forst ersatter vi no med na = nay + iko.

(2) Sedan noterar vi att med
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Fo = 2y = 2 (ng + iks) (13.102)
C C

fas

Ging, — CSrsinbd (13.103)

w Ny + tko

N9 sin 6y

no + ika

¢ K1 sin 64

an + ko

nq sin 6

ny + ika

ning sin 6; — iniks sin 6,

= pES (13.104)
C Koy COS 03 + iK9;

cosf, = , (13.105)
w no + iko

T2 COS 92 4 ik’z
no + ika
ng cos 0y + kg + ingka(1 — cos 85)

= 13.106
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Dessa ersatter sin 5 och cos 05 i uttrycken for r12 och t15. Dessa blir nu komplexa, s att

och

T12s =

T12p

=/
E125 -

li
E12p =

S

|77125 | em

|F12p]€"P

T12sE1s

T12sF1p

Reflektanserna blir R, = |7124|% och R, = |Fi9,|*.

(13.107)
(13.108)

(13.109)
(13.110)

Observera: For ledande media talar man inte om transmittans utan kallar samma storhet for

absorptans:

A=1—-R

(13.111)

Uttrycken for absorptanserna blir mera komplicerade. Istallet for att ta reda pd dessa konstaterar vi
att A = 1 — R, sd att det racker med att bestimma R, vilket vi gjort.
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Anvandbara identiteter dr nu
Ti2 = —T2 (13.112)
Pl tiotar = 1 (13.113)
for bade s och p.
Vi far
Silver
~ Nickel
. N9 cos 07 — nycos B
Flop 2Pl TITT 2 (13.114) 4
Tig cos 01 + nq cos O,
_ ny cos 0, — Ty cos b:
Tl2s LR T PR (13.115)

n1 cos 01 + 1y cos 05
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Vagen som gdr genom gransytan in i medium 2 beskrivs av

r _ 7T 0 _r —Ko; T _—i(wt—K9,T)
Egp = tlQpElp = Egp,oe 24 e 27

ny

ytor med
+— konstant
amplitud

(13.116)

Denna vag har konstant fas i ko.-
riktningen, och konstant amplitud i Kko;-
riktningen (z-riktningen).

Kor

01
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21

ytor med
konstant
fas
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Normal infallsvinkel: 6; =0
Det géller nu att sin@; = 0, cos8; = 1, 82 = 0 p.g.a. Snells lag, sin 9, = 0, cos ; = 1.
Detta ger cos 52 =1, s att
~ ~ ~ . w .
Ko cos by = Ry = Kap + tke; = —(no + ik2) (13.117)
c
och sin 9~2 = 0.
Reflektansen blir
1— k)P (1 — na)? + k2
= ‘ (no ¥ iks) " _ (1= ma) + Ky (13.118)
1 —|— (’I’LQ —|— ’Lk‘g) (1 + 7’L2)2 —|— k‘2
Absorptansen ar nu
4
n e (13.119)
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D3 g2 > eqw giller

K;
o & ko R 4] —2 2 s (13.120)
2 280(4)
sa att
4 4 2 2 2
o 2 N 22 g [ (13.121)
(14+mn2)2+k3 n2+n? n k g0

Detta kallas Hagen-Rubens-relationen.

Denna haller fér goda ledare utsatta fér mikrovdgor och vagor med lagre frekvenser, och metaller
utsatta fér vagor med frekvenser upp till infrarott, forutsatt att g tas som likstréms-konduktiviteten,
d.vs. g(w = 0).

Exempel 1:: Silver, mikrovigor: v = 10'° Hz. Hagens-Rubens-ekvationen ger R,, = 0, 9996
och A, = 3,9 x 107

Exempel 2:: Sjovatten, langa radiovagor: v = 6 x 10* Hz. Hagens-Rubens-ekvationen ger
R, = 0,9975 och A, = 25 x 10~

Elektrodynamik, ht 2005, Krister Henriksson <44 4P PP X 13.37

Om vi inte kdnner g2 men nog har tillgdng till en lista med intrangningsdjup har vi nytta av den

alternativa formeln
2eqw w 2eqw
A, = 2,2 o, /BT, [ZE0
g2 2 g2

2Ty
= QSWW =24

c
o)

= 4dm— (13.122)
Ao

dar A ar vaglingden i vakuum.
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13.3. Vagledare
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13.3.1. Vagors fortskridande mellan parallella ledande plan

Vi kommer nu att se hur elektromagnetiska vdgor kan transporteras genom ihaliga ledare. Detta &r
ett alternativ till att skicka ut och ta emot dem via antenner.

Vi antar att det ledande materialet har en oadndlig konduktivitet s& att vagen inte attenueras vid
reflektion.

Dd g = oo giller att K; = oo och § = 0, sa att exp[—u/d] = exp[—oc] = 0 och brytning in
i ledaren férekommer darfor inte.

Vi granskar forst fallet att vdgorna reflekteras mellan tva parallella plan. Senare inkluderas ytterligare
ett par av plan, s3 att vi far en rektangular vagledare.

Lat transportriktningen vara z. Situationen ser nu ut som i figuren.

b Cimnnn
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Man definierar tva sorters transportmoder: (1) transversell elektrisk (TE) mod, och (2) trans-
versell magnetisk (TM) mod.

For TE-moden giller det att elfédltet ar parallellt med de reflekterande ytorna (X-riktningen) och
vinkelrdtt mot fortskridningsriktningen (z-riktningen).

Fér TM-moden géller motsvarande villkor, men for magnetfaltet.

| det féljande behandlar vi bara TE-moder.

L&t den infallande vdgen — alternativt vagen som reflekteras fran viggen vid y = 0 — ha fasen

—wt+ k- -r=—wt+ KYycos + kzsinb (13.123)

Vagen som reflekteras fran planet vid y = b har da fasen

—wt+ Kk -r=—wt — KYycosh + kzsin b (13.124)

Vagens elfilt ar
E(y p t) -3 (Elei(—wt—i-n(yCos@+zsin9)) + E’,lei(—wt—i—m(—ycosO—i—z sin 9))) (13125)
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Randuvillkoret vid ytan mot det odndligt ledande materialet &r E = 0.

(i) For randen y = 0 fas

0= Elei(—wt—ﬁ—mzsine) + ’__E.";lei(—wt—i-mzsin@) (13126)
Detta skall galla for alla ¢ och z, sa att vi maste ha E{ = —F;.
(ii) For randen y = b fas
0= Elei(—wt+m(bcost9+zsin0)) _ Elei(—wt—&-m(—bcos 0+zsin0)) (13127)
som ger
einbcos& — efinbcose (13128)
sa att vi maste ha
sin(kbcos8) = 0 (13.129)
eller
kbcos @ = mm (13.130)

dar m ar ett heltal.
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Detta ger

mm w 2Ty 2
K = = — = = — (13.131)
bcos b c c Ao
dar Ao ar den motsvarande vaglangden i vakuum.
Vi kan ocksa definiera
2
Ky = Kcosf = )\—ﬂ (13.132)
2
K, = ksinf = il (13.133)
g
Elfaltet blir nu
E(y’ z, t) — &\El(emyCOSO o ef”mycos G)efiwt+inz sin 6 (13134)
= XE,2i sin(ky cos §)e W= sin 0
_ 2 , .
= XEpsin (Aiy) 2T/ rg it (13.135)
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Observera:
27b
kbcos = mm = : (13.136)
ger
b
2 (13.137)
Ae 2
Men:
K= mi + K> (13.138)
Detta ger
1 1 1
— == t= (13.139)
A2 A2 /\3
sa att
202
2 _ 07'c
9= %2 _ 22 /\3 (13.140)

Om A < Ag blir Ay och k. noll eller imagindr, d.v.s. vagen existerar inte eller attenueras istallet
for att fortskrida.
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Vi maste alltsd krava att

2b
Ao < — = A (13.141)
m

Ac kan kallas bryt-vaglangd (eng. cutoff wavelength) och motsvarar den langsta vagland som kan
skickas mellan de parallella planen. Denna vaglangd motsvarar ett bestimt varde pd m, och kallas
for mod.

Alternativt, med vy = ¢/ Ao, fas

vo > ¢ (13.142)
2b
Elfiltet blir nu
E(y, z,t) = Egsin <$> !2m#/ Ag—iwt (13.143)
i z-riktningen, dar
A
Ag = 0 (13.144)

V1= (mxo/(2b))?
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Exempel 1:: Om m = 0 f3s A\, = oo s3 att alla vigor med godtycklig vaglingd borde kunna

fortskrida. Men 3 andra sidan, m = 0 ger E = 0, sa att inga vagor férekommer. [J

Exempel 2:: Om m = 1 fis vy > ¢/(2b). Om mikrovigor (vp = 10'° Hz) ska fortskrida s3
maste vi ha b > ¢/(219) = Ao/2 ~ 1,5 cm. O
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Hastigheter

Vagornas fashastighet i z-riktningen ges av

w
K, = Kksinf = — (13.145)
Uz

sa att

w w C

(13.146)

Ve T esing (w/c)sin 6 ~ siné

vars storlek dr > c.

Som vi vet fran tidigare ar denna allmédnna fashastighet inte relaterad till hastigheten med vilken
information fardas, s resultatet att ljushastigheten Overskrids har inte s3 stor betydelse i det har
fallet.

Signalhastigheten &r hastigheten med vilken energin transporteras. Vi sag tidigare att

S = ugmvy (13.147)

dar vy ar fashastigheten i vagens riktning.
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P.g.a. reflektionen dndrar riktningen hela tiden, sd det I6nar sig inte att rakna ut den momentana
Poyntingvektorn utan tidsmedelvirdet av denna. Det |6nar sig ocksd att integrera Poyntingvektorn
och energitdtheten 6ver avstandet mellan planen, for att fa ett rums-medelvirde av energin mellan
planen.

For hastigheten vg i Z-riktningen har vi nu att

(S2) = (uem) vE (13.148)

Vi kdnner redan elfdltet. Magnetfaltet fas via

V xE=—-0,B=iwB (13.149)
iwt

med den sedvanliga Ansatzen B = Bge™

Detta ger

2 2 , .
B(Z, t) /yEO 0 sin ( Wy) ez2ﬂz/)\g—zwt
WAy Ac

2 2 | .
7By cos (iy) ei2m/ Ag it (13.150)
WAe Ac
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Energitatheten ar

1 1 1
UEM = 5(EP -Dp+Bp-Hp) = E(EE]QD + ;BIQD) (13.151)

Tidsmedelvardet med hjalp av teoremet i foregdende kapitel &r

(uEm)

Integralen Gver y:

1 * *
= (E"-D+B'-H)

1 =~ 1 ~
= LB+ B,
u

1~ 27 11 ~ 27\ 27
= —go|Ey|*sin’® Y + ——|Eo/? sin’ id
4 Ae 4 g wAg Ae

11 ~ 27\ 2 2
L Eol? ( W) cos’ < Wy) (13.152)
4[[1/0 w>\c >\C

b 1~ 4b 14r® (1 1 1~
/ dy (upm) = —|Eo|"= €0+u__ —+ = :Z|Eo\ gob (13.153)
0 0
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Poyntingvektorn ar

Tidsmedelvardet ar

Integralen Gver y:

SZ = (EP X HP)Z = EPwHPy - HPxEPy - EPxHPy (13154)
1 ~, ~ 1 ~ 51 2 2
(S.) = =(B'H,), = =|Bo|*——sin? [ 2 (13.155)
2 2 HowAg Ae

b 1 ~ o
/dy<sz> - LEp
0

b (13.156)
4 HowAg
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Hastighet med vilken energin fortskrider &r

b
Jo dy (S:)
vE =
Jo dy (urn)
27 27 c? Ao
= —= = Cc—
EofowAg WAy Ag
A
= c 0 — csing (13.157)
Ao/ sin 6
mo )\ 2
= cyf1-— d (13.158)
2b
som dr maximalt lika stor ljushastigheten.
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13.3.2. Rektanguldra vagledare

y

Med E/(r, t) = E(r)e ™" och H'(r, t) = H(r)e ™ har vi vigekvationerna

2

205, W~
VE+—SE = 0 (13.159)
C
2
207 W=
VH+SH = 0 (13.160)
C
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Férutom dessa skall falten uppfylla alla Maxwells ekvationer.

Vi fokuserar nu pd TE-moderna. For dessa galler att E.=0.

Fran behandlingen av vdgor mellan parallella ledande plan vet vi att vagorna skall ha en fasfaktor

exp[—i(wt — 2wz /Ag)].

Vi forenklar nu notationen genom att plocka bort tilde-symbolen fran de komplexa el- och mag-

netfilts-amplituderna.

Rotorekvationen for elfiltet,

VXE—iuwH=20 (13.161)
ger att
27 .
(1) =z=: oyE. —0.FE, = —z)\—Ey = tpowH, (13.162)
g
27 .
(2) y: 0, FE, —0,E, = Z)\—EI = ipowH, (13.163)
g
3) z: OBy — OyE, = tpowH, (13.164)
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Magnetfaltet propagerar i z-riktningen, sa H o exp[i27z/A,].
Rotorekvationen for magnetfaltet,
V x H + igqwE = 0 (13.165)
ger att
27 .
(4) x: oyH.—0.H, = 0,H,— z)\—Hy = —igqwkE, (13.166)
g
27 .
(5) y: 0,H, — 0, H, = z}\—Hx — 0,H, = —igywE, (13.167)
g
(6) z: o,H,—0,H, = 0 (13.168)
Om nu H, &r kénd fas H,, fran (2) och (4). H, fas sedan fran (1) och (5). Elfilten fas i sin tur
fran (2) och (1).
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H, fas frdn vagekvationen, med observationen att H, skall bero pd z endast via fasen:

VQﬁZ — ag,ugafHZ = (8723 + 8§)HZ + l— (2/\—71-)2 + EouowQ] H, (13.169)
g
= 0 (13.170)
Gor nu Ansatzen
H.(z,y,2) = F(z)G(y)e*™/ (13.171)

Insdttning i vdgekvationen ger

F//(:L_)G(y)e’iQﬂ'Z/)\g+F(w)G//(y)ei2ﬂz/>\g+ )\
g

- 0 (13.172)

o - (3) } F(2)G(y)e®™
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Med beteckningen W = w?/c? — (27 /),)?, och efter division med F'(z)G(y)e'*™/*9 far vi

F// G//
Detta ger systemet
F//
= = -w’ (13.174)
G// ,
rel = W -—-w (13.175)

Lésningen till £ &r summan A’ sin(v'W'z) + B’ cos(vVW'z).
Lésningen till G 4r summan C'sin(v/W — W'y) + D’ cos(vW — W'y).

Med identifikationen

ke = VW (13.176)
Ky = VW =W/ (13.177)
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fas
2 2
2 2 2 2 w 27
’%""iy—W:’%‘f‘“y_(g—()\—g)):O (13.178)

och den allmanna I6sningen

H.(z,y,z) = (Acosk,xcoskKyy
+B cos Kk, sin Kyy

+C' sin kyx cos KyY

+D sin kpx sin kyy) €27/ (13.179)
(i) Enligt det tidigare receptet far vi nu
2 | w?X, 27 i |w? 27 2
OyH, = t———1—| B, = —— | — E, (13.180)
‘ owAg | 22w Ag pow | 2 Ag
som ger
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2 27 1
w 27
E, = —ipw |— — (— OyH. (13.181)
c? Ag
eller att
E, « —kKy(Acosk,xsinkyy

— B cos k4T cos KyY
+C'sin k.o sin kyY

— D sin Kz cos ryy) 279 (13.182)

Det tangentiella elfiltet skall vara noll pd ytorna, sd att vi maste krdva E, = 0 dd y = 0 och
y = b.

Detta ger sin(k,b) = 0 och B = D = 0, sa att k,b = m, dir m &r ett heltal.
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(i) Enligt det tidigare receptet far vi ocksa att

) 27 27 ) w? 27\ 2
0. H, = | teow — i— E, = —— | — E, (13.183)
Ag HowAg pow \ ¢? Ag

eller att

E, o« —kgz(Asink,xcoskyy
+ B sin kT sin kY
—C Ccos Ky COS KyY

—D cos ko sin kyy) €27/ (13.184)

Det tangentiella elfaltet skall vara noll pd ytorna, sd att vi mdste krdva IZ, = 0 dd © = 0 och
T =a.

Detta ger sin(k,a) = 0 och C = D = 0, sa att k,a = I, dir [ &r ett heltal.
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Magnetfiltet i z-riktningen ar alltsd

l .
H.(x,y,z) = Acos (%) cos <$) e'2™%/ g (13.185)

De motsvarande elfilten kallas TE;,,,-moder.

Konventionen &r att indexet [ motsvarar den bredare dimensionen (z, om a > b), och m den
smalare dimensionen (x, om a < b).

Obs:

2y 2 (90 (27 B T (13.186)
K’CK /‘\'/y 62 )\g = .

l

ke = — (13.187)
a
mTr

Ry = oo (13.188)
2

e (13.189)

C )\0
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ger oss nu

6@ e

Energins eller signalens hastighet ar

vy = —2 (13.191)

for en monokromatisk vag.

En fortskridande vag férekommer nu om

B )@ e

! >(l)2+(m>2 (13.193)
Y 2a 2b '
For fixerade kantlangder a, b och en viss mod (I, m) kan bara vigor med vaglangden Ao uppfyllande
ekvationen ovan fortskrida.

Detta ger
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Alternativt, med hjalp av frekvensen vy = ¢/, fas

> & <l>2+(m>2 ¢ (13.194)
14 - - - = Vmin — .
0 2 a b >\max

Vanligtvis valjs vagledarens dimensioner sd att endast TE;g-moden av den sokta frekvensen eller
vaglangden fortskrider.

I m  vmin (HZ)  Amax (M)
0 0 0 00
1 0 c/(2a) 2a
0 1  ¢/(2b) 2b
2 0 c/a a
0 2 c/b b

Exempel : Mikrovagor har frekvensen v = 10'° Hz. TE;o-moden motsvarar vpi, = ¢/(2a), sa
om mikrovdgor och vagor med hogre frekvens skall fortskrida, men inte vagor med lagre frekvens
(radio), maste viha a > ¢/(2v) = 1,5 cm.
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Vagledare har en standardstorlek given av.a = 0,9 tum = 2,28 cm och b = 0,4 tum = 1,01
cm. En tum motsvarar 2,54 cm.

Minimumfrekvensen fér TEjp-moden ar nu vy, = c¢/(2a) = 6,56 X 10% Hz s3 att max-
imumvaglingden ar Apmax = ¢/Vmin = 2a = 4,57 cm. Detta betyder att mikrovagor och
hogfrekventare stralning kan fortskrida.

P.g.a. starka forluster for frekvenser ndra bryt-frekvensen hojer man lite pd det teoretiska stan-
dardvardet for a sa att det dr mellan 2,42 cm och 4, 35 cm.
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13.4. Kavitetsresonatorer

Vi behandlade tidigare en RLC-krets och sag att strommen i denna hade tva tidsberoenden. For
det forsta forekom en faktor med harmoniskt tidsberoende, och for det andra forekom ocksa en
faktor med exponentiellt dimpat tidsberoende. Dadmpningen var orsakad av resistorn i kretsen.

Om resistorn avlagsnas kan man visa att strommen blir harmonisk, sd att energin i kretsen pendlar
mellan fullstindigt elektrisk (kondensatorn fulladdad) och fullstandigt magnetisk (spolens magnetflt
har maximal styrka).

Ett annat sitt att lagra elektromagnetisk energi ar att generera EM-filt inne i en kavitet med starkt
ledande viggar. Dylika kallas kavitetsresonatorer.

Dessa &r battre an L C-kretsar, av tva anledningar:

(1) Relativ energiforlust per oskillation i en resonator ar endast ca 1/20 = 5 % av vad den &r i en
LC-krets.

(2) LC-kretsar mer eller mindre omgjliga att konstruera for frekvenser av storleksordningen 100
MHz och storre.

L3t resonatorns vaggar varaix = 0, x = a,y = 0,y = b, z = 0 och z = d. Pa dessa plan
géller att elfiltets tangentiella komponent och den magnetiska flodestathetens normalkomponent
bada skall vara noll.
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Beteckna elfiltet med

E'(z,y,z,t) = E(z,y, z)e " (13.195)
Vagekvationen
VE' — eopo8/E =0 (13.196)
skall vara uppfylld for varje komponent. Detta ger t.ex.
2
2 2 2 w
V'E; + eoppow By = V' E, + —E, =0 (13.197)
c
E, ar tangenten av elfiltet pd viaggarnaiy =0,y =b, z =0 och z = d.
En enkel 16sning som uppfyller detta ar
E, = E fi(z)sinkyysink.z (13.198)
dar
Kyb = mm (13.199)
k.d = nw (13.200)
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med m, n heltal.
Motsvarande for E£, och E. ger att elfdltets komponenter &r
E, = Eifi(z)sinkyysink.z (13.201)
E, = Esfy(y)sinkyxsink.z (13.202)
E. = Esf3(z)sink,xrsinkyy (13.203)
dar
Kza = lm (13.204)
med [ ett heltal, sd att t.ex. £y, = 0dd x = O eller x = a.
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| vakuum géller dnnu att V - E = O:

Elf{(x) sin kyy sin K.z + ng;(y) sin K, x sin K,z

+E5f3(2) sin kx sin K,y

— 0 (13.205)
Med
fi(x) = coskyzx (13.206)
faly) = coskyy (13.207)
f3(z) = cosk,z (13.208)
fas
— (ke B1 + kyE2 + K. E3) sin kyx sin kyyk.z = 0 (13.209)
sa att vi far villkoret
Koy + tiy B + kB3 = 0 (13.210)
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eller

lEl TI’LEQ TLE3
a b d

=0 (13.211)

Detta binder samman elfdltsamplituderna for en viss TE;,,,,-mod.

Ett mera anvandbart villkor fas med ekv. (13.197), som ger

— k=R — Ko+ —==0 (13.212)

Med uttrycken for vagvektorerna och relationen w = 27v fas

(h)Q N (mw)Q N (mr>2 _Arh? (13.213)
a b d 2 '

eller forenklat

SO e

Varje kombination av I, m, n ger en bestimd resonansfrekvens v for det elfdlt som kan existera
inne i kaviteten.
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Det associerade magnetfiltet fas med hjilp av Maxwells IV lag

V x E'(z,y,2,t) = —0,B'(x,y, 2, t) (13.215)

som ger

B(z,y,2) = —éE(ac, Y, 2) (13.216)

Elfalten kan nu skrivas

lmx . mny\ . nmwz

E, = FEicos|—)sin|{——)sin (13.217)
a b d
. Ilmx mny\ . nmTz

E, = Ejsin|—|cos|——|sin (13.218)
a b d
) lrx\ . mmy nmwz

E, = Essin|—|)sin|{——) cos (13.219)
a b d
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Om en standard-vagledare anviands for att konstruera kaviteten, sd dr dimensionerna i x och y
fixerade till a = 0,9 tum = 2,28 cm och b = 0,4 tum = 1,01 cm. Genom att spela med olika
langder d och index I, m, n kan kaviteten skraddarsys for dnskad frekvens.

Exempel : En standardkonfiguration av TE-moder i en kavitet ir (I, m,n) = (1,0,2). Om
mikrovagor vill lagras i denna giller att v = 10'° Hz. Bestim d.

Ekvationen ovan ger

a

d=
Vv2a2/c? —1/4

~ 3,00 cm (13.220)
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