12. Plana vagors fortskridande i oandliga media

[RMC]
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12.1. Introduktion

Ny notation fér den relativa permittiveteten

| detta kapitel granskas hur monokromatiska elektromagnetiska vagor ror sig i ledande och icke-
ledande media.

Vi kommer att granska enbart icke-magnetiska media, sd att © = p till en god approximation. Vi
anvander nu en modifierad notation fér permittiviteten,

e = Keg (12.1)

sa att den relativa permittiviteten (dielektricitetskonstanten) nu betecknas K istillet for £, som
tidigare. Orsaken till denna nya notation &r att den reella komponenten av permittiviteten inte skall
forvaxlas med den relativa permittiviteten.
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Permittivitetens frekvensberoende

Da en elektromagnetisk vag passerar ett medium &r responsen pa vagen i allmanhet beroende pa dess
vinkelfrekvens w. Detta ger upphov till ett frekvensberoende i permittiviteten och konduktiviteten:
e = e(w) och g = g(w).

Frekvensberoendet ar latt att forstd ur ett kvantmekaniskt perspektiv. En elektromagnetisk vag
motsvarar ju en strom av fotoner. En fotons energi &r hv = hw dar h ar Plancks konstant och

h=h/(2m).

Ett material bestdr av atomer och molekyler med diskreta energinivder, och om materialet dr en
kristall s3 har det en elektronisk bandstruktur. Om fotonens energi motsvarar skillnaden AE =
E, — E,,_1 mellan energinivderna n — 1 och n gar fotonens energi at till att excitera elektronen
frdn den ena nivén till den andra.

En andlig tid gar 3t for excitationen och de-excitationen, vilket gor att dessa fotoner transporteras
[Angsammare genom mediet. De motsvarande elementarvdgorna saktas allts3 ner.

Dylika frekvensberoende fenomen gar under namnet dispersiva effekter.

Dispersionen ar kanske mest synbar om vagen ar en puls bestdende av en summa av delvdgor med
olika frekvenser. | detta fall paverkas delarna olika mycket, sa att vagens form kan férvridas avsevart.
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A andra sidan, de-exciteringen kan ske via mellanniver, s att flera fotoner med olika ligre energier
avges. Denna forlust av energi medfor att ndgra elementarvagors amplituder sjunker.

Vagen forlorar energi ocksa da den orsakar polarisation av molekyler i mediet, t.ex. vattenmolekyler,
da den driver fria laddningar, och da den sprids fran och bryts genom interna mikroskopiska ytor.

Material i vilka vagen forlorar energi kallas dissipativa media (eng. lossy media).

Vi dterkommer till dispersion i slutet av kapitlet. | det foljande racker det att komma ihdg att € och
g — och de storheter dir dessa ingar — &r frekvensberoende. Detta leder till att t.ex. synligt ljus
och radiovédgor bryts eller dimpas olika mycket vid gransytor och i ledande media.

Elektrodynamik, ht 2005, Krister Henriksson 44 43P PP X 124




12.2. Vagor

[Griffiths]
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12.2.1. Definition

En vag ar en stérning som ror sig med en konstant hastighet i ett kontinuerligt medium utan att
andra sin form.

Kravet att vdgen skall ha fixerad form &r inte alltid uppfyllt. Om vigen dr en summa av ele-
mentarvagor sa bidrar dispersiva effekter till att andra pa formen. Detta intraffar p.g.a. mediet gor
att olika elementarvdgor ror sig olika snabbt.

Kravet att amplituden ska vara konstant bryts i dissipativa media. | dessa material forlorar vagen

energi da den driver laddningar.

Om dessa effekter inte behdver beaktas, d.v.s. vi har ett icke-dissipativt och icke-dispersivt
medium, s3 kommer en vag att bete sig som i figuren:

y
y(z} y(z') = y(z-vt)

t>0

Az=vt Z
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Vagens form vid tidpunkten t = 0 ges av y1(2).

Vid tidpunkten ¢ > 0 har vagen flyttat sig med avstandet Az = wvt, sd att dess form nu ges av
y2(2) = y1(2") = y1(2z — vt). Samma uttryck giller vid ¢t = 0, eftersom y;(z — vt) = y1(2)
da.

Om végen ror sig at andra hallet dndrar vi —o till +v.

Slutsats: En endimensionell vag lings med z-axeln beskrivs av en form f(z,t) som &r en
summa av funktioner i z — vt och z 4 vt, dar v ar vagens hastighet ldngs med z-axeln:

f(z,t) = g(z — vt) + h(z + vt) (12.2)

| fortsattningen granskar vi endast vagor som ror sig i positiva z-axelns riktning, sd att f(z,t) =
g(z — vt).
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Mojliga vagor ar

fi = z—ot (12.3)
fo = sin(z — vt) (12.4)
fs = cosh(az — bt) = cosh(a(z — (b/a)t) (12.5)
fi = expl(z — vt)?] (12.6)
fs = exp[z’] (12.7)

Vagen f3 har hastigheten v = b/a.

Vagen f5 ar en staende vag, eftersom v = 0.
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Féljande &r inte vagor:

g = Z—ut (12.8)
g2 = sin(z — vt?) (12.9)
gs = cosh(az)sin(vt) (12.10)

gs ar dock ett gransfall. Om v sdgs vara vagens hastighet s3 ar g3 inte en vag. Men om v bara ar
nagon konstant kan g3 sidgas vara en staende vag vars amplitud ar tidsmodulerad.
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12.2.2. Harmoniska vagor

Den vanligaste formerna av vigor dr de harmoniska, d.v.s. vadgor med de sinusoidala funktionerna

sin(k(z — vt) + ¢o), cos(k(z — vt) + ¢o) (12.11)
Faktorn k har inforts for att gora de trigonometriska funktionernas argument dimensionsldsa.

Vi fokuserar i det foljande pa sinusformen. Denna kan skrivas

f(z,t) = Asin(k(z — vt) + ¢o)
= Asin(kz — kvt + ¢o)
= Asin(kz — wt + ¢p) (12.12)

Vagens maximala virde, A, kallas dess amplitud.

Sinus-funktionens argument kallas fér vagens fas.
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¢o ar faskonstanten, och ges av

£(0,0) = Asin(gy) (12.13)

Hastigheten v har ett eget namn, fashastigheten, och brukar betecknas vy for tydlighetens skull.

Vid en fixerad tid, t.ex. t = 0, galler

f(z,0) = sin(kz + ¢o) (12.14)
Vagen upprepar sig d& z har vixt med Az = 27 /k = ), vilket motsvarar vigens vagliangd.

Konstanten k kallas vagvektor.

Om positionen ar fixerad och tiden viaxer, s upprepar vagen sig da t viaxt med At = 27w /w =T,
som kallas vigens period.

Inversen av perioden, v = 1/T = w/(27), ar vagens frekvens.
Konstanten w kallas vinkelfrekvens.

Eftersom kv = w far vi for fashastigheten att v = w/k = Aw/(27).
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12.2.3. Komplex notation

| praktiken &r sinus- och cosinus-funktionerna svara att rakna med, s& man anvander for det mesta
foljande komplexa form for sinusoidala vagor:

f(z’ t) — Aei(kz—wt+¢0) — Ae’i(kz—wt) (1215)
dar faskonstanten inkluderas i den komplexa amplituden.

Den verkliga vagen motsvarar

Re(f(2, 1)) (12.16)

eller

Im(f(z,t)) (12.17)

beroende pd om man soker cosinus- eller sinus-formen.
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12.2.4. Superposition

En godtycklig vag kan alltid skrivas som en summa eller superposition av de sinusoidala ele-
mentarvagorna

A(r)e' =t (12.18)

Vagen blir da

Flz,t) = > A(r)e' ™= (12.19)

eller mera allmant

f(z,t) = drA(rk)e e (12.20)

1 o0
Vv 27 /oo
Detta r Fouriertransformen av A(k)e ™",

Den inversa Fouriertransformen ar

A(r)e @ = \/% /Z dzf(z,t)e "* (12.21)

Elektrodynamik, ht 2005, Krister Henriksson <44 4P PP X 12.13

Genom att kombinera dessa far vi foljande uttryck for Diracs delta-funktion:

1o,
5(z — 2) = _/ dre =) (12.22)
21 J _ s
| tre dimensioner:
S(r—1') = . / AV, et =) (12.23)
(2m)? i '
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12.2.5. Tredimensionella vagor

En harmonisk elementarvdg i tre dimensioner skrivs som

A(k)e' et (12.24)

dir k = kU och U anger vigens fortskridningsriktning.

Vi har nu att
Ww=K- V=KV (12.25)
sa att fashastigheten dr som tidigare
du _w _ ¢ (12.26)
=4t kT m '
Vektorn ar vy = vu.
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Tva viktiga specialfall av tredimensionella vigor dr plana vagor och sfariska vagor. Vi dterkommer
eventuellt i ett senare skede till sfariska vagor, tills dess fokuserar vi uteslutande pé plana vagor.

[ S T S SN

[ T N SN

A T ™

Plana vagor ar vagor vars fas dr konstant pa varje plan som ar vinkelrdtt mot vagens
fortskridningsriktning.

Om exempelvis U = Z s3 far vi

A(r)e' =t (12.27)

och K maste vara oberoende av x och y.
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Produkten av vdgvektorn och positionen kan skrivas

KT = Krcosa = Ru

dér u = r cos « ar koordinaten langs med riktningen k.

Elementarvagen kan vi nu skriva som

A’(Kl)ei(n‘r—wt) — A’(K’)ei(mu—wt)
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(12.28)

(12.29)

12.17

Storleken av en godtycklig komplex-vard vdg — utan riktningsvektorn — ges av integralen

~ 1 - , ,
E — A —iw(k)t ik-T
(r, ) EE /dvﬁ (r)e @ ®tq
Detta motsvarar den tredimensionella Fouriertransformen.

Observera att dispersiva effekter har inkluderats i och med att w = w(k).

Amplituden ges av

1

A/(Iﬂ',) = W&

iw(k)t / dVrE(I', t)e—’iKnr
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Det fysikaliska faltet eller den fysikaliska amplituden fas med hjilp av foljande regler.
Antag z = a + @b dér a, b ar reella. D3 galler

a=Re(z) = E(z + 27) (12.32)
b=Im(z) = 2%(2 —2") (12.33)

dar z* betyder komplexkonjugering.
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12.2.6. Initialvillkor

Om vagens form Re(E(r, 0)) = E,.(r, 0) och dess tidsderivata ir kiinda vid ¢ = 0 kan amplituden
bestammas enligt foljande.

Vi bérjar med att notera att

E(r,t) = E.(r,t) +iE(r,t) (12.34)
1 ~ A ,
. —iw(K)t _ikT
OE(r,t) = OE.(r,t) + i0E(r,t) (12.36)
1 ~ . 4
. . —itw(k)t ik
= W/dVK(—zw(n)A(K,)e e (12.37)

Insdttning av ¢ = 0 och tillbakatransformation ger oss
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1

Al) = Gy

/ dV, [E,(r,0) + iEy(r,0)] e ™"

—iw(k)A(K) =

(27)3/2 / dV, [0,E,(r,0) + i, E;(r,0)] e ™"~

Detta system ger att

Ei(r, O) = ! )atEr(ra 0)

WKk

sa att vi far

. 1
~ (2n)

%

A(r) OB, (r,0)| e ™"

/dw [Er(r, 0) +

w(kr)
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(12.39)

(12.40)

(12.41)

12.21

Exempel 1:: Vi har genererat en sinusvdg som ror sig i z-riktningen, och som bestir av N

vaglangder, L = N X¢. Bestam frekvensspektret Z(I{)

Lat vigen vara E,(z,t) = sin(kz — wt). Vagen och dess tidsderivata ar

E,.(z,0) = sin(kez), 0<z<L
0tE,(z,0) = —wecos(koz), 0<z<L
Amplituden:
~ 1 L .
A — d . s —lkZz
(k) @)1 /0 z [sin(koz) — i cos(koz)] e
1 b :
= _iW/o dz [cos(koz) + isin(koz)] e "
1 L :
S d —i(k—KQ)z
1(277)1/2 /0 ze
1 1

- i(kg—r)L
(2m)1/2 Kk — Ko © b

Elektrodynamik, ht 2005, Krister Henriksson <44 4P PP X

(12.42)
(12.43)

(12.44)

(12.45)

(12.46)

(12.47)
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A(x) [em]
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Check: Far vi tillbaka samma filt som vi startade med ?

- 1 > e —tw(k)t _ikz
— i >~ dk 1 6i(n07H)L67iw(n)t+inz
21 J_ K — Ko
1 > 1 . )
- dr—— KOGW(K)HW (12.49)
(12.50)
— ieiK,OL /OO dk 1 efiw(ﬁ,)teiﬁ,(sz)
27 oo kK — Rp
1 > 1 . )
_E dﬁﬁ_—mefzw(n)ﬁrznz (1251)
(12.52)
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Vid t = 0:

- 1 . 00 eim(z—L)
E(r,0) = —emOL/ dk——
27 oo K — Ko
1 e} K2
_ dr—5 (12.53)
21 J_ K — Ko
Frén residykalkyl har vi féljande regel:
oo ezan ik
/ dk = sgn(a)mie "0 (12.54)
— 00 K — Ko
dir sgn(a) = a/|al ger tecknet pa a.
D3 z < 0Ooch z > L fas
s 1 ikgL _ikg(z—L) 1 1ROZ
E(r,0) = Z4mi—e 070 — (£)ri—e"" =0 (12.55)
2m 2m
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Dd0 <z < L:
s 1 kgL _ikg(z—L) 1 iKkQZ
E(r,0) = —mi—e 070 — mi—e 0 (12.56)
27 2m
1 1,
= —mi—e"0% — 7i—e'"0% (12.57)
27 2m
= ie""0% = —i cos(koz) + sin(koz) (12.58)

sd att E,.(r,0) = sin(kpz),0 < z < L, exakt som vantat ! (J
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12.2.7. Det elektromagnetiska spektret

[Griffiths]
The Electromagnetic Spectrum

Frequency (Hz) Type ‘Wavelength (m)
102 1071
10 gamma rays 10712
1020 10~1
1019 10—10
10'8 X rays 1072
10'7 10~8
10'6 ultraviolet 1077
1015 visible 106
1014 infrared 10°3
1013 1074
10'2 1073
101! 1072
10'0 microwave 107!
10° 1
108 TV, FM 10
107 © 102
108 AM 10°
10° 10*
10* RF 10°
10% 108
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The Visible Range

Frequency (Hz) Color Wavelength (m)
1.0 x 10P near ultraviolet 3.0x 1077
7.5 x 104 shortest visible blue 4.0 x 1077
6.5 x 1014 blue 4.6 x 1077
5.6 x 101 green 5.4 x 1077
5.1 x 101 yellow 5.9 x 1077
4.9 x 10 orange 6.1 x 1077
3.9 x 1014 longest visible red 7.6 x 1077
3.0 x 10" near infrared 1.0 x 1076
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12.3. Monokromatiska plana vagor i icke-ledande media

Vi kommer nu att granska fortskridningen av monokromatiska plana vagor i odndliga media, d.v.s.

media som inte innehédller ndgra randytor.

For ett laddningsfritt icke-ledande medium galler p = J = g = 0 sa att Maxwells ekvationer &r

V-D
VvV -B

V X E

V xH

OB

St
oD

ot

El- och magnetfilten ska nu vara monokromatiska, plana vagor:

E(r,t) =
B(r,t) =
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Eoe—i(wt—n‘r)

Eoe—i(wt—nT)

44 4O PP X
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(12.61)

(12.62)

(12.63)
(12.64)
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Tidsderivatan betyder nu mutliplikation med —iw.
Platsderivatan ger en faktor ik.

Vi far:

k-Dp = 0 (12.65)
k-By = 0 (12.66)
kxE, = wBy (12.67)
kxHy = —wDg (12.68)

For linjara media: B = puH, D = €E.

De flesta icke-ferromagnetiska media har sma magnetiska susceptibiliteter, vilket gor att u ~ o
for dessa. Denna approximation kan vi inte gora for de ferromagnetiska medierna, som dessutom ar
olinjara. Ersdttandet av ;v med pg gor att vi far

K
pe = poe = Kpogeg = = (12.69)
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Vi har nu
k-Eg = 0 (12.70)
k-By = 0 (12.71)
kxEy = wBy (12.72)
- ~ wK~
kXBy = —wueEy = ——2E0 (12.73)
c

Frén forsta och andra ekvationerna ser vi att E och B alltid &r vinkelrdta mot fardriktningen, som
anges av k. Dylika vagor kallas transversella.

\E K
Fran tredje eller fjarde ekvationen
ser vi att k,Eqp,Bg bildar ett
hégerhandssysten;. 7 (j 4
S
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Fjarde ekvationen ger

- Kk X E
kKXxXBy = nx(—o)
w

= %((K‘, . EO)K, — I€2E0)
1

= ——KZEO
w
_ w KE
= -5 E, (12.74)
sd att
w w w
k=—VK=——=—n (12.75)
c c/n ¢
enligt fashastighets-uttrycket, och
k= =2 (12.76)
c/n vy

Detta ar dispersionsrelationen fér dessa monokromatiska, plana vagor i icke-ledande, icke-
magnetiska (1 = wo) media med den relativa permittiviteten K.
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Observera att magnetfiltet ges av elfaltet som

K n__
B=—-xE=-ixE (12.77)
w C
Exempel : Visa att
E
Bl [ho  3r g (12.78)
|H]| €0

galler for vakuum. Detta kallas ocksd vakuums impedans.

Antag vi har en plan vag. Maxwells Il ekvation ger

V xE=—-0,B=—0Bge "“ " = juB (12.79)
A andra sidan giller
VXE=VxEe “™* ) = ixxE (12.80)
sd att
k x E=wB (12.81)
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Eftersom

k-D=0 (12.82)

géiller ju & L D och

|k X E| = kE = wB = wpH (12.83)

sa att

E 1
Z_ME_CE =y :\/E: [Eo (12.84)
H K w/v VILE € €0

eftersom mediet dr vakuum. O
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12.4. Polarisation

Den komplexvarda amplituden for t.ex. elfiltet kan delas upp i tvd komponenter, bada vinkelrata
mot vagens fardriktning:

E, = Eopﬁ + Eo8
= Eoe''p+ Eos (12.85)

dar vi summerade fasskillnaden i den forsta termen.

P
|
/Il Ep

./ E K
Systemet ar orienterat som !
p,s, u. :

! a 4

! v

Es
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Det totala elfiltet ar nu

E(r,t) = Ege {@i=rT)
= Ege "WTTTOB 4 Bye g (12.86)

Det fysikaliska faltet ar

Ep(r,t) = Egpsin(wt — k- r — ¢)p + Epssin(wt — Kk - 1)s (12.87)

Detta ger i det allm&nna fallet upphov till en amplitud som andrar riktning med tiden, istallet for
att oskillera fram och tillbaka i samma riktning.

(i) Om ¢ = 0:

Ep(r,t) = (Eopp + Eoss) sin(wt — Kk - 1) (12.88)

Vagen oskillerar alltid lings med samma linje, och amplituden varierar mellan =, /Egp + EZ..
Detta kallas linjar polarisation.
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Om ¢ =m:

Ep(r,t) = (—Eopp + Eos8) sin(wt — k - r) (12.89)

Detta &r ocksa linjar polarisation.

(i) Om ¢ = 7 /2:

Ep(r,t) = Egpp cos(wt — kK - 1) + Epsssin(wt — K - r) (12.90)
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Omnutex.r =053

Ep(0,t) = Eypp cos(wt) + Epsssin(wt) (12.91)

En observatér som ser vdgen komma emot sig ser att elfaltsvektorn roterar moturs, se bilden. En
dylik vag ar vansterhands-polariserad i optiken, och sigs ha positiv helicitet.

Polarisationens natur bedéms alltid utifrdn en fixerad punkt, och hur elfiltsvektorn beter sig i tiden
i denna punkt.

| detta fall ritar elféltsvektorn ut en ellips, s& denna vag har en elliptisk polarisation.

Om Ey, = Eys har vi cirkuldr polarisation.
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Magnetfiltet ar

n/\
Bp = —uxEp
C

= (B, sin(wt — k-1 — $)8 — Eossin(wt — & - r)P) (12.92)
C

eftersom koordinatsystemet ar orienterat som p, s, U.

Observera:

n . .
Er-Bp = —ZEop sin(wt — k - r — ¢)Eps sin(wt — Kk - 1)

n
+—Eyssin(wt — k - r)Epp sin(wt — k -t — ¢)
c

= 0 (12.93)

sa de verkliga el- och magnetfilten dr ortogonala.
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12.5. Energitdthet och -strom

Vi har upp tills nu kunnat anvanda komplexvirda filt i Maxwells ekvationer. Detta har mojliggjorts
av det att ekvationerna ar linjdra, och reella och imaginara delarna av ett komplext falt darfor var
for sig uppfyller ekvationerna. Vi kommer nu att granska energitdtheten ugy och Poynting-vektorn
S, som bada innehaller produkter av falten. | dessa sammanhang maste vi anvanda de reella eller
imaginara falten, och inte den komplexa versionen.

De fysikaliska falten ar ju

Ep(r,t) = Egsin(wt— k- -r— ¢)p+ Eypssin(wt — k - 1)s (12.94)

Bp(r,t) = % (Eopsin(wt — k - — )8 — Egssin(wt — k- 1)p)  (12.95)

Vilj r = O for att forenkla uttrycken.

Ep(r,t) = Ey,sin(wt — ¢)p + Eossin(wt)s (12.96)
Bp(r,t) = —Eo,sin(wt— ¢)8 — —Eo, sin(wt)p (12.97)
C C
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Kvadraterna ar
E} = E;sin’(wt— ¢)+ Ej sin’(wt) (12.98)
n? n?
B} = —E,sin’(wt — ¢) + — Eq sin’(wt) (12.99)
c c
n2
= S E} =euk} (12.100)
c
Energitatheten:
1
UEM = §(EP -Dp+ Bp-Hp)

= ¢E;,=-B (12.101)
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Poyntingvektorn:

1 1
S = EPXHPZ—EPXBPZ—EPBPG
p %

1 1
e —Ep\/&',uEpﬁ: —61/€/JLE]2;,ﬁ
p ep

1n o .
= ——FEpu
ume
1lc
2~
= ——Bpu
un
1 ~ C ~
= UEMUu = —UEMU
n

NG

= UEMV f (12102)

dar vy ar vagens fas-hastighet.

Observera att enheten for S ar J/(m? s) = W/m?, d.v.s. energi per area och tid, eller effekt per
area. Detta ar ju enheten for intensitet.
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Jamfor:

J=pv (12.103)
Vagen transporterar alltsa energi i.o.m. Poyntingvektorn.

Vid hoga frekvenser gér det inte alltid att mata den momentana intensiteten S, s3 man bestammer
istédllet tidsmedelvardet (S).

Vi bevisar nu ett teorem med vilket dylika tidsmedelvdrden f3s snabbare frdn de komplexa ur-
sprungsuttrycken.
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Teorem

Lat

fo= foe™" = (for +ifoi)e™" (12.104)
g = goe™" = (gor + igoi)e™” (12.105)
Realdelarna ar
fr = forcos(wt) — foisin(wt) (12.106)
gr = gorcos(wt) — go;sin(wt) (12.107)
medan imaginardelarna ar
fi = forsin(wt) + fo; cos(wt) (12.108)
gi = gorsin(wt) + go; cos(wt) (12.109)
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Féljande giller:
1. 1,
{frgr) = (figi) = 5(f 9)r = 5(fg")r (12.110)

Beuwis:

frar
sa att

figi
sa att

forgor cos2(wt) — for cos(wt)go; sin(wt)
— foi sin(wt) gor cos(wt) + foigoi sin®(wt) (12.111)

1 1
(frgr) S forgor + 5 foigoi (12.112)
forgor sin®(wt) + for sin(wt) go; cos(wt)
+ foi cos(wt)gor sin(wt) + foigoi COSQ(wt> (12.113)
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1 1
(figi) = Sforgor + 3 foigoi (12.114)

(ff9)r = [(for +if0))" (gor + ig01)],
= [(for — if0i)(gor + 190:)],
= forgor + foigoi (12.115)

eftersom (z122)" = 2]z s att vi kan plocka bort exponentialfunktionerna direkt.

(fg")r = [(fOr + i foi) (gor + iQOz‘)*L
= [(for + i f0i)(gor — i90i)],
= forgor + foigoi (12.116)
O
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Vi kan nu enkelt bestimma tidsmedelvirdet for E%:

(B2) = S8 -m),

= Z((Bope "“YP+ Eo8)" - (Eope "D + Eod)),

\ B2, + E2, (12.117)

Detta ger tidsmedelvardet av Poynting-vektorn som

Inl .
(S) = oz [E3, + E3u (12.118)

N = N =
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12.6. Monokromatiska plana vagor i ledande media

En elektromagnetisk vag i ledande media driver laddningar och forlorar darmed energi. Detta ger
upphov till en komplex vagvektor i dispersionsrelationen. Dessutom leder detta till att diverse andra

storheter blir komplexa.

Uttrycken for polarisation och energitdthet maste modifieras for att beakta dessa forandringar. | det

foljande tas detta dock inte upp till behandling.
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12.6.1. Dispersionsrelationen
Vagekvationen &r nu
V’E — epd]E — gudE = 0 (12.119)
eftersom g # 0. Gor foljande Ansatz:
E(r,t) = R(r)T(t) (12.120)
for varje komponent av elfaltet.
Vagekvationen blir nu separabel. Beteckna separationskonstanten med A. Vi har:
epT" + guT' + AT = 0 (12.121)
V’R+AR = 0 (12.122)
Losningen till forsta ekvationen &r
T(t) = Tye 1" 4 The 2! (12.123)
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dar de komplexa vinkelfrekvenserna ar I6sningar till ekvationen

epd’ +iguo — A =0 (12.124)
Losningen till andra ekvationen ar
R(r) = R1e™" + Rye ™" (12.125)
dir K satisifierar
R—A=0 (12.126)
Vi har nu villkoret
epw’ +igpw — RS =0 (12.127)

Detta dr den mest allmidnna dispersionsrelationen fér monokromatiska vagor i linjara, homogena,
isotropiska media.

Konventionellt |dter man w vara reellt, s3 att endast vagvektorn & &ar komplexvard. Denna
modifikation har redan utférts i ekvationen ovan.
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12.6.2. Komplex permittivitet och de optiska konstanterna

Med de monokromatiska vagorna

E(r,t) = Ege ‘@77 (12.128)
B(r,t) = Bge '@ (12.129)
blir Maxwells ekvationer
k-E, = 0 (12.130)
£-By = 0 (12.131)
RxEy = wBy (12.132)
RxBy = —wepEy— iguEy= —%Kﬁo — iguEg (12.133)
C

— W o~

= _EKEO (12.134)

dar vi definierade en komplex relativ permittivitet:
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K=K, +i = K +iK, (12.135)
Eow

for att fa en formell likhet med det motsvarande uttrycket for vagor i icke-ledande media.

Observera: De (komplexa) elektriska och magnetiska flodestatheterna dr fortfarande

D = ¢E = KeoE (12.136)

B = uH ~ poH (12.137)

eftersom vi anvande dessa relationer, med reella materialegenskaper, i Maxwells ekvationer.

Tidigare hade vi

k= VEK = n (12.138)
C C

Eftersom den relativa permittiviteten nu 3r komplexvard, s& maste vi definiera ett komplexvart
brytningsindex:

n=n+ik (12.139)
dar n, k kallas optiska konstanter.
Elektrodynamik, ht 2005, Krister Henriksson <44 4P PP X 12.51
Dispersionsrelationen ger nu
2 2
~ . W~ w
R = eopow’ (K + i) =L k=2 (12.140)
Eqw c2 c?

Den komplexvarda relativa permittiviteten gor att vi méste skriva

K=K, + iK; (12.141)
dar k.., k; ar reella vektorer.

Vi far nu den allminna dispersionsrelationen for ett dissipativt/ledande medium:

Ro= /K2 — K2 +i2k, ki = o7 = —\/n? — k2 + i2nk (12.142)
C C
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Obs: Om z = a + ib dr en komplex vektor, si giller

Z = a°—b°+2ia-b (12.143)
Z = VZ2=+a2—b2+2ia-b (12.144)
1Z] = A /Z2* = v/a2 + b2 (12.145)

Elfaltet blir nu

E(I‘, t) — Eoe—i(wt—g'r)

- Eoe—ni-re—i(wt—nrr)

= E(r)e '@ (12.146)

Detta &r en plan vag som fortskrider i riktningen K.., men med avtagande amplitud E(r) Avtagandet
dr snabbast i riktningen K.
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Vagens fashastighet ges av tidsderivatan av

wt — Ky - T = wt — K,u = konstant (12.147)
och ar
vp=— =5 (12.148)
Kr M
Eftersom
=~ . . .9 2 N2 2 2 .
K=K, 4+iK,=K+i—=n"=(n+1k)"=n"— k™ +i2nk (12.149)
Eow
fas systemet
K, = n"—FkK (12.150)
Ki=-2 = onk (12.151)
Eow
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Losningen till detta system &r

1
n = \/E(Kr+ K2 4+ K2) (12.152)

1
E = \/5(—KT+ K?+ K?) (12.153)

De reella och imagindra optiska konstanterna m och k fas alltsd fran de reella och imaginara
permittiviteterna K, g9 = Key och K, av vilka den senare innehédller konduktiviteten g.

Medier ar i allmanhet dispersiva, d.v.s. g och € beror pd w. Detta gor att K., K; och n, k ocksa
beror pa vagens vinkelfrekvens.

Obs: Permittiviteten kan skrivas

K=K+id =K (1 + ii) (12.154)
Eow Ew
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Vi har nu tva extremfall.
Fall 1: g/(ew) € 1 duvs. g K ew.
Fall 2: g/(ew) > 1dvs. g > ew.

Fall 1a: g < ew med K, > 0.

Detta géller for bra isolatorer, ner till l13ga virden pa w.

Detta ger n = V' K,, och k = K,;/(2n) < n.

Fall 1b: g < |e|w med K, < 0.

Detta giller for metaller i det 6vre infrardda bandet.

Detta ger k =~ /| K|, och n = K,/(2k) < k.

Fall 2: g > |e|w.

Detta géller for mikrovagor i metaller och vagor med lagre frekvenser.

Detta ger n =~ k ~ /K, /2.

* * *

Gransen mellan fall 2 och 3 ges av frekvensen w ~ 1/7, dér 7 &r tiden mellan kollisioner for fria
elektroner. For rena metaller giller w ~ 10 st
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12.6.3. Mediets impedans

Vi granskar nu hur magnet- och elfiltens amplituder férhaller sig till varandra.

Maxwells 1V ekvation ger
= W, ~ =~
|k X Bo| = —|K||Eo|
c

Fran detta far vi kvoten

1 H  wl|K| wl|K w |8 _1|~|

ZI Bl @ulE|  @ulEl | uwlnl/c  on

1 ~ 1 9
= — |K| = —4/C EOILL()KT
cu cl
2 1/4

g g
— |1

for icke-magnetiska media: p = pyg.

Q

(12.155)

1 5 N\ 1/4

, g

1+ zi’ = —/elo <1 + = 2)
cw I 2w

(12.156)

F6r vakuum har vi g = 0, € = &g, 4 = uo sa att vi far tillbaka vart tidigare uttryck for vakuums

impedans.
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| goda ledare, d3 g > cw, dr magnetfiltet mycket starkare an elfiltet.
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12.6.4. Likformiga vagor

Vi tittar nu ndrmare pa specialfallet K, || K;. Dylika vagor kallas likformiga eller homogena. Ett
konkret exempel da detta géller ar plana vagor som traffar en ledande, plan yta, sa att vagfronterna
ar parallella med planet.

Vi har nu

Kk = (kr + ik;))U = kU (12.157)
Om inga kallor finns i mediet:

i-E=0=1u-B (12.158)

sd att E, B ir vinkelrdta mot vagens fardriktning U.
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Maxwells 1V lag ger

~ 1. = 1 N .
B = —KXE=—(k+ik)u x (E, +E;)
w

— &

- ~ 1 ~ ~
= — (kU X E, —kjuXxXE;)+i—(kuxE;+ruxE,;)
w

€

= B, +iB; (12.159)

Produkten E, - B, blir nu

[P ~
E.-B, = Er'—(K/TuXET—KJZ‘uXEi)
w
1 ~ ~
= —(k/E,-(UXE;)—rE, - (uxE))
w
1 ~
= ——kE, - (@ xE) (12.160)
w

El - och magnetfalten ar alltsa i detta fall inte ortogonala !
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12.6.5. Intrangningsdjupet for likformiga vagor

Eftersom

n=n+ik (12.161)

giller for likformiga vagor med Kk, = K, U, K; = K;U att

ke = Zn (12.162)
c
ki = 2k (12.163)
c
och elfiltet blir
E = Ege '@+ (12.164)
= Ege FiTe {Wimrrm) (12.165)
— Eoe—kwu/ce—i(wt—nwu/c) (12166)
diru=1u-r.
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Genom att definiera intrdngningsdjupet
1
f=—=2% (12.167)
K kw
fas
E — Eoefu/éefi(wtfnwu/c) (12168)
— E/(u)efi(wtfnwu/c) (12169)

d.v.s. en vag vars amplitud avtar i vdgens fortskridningsriktning. Detta betyder ju att vagen
attenueras eller ddimpas i denna riktning, ddrav namnet intrangningsdjup.

Intrangning i enheter av §  Relativ ddmpning i procent
36,8
13,5
5,0
2,8
0,7

(Sl OO B N
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Vi har ocksa att

1 27 1 111 A
§ = el - — oo (12.170)
k w27 k vor 27k

(i) Om mediet ar icke-ledande har vi ¢ = 0, sd att K; = 0 och k = 0. Detta betyder att
elektromagnetiska vagor inte dampas i dessa material, utan att deras intrdngningsdjup ar odndligt.
Mediet ar alltsd genomskinligt eller transparent.

(i) Om g # 0 och kK < n — sa att dampningen ar mycket svagare an vagens fortskridning — har
vi ett imperfekt dielektrikum. Intrangningsdjupet ar da stort, och materialet dr delvis genomskinligt.

(iii) Om mediet &r en god ledare (vid frekvensen w) si giller g > |e|w. Detta ger n =~ k =

VKi/2, sa att

2 1 V2 Ew 2
Cw=2S - V2VEw (12.171)
n w\ Ki  (Eopow /g Hogw

(iv) Om mediet dr en mycket god ledare, dvss. g = oo fd&s 6 = 0 och E =
Eoe*“/éeﬂ(“t*”“”/c) = 0, d.v.s. filtet fortplantas inte alls.
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En storhet som ar nara besldktad med intrangningsdjupet dr absorptionskoefficienten (som ocksa
kan kallas attenuationskonstanten):

2
o= (12.172)

Denna kommer fran intensiteten av filten:

Ip < |E|® = |Eole " = |Eg|e >"" = |Egle” ™" (12.173)

Exempel 1: Intringningsdjupet i silver.

Rent silver har en konduktivitet g = 3 x 107 Q! m™! for mikrovagsfrekvenser.

For en frekvens pa 10'° Hz fas d3

2 -5
0= =9,2x10 " cm (12.174)
Hogw

For silverytor som skall absorbera mikrovdgor giller alltsd att det inte dr nan skillnad om hela

materialet ar av silver eller om det bara har en tunn platering (t.ex. nagra millimeter). O

Elektrodynamik, ht 2005, Krister Henriksson <44 4P PP X 12.64




Exempel 2: Intringningsdjupet i koppar.

Firg  Vaglingd (A) Energi (eV) k 0 (nm)

Rott 7610 1,63 4,67 26
Gult 5893 2,10 2,70 35
Blatt 4308 2,88 2,31 30

De optiska konstanterna &r fran P. B. Johnson, R. W. Christy, Phys. Rev. B 6 (1972) 4370-4379.
O
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Exempel 3: Intringningsdjupet i sjovatten. Konduktiviteten ar g = 4,3 Q7' m~".

Anvind formeln ovan.
Radiovagor: v = 10® Hz ger § = 2 cm.
Synligt ljus: v = 10'* Hz ger § = 0, 00002 m ?7?

Orimligt svar. Felet finns i antagandet att sjovatten ar en god ledare med g > |e|w. Faktorn
eow &= 140 Q1 m™! fér synligt ljus, vilket inte dr mycket mindre 3n konduktiviteten !

En noggrannare utredning kraver att vi anvander den ursprungliga definitionen av §:

e 27rC\/ 2 (12.175)
—K + /K?>+ (2rg/(e0v))?

Men nu maste vi veta K for synligt ljus i sjovatten!

Denna — eller alternativt absorptionskoefficienten — kan vi uppskatta fran foljande graf, som dock
ar for vanligt vatten:
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12.7. Hastighetsbegrepp

Det existerar ett flertal olika hastighetsbegrepp angaende elektromagnetisk stralning:

Grupphastighet

Energins transporthastighet

Hastigheten fran vantevardet av vagens position

Fashastighet i vagens fortskridningsriktning, v, och |vs| < c.
Fashastighet i annan riktning, v, [v}] < c eller|[v)] > c.

D& man fragar efter en "vags eller signals hastighet” bdr man ha klart for sig vad for slags hastighet

man egentligen ar intresserad av.
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12.7.1. Fashastighet

[J. Weber, Am. J. Phys. 22 (1954) 618; R. L. Smith, Am. J. Phys. 38 (1970) 978; A. M. Steinberg, "No thing goes
faster than light”, Phys. World, September (2000)]

Fashastigheten i vagens fardriktning ges av kravet att argumentet k - r — wt ska vara konstant.

Om vi ror oss i vagens fardriktning galler att r = ry + s och

KT =K Try)+ KS (12.176)
sa att
d ds
—K T =K— = KUf =W (12.177)
dt dt
och vy = w/k.
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A
s/
L]
‘\
| \ Ar
\ }\
\
\ M Ar'
BY. .. C
Ar
Lat en signal — bestdende av t.ex. N st sinusoidala vaglingder — sindas ut fran A. Signalen

anlander till mottagaren i C, efter att ha rort sig den kortaste mojliga strickan mellan A och C.
Om mediet ar icke-dispersivt ar signalens hastighet c.

Enligt bilden sammanfaller detta med fashastigheten i signalens fortskridningsriktning, sa att
v=Ar/At =c.
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A andra sidan, om strickan BC' bestar av en ljuskinslig vigg s3 kommer ljuspulsen som faller in
pa viggen att rora sig langs viggen mot mottagaren i C, eftersom vagfronten utanfor gor det.
Hastigheten for denna ljusspalt lings med viggen ror sig med en hastighet Ar'/At.

Eftersom
Ar
cosa = (12.178)
Ar!
ger
/ Ar' 1 Ar 1 (12.179)
V= —— = — = v :
! At cosa At  cosa '
vars storlek dr > |vs| = ¢!

Strider inte detta mot lagen att ingen signal kan rora sig snabbare an ljuset 7!

Forklaringen ar att det som ror sig langs med vaggen inte ar en signal.

Ljusspalten ar en sekundar effekt till signalen, och bestdr egentligen av skarningspunkten mellan
vaggen och végfronterna i den riktiga signalen.

Endast om vi har en mottagare och siandare i B, som skickar signalen fran A vidare till C, sa
kommer en riktig signal att g& langs med strickan ABC, med maximalt ljusets hastighet.
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Observera, att mottagaren i C' tar emot signalen langs med linjen AB och "signalen” lings med
ACB vid samma tillfille. Fér att mita signalens hastighet dividerar mottagaren strickan AC
mellan sig sjdlv och sdndaren med den tid som gatt at for att signalen att anldnda. Detta ger ¢ som
storsta mojliga hastighet for information att passera mellan A och C.
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12.7.2. Grupphastighet

[Jackson; J. Weber, Am. J. Phys. 22 (1954) 618; H. M. Bradford, Am. J. Phys. 44 (1976) 1058; P. C. Peters, Am.
J. Phys. 56 (1988) 129; K. T. McDonald, Am. J. Phys. 66(8) (1998) 656-658 |

En vags eller ett vigpakets grupphastighet definieras som

_dw

dr K=K

v, (12.180)

0

evaluerat i ndt varde kg av vagvektorn .

Denna definition kan motiveras med féljande resonemang.

L5t ett vigpakets amplitudfunktion vara A(k).

Antag att ﬁ(n) ar stor dd kK = kg och liten for Gvriga virden. Detta betyder att vagpaketet
innehdller manga vagor med vagtalet exakt lika med eller mycket nara k.

Lat vagen rora sig langs med z-axeln, sd att & = K2z och ko = K(Z.

Expandera vinkelfrekvensen kring vagtalet kg enligt

w(k) = w(ko) + (kK — mg)&iw(m)’ﬂ:ﬂo = wo + wy(k — Ko) (12.181)
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Elfaltet blir
E(z,t) = 1 / AV, A(k)e e Wt
(27)3/2
~ 1 dv. A’(n)eimze—iwote—iw()t(f@—mo)
~ (27)3/2 "
) . 1 ~ ) /
— 6—zw0t+zw0tri0 /dV,{A P ez(z—wot)n
. /
= e Mom0n) Bz — Wit 0) (12.182)

Detta &r en funktion i z — wyt. Detta motsvarar en vig som ror sig med hastigheten wj,. Amplituden
varierar periodiskt med tiden, p.g.a. exponentialfaktorn.

Vagens hastighet ar alltsa

vy = wh = — 12.183
g 0

och kallas grupphastighet.
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| allmanhet galler

v = (12.184)
n(x)
sd att
w(k w(k)n(k
= (): (r)n () (12.185)
(% C
Detta ger
1 d d dn/d
1 _de _n wdn n+wdn/de (12.186)
vy, dw ¢ cdw c
och
c
v, = — 12.187
77 n 4+ wdn/dw ( )
For normal dispersion giller n > 1 och dn/dw > 0 sa att v, < c.
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n(w)

ol ——>

Fig. 7.13 Index of refraction n(w) as a function of frequency  at a region of anomalous
dispersion; phase velocity v, and group velocity v, as functions of .

[Jackson]

| vissa frekvensomrdden med anomalisk/abnomal (eng. anomalous) dispersion kan dock gilla att
dn/dw < 0, sa att man rentav kan fa v, > ¢, sd att vigen tycks rora sig snabbare an ljuset !

Denna paradox dr snabbt I6st genom att inse att en snabb variation i n = n(w) innebar en snabb
variation i kK = k(w) s kan vi inte langre gora expansionen
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dw
w(k) ~ w(ko) + — (k — Ko) (12.188)
dr K=K(Q
Detta betyder att
dw
Vg = wh = — (12.189)
dK’ R:KO
inte ldngre duger som definition av vagens hastighet.
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12.7.3. Hastigheten fran vantevardet av vagens position

[E. E. Bergmann, Am. J. Phys. 44(9) (1976) 890-891, H. M. Bradford, Am. J. Phys. 44(11) (1976) 1058-1063)]
En maojlig definition av ett vagpakets hastighet far vi frdn vantevardet av vagens position. Vantevardet

ar

(r(t)), (12.190)

= / dV,E*(r, t)rE(r, t) (12.191)

1 _ ‘ ‘ N | |
- W/dvr/dvﬂ/an/A*(K')ew)(n)te_m"rrA<K,/)e_“"('@/)tem,/T
i

1 ~ . 1 . . ~ . /
- * iw(Kr)t iK' T _—iKkT N —iw(r)t
= Gmy /dvn/dVH/A (r)e [W/dvrre e A(r)e

1 ~ ) - .
- o / v, / AV A" (1)@ P A (1) e~ (12.192)
s

.
dar F' ar Fouriertransformen av re*® *:
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1 iK't —ikr 1 i(n/—n)~r
F = —/dVrre e :—/dVrre

(2m)3/2 (27)3/2
1
T T (12.193)
(2
Detta ger
e (12.194)
1 " ' 1 N |
= W/dVK/dVﬁ/A*(m)ezw(R)tgvﬁlé(&/—K',)A(Iﬁ',/)e’Lw(”/)t
1 A . -~ .
= W/dVHA*<K')eZM(R)t |:/ dVE/VR/(S(K,/ o K'I)A(K,/)eizw(nl)t
1 Tk w(k)t e —iw(k)t
= BTG dV,A"(k)e V,.A(k)e (12.195)

dér vi anvande regeln

/dwf(r)vcs(r —r)=— /dVT(Vf(r))cS(r —r)=-Vf()|_. (12.196)
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Vi far nu

(x(t)), (12.197)

1 ~ . ~ )
— * w(k)t —iw(k)t
= —i(27r)3/2/dVHA (k)e V.A(k)e

1 ~ . . ~
-t / AV, A* (k) e ety T (1)

i(2m)3/2
*W/ AV, A" (1) A(R) Ve 0!
- _Z'(271—)3/2/dvﬁg*(n)ivng(n)+tﬁ/dvﬁlg(n)|2vnw<n)
- _i(zi)s/z/dvﬁg*("‘)vng(@+t<Vnw(P~)>,« (12.198)
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Jamfor:

1 ~ . ~ .
— _ * iw(k)0 —iw(k)0
(r(t=0) = —W/CMA ()07, A(r)e
1 ~, ~
_ _W/WK,A (k)Y A(K) (12.199)
Vi far alltsa:
(r(2)), = (r(0)), +t(Viw(k)), (12.200)
= (r(0)), +tV (12.201)
dar V kan kallas vagpaketets medelhastighet:
V = (V.w(k)), (12.202)
1 T 2
_ W/dVAA(K:H V,w(k) (12.203)
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Konsistens-check: Om vinkelfrekvensen kan approximeras som

w oA w(m0)+(n—no).vﬁw|nzno (12.204)
far vi
Vox (Ve(rVwl))
= (Tl 7)),
- <v”w|'¢:~0>r
= Vel (12.205)

som dr samma svar som tidigare.
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12.7.4. Energins transporthastighet

[ R. L. Smith, Am. J. Phys. 38 (1970) 978; F. S. Johnson, Am. J. Phys. 58 (1990) 1044; A. Bers, Am. J. Phys. 68
(2000) 482 ]

D& man i praktiken vill mita em signals hastighet genom ett medium anvdnder man en detektor.
Denna ger utslag dd den triffas av en puls med en styrka Gver ett visst gransvarde.

. o . . . . 2
Antag att signalen som sdnds ut har den maximala intensiteten I,,, = EJ .

Som villkor foér att signalen skall anses ha anlidnt till detektorn kan man ha att den uppmaitta
intensiteten skall vara > I,,,/«, dar o > 1.

D3 dispersiva eller dissipativa effekter inte spelar ndn storre roll kommer detta villkor att ge korrekt
uppskattning av vagpaketets hastighet.

D& dispersion och dissipation forekommer, kommer utgdngssignalen att dampas. Om t.ex. hela
pulsen dampas med faktorn B8 > «, dar 3 = m/Irln och I;n dr den mottagna signalens maximala
intensitet, s kommer I;n < I,,,/ o och detektorn mater inte alls upp den anlanda pulsen. Signalens
hastighet kan da tyckas vara 0.
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Man kan visa att for media med normal dispersion och svag absorption vid de frekvenser som
forekommer i vagpaketet sa galler att

(S) = (urm) vy = (ug) vy (12.206)
dar

(ut) = (uem) + (Uabs) (12.207)
dar u,ps ar den energitdthet som absorberas av mediet.

Detta visar att energin — och en elektromagnetisk signal — fardas med grupphastigheten i ett
medium utan dissipation och da vagpaketet dr koncentrerat omkring en bestamd vagvektor ko (som

ger vy).
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