3. L6sning av elektrostatiska problem for dielektrika

[RMC]
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3.1. Dielektrika

Ett perfekt dielektrikum (isolator) ar ett material som inte innehaller ndgra fria laddningar alls. Alla
elektroner dr med andra ord hart bundna till materialets atomer eller molekyler.

Dielektrika reagerar pa yttre elektriska falt s3 att de polariseras, d.v.s. dipoler induceras i materialet.
Detta ger upphov till ett elféltsbidrag innanfér och utanfor dielektriket.

Exempel pa dielektrika: glas, porslin, keramik, plast, oxider, luft, diverse vatskor och gaser, . . .

@ @ Eftersom dielektrika polariseras, sa har varje region med
@ volymen dV ett dipolmoment

@ dp = /dV dqr’ (3.1)

En naturlig volym-oberoende storhet &r polarisationen

o dp . 2
P_W’ [P] = C/m", (3.2)

som &r en funktion av platsen inom dielektriket.

Elektrodynamik, ht 2005, Krister Henriksson <4 4P PP X 3.2




Eftersom de minsta bestdndsdelarna i ett dielektrikum dr molekyler kan man definiera ett molekylart
dipolmoment

’
Pm :/ dqr (3.3)
mol
Nu galler
dp = E Pm (3.4)
medV
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3.2. Det elektriska faltet utanfor ett dielektrikum

Ett polariserat dielektrikum bestdr av dipoler, sa dielektrikets potential dr en summa av deras
enskilda potentialer

1 dp-(r—71)

d = 35
o) = (3.5)
Eftersom dp = PdV far vi
1 av'P(r') - (r —1')
o(r) = / - (3.6)
dmeg Jy, |r — r/|
L&t oss forenkla integranden genom att gora oss av med (r — r’)-termer.
Vi kan visa att foljande géller:
1 r—r
/
= 3.7
r —r| |r—1/3 (37)
Vi har nu att
P - (r—r 1
() =1) by o 8
PEE v —
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Med hjilp av V(fF) = fV -F+F-VffarviF-Vf = V(fF) — fV - F:

1 P 1
P(r') -V =V - V' -P (3.9)
|r — 1/ v — /|  |r—r|
Insattning i potentialen:
1 P 1 av'v’' . P
o(r) = / av'v’. - / (3.10)
dmeo Jy, v — x| dmeo Sy, [r—1/
Med Gauss' teorem kan dV'V'- skrivas d A'n- och vi har
1 dAn - P 1 av'v’' - P
o) =7 —¢ -/ : (3.11)
meo Ja, [r— 1| dmeg Jy, |r— /|
Vi kan gora foljande identifikation:
cp = P-n (3.12)
pp = —-V.-P (3.13)
dér op och pp ar tithet av polarisationsladdningar.
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Potentialen &r nu
1 dA’ 1 av’
o(r) = 7{ AL / pr (3.14)
dmeg Jag v — 1| dmeg Sy, v — /|
Totala laddningen i och pa ett dielektrikum ar
Q= [ dvp+ ¢ dAc (3.15)
Vo 4o
Om vi inte har externa laddningar, utan all laddning kommer fran polarisationen, sd har vi
Q = / dV(0+pp)+j£ dA(0 + op)
Vo 4g
= - / dvvVv -P + dA - P
Vo Ao
= - }1{ dA - P + dA - P
4p 4g
= 0 (3.16)

enligt Gauss' teorem (divergensteoremet)..
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Det elektriska faltet &r ju

E=—Vo (3.17)

Vi har fran tidigare:

1 1 r—r
' = (3.18)

v v Jr—rP

sa vi far nu

’ ’
op(r—r 1 r—r
E(r) = qaZer=r) | / qyrerr =) (3.19)
mEo J A, |r —r'|3 dmeo Jy, |r —r'|3
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3.3. Det elektriska faltet innanfor ett dielektrikum

Vi vill nu ta reda pa det makroskopiska elfiltet inne i dielektriket, d.v.s. det genomsnittliga faltet i
en liten region (som dock innehaller manga dipoler).

Vi har redan bestamt filtet utanfor dielektriket, och vi kan anvinda detta dd vi bestimmer det
interna faltet.

Tidigare visades att

V xE=0, (3.20)

d.v.s. att elfdltet ar irrotationellt. Fran detta foljde att vagen for faltets kurvintegral mellan punkterna
A och B kunde viljas fritt. Lat nu B = A, sa att

fdr "E=0 (3.21)
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Vi tillampar nu detta pa kurvan ABCDA
i figuren.

Kurvan gar genom en vakuum-"nal" pla-
cerad i dielektriket.

Kurvintegralen ger, da langden av BC och DA blir infinitesimala, att det vid gransytan giller att

ArE,; — ArEg; =0 (3.22)

Alltsa:
E%t — Ed7t (323)

Slutsats: det elektriska faltet inne i ett dielektrikum ar lika med filtet i en tunn vakuum-"nal" i
dielektriket.
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Med hjalp av uttrycket fér den externa potentialen far vi nu

1 dA'o 1 av’
()= — ¢ L =P (324)
dmeg Ag+A1+As+Am |I' — I | 4eg Vo—Ve |I‘ — 7T |

dar A,, ar nilens mantelyta och V. nalens volym.

Lat nu nélens tjocklek bli infinitesimalt tunn, s3 att Ay, A2 gér mot 0. Om dielektriket &r isotropiskt
har vi dessutom att E ir parallell med P, vilket gor att op = P - = 0 pd mantelytan. Detta gor
att ytintegralen far samma utseende som i uttrycket for det externa elfiltet.

| volymintegralen kan vi lata "nalen” bli infinitesimalt liten, s& att Vo — V. — V4. Men nu maéste
vi forsdkra oss om att detta potentialbidrag inte divergerar ! D3 "nélens” volym gar mot 0:

dV/ ) o ! 3
im VPP iy =BG ZY)EZ2)pr gy SPP g (305
r—r |1 — r’| N \/(a: _ m/)Q T (y _ y/)z + (z — Z/)Z sz—0 Sx\/§
om vi omskriver s = r — r’ och har s, ~ s, ~ s, sd att s = ,/s2 + sg + 52 = s2V/3.

Med andra ord, de tidigare resultaten for ¢ och E galler for observationspunkter r bade innan- och
utanfor dielektriket!
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3.4. Gauss’

.....

Lem
-
e
e
e
-

lag for dielektrika

L3t nu ett antal laddade ledare vara nedsinkta i
ett dielektrikum.

A1 !
Gauss' lag ger
A A

>, e
.............

1
y{dA-E:—(Q—l—Qp) (3.26)
A €0
dér den totala laddningens delar &r
Q = g+a+gs (3.27)
Qr = / dA-P+/ iV (—V - P) (3.28)
A1+Ag9+Ag Vv
Dielektrikets volym V' exkluderar ledarnas volymer.
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Den senare ekvationen ger
Qp = / dA-P—i—/dV(—V-P)
A1+A2+A3 1%
= / dA - P — / dA - P
A1+A2+A3 A+A1+A2+A3
= - / dA - P (3.29)
A
Gauss' lag blir
j’{ dA - (sE+P) = Q (3.30)
A

Storheten egE + P har fatt ett eget namn,
flodestathet (flux):

&'oE + P
Enhet: [D] = [P] = C/m?.
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elektrisk forskjutning (displacement) eller elekriskt

(3.31)

3.12




Gauss' lag ar nu

j[ dA - D =Q (3.32)
A

Denna form ar en generalisering for situationer med ledare och dielektrika.

Elfdltet har ersatts med den relevantare storheten elflodestathet, och som laddning raknas endast
den externa laddningen.

Terminologi:
e Q, Qecxt : (extern) laddning pé ledares ytor, och i eller pa dielektrika

® (Qing : inducerad laddning pa ledares ytor

® Qp : yt- och volymladdning i dielektrika p.g.a. polarisation, polarisationsladdning

Som tidigare kan vi skriva

j[dA-D:/dVV-D:/de (3.33)
A 14 14
och identifiera

V-D=p (3.34)
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Det elektriska faltet kan nu skrivas
1 1
E=—D-—P (3.35)

€0 €0

dar D fas utifran den kdnda externa laddningsférdelningen p med hjalp av Gauss' lag i differential-
form, ekv. (3.34), och dielektrikets polarisation P.

Polarisering uppstar p.g.a. av ett yttre elfalt, sd vi har det allmdnna forhallandet

P = P(E) (3.36)

For de flesta material forsvinner P da det yttre faltet plockas bort:

P(0) =0 (3.37)

Om dielektriket &r isotropiskt, s har P och E samma riktning.

Den enklaste lag som uppfyller dessa villkor &ar

P(E) = x.(E)E (3.38)

dar . kallas elektrisk susceptibilitet.
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Flodet kan nu skrivas

D=¢E+P=(c0+ x.(FE))E =e(E)E (3.39)

dar € ar det dielektriska materialets permittivitet.

| de flesta fall &r x., € oberoende av filtstyrkan. Vi har da linjara dielektrika.

Man definierar ocksad den relativa permittiviteten ¢, via ekvationen

€ = €,€0 (3.40)
Men
D = &E + P = 5E + x.E (3.41)
s att
= =142 (3.42)
) €0

€, kallas ocksa for dielektricitetskonstanten. Den har vardet > 1 fér dvriga media an vakuum.
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Vi kan nu skriva polarisationen som

P=D—gE = (¢ — &)E = go(e, — 1)E (3.43)

For tillrackligt stora varden pd E bryts de elementéra dipolerna upp da elektroner borjar dras ut ur
dem. D& detta sker uppstar fri laddning och dielektriket blir ledande. Det virde pa E Over vilket
detta sker kallas dielektricitets-styrka, och kan betecknas Fys.

Dielektrikum Ep Egs
glas 5-10 9 x 10°
kvarts 4,3 -
koksalt 6,1 -

tra 2,5-8,0 -
etanol 28,4 -
destillerat vatten, 20-0 Celsiusgrader  80,1-87,8 -
luft, normalt tryck 1,00059 3 x 10°
teflon, naturgummi 2,1 -
zinkoxid 3 -
berylliumoxid 6 -
bariumtitanat >1200 -

[RMC, http://www.eccosorb.com/sales/Dielectric_Chart.pdf,
http://www.ami.ac.uk/courses/topics/0115_cai/|
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Exempel : En punktladdning q inne i ett isotropiskt, linjart dielektrikum med permittiviteten e.

Flodestatheten ar

D =¢)Er+ P =¢yEr + xEr = ¢Er = Dt (3.44)

Gauss' lag tillampad pé en sfarisk yta centrerad pd laddningen:

q = 4nr’D (3.45)
d.v.s.
q r
D=1_" 3.46
473 ( )
Elfaltet:
q r
E = — 3.47
Ame,eqrd ( )

D3 e, > 1 ar E mindre dn om laddningen var i vakuum!
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3.5. Randvillkor for faltvektorerna och potentialen

n,[ /D, / E;
B

Gauss’' lag pa pillburken:

DQm,A — Dl’nA =cA (348)
dar o &r extern laddning.

Detta ger

D2,n = Dl,n + o (349)

Flodestathetens normalkomponent ar alltsd diskontinuerlig om det finns extern laddning pa
gransytan.
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Kurvintegralen ABCDA, med BC och DA infinitesimalt sma, ger

E2 - Ar — E1 - Ar = 0 (350)

Eftersom Ar ar i tangentens riktning fas

Esy = By, (3.51)

Obs: Enligt foregdende ekvation ar elfiltets tangentiella komponent kontinuerlig. Eftersom E =
—V ¢ maste vi dd ha att ¢ ar kontinuerlig, annars far vi ju inte utfora deriveringen!

Sol(rrand) - @Q(rrand) (352)

Detta strider inte emot diskontinuitetsvillkoret for flodestdthetens normal-komponent. Normal-
komponenten &r ju en annan derivata dn den tangentiella komponenten, s3 den kan nog vara
diskontinuerlig.
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Om man bildar en tub av flodeslinjer fas en
flodestub som i figuren.

n,

Gauss' lag fér denna ar

/ dAﬁQ-D—i—O—/ dAn; -D = Q (3.53)
Ag Ap

Om (extern) ingen laddning i tuben f3s att flodet bevaras: flddet genom A; och As &r detsamma.

Nar (externa) laddningar ar ndrvarande maéste vi ha att flodeslinjer startar eller slutar pd dessa,
eftersom flodet da inte bevaras.

Kraftlinjer, daremot, startar och slutar pa extern och polariserad laddning, eftersom F = gE =
q(D/eo — P).
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Exempel : Punktladdning ¢ inbiddad i ett neutralt, sfariskt dielektrikum.

qg 1l

D, = — 3.54
4 r2 ( )
eq 1
50Evakuum,7’ =D,=¢bk, = —— (355)
47 r?
erq 1 |
Evakuum,r =¢e. B, = 1 — = 1 - (356)
Amegr? 4dmegr?
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3.6. Poisson-ekvationen och dess randvillkor
Vi kom fram till
V-D=p (3.57)
Under antagande att dielektrika ar isotropiska, linjara och homogena (¢ # e(r)) har vi
v.E=" (3.58)
€
Om som tidigare E = —Vp s3
Vip= -~ (3.59)
€
Poissons ekvation for dielektrika dr som tidigare, men ¢ har ersatts av €.
Laplace-ekvationen
Vi =0 (3.60)

kan anvdndas d& man har dielektrika med enskilda punktladdningar, laddade eller neutrala ledare,
eller dielektrika med enbart (externa) ytladdningsfordelningar.
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Elektrostatiska problem med ledare och (isotropiska, linjara, homogena) dielektrika bestdr darfor i
[6sning av Laplaces ekvation i separata regioner — inne i de dielektriska medierna och i tomrummet
mellan dessa och ledare — och foga samman I&sningarna med hjalp av randvillkoren.

* * *

Exempel : Sfariskt, oladdat dielektrikum med radien a i ett initialt likformigt falt Eq i vakuum.

Ldsningen &r fran tidigare:

01(r,0) = Asrcos®+ Byr Zcos, T > a, (3.61)
0o(r,0) = Corcosf + Dyr *cosb, 1< a, (3.62)
Ett villkor far vi frén det att ¢1 = —FEpz = —Egrcosf dd r — oco. Detta ger Ay = —Ej..

D& o bor vara definierad ocksa i origo méste vi ha Do = 0.
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Tangentiella kompontenerna av elfiltet ska vara kontinuerliga:

Ev(r=a,0) = —%% = —Eysin + Bya *sin6 (3.63)
= FEsi(r=a,0) (3.64)
= —%% = (Cysin @ (3.65)
Detta ger
— Eo+ Bya™® = Cy (3.66)

Flodets normalkomponenter ar kontinuerliga, efterstom ingen extra laddning finns placerad pa
dielektriket:

0
Din(r=a,0) = —51% = e1Eycos 0 + e1By2a"° cos 0 (3.67)
T
= Dy,(r=a,b) (3.68)
0
= —Egﬂ = —e9Cycos O (3.69)
or
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Detta ger

EO + 2BQCL_3 = —87«02 (370)
Summan av de tva ekvationer vi nu fatt ar
3Bsa = (1 —¢,)C, (3.71)
Detta ger
3Bsa?
— 87’
Insattning ger
er — 1
By = (—Eo 4 Cy)a®> = ——FEya® (3.73)
e+ 2
Insdttning igen ger
3Bsa? 3E
Cy=22 = 20 (3.74)
1—¢, er+ 2
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Slutliga potentialen &r alltsa
Er — _
p1(r,0) = —Eyrcosf + Eoa’r %cosO, 1> a, (3.75)
Er
3E
pa(r,0) = -— 0 rcosd, r<a, (3.76)
er +
Elfaltet inne i dielektriket ?
E; = -V, = Eyz = konstant (3.77)
Detta &r ett konstant falt, som ar parallellt med det yttre initialt likformiga elfaltet.
Polarisationen &r
Er — —~
Py = eo(er — 1)Ex = 3¢9 Eoz = konstant (3.78)
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Den radiella polarisationen:

er— 1
Py, =¢eo(er — 1)Eg, - T = 3eg 2E0 cos 0 (3.79)
Er
Polarisations-ytladdningen &r
O'p:PQ'/I'\: P27T (380)
Polarisations-volymladdningen &r
pp=—-V -Py=0 (3.81)

(a) (b)

(a) Flodet D (totala flodet bevaras om inga externa laddningar), (b) elféltet E.
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3.7. Bildladdningsmetoden for dielektrika

F6r ledare hade vi tidigare att bildladdningen var inuti eller utanfér ledaren, och vi sokte potentialen
i den region som inte innehdll bildladdningar.

| de situationer att vi har flera dielektrika kommer vi nu att ha bildladdningar inte bara i ett
dielektrika utan i flera.

Exempel : Punktladdning q i platsen (—d, 0, 0) i dielektrikum 1, som fyller regionen = < d.
Dielektrikum fyller halvrummet > 0.

Avstanden fran origo till den verkliga laddningen q och bildladdningen ¢’ &r

ro= @ (—d)? P 22 (3:82)

ro= \/(:13 —d)? 4+ y? + 22 (3.83)
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Potentialen i dielektrikum 1 &r

1 !
p1(x,y,2) = (g + q—) (3.84)
471'61 /

T T

Detta ar summan av den verkliga laddningens potential och potentialen fran bildladdningen i
medium 2.

Inne i medium 2 finns ingen verklig laddning. Men filtet fran g kdnns av, och for att ha en mgjlighet
att forma det enligt randvillkoren uppfinner vi en ny bildladdning ¢”, i dielektrikum 1, s3 att denna
har samma position som den ursprungliga laddningen. Vi har nu

1 "

q q q
T z) = + = 3.85
22, 2) 4dmesr  4mesr 4mesr ( )
1. Kravet att potentialen ska vara kontinuerlig:
1 q q
901(05 Y, Z) = +
4d7eq \/d2+y2+z2 \/d2+y2+22
1 q///
= 0,vy, z = 3.86
©2(0, 9, 2) Ine JE T T (3.86)
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2. Kravet att flodestathetens normalkomponent ska vara diskontinuerlig med beloppet o = O:

5 (0 ) 1 ( 0+d / 0—d )
€10z y Yy 2 = —\— —
ey w TN+ T+ 2+ (- a4 )R
1 0+d
= £90,¢(0, vy, = ——4q" 3.87
£20:02(0,y, z) 47rq ((0+ d)? + 42 + 22)3/2 ( )
Dessa villkor ger
g+d = Zq" (3.88)
€2
—q+ q’ — _q’” (3.89)
Subtrahera den senare fran den forra. Vi far:
" 2e9
=q 3.90
€1+ €2 ( )
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Insattning i ekv. (3.88) ger

/ €1 — €2
g =g+ —>2 3.91
€1+ €2 ( )
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3.8. Molekylart elfalt

Vi sag tidigare att ett polariserat dielektrikum bestdr av inducerade dipoler. Det falt som polariserar
en enskild molekyl kallas molekylart elfdlt. Detta ar helt enkelt det totala filtet som paverkar

molekylen, p.g.a. av andra dipoler och yttre laddningar. Molekylens eget dipolfélt ingar inte i detta
falt!

++

+

-+
{2
NS

T T T
[
|

[
+ o+t
!

+ 4+ + + + + ++ o+

Betrakta en sfarisk kavitet i ett dielektrikum, som befinner sig mellan tvd parallella ledande plan,
vilka ger upphov till ett elfdlt Eqy. | bilden ar detta falt riktat frdn vanster till hoger. | kavitetens
mittpunkt finns det en molekyl (inte utritad). Vi vill nu veta det molekyléra filtet i denna punkt.

Antag att polarisationen dr homogen, sd att V - P = 0. Lat det depolariserande filtet fran
polarisationsladdningarna pd de externa ytorna vara Eqepol. Detta félt gdr fradn hoger till vanster
(mot det yttre elfdltet och mot polarisationsvektorn P).
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Det molekylara faltet ar

E; = Eext + Edepol + Epol,yta + E' (392)
dar

E ol yta ar filtet frin polarisationsladdningarna p3 kavitetetens yta, och E’ ir filtet fran dipoler
innanfor kaviteten.

Det makroskopiska (genomsnittliga) elfaltet i dielektriket &r

E = Ec¢x + Edepol (393)

Med hjilp av Gauss' lag tillimpad pé en pillerburk som bérjar i dielektriket och slutar i vakuum
innan det ledande planet:

(EoE + P)A - €0EextA =0 (394)
Detta ger
e0(E — Eue) = —P (3.95)
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som ger
1
Edepol =—P (396)
€0

Men eftersom Egepol och P ar riktade at olika hall, s galler

1
Edepol =——P (397)
€0

Faltet fran kavitetens ytpolarisation, taget i molekylens position:

/

1 —r
dEpol,yta = _dA/UP (398)
4meq r3
Laddningstitheten: op = P - T = P cos 6.
P r’
dEpol yta = — r?d¢’'do’ sin 0’ cos 6'— (3.99)
TED r’3
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Polarisationen &r parallell med faltet, s enbart bidrag som har fran noll avvikande projektion pa
polarisationens riktningsvektor Gverlever. Lat polarisationen vara i z-axelns riktning:

~ P
dEpolyta - P = dEpolyta cos 0’ = 2—d9' sin 6’ cos” 0’ (3.100)
€0

eftersom P -T=1-1-cosb.

Svaret blir

~ P
Epol,yta -P=— (3101)
’ 3eo

Eftersom detta &r i polarisationens riktning, kan vi skriva

P
Epol,yta - 3_80 (3102)

Vi kommer att begrinsa oss till fall dir E' ir noll. Detta giller om (i) det finns m&nga dipoler
inne i kaviteten, och de ar alla parallella men slumpmissigt placerade, eller om (ii) dipolerna &r
arrangerade som i en kristall med kubisk symmetri.
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Vi har nu

P
En =E+E, . +E =E+ T (3.103)

Dielektrikets polarisation ar proportionell mot det totala faltet, s3 d& borde vi ha att en molekyls
dipolmoment ocksé &r proportionellt mot (det molekyldra) filtet. Man definierar den molekylara
polarisabiliteten o med hjilp av

Pm = ¢Ep (3.104)
Vi hade ju i bérjan att
d
p—22 (3.105)
dVv
Detta kan skrivas
dN d d
p=2200 _ %% b (3.106)

= =n =
dV dN dN

dar N ar antalet molekyler i volymen dV dar dp berdknas. n &dr atomernas nummer-densitet,
Sl-enheten blir 1/m?.
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Vi far nu

P
P =naoE, = na (E + —)

380

Eftersom P = x.E far vi den sa kallade Clausius-Mossotti-ekvationen:

1 3€0Xe _360 e — 1
n 350+X_ n e+ 2

Genom att mata upp n och &, kan vi alltsa ta reda pa polarisabiliteten.

(3.107)

(3.108)

Om vi annu anvander en enkel modell fér hur en atom polariseras kan vi dessutom uppskatta

atomens radie utifran o.
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3.37

Approximera elektronkonfigurationen som en sfarisk, homogen laddningsfordelning. D3 ett yttre
elfdlt kopplas pa kommer elektronmolnets masscentum att forskjutas fran den positiva karnan.

Beteckna forskjutningen med x.

Kraften pa kirnan:

F,=Ze- - E,

A andra sidan, enligt Coulombs lag:

szze'Ec
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(3.109)

(3.110)

3.38




E¢ ges av Gauss' lag:

ina?E 1 0 1 Ze y 4 (3.111)
T = —Q. = — , :
© €0 €0 47TR3/3 3
dér R ar elektronmolnets (= atomens) radie.
Vi far:
Zex
ZebEy, = ZeEc = Ze——— (3.112)
47’(‘80R3
sd att
Zex = AneoR°En (3.113)
Eftersom
Pm = Zex (3.114)
Pm = aBEy (3115)
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sd har vi
Pm = AnegR Ery = aFn (3.116)
och
a = 4regR? (3.117)

De varden man far for R med denna modell stimmer relativt bra med experimentella varden,
forutsatt att man véljer l1ampliga dmnen . . .

R &r av storleksordningen 1 Angstrbm, d.v.s. 0,1 nm eller 10719 m.
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