0. Matematisk bakgrund

[RMC, Arfken, Lahtinen]
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0.1. Centrala vektorbegrepp

En vektor med storleken F' noteras F eller F.l komponentform, i Cartesiska koordinater, skriver
man

F=FX+Fy+Fz=FRX+ FRhy+ Fz (0.1)

Skaldrprodukten av vektorerna A och B ar

A-B=) AB;=|A|B|cosa, (0.2)

dar « ar vinkeln mellan vektorerna.

Skaladrprojektionen av A p3 vektorn n ar

. A-n
A, =|Alcosa=A -n=—— (0.3)
n
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Vektorprojektionen ar skaldrprojektionens langd ganger enhetsvektorn for riktningen:

- e An_ A-n
A, =An=(A -nn= n=—-n (0.4)
n n
Vektorprodukten av vektorerna A och B ar
X y 1z
AxB=)> eutiABy=| A, A, A.|= ABsinof, (0.5)
ijk B, B, B,

dar 1 &r en enhetsvektor vinkelrdt mot A och B, och ¢;;;, ar Levi-Civitas symbol:

+1, (ijk) = (123), (231), (312)
eijn =13 —1, (ijk)= (132),(213),(321) (0.6)
0, i=g,j=ki=Ek

Arean av en parallellogram som spénns upp av vektorerna A och B dr |A x B].
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Trippelprodukten av vektorerna A, B och C ar

A, A, A,
A-(BxC)=| B, B, B. (0.7)
c. C, C.

Volymen av en parallellepiped som spinns upp av vektorerna A, B och C ir |[A - (B x C)]|.
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0.2. Vektor-identiteter

AxB = —-BxA (0.8)
A-BxC) = (AxB)-C (0.9)
Ax(BxC) = B(A-C)—C(A-B) (0.10)
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0.3. Gradient, divergens, rotor, och Laplaceoperatorn

Gradienten av ett skalarfilt f = f(x, y, z) definieras i Cartesiska koordinater som

_0 _0 _0 ~ ~ —~
szx—f—l—y—f—}-z—f.Examf—}-yayf—l—zazf. (0.11)
ox oy 0z

Divergensen av vektorfiltet A = A(z,y,2) = A (z,y,2)X + Ay(z,y,2)y + A.(z,y,2)z

definieras som

0A;
VA= Z e Op Ay + O,A, + D, A.. (0.12)
Rotorn definieras som
X vz
VXA=| 0, 0, 0. (0.13)
A, A, A,
Laplaceoperatorn pd skalarfiltet f definieras som
(0.14)

VAV =V =0f +0,f +0.f.
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0.4. Potentialteori

[Lahtinen]
Lat f vara ett skaldrfalt och u ett vektorfilt.
Om

Vxu=0 (0.15)

sdgs u vara irrotationell.

Teorem 1:
V f = u om och endast om u &r irrotationell. Skalarfaltet f ar nu vektorféltets u potential.
Teorem 2:

V f = u om och endast om

/B dr-u (0.16)

A

ar oberoende av kurvan mellan A och B.
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Teorem 3:

Om V f = u, sa giller att

£(r) = flxo) = /C dr-u, (0.17)

dar C &r nan kurva fran ry till r.

. B . . . .
Teoremen siger att V f = u, fA dr - u oberoende av vigen, och V X u = 0 (u irrotationell) &r
helt ekvivalenta egenskaper.

| klartext: Om vi kdnner u kan vi bestdimma V X u. Om detta uttryck ar noll vet vi att det existerar
. . . B B . .

en potential f, for vilken galler att fA dr - u ar oberoende av vigen. Potentialen sjilv ges sedan

av teorem 3.

Inom fysiken kallas irrotationella filt konservativa.
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Exempel : Gravitationsfiltet F = Gmimor/r2

Vektorfiltet ar nu vasentligen faktorn T/72 |

V x

T
r

X y z

= Oy o

5
<

[

T Y z
(12+y2+22)3/2 (m2+y2+22)3/2 (x2+y2+22)3/2

3 [2yz 2zy 3 [2zx 2xz R
= X5\ 5 )T 5~ 5 ) T

2\ r’ rd 2 rd

= 0.

(0.18)

Alltsd galler att gravitationsfaltet &r konservativt (irrotationellt), och t.ex. kurvan C i arbetsinte-
gralen fc dr - F mellan tvd punkter kan viljas fritt. Den motsvarande potentialen har inget eget

namn, kallas gravitationspotential. [J
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0.5. Nabla-formler
Motsvarande som i exemplet ovan kan vi latt visa att
V xr=0. (0.19)
* * *
L3t oss testa ndgra motsvarande uttryck:
V.r=0,x+ 0yy+ 0.z = 3. (0.20)
* * *
Vr=V-(V-r)=0. (0.21)
* * *
44 4P P X 0.10
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1/2
Vi = (89% + c')j + 83) (mz + y2 + zz)
= 87‘_ + 8:1/g + az_
r r
1 zor 1 yor 1 z Or
T r 29z r 2 Oy r 120z
1 oz 1 S
_ 121 oy 1 2
r 3 r 3 r 3
3 1 2
= Z2_-=-Z (0.22)
r o r T
sa att
2
Vir == (0.23)
r
* * *
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(A-V)r = (A0, + A0, + A.0.) (zX + yy + 2Z)
= AX+AY+AZ
= A. (0.24)
Detta ger
(A-V)r=A. (0.25)
* * *
Lat skalarféltet f bero endast pa avstandet r:
d
Vi) =720 (0.26)
dr

Foljer direkt fran utrycket for V i sfariska koordinater.

* * *
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Om vi i stallet har ett vektorfilt A = A(r):

V-A(r) = 0;A;(r)+ 0,Ay(r) + 0.A.(r)
dA dA dA
T o 4y 8,2 z
dr + o dr + o dr
dA dA

= Our

— ﬁ@xrﬁ—i—/}?ay?“%—{—/z\@zr—

dA(r)
dr

= (X0yr +yO,r +20,r) -

dA
dr

11 dA(r)

= —— (X2z 4+ y2y +722) -
27

dr

Detta ger

(0.27)

(0.28)
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Lat skalarféltet f bero endast pa c - r, ddr ¢ dr en konstant vektor:

Vf(c-r) = Z’éiaf

8a:i
ZA d(c-r) df
= €;
- Ox; d(c-r)
N df
= €iCi———~
¢ d(c-r)
d
= c—f, (0.29)
d(c-r)
som ger
df
\V4 or) = . 0.30
flowm) =gy (0:30)
Motsvarande for ett vektorfalt A som beror endast pad c - r:
dA
V- -A(c-r)=c- . 0.31
(eom) = gy (0:31)
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Beteckna
v =X 9 +y 0 +z 0 (0.32)
r = X Z . .
B =X +2) Yoy +v) | “0(Z + 2)
Om nu R &r en konstant vektor:
- . Oz 0 i oy o P 0z 0
r X——— _ 77—
R o(X +2)0z  “0(Y +y)0y | 0(Z+ 2)02
20 o0
= X— — 4+ z—
oz Yoy "oz
= V., (0.33)
Kan utnyttjas t.ex. vid byte av koordinatsystem, om R &r en konstant translation.
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0.6. Vektoroperator-identiteter
V- (VxXF) = 0 (0.34)
Vx(Vf) = 0 (0.35)
VXx(VXF) = V(V-F)—VF (0.36)
V(fg) = gVf+fVg (0.37)
VF-G) = (F-V) G+FXx (VXG)+(G-V)F+G x (V x F)(0.38)
V- (fF) = (Vf)-F+ fV - F (0.39)
VX (fF) = (Vf)xF+ fVXF (0.40)
V- FxG) = (VXF)-G—-(VxG)-F (0.41)
Vx(FxG) = (V-GOF—(V-F)IG+ (G-V)F - (F-V)G (0.42)

Bevis av dessa: Expandera vanstra och hogre leden i komponentform.
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0.7. Integralteorem
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0.7.1. Gauss’ teorem

}{dA F = f dVV - F. (0.43)
S Vv
Bevis:
: dA - F dydz (Fo(* . 0.0) - 7. (% 0.0
dx . e JR— — I,
s ydz (E(T,0,0) — Fi(~5,0,0)
Dy d d
4 ’ | +ndz (£,0,%2,0) - F0,-%2,0))
* dxx dz dz
dy +d$dy FZ<O’ O’ 7) - FZ(O’ 07 _?)

Expandera F' kring centret av det infinitesimala ratblocket:

d d
dA-F ~ dydz (FI(O, 0,0) + 8mFx§ _ (FI(O, 0,0) — 8sz7x)>

d d
+dzdz (Fy(o, 0,0) + ayFygy - (Fy(O, 0,0) — 8yFy7y)>

Elektrodynamik, ht 2005, Krister Henriksson 44 43P PP X 0.18




d d
+dady (Fz(o, 0,0) + aZFZ?Z — (Fz(o, 0,0) — a&{))

= dxdydz (0,F; + O0yF, + 0.F~)
— dVV.F. O (0.44)

Obs: Ytans normalvektor pekar ut ur volymen !

Korollarium:

Lat nu F = aF’, dir a ar en konstant vektor i ndgon riktning.

j{dA-an-j{dAF (0.45)

j[dvv-F = }I{dVV-(aF)

= y{dV(FV-a—{—a'VF)
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- a. }[dVVF (0.46)

Detta ger

o

: {7{ dAF — deVF] =0 (0.47)

sa att

dAF = ¢ dVVF (0.48)
pasr=§
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0.7.2. Stokes’ teorem

fsdA-(vXF)zyécdr.F. (0.49)

Bevis:

4 @ dx y Lat den infinitesimala ytans normal vara i z-riktningen:

2
dA - (V X F) = dady(8,F, — 8,F,) (0.50)
dy {1
X
dx dx

dr - F = dy Fy(?,0,0) —Fy<—7,0,0)

d d
tda (—Fx(O, ?y 0) + F,(0, —?y, 0)) (0.51)
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Expandera F i centret av den infinitesimala rektangeln:

d d
dr-F =~ dy (Fy(O, 0,0) + awa?x - (Fy(o, 0,0) — amFy?w»
d d
+dy (—Fm(o, 0,0) — any?y + F,(0,0,0) — any?y>
= dxdy(0,Fy, — 0,F;). O (0.52)

Obs: Ytans normalvektor och kurvans riktning bildar ett hogerhandssystem !

Korollarium:

Lit nu F = aF'.
yfdr.F:y{dr.(aF):a-fdrF (0.53)

j{dA-(VXF) - ?édA-(Vx[aF])
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— fdAwFan+GMwa

_ }{ dA - (VF) x a
_ yé dA x (VF) - a
- a-%dAx(VF) (0.54)
Fran detta foljer
yédrF - j{dA « (VF) (0.55)
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