Appendix A:
Differentialoperatorer i olika
koordinatsystem

[Arfken,BETA,Lahtinen]

A. 1. Kurvilineara koordinatsystem

q s kongront

‘3_ sionstant

4
}

Antag att i ett Cartesiskt (z, y, z) koordinatsystem med basvektorerna X, y, Z existerar en 1 - till - 1
avbildning mellan (x, y, z) och koordinaterna (q1, g2, g3) i ett kurvilinedrt koordinatsystem.

Antag vidare att ytorna ¢; = konstant skdr varandra vinkelrdtt i punkten P = (z,vy, 2).
Skarningskurvorna mellan dessa plan bildar koordinatlinjerna g;.
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De lokala basvektorerna u; i det kurvilinedra koordinatsystemet formar ett lokalt ortonormerat (ON)

system om

Enhetsvektorerna definieras som

. 1 Or
u;, = — s
h;O0gq;
dar
‘ or
hi = ’
0q;

kallas skalfaktor.

Om vi valt enhetsvektorerna sa att de bildar ett hogerhandssystem, sa galler

ﬁl Xﬁg :ﬁg,

(A-1)

(A-2)

(A-4)

och samma for cykliska permutationer (1,2,3), (2,3,1), (3,1,2). Jamfér med Levi-Civitias symbol !
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Ortsvektorn for en given punkt &r
r = X + yy + 2%, (A-5)
i det Cartesiska systemet, och
r = qu; + Uz + g3, (A-6)
i det kurvilinedra systemet.
* * *
En differentiell stracka i det kurvilinedra systemet skrivs
dr = )  hidg;. (A-7)
i
Efter multiplikation med u;:
drj = ]’Ldej, (A—8)
som alltsd &r en differentiell stracka langs med koordinataxeln g;.
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En differentiell yta i riktningen Uy ar

dA = dAﬁk = d’r’idrjﬁk = hzh]dqqu]ﬁk, (A—g)

dér indexen 1, 5, k kan permuteras cykliskt.

Ett differentiellt volymelement ar analogt

dVv = dT‘ldT‘Qd’r’g = hlhghgdqldQqu;g. (A—].O)
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A. 1.1. Cylindriska koordinater

TN
<_| =X
! / T = pcosi, (A-11)
y = psiny, (A-12)

7< dir p € [0, 00) och ¢ € [0, 27).

X

Basvektorerna (onormaliserade!) &r

Oor ~ .~

u, = — = cosyX+ sinyy, (A-13)
9p
or e~ ~

u, = % = —psin YX + pcos Py. (A-14)
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Skalfaktorerna ar h, = 1 och hy, = p, sa enhetsvektorerna blir

cos PX + sin 9y, (A-15)
u, = —sinyYX 4 cosyy. (A-16)

=)
<
Il

Observera: U, X Uy = cos v cos Yz — (sin ¢ sin P (—2z)) = z, d.v.s. systemet &r orienterat som

(p, ¢, z).
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A. 1.2. Sfariska koordinater

0 xr = rcosesind, (A-17)
r
v y = rsinpsinb, (A-18)
z = rcosb, (A-19)
b

darr € [0,0), ¢ € [0,27) och 6 € [0, 7).

X

Basvektorerna ar

o
u, = 8_r = cos ¢ sin 0X + sin ¢ sin 0y + cos 0z, (A-20)
r
Or : NN R
u, = oS- =—rsingsin 0X + r cos ¢ sin 0y, (A-21)
®
Or - : ~ R
u = 90 = 7 COSs @ cos OX + r sin ¢ cos 0y — r sin 0z. (A-22)
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Skalfaktorerna ar h, = 1, h, = rsin § och hg = r, s3 enhetsvektorerna blir

U, = cospsinfX + sin ¢ sin 6y + cos 67z, (A-23)
u, = —singX+ cosyy, (A-24)
Uy = cospcosbX+ sinp cosdy — sin 0z. (A-25)
Observera:
U, XU, = cos @sinfz — (sin’ @ sinO(—2)) — sin p cos 65 + cos o cos O(—X)

= — cosypcos X — sin p cos 0y + sin 6z

= —ﬁg, (A’26)

d.v.s. U, X U, = Uy och U, X Uy = U, efter en cyklisk permutering. Med andra ord, systemet &r
orienterat som (r, 0, ).
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A. 2. Gradient

Gradienten av en skaldr funktion f &r

of
i Cartesiska koordinater.
Derivatan i riktningen v ar
0
V-sza—f51~|Vf|cosoz, (A-28)
v

dar « ar vinkeln mellan ¥V och gradienten. Frdn detta ser man att riktningsderivatan ar storst i
gradientens riktning, eftersom d& giller &« = 0, och minst (0) i en riktning som &r ortogonal mot
gradienten.

En generalisering av riktningsderivatans definition ger

_of _ 10f
_8T'i _hia%

q-Vf (A-29)
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sa att i kurvilinedra koordinater

10f
Vf= u,—— A-30
F=Xag o (A-30)
Observera:
. 10q; 1
Vqg; = u;,— = — A-31
% — hidq; h; ( )
sa att
u; = h;Vg; (A-32)
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A. 3. Divergens
Divergensen av en vektor F ar
: . $dA-F
divF=V . .F = lim ——— (A-33)
V—0 \Y4
Berdkna denna komponentvis:
V - (Fyuy) (A-34)
Men
ﬁi = ﬁj X ﬁk, (A—35)
da i, j, k ar cykliskt permuterade, sa
AVAR (Flﬁl) = V.- (FthhquQ X Vq?,)
= V(Fihohs) - (Vg2 X Vg3) + F1hahsV - (Vg2 X Vg3)
= V(Flhghg) . (VQQ X V(]g) +0
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ﬁQ Xﬁg

= ——— V(Fihsh
h2h3 (123)
u

= - V(Fihsh
hghg (123)

ﬁl . Ea(Flhghg) I
hohs | hy 0q1 o
1 8(F1h2h3)

= (A-36)
hihohs  Oq1
Motsvarande fér de Gvriga komponenterna ger
1 O(F1hah O(Fshsh O(F3h1h
divF =V -F= Fihohs) | O(Fshsin) | O(Fshiha)] (A-37)
hihahs oq 0q2 0qs3
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A. 4. Rotor
Rotorn av ett vektorfdlt F definieras som
. $,dAXF
rot F=V X F = lim ~4——. (A-38)
V—0 \V4
Man kan visa att komponenten i n-riktningen ar
dr - F
n-(VxF)=lim fc— (A-39)
A—0 A
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=>

Kurvintegralens forsta term, fér A i riktningen Uy, ger

droFy + dryFy — droyFy — drsF;

8h3 81'713
=  hodq2F + (hs + ——hadq2)dqs(F3s + ——hadg)
082 0s2

Oh
—(ha + 5 =

S3
OF,

Q

OF,
hsdgs)dga(F> + 8_sh3dq3) — hzdqs F3
3

8}12 8F3 8h3
—haodga——hsdqs — Fo——hsdqsdgs + hadgzs——hadqs + F5——hadgadgs
083 083 LD 0s3

0 0
= ——(h2F2)dqedqs + —(hsF}s)dg2dgs (A-40)
9q3 9q2
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Division med dA = hydgohsdqs ger
1 0 0
———(hoF5) + —(hsF3 i| . A-41
Tl 8q3( ) an( ) (A-41)
Motsvarande for de Gvriga komponenterna ger slutligen
hiu;  holus hgﬁg
_ 0 0 9
hiFy hoFs5 hsFj3
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A. 5. Laplace-operatorn

Laplaceoperatorn av skalarfiltet f ar

V- (Vf) =div (V) = div (Z a%g—;c) . (A-43)

Med uttrycket for divergensen fas

1 o hohs O 0 hshy O o hihy O
i () (22 & (220 e
hihohs [Og1 \ h1 Oq: 0gq2 \ ha Oq 0gq3z \ hs Ogs
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A. 6. Sammandrag
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A. 6.1. Cylindriska koordinater

Skalfaktorerna: h, = 1, hy = p, och h, = 1.

_Of ~10f _8f
Vf = pa—p + 7,0;% + Za (A—45)

1 [O(F O(F, O(F,
divF = V,FE_[(pp)Jr (Fy) | 0(F:p)
p op oY 0z
1 [O(F O(Fy OF,
0 op oY 0z
poe
F, pFy, F,
170 0 o [10 0 0
oD R ) 2
p LOp op oY \ poy 0z 0z
10 0 102 o?
= - (p—f) A A | (A-48)
pOp \' Op p2oyY2 022
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A. 6.2. Sfariska koordinater
Skalfaktorerna: h, = 1, hg = r, och h, = rsin 0.
of ~1of 1 9Of
v = r—+4 60— — A-49
/ r8r+ r89+¢rsin98cp ( )
divF = V.F= 1 (F,r?sin 0) n O(Fprsin 0) n O(F,r)
r2sin or 06 Op
1 9(Fr® 1 [O(Fysin®) OF
- loEr) | [(‘gsm)+ “’} (A-50)
r2  Or rsin 0 06 Op
1 T r0 rsin 0p
VxF = 2 2 2 (A-51)
F, rFy rsin0F,
1 o} 0 0 10 o} 1 0
Vif = - [— (7‘2 sin O—f) + — (r sin 9——f) + — <r - —f>}
r2sin @ | Or or 00 r 00 Op \ rsinfdyp
10 28f) 1 0 ( 8f) 1 % f
= —— — — 00— _ A-52
20 (T or) T r2sn000 \*" 80 ) T r2sm? 0002 (A-52)
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