17. Elektrodynamik och den speciella relativitetsteorin

[RMC 12; Jackson 11, Riskas anteckningar]
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17.1. Historisk overblick

Det har redan flera ganger under kursen dykt upp ekvationer som baserar sig pa Maxwells ekvationer,
men liknar forbluffande mycket ekvationer i den speciella relativitetsteorin. Detta ar inte en slump.
Orsaken ar att de tva teorierna hanger nara ihop, och att i sjdlva verket historiskt sett var det det
elektrodynamiken som ledde till den speciella relativetsteorin.

| det féljande ges det en Oversikt Over hur detta skedde.

Kring ar 1900 var den klassiska elektrodynamikens alla huvuddrag utvecklade, sdsom beskrivits
tidigare under denna kurs. En av de centrala dragena var ju insikten att Maxwells ekvationer leder
till en vidgekvation, som beskriver vagor som fortskrider i vakuum med hastigheten

c= 1 (17.1)

\/ €00

D3 normala vagor (till pa havet eller i luften) ju som kant ror sig i ett valdefinierat material, ledde
beskrivning av vagor i vakuum till hypotesen att universum innehaller ett medium, “etern”, som
finns overallt och vars vibrationer mojliggor de elektromagnetiska vagornas framskridning i det.

Eterhypotesen i sin tur leder till att det finns en unik referensfram, den dar etern &r i vila (stationart).

Den andra centrala teorin pd 1800-talet var ju Newtons mekanik. For den galler att
rorelseekvationerna ar oférandrade under Galilei-transformationen. Detta kan uttryckas s3 att
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vi har tvd koordinatsystem, ett i vila och ett annat som ror sig med den konstanta hastigheten wu.

Om vi valjer koordinataxlarna i det ena systemet s3 att w ar i riktningen x, sager Galileitrans-
formatinen att koordinaterna och tiden i det rérliga systemet ' (prim) beror p3 det i det orérliga
som

r = x—ut (17.2)
y =y (17.3)
2 = z (17.4)
t =t (17.5)

(17.6)

Maxwell-ekvationerna leder som sagt till vigekvationen. D& ar en naturligt frdga huruvida
vagekvationen

1 0%
2 — — —
Vip = = (17.7)
ar invariant under Galilei-transformationen?

Det ar enkelt att visa att den inte ar det. Om man t.ex. ersatter tidsderivatan med den i det primade
systemet (beaktande bara de transformerande x och t-riktningarna):
o 0z’ 0 ot' o 0 0

9 _ _ 17.8
ot ot ow otor “ow T ov (17:8)
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19, ox’ O ot’ O 19, ot ot' O 9, 1 0
ox ox Ox’ ox Ot’ ox’ ox Ot Ot’ ox’ uot

ser man att den nya vagekvationen skulle bli (i z- och t-koordinater):

8 10\ (0  10¢ 1/ & 3 &b ¢>
uw Ot - 17.10
(&v’ " uav) (896’ i uat’> c? (“axf " 8t’) ( dx' Ot (17.10)

0%¢ 1 9% 1 9%¢ 10% 1 ([ ,0% 0% 0% 0%
+ — — + == |u + u + u +
dx'?  uwdx’'Ot!  uwdt'Ox’ u?ot'? 2 ox'? ox' ot ot'ox’  Ot'?
(17.11)
u? 0% 2 u. 0% 1 1)\ &%
1 - — > B (= - = 17.12
( 2)8:10’2 + (u + c2” 0x' ot <02 ) ot'? ( )

Detta ar uppenbart inte ekvivalent med den ursprungliga vagekvationen. Alltsd ar vagekvationen
och Maxwells ekvationer inte invarianta under Galilei-transformationen, v.s.b.

Detta resultat galler givetvis for alla andra typer av vagor ocks3, t.ex. havsvagor och ljudvagor.
Men for dessa ar det klart vad det stationdra mediet dr: materialet (t.ex. vatten eller luft) dar
vagorna ror sig, vars inre bestandsdelar har massa och antogs félja mekanikens lagar och darmed
Galilei-transformation. Darmed fanns det inget problem med att sjalva vidgekvationen inte foljer det.

For elektromagnetiska vagor som kan fortskrida i vakuum postulerade man alltsd etern som det
analoga mediet.
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| slutet av 1800-talet fanns det flera olika mojligheter for hur etern och Maxwell-ekvationerna skulle
forhalla sig gentemot Galilei-transformationen:

1. Maxwells ekvationer ar fel, och den korrekta teorin for elektromagnetism &r invariant under
Galilei-transformationen.

2. Det finns en unik foredragen referensram, den dar etern ar i vila. Maxwells ekvationer kraver
modifikation i andra ramer.

3. Maxwells ekvationer dr samma i alla referens-ramer som rér sig med en konstant hastighet
gentemot varandra. Galilei-transformationen galler inte.

Av dessa verkade alternativ 1 hogst osannolik, dd Maxwells ekvationer redan pd 1800-talet hade

testats extensivt experimentellt.

Alternativ 2 kunde testas experimentellt. Detta gjordes i flera experiment.
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Ifall etern skulle existera, skulle den rim-
ligtvis vara universell och oberoende av
solsystemet. D3 skulle jorden och solsy-
stemet utsattas for en “etervind” da de
ror sig runt galaxens centrum (se bil-
den intill). Detta skulle innebara att d3
man mater elektrodynamiska vagor pa
jorden, borde de vara i rorelse da jor-
den ju ror sig med avseende pa etern!
Alltsa om man skulle mata t.ex. ljusets

L]

hastighet, borde den vara olika i olika e e Ao e
e IR B R A A AR AR A AR A AR AR |
riktningar!
[Wikimedia commons]
Michelson-Morley-experimentet (1887) gjorde just detta. Men de fann inget experimentellt bevis for

etervinden: ljusets hastighet var samma i alla riktningar.

Detta ensamt rackte inte till att doda 'etern’, for man kunde ju anta att etern pad ndgot sitt
dras med jorden eller andra fysiska medium. Men tidigare experiment av Fizeau (1859) hade redan
visat att ljusets hastighet pdverkas delvis av ett fysiskt mediums (vatten ursprungligen) rorelse.
Experiment pa stjarnornas s.k. aberration, alltsd att deras position verkar andras litet under arets
lopp propertionerligt mot v /c skulle inte vara konsistent med att etern dras med jorden.

Tillsammans ledde dessa experiment redan mot slutet av 1800-talet till att att eterns existens
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kunde vara konsistent med Maxwells elektrodynamik bara om man tog till mycket komplicerade
antaganden om eterns egenskaper.

Darmed kvarstod alltsd bara alternativ 3, men den var ocksd mycket radikal i.0.m. att den innebar
att Newtons mekanik inte kan galla allmant, och ocksd Newtons mekanik var ju extremt valtestad.

17.1.1. Lorentztransformationen

Ar 1892 upptickte H. A. Lorentz en transformation som haller formen av Maxwells ekvationer
oforandrade! Den &r, under samma antagande som ovan for Galileitransformationen om att de tva
koordinatsystem ror sig i forhdllande till varandra i x-riktningen med hastigheten u:

, 1

r = xr — ut 17.13

T ) (17.13
y =y (17.14)
2 = =z (17.15)

- - <t _ ﬁa;) (17.16)

(17.17)

Dessa har uppenbart egenskapen att ifall u << ¢, reduceras de tillbaks till Galilei-transformationen.
Som sagt var Newtons mekanik valtestad, men bara for hastigheter mycket mindre an ljusets. Darmed
kunde dessa anvandas ocksa for klassisk mekanik utan att det stridde mot empiriska fakta.
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Vi skall inte visa explicit att Lorentz-transformationen haller Maxwells ekvationer oférandrade, man
tillampar dem som ovan pd vagekvationen med transformation av x och t:

o oz’ 8 atd

— 17.18
ot ot Ox’ + ot ot’ ( )
0 ox' 0 ot o

— + (17.19)
Ox Ox Ox’  Ox Ot

Vi infor (igen, jfr. kapitel 15) beteckningen
1
~ (17.20)

B V1 —u?/c?

samt 3 = u/c.

De partiella derivatorna som behovs blir

oz’ B

or K

ot’ B U
or 027
ox’
ot
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ot’
Ot

och man far for de dubbla derivatorna

0% (8 w a)<va¢ w a¢>_7232¢ o U 0% o U 9% Qu_282¢

922 \Tow 2 'ov o 2 ov 002 | Zozor | 2ovow T Aor?
(17.21)

196 (il r ) (cunll 4, 20) SpPE_on 00 au o,
c? Ot? ox’ ot/ ox’ ot’ c? ' Ox'? c2 O0x' Ot/ c2 ot'O0x’
(17.22)

D3 man satter in dessa tva i viagekvationen kancellerar de blandade derivatorna omdelebart. Kvar
blir d& man flytter éver x’-derivatorna p3 ena sidan och ¢’ p3 andra:

9%d u® 0% u? 8% 1 8%
V—— - =y = (17.23)

ox?2 2 Ox'? ct ot’? cc Ot'?

2 2 2\ A2
9 u’\ 0% 1 4 u”\ 0°¢
7 <1 ; 02> dz2 ! <1 a ?) ot'? (1724)
och med beaktande av att v = ﬁ far man
ok 1 9°

o _ 199 (17.25)

ox'? c2 0t'?
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d.v.s. den ursprungliga vagekvationen! [1.
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17.2. Den speciella relativitetsteorin
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17.3. Poincarés och Einsteins postulat

Lorentz upptackte allsd transformationen ovan, men han insdg inte dess vidare betydelse, utan
forsokte gora den kompatibel med eter-hypotesen.

Det var H. Poincaré som férst insdg att Michelson-Morley-experimentet kunde ha en bredare
betydelse. Han formulerade ar 1899 relativitetsprincipen som att absolut rorelse inte kan observaras
av laboratorieexperiment pa nagot satt, och att detta implicerar att naturlagarna maste vara de
samma for tvd observatorer i relativ rorelse till varandra.

Han kom ocksa fram till att en ny dynamik masta formuleras, och att denna boér innehalla villkoret
att ingen hastighet kan Overstiga ljushastigheten.

Ar 1905 publicerade sedan A. Einstein den speciella relativitetsteorin i sitt papper som hade titteln
“Zur Elektrodynamik bewegter Korper” (Annalen der Physik 17: 891-921) - notera alltsd att titteln
pa pappern hanvisar direkt till elektrodynamik!

Han framforde tva postulat, av vilka den forsta ar Poincarés relativitetsprincip. De ar:

1. Naturens lagar 4r samma i alla koordinatsystem som ror sig med en likformig hastighet med
avseenda av varandra

2. Ljushastigheten i vakuum ar samma i alla referenssystem och oberoende av ljuskallans
hastighet.

Elektrodynamik, vt 2013, Kai Nordlund (<[« [O] [>] [PP] 17.12



Relativitetspostulaten forutsitter att kombinationen ¢t — 72 har samma virde i alla sidana
koordinatsystem - inertialsystem - som ror sig med konstant hastighet i forhallande till varandra.
Frdn detta krav kan man héarleda Lorentz-transformationen (som gavs ovan) mellan en punkts
koordinater i olika inertialsystem.

Utom det historiska sambandet, dr det ocksd intressant att notera att den klassiska elektrodyna-
miken kan skrivas i en matematiskt kompakt form med hjilp av samma notation som anvands i
relativitetsteori. Vi gar nu igenom huvuddragen i detta.

17.3.1. Fyr-vektorer och tensorer

4-vektorer i relativitetsteorin definieras som sadana grupper av 4-storheter (AO, Al A% A3) som

transformeras pa samma sitt som koordinaterna (z°, x*, 22, x®) vid Lorentz-transformationer.

A=A+ (y—1)(A-B)B—BA" (17.26)
AP =~+{A" - 3. A} (17.27)

4-vektorernas langd:
A-A= (A" — (A" — (A%)7 — (A% (17.28)

4-vektor-rymden (Minkowski-rymden) &r inte Euklidisk!

Fyrvektorer och tensorer brukar ofta betecknas oich behandlas med s.k. kontravariant notation
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dar (fyr)vektorer betecknas med Gverindex:

S A— (xO, R :1:3)

Det vanligaste exemplet ar (ct, =, vy, 2).

Lorentz-transformationen kan beskrivas i det allmanna fallet med en fyrmatris som

dar A ar

Exempel: Lorentz-transformationen som gavs ovan for x och t kan skrivas

20— fy(azo _ Bazl)

o = (e = pa)
12 2
T

13 3
r =
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(17.29)

(17.30)

(17.31)

(17.32)
(17.33)
(17.34)
(17.35)
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gl —py 0 O

_ | =By ~ 0 0
A=, 0 Lo (17.36)

0 0 0 1

For att ytterligare forenkla notationen anvands for tensorer ofta den s.k. summeringskonventionen
dar repeterade index summeras:

3
't = Z Az = A" (17.37)
v=0

Det upprepade indexet v ar summerat. Mer allmant galler att alla index dar en ar nere och den
andra uppe summeras.

Kontravarianta och kovarianta vektorer

Definiera en kovariant 4-vektor

A, = (Ag, A1, Ay, As) (17.38)
Ay = A’ (17.39)
A= —A' (17.40)
Ay = —A° (17.41)
Az = —A° (17.42)
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komponenter av en normal eller kontravariant 4-vektor
AP . kontravariant

Au : kovariant

Den invarianta skalarprodukten ar
AA_(A)—A_AA“ A*A, (17.43)

A-B=A,B" = A"B, (17.44)

Tensorer

AP 3r en kontravariant 4-vektor om dess komponenter transformeras pa samma sitt som koordina-
terna for radiusvektorn (ct, r) vid Lorentz-transformationer.

At = AL AY (17.45)

En kombination av 16-storheter A"” 4r en tensor av rang 2 om den transformeras som en
kontravariant 4-vektor med avseende pa bagge indexen.

A = ARG AP (17.46)
Om APY = A"F &r tensorn symmetrisk och har blott
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16—4

== +4 =10 oberoende komponenter

Om A" = — A"F &r tensorn antisymmetrisk och har
16—4

—5— = 6 oberoende komponenter (diagonalelementen maste ju vara = 0)

AP kontravariant tensor

A, kovariant tensor

A" blandad tensor

A, B" = skalar = tensor av rang 0

AP BY = TH"” = kontravariant tensor av rang 2

A, B"" = T" = kontravariant vektor bildad av en vektor och en 2 rang’s tensor

AMB”‘S = T:‘S = tensor av rang 3.

Speciella tensorer:

d: Kronecker's symbol

0 wu#v
B
o = { L uew (17.47)
ShAY = A" (17.48)
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O = O O
= O O O

N
O O ==
o O~ O

Den metriska tensorn g

Den metriska tensorn g dstadkommes genom att hdja ett index i 8/

1 0 0 0
gr—| 0 -1 0 o0
0 0 -1 0
0o 0 0 -1

g"” tjanar som operator for att gora en kontravariant tensor av en kovariant:

g"A, = A" (1)

Definiera g,,,, s3 att g, = g";

Da fungerar g,,, som operator for att sanka index:
A, = gWAV
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(17.50)

(17.51)

(17.52)

(17.53)
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Skaldrprodukten och den metriska tensorn
A*B, = A"¢,,B" = g, A"B" = g,,A"B” (17.54)

A=A -A=AA" =g, A"A” (17.55)
Den metriska tensorn representerar regeln for skalarprodukten eller langdmattet.

D3 Lorentz-transformationen lamnar skalarprodukten invariant har g samma komponenter i alla
koordinatsystem.

:1:’“:13“ = a:“acu = gW:I: M = gxtT” (17.56)
= (") = («)° = (2")" = (a7)’ (17.57)
= ()" = (z)" = (") = (&) (17.58)

Transformationslagen for kovarianta vektorer

At = AR AY (17.59)
A =g A" =g A;A° (17.60)
= gwAggﬁ"‘Aa (17.61)
For kovarianta vektorer vill vi skriva 3
A, = AjA, (17.62)
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sa man ser att
e v Ba

(17.63)

Transformationen A f3s genom att transponera A och andra tecken pd de blandade rums och

tidskomponenterna:

oA My M
_ Ao Al A2 A3 A _A1 A1 Al
AO Al A2 AS _A3 A3 AS

Lorentz-transformationens ortogonalitet

w /W _ AMAB, M
rix, =z x, =NNx T3 =10"2,

ty man kan visa att

pAB _ B
AN, =6
(exempel pa det senare:
vy By 0 O v —By 0 O
By v 0 0 —By v 0 0
0 0 1 O 0 0 1 O
0 0 0 1 0 0 0O 1
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(17.67)
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v - B2722 —’7225 + ﬁv; 0 0
By =By =B+~ 0 0
0 0 1 0 (17.68)
0 0 0 1
1 0 0 O
O 1 0 O
= 00 1 0 (17.69)
O 0 0 1
for att v2 = 1—1B2 sa diagonalelementen = 1.
Gradientvektorn
o o
=(—; V 17.70
Ox® (c:(% ) ( )
o oz o
dx'e (Ga:’a)azcﬂ (17.71)
' = A0z” (17.72)
— Aoz’ = AAE g7 = o (17.73)
N~
5,
’ = A2 (17.74)
oz’ o ~5 O
ox'e @ ox'e “Oxh ( )
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Gradientvektorn transformeras som en kovariant vektor!

Notation: 8, = 5%+ = (2; V)

o _(8_
ox,  cot’

0 = gaﬁﬁg = —V)

5,
0,A= — A1 v.A

cOot
0
0" = (—; =V
(0875 )
1 9? 5
0,0 = ——— —V
c2 Ot?

Detta ar differentialoperatorn for vagekvationen, som ar Lorentz-invariant

17.3.2. Elektrodynamiken i kovariant form

Nu kan vi anvanda notationerna som introduceras till att skriva om elektrpodynamiken!
Kontinuitetsekvationen:

P :
—+V-.-3=0
ot
Vi konstruerar en 4-stromtathetsvektor j7<:

7% = (cp, J)
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(17.77)

(17.78)

(17.79)

(17.80)

(17.81)
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Kontinuitetsekvationen blir da

10 op
00" = (——, V ,J)=—+V.3=0 17.82
I = oy W)(epd) = S0+ V= (17.82)
alltsa:
9,5% =0 (17.83)
4 ar en 4-vektor, dvs. j transformeras som x“, ty
- g ar en 3-vektor
- pd®r = p'd>r’ &r en invariant som representerar laddningen i ett volymelement
- dz'd’r = 3r ett Lorentz-invariant volymelement
8 /0 ) /3
dz’d’r' = (@ ) da’..da’ (17.84)
8(w0 x3)
= det(A) dz_. d:c/ (17.85)
—|—1 dz0d3r
det (A) = +1 for en “proper” Lorentz-transformation.
A" = ALAY AL = guag”’A (17.86)
/ AV
A, =ANA, (17.87)
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AN = 6] (17.88)

9" gu AL = 5 (17.89)

(9) (M) (g (D) par = (6) o (17.90)

det(g) det(A") gzit(v,i )det(A) =1 (17.91)
—1 —1

det(A")detA = 1 (17.92)

(detA)* =1 detA = +1 (17.93)

detA = +1 egentliga Lorentz-transformationer (rotationer utan reflexion)
dz’(pd>r) ~ transformeras som en tidskomponent

p‘d:codg,r ~ transformeras som en tidskomponent

inv.

p ~ transformeras som en tidskomponent!

7% = (p, J): 4-vektor!

Laddningskonservering:

Q = /d rp = —/d3rj0 (17.94)
dj°
C X

:—/drV-j:—?{da-j (17.96)
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— O for en lokaliserad laddning!

Vagekvationerna i Lorentz-mattet

Vi hade ju vagekvationerna for vektorpotentialen A samt skaldrpotentialen ¢:

10%°A 24 _
o v AT I
1 97
1979 Vi = r
(32 8t2 €0
- : 19¢ __
Lorentz-villkoret ger: V - A + =9t = 0
Vi definierar nu en “fyr-version” av V:
1 9°
0= —— -V’ =9,0"
c? Ot?

som kallas “box" eller d'Alemberts operator. Med den kan man skriva:

UA = pog

eller lite omskrivet:
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(17.100)

(17.101)

(17.102)
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1
7’ = poj’ (17.103)
0260

%) =

Om vi nu summerar dessa tva ekvationer, ser man att de hdgra membrum bildar en 4-vektor 7.
D3 maste vanstra membrum ocksa bilda en 4-vektor, vilket ger oss en naturlig definition:

1
A% = (-9, A) (17.104)
c
Lorentz-villkoret blir
O, A =0=V A—|—1a¢ (17.105)
“ - c? Ot? '
Vagekvationen for A blir
OAY = poj” (17.106)
De elektriska och magnetiska falten
0A o
E=-V¢——=-V(cA’) — —(cA) (17.107)
ot 85130
o
B=VXxA, 0,=(—,V) (17.108)
cot
oY = ( 0 V) (17.109)
- et '
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Ur dessa ser man att komponenterna fér el- och magnetvektorerna kan skrivas som

E, = —cd’A'+co'A"
E, = —cd’A’+co*A°
E. = —cd’A’+co°A°
B, = —(8°A°—-8°4A%
B, = —(8°A"'—98'4%
B, = —(8'4>—-58°AY

sd man ser att % och B ir komponenter av tensorn 8% AP — 5P A«

Nu kan man definiera den elektromagnetiska falttensorn som
FY%P = §%A° — §° A~
och samma tensor med kovarianta index ar

Faﬂ — gaugBVFMV
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—~~ /N /N /N /N /N
N~ N N N N

(17.117)

(17.118)
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| komponentform utskrivet ar detta:

0 —FE,/c —E,/c —E,/c ]
pai _ | Bufe 0 B, B,
E,/c B, 0 — B,
| E./c -B, B, 0
0 E./c E,/c E,/c
o _ | -Bge 0o -B. B,
=1 —-E,/Jc B, 0 —B,
| _E.)c -B, B, 0 |

Definiera den 4-dimensionella Levi-Civita-symbolen som

0 om tva eller flere index ar lika
XMV — 1 om a3y ir en jamn permutation av 0123
—1 om afBuv ar en udda permutation av 0123

Den duala falttensorn definieras som

afBuv
Eﬁ'u F,uz/
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Man ser att B, = cF*°.

0 — B, —B, —B,
| Bg 0 E./c —E,/c
~| B, —E.Je 0 E./c
| B, E,/c —E;/c 0 |

Maxwell’s ekvationer i kovariant form

Nu kan vi skriva om Maxwells ekvationer. Vi betraktar dessa i tva delar:

eller

Da vi hade

far man
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V-E=p/e

kallekvationerna
2 oD

U« B - OF - 1 OF
p— E—: e —
Hod Mooat HoJd 2 Ot
E), = cF™
o 3°
V- E=coF'=L-~2_
€0 CE€p
1 .
— O F" = ——j" = poj"
C7€p

(<[ €[] ] ]

(17.123)

(17.124)

(17.125)

(17.126)

(17.127)

(17.128)
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D3 F% = 0 kan denna ekvation generaliseras till

O, F" = poj° (17.129)
Prova nu 8, F" = poj'
L o1 0 _11 0 _o1 O _3
= — —F — F — F 17.130
cot + Ox + oy \B/ +8z \\g/ ( )
z —By
(VXVB):B
1 0F,
- —= +(V X B)y = poj* (17.131)
c? Ot
Detta ar x-komponenten av den allmdnna ekvationen!
Kallekvationerna kan alltsd sammanfattas med en ekvation:
OaF™’ = poj”, (17.132)
Det aterstdende paret av Maxwell-ekvationer ar
V- -B=0 (17.133)
0B
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detta ekvationspar kan erhéllas frdn det férsta med utbytena

j.p—0 (17.135)
B — —E/c (17.136)
E — cB (17.137)

samma utbyte i falttensorn F' ger den duala tensorn J!

0 —FE,/c —E,/c —E,/c ]
ws | Eu/c 0 B, B,
Sl ; 5 (17.138)
i Ez/c —By B, 0 i
0 -B, -B,—B, y
ap _ | Ba 0 E./c —FE,/c
F = B, —E./c 0 B, /c (17.139)
| B, E,/c —FE,./c 0 |
| ekvationen
OaF "’ = poj” (17.140)
leder transformationen till
0.F =0 (17.141)

Denna ekvation sammanfattar da de aterstaende tva Maxwell-ekvationernal
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Den sistnamnda ekvationen kan ocksd uttryckas med F' men pa ett mer klumpigt satt.

1
o8 — EGQBMVFMV (17.142)

af 1 afBuv
0 = 0,F = Z0,e*"" F,, (17.143)

2
1 afBvyé
= S0ae"Fy; (17.144)
1

— 5aaeaﬁ’Y‘{qwg(;,,F“” (17.145)

1 87 v
— 5aaerF“ (17.146)

]' K « 1%

— igcma EMEFM (17147)

1 K 174
= iefjwa 2 (17.148)
e O"F" =0 17.149
= 39 Enon = (17.149)

g”%: diagonal

= €npu0 F* =0 (17.150)
= eapud F" =0 (17.151)
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€apun|0°F" + 0"F'3 + 8V F°F =
sa man ser att
O°FM + 9" F'B + 8" FF =
ar ekvivalent med
0.F" = 0.

17.3.3. Lorentz-kraften i kovariant form

Till slut ser vi pad kraftekvationen:

F =q(E+ v x B)
£, p) bildar en 4-vektor enligt den speciella relativitetsteorin, dar
C

de B
— = guv -
ar ¢

ar energiforandringen per tidsenhet hos den laddning som drivs av ett elektriskt falt E.

Lorentz-kraften ar

d
d—IZ:F:q(EJr'va).
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(17.152)
(17.153)

(17.154)

(17.155)

(17.156)

(17.157)
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For att dessa ekvationer skall fa en uppenbar Lorentz-invariant form maste den koordinatsystems-
beroende tidsvariabeln ¢ ersattes med den invarianta tidsvariabeln 7: egentid, tid matt i vilosystemet.

Definition av egentiden for en partikel som r6r sig med hastigheten v:

Antag koordinatsystemet K’ ror sig med konstant hastighet v i forhallande till K. L&t g vara en
laddning som ir stationir i K':

o = v(xy + B - ) (17.158)

Om laddningen befinner sig i vila i origo i systemet K', &’ = 0, blir
To = YTy — t = Yt (17.159)

t’ ar den tid som mits av en klocka som rér sig med partikeln.

Under ett tidsintervall dt ror sig partikeln en stracka dx i K:

dx = vdt (17.160)
| vilokoordinatsystemet K’ ir motsvarande tidsintervall
/ 1 /
dt = —dt (dax = 0) (17.161)
Y

= /1 — 32dt, |dt'| < |dt] (17.162)

Invariant avstand:

ds = \/c2dt”? — da’? (17.163)
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(17.164)

— cdt’ = invariant
— tiden i vilokoordinatsystemet ar invariant.
dT = dt’ egentid (proper time)

Man ser alltsd att d7 = %dt dt > dt vilket ar relativitetsteorins begrepp om tidsdilatation.

Vi definierar 4-vektor-hastigheten u“:

dx dx dt
u = = = yv (17.165)

dT dt dT

dx’ dt

0
U =  — = c— = ~C 17.166
dr dr v ( )
For att skriva om Lorentz-kraften anvander vi oss nu av 7:
dp dp dpdt
— = = = F+vXx B 17.167
T dr T arar aE+ | ( )
{ E + B} { E + B} (17.168)
= v X = qg{up— + u X .
d L B+av a{uo—

ug/c u
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For 0-komponenten i fyr-rérelsemangden (£, p) galler

dp” d 1de dt E
P _ % 2% _Jw E=2u . E=qgu- (2 (17.169)
dT cdT cdtdr C C C

Da .
A (17.170)
c
kan man skriva B
w— = > uf (=) F% = ugF® (17.171)
och darmed .
d
P qusF* (17.172)
dt
For t.ex. x-komponenten giller:
dp' En
0 £ 2 3
= q{u — + u"B3s — u” By} (17.174)
o Fn 2 21 3 31
= q{u T—I—uF + u"F} (17.175)
= q{uOFlo — Ww’F'? — u3F13} (17.176)
= qugF" (17.177)
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Harav ser man att den allmanna formen blir:

d «
P qugF? (17.178)
dT

Nu har vi alltsad skrivit om hela elektrodynamiken i tensorform, med kompatibel notation med den
speciella relativitetsteorin: ekvationerna [17.83], (17.132], (17.141| och [17.178,

17.3.4. Magnetiska monopoler??

[Jackson 6.12]

Vid detta skede kan vi notera att for att astadkomma den kovarianta formen av Maxwell-ekvationerna
2 och 3, gjorde vi operationen “j, p — 0" for att fa dessa att vara av liknande form som ekvationerna
1 och 4. Men ser nu att ifall det skulle existera magnetiska monopoler, skulle ekvationerna 2 och 3
ha formen (vi ignorerar nu konstanterna eq, po):

VB =pp, (17.179)

, 0B

dar p.,, Jm ar den magnetiska monopoltatheten och -strommen. Nu ar dessa ekvationer helt
symmetriska med 1 och 4.
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Forutom att magnetiska monopoler skulle ge hogre matematisk symmetri, har Dirac dessutom visat
att om en enda magnetisk monopol skulle existera i universum, skulle det férklara varfor elektrisk
laddning ar kvantiserat!

P.g.a. dessa attraktiva egenskaper pagar det standigt helt seridsa sokningar for magnetiska mono-
poler. Tyvarr har de tillsvidare inte gett resultat.
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