14. Potentialer och falt

[Griffiths, RMC]

For att berdkna strdlningen fran kontinuerliga laddningsférdelningar och punktladdningar maste
deras el- och magnetfalt vara kdnda.

Dessa ar i de flesta fall enklast att berdkna efter att de retarderade skaldr- och vektorpotentialerna
bestamts.

| det foljande tar vi en narmare titt pd potentialerna, och berdknar filten for punktladdningar i
godtycklig (icke-relativistisk) rorelse. De senare kraver en hel del mera matematik an filten fran
enkla laddningsfordelningar.
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14.1. Repetition av potentialerna

Vi visade tidigare att vi kan definiera en magnetisk vektorpotential A och en skaldr potential ¢ sd
att

B = VxA (14.1)

Maxwells | och IV lag i vakuum blir for dessa

Vi +av-A = L (14.3)
€0
V?A — V(V - A) — 1000, Vo — pogod; A = —pod (14.4)

Enligt tidigare kan vi addera gradienten av en godtycklig skalarfunktion W till A utan att det andrar
pd B =V Xx A. Denna egenskap hos A kallades mattinvarians.

| Lorentz-mattet valjs ¥ s3 att

VA=V = —puedip (14.5)
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Vagekvationerna for potentialerna reduceras nu till

Vi — poeodip = £ (14.6)
€0
V2A — /,L()E‘oatQA = —,LL()J (147)
som ar av utseendet
My = -2 (14.8)
€0
PA = —pod (14.9)
dar
0 = V? — 10e0d; (14.10)
kallas d’Alemberts operator.
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14.2. Kontinuerliga laddningsfordelningar

[Griffiths]

Vi argumenterade tidigare oss fram till féljande uttryck for de retarderade potentialerna for
kontinuerliga laddningsfordelningar:

1 "t

o(r,t) = / gyt (14.11)
dmeg Jv |r — r/|

J(r', t,
A t) = Ko [ gy dt) (14.12)

ar Jy |r — r/|

dar den retarderade tiden ar
v —r'|
t, =1t — (14.13)
c

Riktigheten i dessa uttryck kan verifieras genom att sétta in dem i vagekvationerna.
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Exempel 1: L3t strommen I i en
oandligt lang rak ledning langs med z-
axelnvara0ddt < Ooch Ipdét > 0.

Bestam E och B.

r'=(0, 0, z)

lr-r'l

Eftersom ledningen ar neutral sd géller p = 0 och darfér p = 0.

Vektorpotentialen ar

A(r,t)
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“_O/Z\/OO dz I(t,)

A J_ o  |r—1r|

,uoﬁ/o" I(t—|r—1'|/c)
— dz

4r J_ |r — r/|

dz

,u(ﬁ/‘x’ I(t — Vs?+ 22/c)
4 J_

- /o T 2

r = (s, 0, 0)

(14.14)
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Endast for tiden t, = t — /s2 + 22/c > 0 giller I # 0. Tidigare an detta ar strommen noll.

Detta ger

sa att

poloz
47

A(s,t) =

toloz
27

poloz
2m

2] < 4/ (ct)? — 52

Vi(et)2=s2 ] 1
Z—

er Vet 22

/v\/ (ct)2—s2 1

P —
Vs?+ 22

—1In(4/s2 + (0)%2 + O))

toloz

toloz

<ln(ct + o/ (ct)? — s2) — ln(s))

27
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) ct + +/(ct)? — s?
n
s

(14.15)

<1n(\/s2 + (y/(ct)? — s2)2 + (1/(ct)? — s2))

(14.16)
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Elfaltet ar nu

pocloz
E(s,t) = —0,A=— 14.17
(521 A e =5 (14.17)
Magnetfaltet ar
-~ I ti
B(s,t) — VxA=_0,A.p=relct¥ (14.18)

2 syt = 52

Check: D3 t — oo &r situationen den att en konstant strom flyter i en lang rak ledning. Vi ska da

fa tillbaka det tidigare resultatet for B.

tlg?o E(s,t)
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lim B(s,t)

t—o00

pocloz

— lim =0 (14.19)

t—00 Q1 /(Ct)2 _ 82
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I tip
lim Hofo_ ct (14.20)
t=o0 27 5. /(ct)? — 52

; -
lim £ e (14.21)
tooo 21 g./c% — (s/t)2

L

polotp (14.22)
21 s

Amperes lag ger 2wsB /g = Iy sa att B = uglp/(2ms), och riktningen ar 1Z OK!

O
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Exempel 2: Som foregiende exempel, men for strommen I giller I = 0dat < 0 och I = kt
ddt > 0.

R kt,
A(r,t) = B2 [ a4 (14.23)
dn J_ o |r—1r|
z [  k(t—|r—1
_ Moz [ R e —r/e) (14.24)
ar J_oo |r — r/|

Fort, =t —|r—1'| =t —+/s2+ 22/c > 0 giller k # 0. detta ger att

|z| < 4/(ct)? — s (14.25)
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k7 vV (ct)2—s2 t — /52 2
A(s,t) = Ho Z2/ dz st 2e
0

14.26
. s ( )
wokz [V (ct)?=s?  op _ v/ 82 4+ 22
_ / dz (14.27)
2me Jo VsZ F 22
wokz [V (ct)?—s? ct
e 0 S z
kz kz t+ +/(ct)? — s2
= ZO Z(— (ct)? — s2) + 'U; Zetin S T V() = s (14.29)
TC e s

pokz woktz  ct + +/(ct)? — s?
= - v/ (ct)? — s2 1 14.30
2mc (ct) ST 2m " s ( )

Vi har inga externa laddningar, s3 p(r’, t,.) = 0 och ¢(s,t) =0
0
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14.3. Punktladdningar

14.3.1. Liénard-Wiechert-potentialerna

[RMC, Griffiths]
Vi ska nu bestimma de retarderade potentialerna fér en punktladdning gq.

Laddningarna antas nu ha stora (icke-relativistiska) hastigheter, vilket komplicerar proceduren att
ta reda pd den retarderade tiden.

Wit q e €>

""" cAt=c(t-t) ot
w(t-At) = w(t,)

Lat laddningens position vara beskriven av kurvan w = w(t), och |at observationspunkten dar
potentialerna och félten ska bestimmas vara r(t).

Den retarderade tiden t,. fas fran insikten att en férdndring i w vid den retarderade tiden %, nar
observatoren i punkten i r vid tiden ¢ med ljusets hastighet:
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Ir(t) — w(t,)| = c(t — t,) (14.31)
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Detta ar i princip samma relation som tidigare, men nu kan vi inte langre approximera w(t,) & w(t)
for att laddningarna i det allmdnna fallet kan réra sig godtyckligt snabbt (men si att
hastigheterna &r icke-relativistiska).

Detta ger

te=t — |r(t) — w(t,)|/c (14.32)

Skalarpotentialen ar nu

p(r,t) =

/ v POt (14.33)

dmeg e =t

dir r’ 16per dver punktladdningen, som nu tinkes ha en liten utstrickning. Detta gor att féljande
behandling ocksa ar giltig for laddningsfordelningar som ar mycket sma.

Observera, att laddningstitheten nu beror p3 laddningselementens olika positioner r’ som &r
funktioner av olika retarderade tider. Inte bra!

Vi gér nu vidare s3 att vi viljer en fixerad retarderad tid ¢,; och evaluerar positionerna r’ fér denna
tid. Dessa blir d3 r'(¢,1).

Poingen med detta &r att en integral Over laddningstdtheten fér en och samma fixerade
retarderade tid for alla laddningar ger oss den korrekta laddningen.
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Laddningstatheten blir

p(r'(t,), tr) = p(r'(tr1), tr1) (14.34)

Positionerna vid den nya tiden t,.; expanderar vi nu i den gamla tiden ¢,

v'(t) = )+ v(t) (1 — b)) + Z—: (tr1 — )" + ... (14.35)

tr

Volymelementet dV/ bér nu dndras till dV/. Fér detta behdvs Jakobianen (funktionaldeterminan-
ten) J(Tr1, Yris 2r1; Ty Yry Zr):

avyy = J(@r1, Yr1s 2015 Tr, Yr, 20) AV, (14.36)

axrxrl 8yrmr1 8zr$r1
== 8xryr1 8y,,yr1 8zTyr1 d‘/;,/ (1437)
8xr Zrl ayr Zrl azr Zrl
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En rdakning ger slutsvaret

. v(t,) - R(t,t,) 1ldv

'ﬁtatr tr — ity
c cdt ( ) D+

tr

dar

y ) (14.38)

= r(t) —1r'(t,) (14.39)
~ R
= — 14.40
= (14.40)
Man kan argumentera att
Ldv Rty — t,) & Ldvl < (14.41)
cdt|,, Y ¢ '
dar d ar den punktformade laddningens storlek. P& motsvarande sitt ska hogre ordningens termer
forsvinna.
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Detta ger

l

t.)-R
dvr’l ~ d‘/;(]‘_&)

Vi far slutligen

1 d‘/rll p(r'(trl), trl)
p(r,t) = / =
dmeoJ 1 —v(t,) - R/c R
1 1 , ,
= — dV p(r(tr1), t,
dmeo R(1 — v(t,) - R/c) / 1p(r (br1) En)
1 qc

X
dmteg  Rc—v(t;) R

(14.42)

(14.43)
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Man kan visa att vektorpotentialen ar

128
A1) = Mo 9 (14.44)
47 Rc—v(t,) -R
= pocov(ty)e(r,t) (14.45)
v(t;)
= 2 p(r,t) (14.46)
Sammanfattningsvis:
1 qgc
1) = x 14.47
p(r,t) 4eg Rc—v-R ( )
v
A(r,t) = ggo(r, t) (14.48)
R = r(t) —w(t) (14.49)
dw(t
vty = W (14.50)
dt t:tr
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Arbetsschema:

(i) Bestam den retarderade tiden ¢, frin givet uttryck for w = w(t).
(ii) Bestam R = c(t — t,.).

(iii) Bestim R = r(t) — w(¢,).

(iv) Bestim Rc — v(t) - R.

(v) Skriv ner potentialerna.
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Exempel 1: Bestim potentialerna fér en punktladdning som rér sig genom origo d3 t = 0.

Nu giller w(t) = vt dar v &r en konstant.

(i) Bestam den retarderade tiden.

lr(t) — w(t,)| = c(t — t,) (14.51)
ger
v (t) — vt,| = c(t — t,) (14.52)
som ger
r? 4+ 0’t2 — 2r - vt, = 7+ St — 2ctt, (14.53)
eller
(v — c2)t§ +2(ct —r-V)t,+ 1> =P =0 (14.54)

Losningen ar

_ (02t —r-v)*+ \/(0215 —r-v)?2+4+ (2 —v?)(r? — c2t?)

t, R (14.55)
Elektrodynamik, vt 2013, Kai Nordlund 44 4O P PP X 14.19
Vilket tecken bor vi anvanda ?
D3 v = 0 reduceras uttrycket till
2
c’t + /ctt? 4 c2r2 — cit?
t, = v ) =t+tr/c (14.56)

c2
Vi vet ju fran tidigare att den retarderade tiden ser ut som ¢, =t — |r — w|/c, sé vi maste vilja
minustecknet:

_ (Pt —r-v) — /(2 —r-v)2+ (2 — v2)(r2 — ct?)

t, " (14.57)

(i) och (iii): Bestam R(t,) och R(¢,).
R=c(t—t) (14.58)
R=r—w(t) (14.59)
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(iv) Bestaim Rc — v(t,) - R. Eftersom hastigheten ar konstant har vi v(t,) = v.

Re—v-R(t,) = Et—t,)—v-r+v-(vt,) (14.60)
At —t,) —v-r+vt, (14.61)
= Ft—v.-r— (=), (14.62)

Insdttning av uttrycket for ¢, ger nu

Rc—v-R(t,) = \/(CQt —v-r)?2 4 (c2 —v?)(r? — c?t?) (14.63)
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(v) Skriv ner potentialerna.

qc 1
p(r,t) = (14.64)
Ameo \/ (Pt — v 1) + (¢ — v?)(r? — *t?)
1
Art) = ~—2 (14.65)
c4meg/(c2t — v -1)2 + (2 — v2)(r2 — 2t2)
kogvce 1

= 14.66
4m \/(c2t —v-r)24 (c2 —v?)(r? — c%t?) ( )
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Exempel 2: Bestim potentialerna lings med z-axeln fér en punktladdning som rér sig med
likformig vinkelhastighet i en cirkel i zy-planet. Cirkelns radie &r a. Lat laddningen vara i (x,y) =
(a,0) vid tiden t = 0.

Nu giller w(t) = Xa cos(wt) 4+ ya sin(wt) och r = 27.

(i) Bestam den retarderade tiden.

r(t) — w(tr)| = c(t —tr) (14.67)

ger 0ss

tr =t —Va?2+ 22/c (14.68)

(i) Bestam R(t,) och R(¢,).

R =c(t —t,) (14.69)
R=r—w(t) =2z — a(Xcos(wt,) + y sin(wt,)) (14.70)
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(iii) Bestaim Rc — v(¢,) - R.
Hastigheten ar
dw . -
v(t) = = = TowX sin(wt) 4+ awy cos(wt) (14.71)
sd att
Rec—v(t))-R = Rec— a’w cos(wt,) sin(wt,) + a’w cos(wt,) sin(wt,)
= Rc
= -t

= cvVa?+ 2? (14.72)

(iv) Skriv ner potentialerna.
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o(r,t) =

A(r,t) =

qgc 1

14.73
4meg C\/m ( )
1 q
14.74
47T60\/m ( )
v
¥ et (14.75)
~ . 1) — v t
__gaw Xsin(wt) — ¥y cos(wt) (14.76)
4mepc? Va4 22
(14.77)

Check: Da a — 0 skall vi fa tillbaka situationen for en statisk punktladdning i origo. Gransvardena

ger

oK't
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1
o(r,t) = 4 (14.78)
dmeg z

A(r,t) = 0 (14.79)
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14.3.2. El- och magnetfilten for punktladdningar i godtycklig rorelse

[Griffiths]

Anda tills nu néjde vi oss med att bestimma potentialerna, och da endast fr laddningar i likformig
rorelse. Vi ska nu se hur félten blir att se ut, speciellt for laddningar i godtycklig (icke-relativistisk)

rorelse.

Potentialerna ar ju

p(r,t)
A(r,t)

dar
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gc 1
- dmregRc — v(t;) - R (14.80)
— V(ct;)go(r, t) (14.81)
R =r(t) — w(t,) (14.82)
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Falten ar som bekant

E(r,t) = —Ve(r,t) — 0A(r,t)
B(r,t) = V X A(r,t)

Gradienten av skalarpotentialen ar

qc —1

Ve = e X (Re—v() R

x V(Re — v(t,) - R)

Vi far tva termer 17, Ts som kraver narmare behandling.

T : cVR(t,t,) = cV(c(t—t,)) =—c"Vi,

T : V(v(ty) R(t,t,)) = (R-V)v+(v-V)R
4R X (Vxv)+vx (VxR)
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Detta ger fyra termer tq, to, t3, t4 Som maste granskas.

Term t1:

R-V)v = (R;0,+ Ry,0,+ R.0,)v
= R,0,v+ R,0yv+ R.0.v
ot, dv ot, dv ot, dv
~ ozadt, " Voydt, |~ 0zdt,
= a(R-Vt,)

dar accelerationen ar

a(t,) = dvdf’")

Term to:

(v VIR = (v V)(r@t) —r'(t))
(V202 + v, 0y + v,0,) (2X + yy + 22) — (v - V)r'(L,)
= X+ v,y +v.z2— (v v)r'(t,)
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(14.88)
(14.89)

(14.90)

(14.91)

(14.92)

(14.93)
(14.94)
(14.95)
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= v—(v-V)r'(t) (14.96)

or'(t,)
_ _ » 14.97
e, (14.97)
ot, dr'(t,)
= — s —— 14.98
v Z v ZaCUZ' dtT ( )
= v—(v:-Vt.)v(t,) (14.99)
Term ts3:
0
Rx (Vxv) = Rx (D euRi—uv (14.100)
ik Oz;
ot, d
Z Cijk% Ox dtrvk ( )
ijk
= R x (Vt, x a) (14.102)
= —R x (ax Vt,) (14.103)
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Term t4:
vx(VxR) = vx(VXxr—Vxr) (14.104)
= —vx(Vxr) (14.105)
= —vXx (Vt. xv) (14.106)
= v X (vxVt) (14.107)
Har tog vi modell av vad vi gjorde for term t3.
Term 15 blir nu
V(v(t,)-R) = aR-Vt,)+v—v(v:-Vi,)
—R X (a X Vt,) +v X (v x Vt,) (14.108)

Med BAC-CAB-regeln fas nu
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V(v(t,)-R) = aR-Vt,)+v—v(v:Vt,)

—(a(R - Vt,) — Vi, (R -a))
+(v(vVt,) — Vi (v -v))
= v+ (R-a—0°)Vt,

Gradienten av potentialen blir slutligen

Ve(r,t)
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gc o —1
dreg  (Re—v(ty) - R)?

x (—CQWT —(v+(R-a- vz)vm)

9 v+ (2 —v*+R-a)Vt,
4dmeg (Rc — v(t,) - R)?

44 4O PP X

Vt, f&s med foljande resonemang.

— cVt,

s3d att
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VR(t,) = VVR-R = . V(R R)

1
VR R
%Q(R x (VxR)+ (R V)R)
%(R X (VX R)+R—v(R-Vt,))
%(R X (vxVt,)+R—-v(R-Vt,))

SR = (R v(8))V8)

Vt, = -—

Rc—v(t;)-R

<4 A4S PP X

(14.109)
(14.110)

(14.111)

(14.112)

14.31

(14.113)

(14.114)
(14.115)
(14.116)

(14.117)

(14.118)
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Detta ger

qc v—(c*—-v*+R-a)R/(Rc—v(t,)-R)

Vil t) = e vt 7 (14.119)
_ gqc (Re —v(t,)) -R)v— (> —v*+R-a)R
= oo Fo— v B (14.120)

En motsvarande rakning ger ocks3 att

1 qgc
OA(r,t) = Rc —v(t,) - R)(—v(t,) + R
A(r, t) dreo (Re —v(1,) -R)? [(Re —v(tr) - R)(—v(tr) + Ra/c)
TR(E -+ R- a)v(tr)/c] (14.121)
Introducera hjalpvektorn
u=Rec—v(t,) (14.122)
sa att vi far
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Er,t) = -4 % [(8 —v)u+ R x (ux a)] (14.123)
4dmeg (R - u)3
. q R 2 2 o )
= e [(c v)u+ (R-a)u— (R u)a] (14.124)

For magnetfaltet behdvs rotorn av A:

B(r,t) = V X A(r,t) = %v X (v(ty)p(r,t)) (14.125)
= %(QDV X v(t,) —v x (V)) (14.126)
1 g¢q 1

= e w R [(02 — ) v+ R-a)v+ (R- u)a] (14.127)

Genom att jamfora med tidigare kan vi omvandla detta till

1 1
B(r,t) = -RxE(r,t)=—RxE(r1) (14.128)
C C
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Allmanna slutsatser:
(1) Magnetfaltet ar vinkelratt mot elfaltet.

(2) Magnetfaltet ar vinkelrdtt mot vektorn som sammanbinder laddningens retarderade position
med observationspunkten.

Vi ser att forsta termen i elfdltsuttrycket ar inverst proportionell mot kvadraten av avstandet
mellan laddning och observationspunkt, och paminner darfér om Coulombs lag. Darfér kan denna
term kallas det generaliserade Coulomb-filtet.

Eftersom denna term inte heller beror pa laddningens acceleration kallas den fér hastighetsfaltet.

Andra och tredje termerna ar inverst proportionella mot avstidndet, sd att dessa dominerar Gver
forsta termen vid stora avstand. Dessa termer ger i sjdlva verket upphov till strdlning, som vi ska se
senare. Darfor kallas dessa termer ocksd stralningsfaltet.

Eftersom endast de tva sista termerna innehdller accelerationen kallas denna del av faltet for
accelerationsfiltet.
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Lat oss dnnu skriva ner Lorentz-kraften F = q(E + v x B) for laddningar i godtycklig rorelse.

F(r,t) = 4£0(R.—Ru)3 [(8 —v)u+ R x (u x a)
—|—¥ X (f{ X [(62 —vHu+ R x (u x a)])} (14.129)

dar @ ar den andra laddningens storlek, V dess hastighet, och r dess position.
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Arbetsschema:

(i) Bestam den retarderade tiden ¢, med hjilp av relationen c(t — t,.) = |r — w(t,)|, dar
laddningens position ar w = w(t).

(ii) Bestam R = c(t — t,.).
(iii) Bestim R = r(t) — w(¢,).

(iv) Bestaim u = ¢cR/R — v(t,), dir v. = dw/dt ar laddningens hastighet vid den retarderade
tiden.

(v) Bestaim R -u = Rc — v(t,) - R.
(vi) Bestim a = dv/dt = d*w/dt>.
(vii) Bestam R X (u x a).

(viii) Skriv ner elfaltet och forenkla.

(ix) Bestam magnetfiltet fran E och R.
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