12. Plana vagors fortskridande i odndliga media

[RMC]
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Permittivitetens frekvensberoende

D3 en elektromagnetisk vag passerar ett medium ar responsen pa vagen i allmanhet beroende pa dess
vinkelfrekvens w. Detta ger upphov till ett frekvensberoende i permittiviteten och konduktiviteten:
e = e(w) och g = g(w).

Frekvensberoendet ar latt att forstd ur ett kvantmekaniskt perspektiv. En elektromagnetisk vag

motsvarar ju en strom av fotoner. En fotons energi ar hv = hw dar h ar Plancks konstant och
h=h/(2m).

Ett material bestdr av atomer och molekyler med diskreta energinivder, och om materialet &r en
kristall s har det en elektronisk bandstruktur. Om fotonens energi motsvarar skillnaden AE =
FE,, — E,_1 mellan energinivierna n — 1 och n gar fotonens energi &t till att excitera elektronen
frdn den ena nivan till den andra.

En andlig tid gar at for excitationen och de-excitationen, vilket gor att dessa fotoner transporteras
ldngsammare genom mediet. De motsvarande elementarvagorna saktas alltsa ner.

Dylika frekvensberoende fenomen gar under namnet dispersiva effekter.

Dispersionen &r kanske mest synbar om vagen ar en puls bestdende av en summa av delvdgor med
olika frekvenser. | detta fall paverkas delarna olika mycket, sa att vigens form kan férvridas avsevart.
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12.1. Introduktion

Ny notation for den relativa permittiveteten

| detta kapitel granskas hur monokromatiska elektromagnetiska vagor ror sig i ledande och icke-
ledande media.

Vi kommer att granska enbart icke-magnetiska media, sd att p = po till en god approximation. Vi
anvander nu en modifierad notation for permittiviteten,

e = Keg (12.1)

s att den relativa permittiviteten (dielektricitetskonstanten) nu betecknas K istillet fér £, som
tidigare. Orsaken till denna nya notation &r att den reella komponenten av permittiviteten inte skall
forvaxlas med den relativa permittiviteten.
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A andra sidan, de-exciteringen kan ske via mellannivaer, s3 att flera fotoner med olika ligre energier
avges. Denna forlust av energi medfor att nigra elementarvagors amplituder sjunker.

Vagen forlorar energi ocksa da den orsakar polarisation av molekyler i mediet, t.ex. vattenmolekyler,
da den driver fria laddningar, och da den sprids fran och bryts genom interna mikroskopiska ytor.

Material i vilka vgen forlorar energi kallas dissipativa media (eng. lossy media).

Vi aterkommer till dispersion i slutet av kapitlet. | det féljande racker det att komma ihdg att € och
g — och de storheter dar dessa ingdr — ar frekvensberoende. Detta leder till att t.ex. synligt ljus
och radiovagor bryts eller dimpas olika mycket vid grénsytor och i ledande media.
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12.2. Vagor

Mojliga vagor ar

[Griffiths]
fi = z—wt (12.3)
fo = sin(z — vt) (12.4)
f3 = cosh(az — bt) = cosh(a(z — (b/a)t) (12.5)
fi = exp[(z — vt)? (12.6)
fs = exp[z? (12.7)
12.2.1. Definition
En vig ar en storning som ror sig med en konstant hastighet i ett kontinuerligt medium utan att Vigen f3 har hastigheten v = b/a.
dndra sin form.
Végen f5 ar en staende vag, eftersom v = 0.
Kravet att vdgen skall ha fixerad form &ar inte alltid uppfyllt. Om végen &r en summa av ele-
mentarvagor s3 bidrar dispersiva effekter till att dndra pa formen. Detta intraffar p.g.a. mediet gor
att olika elementarvagor ror sig olika snabbt. Féljande ar inte vagor:
Kravet att amplituden ska vara konstant bryts i dissipativa media. | dessa material forlorar vagen
energi da den driver laddningar.
2
. . . . e . . . g = 2z —ut (12.8)
Om dessa effekter inte behdver beaktas, d.v.s. vi har ett icke-dissipativt och icke-dispersivt
medium, s& kommer en vig att bete sig som i figuren: g2 = sin(z — vt?) (12.9)
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y gs = cosh(az)sin(vt) (12.10)
y(z) y(z) = y(z-vt)
g3 ar dock ett gransfall. Om v sigs vara vagens hastighet sa ar g3 inte en vag. Men om v bara ar
—l —l ° i ° ° . . .
£=0 0 ndgon konstant kan g3 sdgas vara en staende vag vars amplitud &r tidsmodulerad.
12.2.2. Harmoniska vagor
Az=vt z

Vagens form vid tidpunkten ¢ = 0 ges av y1(2).

Vid tidpunkten ¢t > O har vagen flyttat sig med avstdndet Az = vt, s3 att dess form nu ges av
ya(2) = y1(2') = y1(z — vt). Samma uttryck giller vid t = 0, eftersom y;(z — vt) = y1(z)
da.

Om vagen ror sig at andra hallet dndrar vi —uv till 4v.

Slutsats: En endimensionell vag lings med z-axeln beskrivs av en form f(z,t) som &r en
summa av funktioner i z — vt och z + vt, dar v ar vagens hastighet ldings med z-axeln:
f(z,t) = g(z — vt) + h(z + vt) (12.2)

| fortsattningen granskar vi endast vagor som ror sig i positiva z-axelns riktning, sd att f(z,¢t) =
g(z — vt).
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Den vanligaste formerna av vagor ar de harmoniska, d.v.s. vagor med de sinusoidala funktionerna

sin(k(z — vt) + ¢o), cos(k(z — vt) + ¢o) (12.11)
Faktorn x har inforts for att gora de trigonometriska funktionernas argument dimensionslosa.

Vi fokuserar i det foljande pé sinusformen. Denna kan skrivas

f(z,t) = Asin(k(z — vt) + ¢o)
= Asin(kz — kvt + ¢o)
= Asin(kz — wt + ¢o) (12.12)

Véagens maximala virde, A, kallas dess amplitud.
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Sinus-funktionens argument kallas for vigens fas.

) A(r)e' 7t (12.18)
¢ ar faskonstanten, och ges av
£(0,0) = Asin(¢o) (12.13) Végen blir da
Hastigheten v har ett eget namn, fashastigheten, och brukar betecknas vy for tydlighetens skull. J?(27 t) = Z A’(H)ei(ﬁz—wt) (12.19)
K
Vid en fixerad tid, t.ex. t = 0, giller eller mera allmant
) — 1 oo ~ . .
f(z,0) = sin(kz + ¢o) (12.14) f(z,t) = \/?/ drA(k)e e (12.20)
T J -0
Vagen upprepar sig d3 z har vixt med Az = 27w /k = X, vilket motsvarar vagens vaglangd. . . ~ »
Detta 4r Fouriertransformationen av A(k)e™*"*
Konstanten k kallas vagvektor. . . .
Den inversa Fouriertransformationen ar
Om positionen 3r fixerad och tiden vixer, s& upprepar vigen sig da ¢ vixt med At = 27 /w = T, _ it 1 S - Cins
som kallas vigens period. A(r)e = 7@/ dzf(z,t)e (12.21)
— 00
Inversen av perioden, v = 1/T = w/(27), ar vagens frekvens.
Konstanten w kallas vinkelfrekvens.
Eftersom kv = w far vi for fashastigheten att v = w/k = Aw/(2m).
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12.2.3. Komplex notation 12.3. Det elektromagnetiska spektret
| praktiken &r sinus- och cosinus-funktionerna svéra att riakna med, sd man anvander fér det mesta
foljande komplexa form for sinusoidala vagor:
[Griffiths]
]’c“(z t) = Agikz—witdg) _ 7 i(kz—wt) (12.15) Det elektromagnetiska spektrets klassificering ges har for repetitions skull som tabell:
) - - .
The Electromagnetic Spectrum
dir faskonstanten inkluderas i den komplexa amplituden. ouency B2) Type ‘l’(v)"_"fa"’“g“‘(“‘)
. o 102! gamma rays 10712
Den verkliga vdgen motsvarar 102 10-1
1019 10—10
B 10:: X rays 10*: The Visible Range
12.1 10 10~ Frequency (Hz) Color ‘Wavelength (m)
Re(f(2,1)) ( 6) 10'6 ultraviolet 1077 1.0 x 107 near ultraviolet 30x 1077
1015 visible 106 7.5 x 101 shortest visible blue 4.0x 1077
eller 1014 infrared 10-5 6.5 x 10" blue 4.6x1077
1013 104 5.6 x 10' green 54 x 1077
1012 10-3 5.1 x 10'* yellow 59x 1077
- 1011 10-2 4.9 x 10" orange 6.1x 1077
Im(f(z,t)) (12.17) 1010 microwave 10-1 39 x 101 longest visible red 7.6x 107
10° 1 3.0 x 10 near infrared 1.0 x 10~
beroende pd om man soker cosinus- eller sinus-formen. }8: V. EM :82
10° AM 103
10° 10
10* RF 10°
L 10° 10°
12.2.4. Superposition
En godtycklig vag kan alltid skrivas som en summa eller superposition av de sinusoidala ele-
mentarvagorna
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Nu d3 tidsberoendet ir helt i termen e™* inser man att operatorn

= = —iw (12.28)

Pa liknande satt kan man fran nabla-operatorns egenskaper lista ut att fér k-beroende av formen
e™ blir

V =ik (12.29)

Med dessa operationer och genom att forkorta bort kan Maxwells ekvationer for plana vagor skrivas
som

k-D = 0 (12.30)
k-B = 0 (12.31)
kxE = wB (12.32)
kxH = —wD (12.33)

Ur dessa former ser man klart att elfiltet E och magnetfiltet B ar vinkelrdta mot varandra i
plana vagor!

Den komplexvarda amplituden for t.ex. elfiltet kan delas upp i tvd komponenter, bada vinkelrata
mot vagens fardriktning:
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12.4. Polarisation

For ett laddningsfritt icke-ledande medium géller p = J = g = 0 sd att Maxwells ekvationer ar

V.-D = 0 (12.22)
V-B = 0 (12.23)
vxe = -2 (12.24)
ot
vxH = 2 (12.25)
ot

Monokromatiska, plana vigors el- och magnetfalt kan skrivas:

E(r,t) = Epe '@ (12.26)
B(r,t) = Bye '@ (12.27)
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E, = EOpﬁ + E03§
Eope'’D + Eo8 (12.34)

dar vi summerade fasskillnaden i den forsta termen.

P
//’ Ep
« E K
Systemet &r orienterat som '
P.s, . .
p? 7 u : —‘ u
.
s ES
Det totala elfiltet ar nu
E(I‘, t) _ Eoe—i(wt—n.r)
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— Eopefi(wtfwrfqb)ﬁ_’_ Eosefi(wtfnlr)/s\ (1235)
Det fysikaliska faltet ar

Ep(r,t) = Egppsin(wt — k - v — ¢)p + Egssin(wt — Kk - )8 (12.36)

Detta ger i det allmanna fallet upphov till en amplitud som &ndrar riktning med tiden, istallet for
att oskillera fram och tillbaka i samma riktning.

(i) Om ¢ = 0:
Ep(r,t) = (Eopp + Eo.S) sin(wt — Kk - 1) (12.37)

Vagen oskillerar alltid langs med samma linje, och amplituden varierar mellan =+, /Egp + Egs.
Detta kallas linjar polarisation.

Om ¢ = m:

Ep(r,t) = (—Eopp + EosS) sin(wt — k - 1) (12.38)
Detta ar ocksa linjar polarisation.
(ii) Om ¢ = 7 /2:
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| detta fall ritar elfaltsvektorn ut en ellips, sd denna vag har en elliptisk polarisation.

Om Ey, = Ey, har vi cirkulér polarisation.

De 3 huvudtyperna av polarisation illustreras ocksé i bilderna nedan. Den vertikala axeln ar tiden
och de nertill r S och p: Den blda tjocka linjen illustrerar banan fér E, den violetta projektionen
av E p3d S och P och de tunnare réda och gréna E:sS och p-komponenter.

E

<A< <« P» X 12.19

VYYVY
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Ep(r,t) = Egpp cos(wt — k - r) + EpSsin(wt — Kk - r) (12.39)

Omnutex.r =0s3

Ep(0,t) = Eg,p cos(wt) + Eoysssin(wt) (12.40)
En observator som ser vagen komma emot sig ser att elfiltsvektorn roterar moturs, se bilden. En
dylik vag &r vansterhands-polariserad i optiken, och sigs ha positiv helicitet.

Polarisationens natur bedéms alltid utifran en fixerad punkt, och hur elfaltsvektorn beter sig i tiden
i denna punkt.
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[Wikipedia]

Magnetfiltet ar (jfr. ekv. 12.30) med att anvdnda Kk = nw/c

n__
Bp = —uX EP
c
n
= — (Epsin(wt — k-1 — ¢)s — Eyssin(wt — Kk - r)P) (12.41)
c
eftersom koordinatsystemet 4r orienterat som P, s, U.

Observera:

n . .
Ep-Bp = —;Eopsm(wt —k-r—¢)Epssin(wt — Kk - 1)

n
+—FEyssin(wt — k - r)Egpsin(wt — k- — ¢)
c

= 0 (12.42)

sa de verkliga el- och magnetfilten &r ortogonala.

Elektrodynamik, vt 2013, Kai Nordlund 44 4O P> PP X 12.20




12.5. Monokromatiska plana vagor i ledande media

En elektromagnetisk vdg i ledande media driver laddningar och forlorar darmed energi. Detta ger
upphov till en komplex vagvektor i dispersionsrelationen. Dessutom leder detta till att diverse andra
storheter blir komplexa.

Uttrycken for polarisation och energitdthet maste modifieras for att beakta dessa forandringar. | det
foljande tas detta dock inte upp till behandling.

Detta har delvis behandlats tidigare, men behandlingen har ar den utforligaste.

12.5.1. Dispersionsrelationen

Vagekvationen ar nu i allmanna fallet

V’E — epd'E — gudE = 0 12.43
t

eftersom g # 0. Gor foljande Ansatz:

E(r,t) = R(r)T(t) (12.44)

for varje komponent av elfiltet.
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epw’ + igpw — K2 =0 (12.51)

Detta dr den mest allmdnna dispersionsrelationen fér monokromatiska végor i linjara, homogena,
isotropiska media.

Konventionellt Idter man w vara reellt, s3 att endast vagvektorn x &ar komplexvard. Denna
modifikation har redan utférts i ekvationen ovan.

12.5.2. Komplex permittivitet och de optiska konstanterna

Med de monokromatiska vagorna

E(r,t) = Ege ‘@70 (12.52)
B(r,t) = Be '“FY (12.53)
blir Maxwells ekvationer
-E, = 0 (12.54)
-By = 0 (12.55)
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Vagekvationen blir nu separabel. Beteckna separationskonstanten med A. Vi har:

epT" + guT' + AT = 0 (12.45)
VPR+ AR = 0 (12.46)
Losningen till forsta ekvationen &r
T(t) = Tre 1" 4 The 2! (12.47)
dar de komplexa vinkelfrekvenserna wy och wy ar 18sningar till ekvationen
epd® +iguo — A =0 (12.48)
Losningen till andra ekvationen &r
R(r) = Rie™" + Rye '*" (12.49)
dir K satisifierar
RP—A=0 (12.50)

Vi har nu villkoret
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ExE = wBg (12.56)
RxBy = —weuEy— iguEy = —%Kﬁo — iguEo (12.57)
c
W ~~
= _“KE, (12.58)
o2

dar vi definierade en komplex relativ permittivitet:

K=K +i =K 1+iK, (12.59)
Eow

for att fa en formell likhet med det motsvarande uttrycket for vagor i icke-ledande media.

Observera: De (komplexa) elektriska och magnetiska flédestatheterna ar fortfarande

D =¢E = K¢ E (12.60)

B = uH ~ poH (12.61)

eftersom vi anvinde dessa relationer, med reella materialegenskaper, i Maxwells ekvationer.

Tidigare hade vi
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k=2VE ="n (12.62)
C (&

Eftersom den relativa permittiviteten nu ar komplexvard, sd maste vi definiera ett komplexvart
brytningsindex:

n=n+ik (12.63)
dar n, k kallas optiska konstanter.
Dispersionsrelationen ger nu
~2 2 . g9 w’ ~ W2~2
K = eopow” ( K+i— | =—FK=—n (12.64)
gow c c

Den komplexvarda relativa permittiviteten gor att vi maste skriva

K=K, +iK; (12.65)
dér k., k; ar reella vektorer.

Vi far nu den allminna dispersionsrelationen for ett dissipativt/ledande medium:
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12.5.3. Likformiga vagor

Vi tittar nu ndrmare pa specialfallet K, || K;. Dylika vagor kallas likformiga eller homogena. Ett
konkret exempel da detta galler &r plana vagor som tréffar en ledande, plan yta, sa att vagfronterna
ar parallella med planet.

Vi har nu

K = (kr + ik;))0 = KU (12.71)
Om inga kéllor finns i mediet:

i-E=0=1u-B (12.72)

s3 att B, B ir vinkelrita mot vagens fardriktning .

Maxwells IV lag ger

~ 1

= 1 o .
B = —KXE=—(k+ik)ux (E, +E;)
w
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R=\/n2— K24 i2k, ki = o0 = —\/n? — k2 + i2nk (12.66)
C C

Obs: Om z = a + b ir en komplex vektor, sa giller

N
I

a®— b+ 2a-b (12.67)
Z = V2=+va>—b>+2ia-b (12.68)
E Vzzr = \a? + b2 (12.69)

Elféltet blir nu

E(r, t) BEge iwtr)

I —k;r —i(wt—KpT
Ege FiTe l(WimrrT)

= E(r)e iwtrr (12.70)

Detta ar en plan vig som fortskrider i riktningen &,, men med avtagande amplitud E(r). Avtagandet
ar snabbast i riktningen k;.
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1 1
— (leﬁ X ET — Kiﬁ X El) + i— (K',rﬁ X EZ + Hiﬁ X ET)
w w

B, + iB; (12.73)

Produkten E, - B, blir nu

1 ~ ~
ET 4 BT = E,- s — (nru X ET — K;u X Ez)
w
1 ~ ~
= —(kE,-(UXE,;)—rE -(UxE))
w
1 ~
w

El - och magnetfilten ar alltsd i detta fall inte ortogonala! (Tidigare d& vi konstaterade att de &r,
gallde det fallet med ickeledande media, medan vi nu behandlar ledande, sa det ligger ingen paradox
i detta).

12.5.4. Intrdngningsdjupet for likformiga vagor
Eftersom
n=n+1ik (12.75)
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galler for likformiga vigor med K, = k.U, kK; = K;U att

(ii)) Om g # 0 och k < n — s3 att ddmpningen &r mycket svagare 4n vigens fortskridning — har
vi ett imperfekt dielektrikum. Intrangningsdjupet ar da stort, och materialet ar delvis genomskinligt.

w
Kp = —mn (12.76) (iii) Om mediet 4r en god ledare (vid frekvensen w) si giller g > |e|w. Detta ger n =~ k =
fj VKi/2, sa att
Kj = —k (12.77)
c
c c 2 1 2\/eow 2
. s=Su=2512_ V2V = (12.85)
och elfiltet blir n wl\ K; VeEokow /g Hogw
(iv) Om mediet dr en mycket god ledare, dvs. g = oo fas § = 0 och E =
E = Eoe—i(wt—i%-r) (12.78) Eoe_“/‘se_l(“t_”““/c) = 0, d.v.s. faltet fortplantas inte alls.
= Bge Fite l@itrrm (12.79)
= kwuje —iwt /) En storhet som ar ndra besliktad med intrangningsdjupet ir absorptionskoefficienten (som ocksa
—Rwu/c —it(wli—nwuj/c
= Epe e (12.80) kan kallas attenuationskonstanten):
=N 2
diru=1u-r. a==< (12.86)
Genom att definiera intrdangningsdjupet
Denna kommer frén intensiteten av filten:
1 c
§=—= o (12.81)
i e Ig o [E|? = [Eole 27" = |Egle 2" = [Ege ™" (12.87)
fas -
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Exempel 1: Intringningsdjupet i silver.
E _ Eoe—u/ée—i(wt—nwu/c) (1282) _—
_ ]T]/(u)efi(mfnw“/c) (12.83) Rent silver har en konduktivitet g = 3 x 107 Q! m™! fér mikrovagsfrekvenser.

d.v.s. en vdg vars amplitud avtar i vagens fortskridningsriktning. Detta betyder ju att vagen
attenueras eller ddmpas i denna riktning, ddrav namnet intrangningsdjup.

Intrangning i enheter av 6  Relativ ddmpning i procent
36,8
13,5
5,0
2,8
0,7

G wWw N

Vi har ocksa att

- A (12.84)

11
v2m 2k

1
0 =—c——=—c
k

(i) Om mediet ar icke-ledande har vi g = 0, sd att K; = 0 och k = O (jfr. ekv. 12.59). Detta
betyder att elektromagnetiska vagor inte dimpas i dessa material, utan att deras intrangningsdjup
ar oandligt. Mediet &r alltsa genomskinligt eller transparent.
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Fér en frekvens pa 10'° Hz fas d3

2 5
§= =9,2x 107" cm (12.88)
Hogw

For silverytor som skall absorbera mikrovagor géller alltsd att det inte dr nan skillnad om hela
materialet &r av silver eller om det bara har en tunn plitering (t.ex. nigra millimeter). O

Exempel 2: Intringningsdjupet i koppar.

Farg  Vaglingd (A) Energi (eV) k & (nm)

Rétt 7610 1,63 4,67 26
Gult 5893 2,10 2,70 35
Blatt 4308 2,88 2,31 30

De optiska konstanterna dr fran P. B. Johnson, R. W. Christy, Phys. Rev. B 6 (1972) 4370-4379.
O

Detta innebir alltsd att nanometer-tunna metallfilmer dr genomskinliga! Da tjockleken 6kas dndrar
fargen med tjockleken, och till slut vid nagra hundra nanometers tjocklek ser de ut som vanliga
metaller.
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Har ar en bild 6ver en koppartunnfilm som ar deponerad pé en glasskiva. Filmen ar nagra hundra
nanometer tjock pd vanstra sidan och blir tunnare och darmed dels genomskinlig till hoger. Notera
hur dven firgen dndras!

[Vladimir Touboltsev, Helsingfors Universitet 2010. Bild av Kai Nordlund.].

Exempel 3: Intringningsdjupet i sjévatten. Konduktiviteten 3r g = 4,3 Q7! m™1,

Anvand formeln ovan.
Radiovagor: v = 10® Hz ger § = 2 cm.
Synligt ljus: v = 10'* Hz ger § = 0,00002 m 7?7

Orimligt svar. Felet finns i antagandet att sjdvatten &r en god ledare med g > |e|w. Faktorn
eow & 140 Q7 m~! for synligt ljus, vilket inte &r mycket mindre an konduktiviteten !

En noggrannare utredning krdver att vi anviander den fullstindiga definitionen av J:
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c _27rc 2

—K+ K?+ (2mg/(e0v))?

(12.89)

Men nu maste vi veta K for synligt ljus i sjovatten!
Denna — eller alternativt absorptionskoefficienten — kan vi uppskatta fran féljande graf, som dock

ar for vanligt vatten:
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12.6. Hastighetsbegrepp

Det existerar ett flertal olika hastighetsbegrepp angdende elektromagnetisk stralning:

e Fashastighet i vagens fortskridningsriktning, vy, och |vy| < c.
e Fashastighet i annan riktning, v, |v}| < c eller|v| > c.

e Grupphastighet

e Hastigheten fran vintevardet av vigens position

e Energins transporthastighet

Da man fragar efter en "vags eller signals hastighet” bor man ha klart for sig vad for slags hastighet
man egentligen ar intresserad av.
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