11. Maxwells ekvationer och vagekvationen

VxH=1J (11.2)

ger

[RMC]
%d["H:/dA'J:I (11.3)
c A
A andra sidan kan vi lika girna anvinda ytan A’, som ocks3 avgrinsas av samma kontur C:
%drH: dA-J =0 (11.4)
c Al
for att ingen strém gar igenom A’ (kondensatorskivan stoppar strommen).
Uppenbarligen saknas nat fran faltekvationen ovan !
En annan underlighet: Divergensen av filtekvationen ger
V- (VXH)=0=V-J (11.5)
Men enligt kontinuitetsekvationen galler
V.-J= -0 (11.6)
och detta ar i allménhet inte noll!
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11.1. Forskjutningsstrommen Vi ska nu korrigera filtekvationen fér H. Vi bdrjar med att notera att
V-D=p (11.7)
Skotten James Clerk Maxwell (1831-1879) noterade &r 1864 att Amperes lag
sa att tidsderivatan ar
fdrﬂH:/dAuI:I (11.1)
inte ar fullstandig. Denna bristfallighet kan man notera genom foljande resonemang. Observera att vi antog att byte av deriveringsordningen kan goras, d.v.s. vi antog att V?8;D och
. 8, V2D bada existerar och ar kontinuerliga. Om detta r uppfyllt kan byte av differentieringsord-
kondensatorskivor . ..
ningen goras.
Vi far nu identiteten
Betrakta kretsdelen i figuren.
Strém l6per alltsa in och lad- V-(J+aDb)=0 (11.9)
dar upp kondensatorskivan. Kombinera detta med identiteten
V- (VxH)=0 (11.10)
Vi far
Integralen Gver ytan A av filtekvationen V- (VxH)=V-(J+ 6:D) (11.11)
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Integrera detta Gver en volym V. Med Gauss' teorem fas

?{dA (V x H) = 7{ dA - (J + 8,D) (11.12)
A A

Ytan ar godtycklig sé identiteten maste gilla for alla ytor, sa att integranderna maste vara samma.
Vi far nu den korrigerade Ampeéres lag

VxH=J+9D=J+Jp (11.13)

dar Jp = 0;D kallas forskjutningsstrémmen.

Férskjutningsstrommen behdvdes inte i vara tidigare berdkningar, for da behandlades for det mesta
statiska eller stationdra el- och magnetfalt.
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Fjarde ekvationen ar en generaliserad form av Ampeéres lag, som foljer fran Biot-Savarts experimen-
tella lag.

Vi kan skriva samma ekvationer (som repetition) i integralform:

j[AdA~D = }{d\/p (11.18)

?{dAB = 0 (11.19)
A
o
]fdr-E - ——/ dA -B (11.20)
c Ot J 4
15}
dr-H = ¢dA-(J+—=D (11.21)
c A ot
(11.22)

Dessa fas fran differentialformerna med att integrera och anvinda Gauss och Stokes teorem, s& som
det framkommit tidigare under kursen.

Emellanat skriver man strommen som Jge. fOr att betona att det ar fraga om makroskopiska
(transport) strémmar, inte de mikroskopiska (molekyldra/atomira) som ger upphov till magnetisering
(jfr. kapitel 7). Areaintegralen dver J kan givetvis i manga fall skrivas helt enkelt som en strém I.
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11.2. Maxwells ekvationer

http://en.wikipedia.org/wiki/Maxwell’s_equations
P p g q

Vi har nu erhéllit fyra grundlaggande lagar eller ekvationer som beskriver elektriska och magnetiska
falt. Dessa ekvationer ar:

V-D = p (11.14)
V-B = 0 (11.15)
0B
VXE = —— (11.16)
ot
VxH = J+ oD (11.17)
o ot ’

Forsta ekvationen ar Gauss' lag, som foljer fran Coulombs experimentella lag om kraften mellan
laddningar.

Andra ekvationen foljer fran Biot-Savarts experimentalla lag for hur flodestatheten kan bestammas
fran givna strommar.

Tredje ekvationen dr Faradays lag, d.v.s. den experimentella observationen att féranderliga magne-
tiska floden genererar elfilt.
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James Clerk Maxwell var den forsta att sammanstilla de grundlaggande ekvationerna for elektriska
och magnetiska fenomen ar 1864, och korrigera Amperes lag med forskjutningsstrommen. | och med
denna ses att tidsféranderliga magnetfalt saval som tidsforanderliga elektriska falt genererar
elektriska respektive magnetiska falt. Av denna anledning kallas systemet ovan Maxwells ekvationer
istallet for Gauss-Coulomb-Biot-Savart-Faraday-Ampere-Maxwell-ekvationerna . . .

Maxwell visade att elektromagnetiska filt ror sig med hastigheten ¢ = 1/,/€opo i vakuum. Detta
foljer fran l6sningen av Maxwells ekvationer.

Maxwell formulerade ursprungligen sina ekvationer i komponentform. Dagens moderna formulering
med fyra vektorekvationer kommer fran Oliver Heaviside och Willard Gibbs.

Tillsammans med de konstitutiva tensorekvationerna

D = D(E) (11.23)
H = H(B) (11.24)
J = JE) (11.25)

for allmanna icke-linjara, anisotropiska material och Lorentzkraften

F = g¢E+vxB) (11.26)
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ger Maxwells ekvationer en fullstandig klassisk beskrivning av vaxelverkande elektromagnetiska B, = ZﬂiiHi (11.32)
partiklar och material. 7 o
Kontinuitetsekvationen finns inbakad i dessa ekvationer, s& den behdver inte riknas upp separat. 3 att
B 1
T dup = 5at(E - D)
1
\ And God Said - 5 Z (e Ei )
P.g.a. sin stora betydel- \ V-5 = ppres / ”
se ger Maxwells ekvationer \ v-B=0 | = 1 Z eij (Bj0.E; + E;0,F;)
mojligheter till bl.a. ett stort 1 Gk 2 7
antal nordiga skamt, av vilka : VoHm Tyt 57
denna t-skorta ar sakert det and then there was light: 1
mest berémda exemplet. Y Z i B0 B + Z €jilj OB
ij Ji
= Z sijEjE)tEi
ij
= E.-9D (11.33)
Motsvarande:
1
Ouy = 58,,(H -B)
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11.3. Elektromagnetisk energi och Poynting-vektorn = H.6,B (11.34)

Vi visade tidigare att i statiska eller stationdra system ges den elektriska och magnetiska energin av
uttrycken

1
Up = f/dVE~D (11.27)
2J)y

1
Uy = 7/dVH~B (11.28)
2Jv

Lat oss ta tidsderivatan av energitdtheterna. For ett allmint anisotropiskt medium géller tenso-
rekvationerna

ij
B = > u;RiH, (11.30)
ij
d.v.s.
D; = > &jE; (11.31)
J
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Observera att vi antog att e, p inte beror pd tiden. De media for vilka detta géller kallas icke-
dispersiva.

A andra sidan, multiplikation av Maxwells rotorekvationer med E eller H ger

H- (VXE) = -—-H-6,B (11.35)
E-(VxH) = E-J+E-9D (11.36)

Subtrahera den senare ekvationen fran den forra:
H- (VXE)-E-(VxH) = -H-B—-E-J—E-9D (11.37)
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Anvand nu regeln

V- FxG)=G:-(VXF)—F - (VxG) (11.38)
sd att
V.- (ExH) = -H-9B-E-9D-E-J (11.39)
1
= —iat(E~D+H-B)—E-J (11.40)

dar vi anvant oss av resultaten 11.33 och 11.34.

Flytta om termer:

1
~J.E = _0(E-D+H-B)+V-(ExH) (11.41)
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Forandringen i laddningarnas mekaniska energi ar da

dUmek
= / avJy-E (11.44)
dt v
Forandringen i EM-filtets energi ar
dU; 1
SVEM / dV-0,(E-D+H-B) (11.45)
dt v 2

Energilagen blir

dUpek . dUgm
dt dt

= - 7{ dA - (E x H) (11.46)
A
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Volymintegralen av detta ar

—/dVJ~E - /dVE8t(E‘D+H~B)+}1§dA~(E><H) (11.42)
v v 2 A

Detta ar lagen om energins bevarande i en fixerad volym V' som ar utsatt for elektriska
och magnetiska filt. Lagen omfattar mekanisk energi och elektromagnetiskt faltenergi. Mekaniska
energin forstds hir som de krafter/arbete som harrér sig till strommen J.

De elektromagnetiska krafterna utfér foljande effekt pa laddningarna i volymen V', som delas i
undervolymer ¢ med antalet n; i varje volym:

ZniF cV, = Z’I‘qul(E+V1 X B) © Vi
1 i
= Z nigE - v;
i
= Z ni;qiVvi * E
i

/ dv3-E (11.43)
1%
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Exempel : Om regionen innehiller en resistor s3 genereras virme. Om ytan A 3r pa resistorns
yta och vi inte har ndgon stralning ut ur denna region, sa galler

dUpek | dUgm
dt dt

o

(11.47)

Faltet har fort laddningarna Gver spanningsfallet i resistorn, sa filtets energiinnehall har sjunkit.
Laddningarnas mekaniska energi — deras rorelseenergi — har okat, vilket Gverensstimmer med
ekvationen ovan. [J

Den differentiella formen av lagen fér energins bevarande ar

1
—-J-E = 5@(E-D+H-B)+V~(EXH)
= Owuem+ V- (E x H) (11.48)
eller
— Otumex = Owupm + V - (E X H) (11.49)
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Man definierar Poynting-vektorn

S=ExH (11.50)

s& att man far uttrycket

V - S+ Orupm = —Ortmek (11.51)

Notera att termen "vektor”&r har lite missvisande for i det allmanna fallet &r det ju ett vektorfilt,
da E och H &r ocksa det.

Energilagen kan nu skrivas

dUnek , dUgm ?§
= - dA - S 11.52
dt + dt A ( )

Om J - E = 0, d.v.s. inga fria laddningar &r narvarande, sd giller

AVARR ] —+ 8t’u/E1\,1 =0 (11.53)

Detta ar energitathetens kontinuitetslag. Detta betyder att S maste representera en energi-
stromtathet.
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L I I L
dA - S = 27ra/ dz(—FE———) = 72\/71'AE7/ dz=—FIL 11.57
/ 0 ( 2\/7rA) 2vVmA Jo ( )

Vi har nu att

dUpek | dUgm
dt dt

Om el- och magnetfélten ar konstanta i tiden galler

= —/dA .S =EIL (11.58)

dUmek
dt

d.v.s. laddningarnas kinetiska energi har 6kat dd de har accelererats av elfiltet i resistorn. Detta
motsvarar Joule-uppvarmning, som ges av

= —/dA .S =EIL (11.59)

Pr=|V|I = EIL (11.60)
dd E = dV/dL i denna enkla geometri.

Varmeenergin konverteras helt allméant till fononer och fotoner da laddningarna kolliderar med
atomerna och jonerna i ledningsmaterialet. Fononer ar samma som vibrationer i ledningsmaterialet.
Fotonerna daremot motsvarar varmestrélning, vilket medfér att det elektromagnetiska faltets energi-
innehall forandras. Om detta beaktas bor ocksa Poynting-vektorn korrigeras med ett stralningstillagg.
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Enheten for S arm s™' J m™ = J / (m? s) = W / m? Notera att detta &r enheten for en
intensitet, sa S innehéller inga elektriska enheter.

Exempel 1: En rak rund metalltrdd med konduktiviteten g och tvirsnittsarean A bir en strém
I. Bestam Poyntingvektorn pa trddens yta. Integrera Poyntingvektorns normalkomponent pé ytan
over langden L. Jimfor med varmeférlusten i samma tradsegment.

Elfiltet ar i trddens riktning, sig Z, eftersom det driver laddningarna genom denna, s3 E = Ez.
Magnetfiltet pa ytan ar bekant fran Amperes lag:

I ~
2naH =1 = H=—19 (11.54)
2ma

dir a ar tradens radie. Med A = ma® fas

H= L " (11.55)
) '
Poyntingvektorn:
I - I

S=EXH=F——2x ¢ =—-EFE——7 (11.56)

2vVTA
Yt-integralen blir, dd nu dA = rdvydzp och r = a:
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11.4. Vagekvationen

Vi vill nu bevisa att Maxwells ekvationer forutsager existensen av elektromagnetiska vagor.

En vagekvation innehaller en term i V2. En sidan term fir man om man har ett uttryck av formen

V x (VxF) (11.61)

for detta ar samma sak som

V(V -F) - V°F (11.62)

Vi tar alltsd rotorn av Maxwells rotorekvationer. Ekvationen for H ger:

Vx(VxH) = V(V-H) -VH
= uV(V-B)-V’H
= —-V°H
=VxJ4+0,VXxD = gVXE+4+e0,VXE
= —g0B— 683B
= —guoH — suBfH (11.63)

Elektrodynamik, vt 2013, Kai Nordlund 44 4P PP X 11.21

Om mediet inte innehdller extra laddningar férutom de som gor mediet neutralt, s fas
vagekvationen for elfaltet

V’E — pd,gE — pedE =0 (11.67)

Vagekvationerna giller for linjara, ledande eller icke-ledande neutrala media.

De vagor som erhélls efter [6sning av dessa vigekvationer maste fortfarande uppfylla Maxwells lagar.
Eftersom vi tog rotorn av Maxwells lagar for att fa vagekvationerna ar dessa ekvationsgrupper alltsa
inte ekvivalenta.
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Vi antog nu att g, €, i dr oberoende av tiden och platsen, och att materialen &r linjdra. Vi antog
ocksa att tids- och plats-derivatornas ordning kan bytas utan att det paverkar slutresultatet.

Vi har nu hirlett vagekvationen for magnetfiltet

V*H — gudH — epd’H = 0 (11.64)

Motsvarande fér E:

VXx(VXE) = V(V-E)—V’E

1
-V(V-D) - V’E
£

1

= ZVp-V’E
€

=-VxB = —uo,VxH

= —pgdE — ped’E (11.65)
Vi far:
2 1 2
V°E — -Vp — uogE — ned,E =0 (11.66)
€

Elektrodynamik, vt 2013, Kai Nordlund <@ A4S P PP X 11.22

11.5. Randuvillkor

Storsta delen av randvillkoren har harletts redan tidigare under denna kurs, men vi samlar alla
harledningar nu pad samma stélle och gor listan fullstandig.

Lattast ar att utga fran Maxwells Il lag: h 1
V-B=0 (11.68) //gé
'
Volymintegrera denna &ver pillerburken i figuren:
/dA~B+/dA'~B+ dA" -B=0 (11.69)
A A Ay

Integralen Sver mantelytan A; forsvinner d3 burken tilldts bli infinitesimalt tunn. Eftersom dA’ ir
motsatt dA fas nu
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ABy, — ABy, =0

sd att

Bl,n - B‘Z,n

Lat oss nu behandla Maxwells | lag:

V-D=p

Volymintegrera denna &ver pillerburken i figuren:

ADlTL - ADZH, = pAh

sd att

Dln, - DZTL = ph =0

ddr o ar yt-tdtheten av laddning pa gransytan.

(11.70)

(11.71)

(11.72)

(11.73)

(11.74)

Vi kan annu granska kontinuitetsekvationen for laddning i denna behandling:

?fdr-E: 78t/ dA - B (11.78)
C A

Detta ger

vEy —vEy = —uv(U X V) - 9;B (11.79)

Hogre ledet gar mot noll d& w gar mot noll, forutsat att 9;B inte divergerar, i vilket fall vi behdver
en noggrannare analys. Efter division med v fas

By = Ey (11.80)

Ytintegralen av Maxwells IV lag 6ver den fixerade konturen:

?{drH:/dA-J—i-@f,/dA-D (11.81)
C A A

Detta ger

vHy — vHyy = uwv(@ X V) - I+ uv(d X V) - ;D (11.82)

Fér media med oandlig konduktivitet férsvinner inte J-termen (infinitesimalt w génger oindlig g
kan ge andligt svar). Antag nu att 9;D &r andlig. Vi far da
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V- -J=—0wp (11.75)
Volymintegrera denna &ver pillerburken i figuren. Vi far Hy— Hy=u(@xV)-J=0xj=j. (11.83)
Jin — Jop = =00 11.76 i~ o~ . u - I I
tn n t ( ) dir n = U X ¥V, d.v.s. ytans normalvektor, och j = uJ &r en sorts linjar stromtathet, och j, ar
eller komponenten som ligger i gransytans plan.
Vi har alltsa for en odndlig konduktivitet att
glEl'n, - 92E2n == 78t0 (1177)
Hy—Hy=ji, g=o0 (11.84)
3
u
hy . _—
For andlig konduktivitet fas
For att integrera rotorekva- 1
tionerna behover vi en sluten :
kontur:
Hy = Ho (11.85)
v
Ytintegralen av Maxwells Il lag 6ver den fixerade konturen: Randvillkoren r alltsa:
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Euw—FEy = 0 (11.86)
Dip — Dy, = o (11.87)
Jin — Joan = =00 (11.88)
Bin— By = 0 (11.89)
Hy—Hy = ji, g=o0 (11.90)
Hy;—Hy = 0, g#o (11.91)
eller
Ey—Ey = 0 (11.92)
e1Bin, —eByy, = o (11.93)
g1E1n — g2Ea, = —0i0 (11.94)
mHi, — poHz, = 0 (11.95)
Hy—Hy = ji, g=o0 (11.96)
Hyy— Hyy = 0, g# o0 (11.97)
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Detta kan skrivas

2
1
YR, S= (11.101)
EoM0

c ar vagens hastighet. Insattning av vardena for €y och o ger att c ar ljusets hastighet, vilket
bevisar att ljus ar en elektromagnetisk vagrorelse.

Losningen

E(r) = Ege®™" (11.102)

motsvarar plana vagor, som diskuteras mer ingaende i nasta kapitel. | denna ekvation ar Eq en
konstant, K = kU och

K=w/c (11.103)

Totala faltet ar nu

E/(r,t) = Ege™ " Te ™! = Bge (@IFH) (11.104)
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11.6. Monokromatiska vagor

Om vi har monokromatiska vagor betyder detta att endast en vinkelfrekvens w férekommer. Elfiltet
skrivs nu som

E'(r,t) = E(r)e”™" (11.98)
dar den reella eller imaginira delen representerar det fysikaliskt verkliga faltet.

Vagekvationen ger nu

e “NVE + iguwE — epw’E) = 0 (11.99)
Losning av detta ger E(r) sa att det fullstindiga filtet E'(r, ¢) blir kint.

Vakuum

| vakuum géller g = 0, € = g9 och p = pp. Vagekvationen blir

V’E — eopuow’E =0 (11.100)
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Imaginardelen (for att fa en sinus-funktion) ger nu det fysikaliskt verkliga faltet

E,(r,t) = Epgsin(wt F & - 1) (11.105)

dar vi plockade bort minustecknet.

En plan vagfront har en konstant fas. Detta ger att

wtFR-r=wtFKU-T (11.106)

maste vara konstant. Satt denna till noll. Vi far:

1
Tor=twt- = twto = et (11.107)
K w

Vagen ror sig alltsd i riktningen +1 med hastigheten ¢ !

Observera att den sista termen i den ursprungliga vagekvationen kommer fran forskjutningsstrommen
Jp = 9;D. Om denna inte vore med skulle vigekvationen fér vakuum lyda

V’E =0 (11.108)

och vi skulle inte fa ndgon végrorelse!
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Lat oss sammanfatta ndgra grundldggande ekvationer for monokromatiska plana vagor i
vakuum:

Svagt ledande material

Med "svagt” ledande menas att guw < euw? i vigekvationen

w 1
Vo= =5 (11.109) V’E + igpwE — epw’E = 0 (11.117)
[PR— w (11.110) d.v.s. att g < we. Detta ger
c
C
A= I=- (11.111) 0= V’E — epw’E = V’E — e, (w/c)’E (11.118)
= c2m = 2m (11.112) sa att vagvektorn i en planvagslosning &r
w K
27
o= (11.113) K = \/Erflrw/cC (11.119)
dar T ar perioden (tiden) i en oskillationsfrekvens.
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Icke-ledande dielektrikum Starkt ledande material
Viharnu g =0, p = prpo och € = g,€. Med "starkt” ledande menas att gpw >> euw? i vigekvationen
0 = V’E — e, preopow’E = V°E — e,p,(w/c)’E (11.114) V2E + iguwE — epw’E = 0 (11.120)
Ansatzen d.vss. att g > we. Detta ger
E(r) = Ege™ ™" (11.115) V’E + iguwE = 0 (11.121)
ger nu att Ansatzen
K= \Erfrw/c = nw/c (11.116) E(r) = Ege'™" (11.122)
sa att hastigheten dr c¢/n istillet for c. Storheten n kallas brytningsindex och behandlas i ett
senare kapitel. ger
— & +iguw =0 (11.123)
Detta maste vi skriva som
—k 4 guw’' =0 (11.124)
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dir w’ = iw ir den reella frekvensen och w dr komplex, s3 att
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k=t wgn (11.125)

och

. . I / .
EI(I‘) _ E()gzwtitwr — Eoeiw ttirk-r — Eoeiw teizn«r (11126)

Detta motsvarar ett dampat filt och inte en vag.

| senare kapitel kommer vi att ha att vinkelfrekvensen ar reell, och att vagvektorn kan vara komplex.
Med dessa antagande maste ovanstaende behandling dndras enligt foljande. Vagekvationen ger nu
villkoret

— R’ 4iguw =0 (11.127)

dir kK = Kk, + ik, dir k., k; ar reella. Villkoret ger

elektrostatisk jamvikt!

— (K2 = R+ i2K, - ki) + iguw =0 (11.128)
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Fran detta foljer 11.7. Randvillkor for monokromatiska vagor
K2_ k2 = 0 (11.129) For monokromatiska vagor kan vi forenkla ndgra av de tidigare randvillkoren. Med
T 1 :
2K, - Ky = gUW (11.130) )
T E'(r,t) = E(r)e ™ (11.133)
Detta ger ju |kr| = |Kil- ger ekvationerna
Planvagslosningen dr nu
iwt ik . Dy, — D: o 11.134
E/(I‘) _ Eoel,wf,:tl,;er re:Fn,L r (11131) in 2n ( )
Jin — Jon = —6t0' (11135)
Sista faktorn gor denna "vag" dampad. Dampningen galler alltsd bade i r och ¢, s3 detta betyder
i klarsprak att elektromagnetiska vagor inte kan framskrida lang tid eller vag i metaller. Eller for
att vara mera exakt, giller detta fér sddana frekvenser for vilka villkoret g(w) >> we géller, for att
konduktiviteten g kan ha ett frekvensberoende.
e1E1n —eBey, = o (11136)
Dimpningen bdrjar dominera 6ver vagenbeteendet (oskilleringen) dd mediet gér fran svagt ledande ] ]
till starkt ledande, d.v.s. dd g = we, d.v.s. da vagens frekvens &r g1Ein — g2Ben = —(—iw)o = iwo (11.137)
1 dar o dr amplituden for laddningstatheten
W] = |w| = 2| = = (11.132) P &
€ te
Detta dr samma tidskonstant som da vi behandlade hur snabbt en laddningsférdelning uppnar o'(r,t) = O'(r)e_m (11.138)
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evaluerad pa gransytan r = ryang.

Villkoren kan genast kombineras till

<€1 + ’Lg) Ein — (52 + 1%> Es =0 (11.139)
w w

sa att alla randvillkor lyder
Eit—Ey = 0 (11.140)
<e1 + iﬂ> By, — (52 + i@) By = 0 (11.141)

w w

1B, — 2B = o (11.142)
i Hin — poHs = 0 (11.143)
Hy—Hy = ji, g=o0 (11.144)
Hyy—Hy = 0, g# (11.145)
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Specialfall 2: g, = 0

Maxwells ekvation

V X H2 = J2 + 8tD2 (11150)
ger
V x H
Ey=-————2 =0 (11.151)
g2 — iwes

da go = oo. Detta betyder da att Es, = FE9 = 0 och Ey; = 0.
Enligt

e1Ew —e2- By = o (11.152)

méste vi nu ha Ey, = o /e, vilket 3r samma resultat som erhélls for ledare i borjan av kursen.

Maxwells ekvation

V x By = —8,By = iwB, (11.153)
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Specialfall 1: gy = g2 =0

Om bada konduktiviteterna férsvinner, d.v.s. g3 = g2 = 0, sa fds o = 0. Randvillkoren blir nu

Eyw—FEy = 0 (11.146)
1B, —e2Ba, 0 (11.147)
miHin — poHs, = 0 (11.148)
Hyy—Hy = 0 (11.149)
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ger att B, =0

Detta ger ocksd att By, = 0 och Hy; = j, — Hoy = j.
Eiy = Eyu=0 (11.154)
Dy, = o (11.155)
Dy, = 0 (11.156)
By, = By, =0 (11.157)
Hy = j. (11.158)
Hyy = 0 (11.159)
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11.8. Vagekvationen da killor dr narvarande

Tidigare antog vi att mediet dar vagorna rorde sig var tomt pa laddning. Vi kommer nu att granska
den motsatta situationen, d.v.s. att mediet inneh3ller en laddningsférdelning p(r, t) och en extern
strom J(r, t).

En granskning baserad p3 vektor- och skaldrpotentialer erbjuder en littare analys, sd vi
dterintroducerar forst den magnetiska vektorpotentialen:

B=VxA (11.160)
Maxwells 11l lag ger
VXE=-VX0JA (11.161)
sa att
VX((E+0A)=0 (11.162)

Uttrycket innanfor parentesen &r m.a.o. gradienten av en skalarfunktion. Beteckna denna
skaldrfunktion —¢, sa att vi i statiska situationer aterfar den elektrostatiska potentialen:

E+0A=-Vo=—E=—Vy— A (11.163)
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Vi har nu fatt att ¢ och A satisfierar (inhomogena) vagekvationer.

Losningarna till dylika ekvationer bestdr av en summa av allmdnna funktioner som satisfierar de
allmanna homogena ekvationerna

Vi —pedle = 0 (11.169)
VA — ped}A = 0 (11.170)

vilka géller oberoende av hur p, J ser ut, och specifika funktioner till de fullstindiga ekvationera.
De specifika I6sningarna ar helt beroende av hur p, J rakar se ut i ett visst fall.

Om vi inte har nat tidsberoende sé blir ekvationen for skalarpotentialen

v = P (11.171)
€
Detta ar Poisson-ekvationen, vars specifika [6sning ar
1 !
o(r) = / 4y’ (11.172)
dmeo Jv [r — 1|
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Vi kan nu omskriva alla Maxwells ekvationer med A och .

Maxwells | lag ger med inséttning av resultat for E ovan:

Vi +av-A=-" (11.164)

)

Maxwells IV lag ger med insdttning av H = 1/uV X A samt resultatet fér E ovan, och anviandning
av nableringsregeln for V- x V x A:

V?A —V(V - A) — ued Vo — ned’A = —pud (11.165)

Enligt tidigare kan vi addera gradienten av en godtycklig skalarfunktion W till A utan att det dndrar
pa B =V X A. Denna egenskap hos A kallades mattinvarians. Vilj nu VW s3 att

V-A=VU=—puedp (11.166)
Detta kallas Lorentz-mattet.
Ekvationerna ovan ger nu att
2 2 P
Vi — ned,p = - (11.167)
VA — ped}A = —pd (11.168)
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i vakuum. De allmanna I6sningarna far vi ju fran Laplace-ekvationen VZp = 0.

Fokusera nu pa endast en laddning g i origo. L4t dess storlek vara tidsberoende, s3 att ¢ = q(¢).
Detta ger p(r,1r’,t) = q(t)6(r — r’) med r' = 0. Om vi nu plockar bort tidsberoendet skall det
galla att

1 6(r—20 1
p(r) = —/ g2 =0 _ 14 (11.173)
dreg Jv |r — 0] drwer
For r utanfor origo har vi nu
2 1.5
Vip — =0,¢p = 0 (11.174)

c2

dir ey = eppir/c? = (n/c)?, med n = 1 d3 vi ar i vakuum, &r vagens hastighet. For en liten
volym som omfattar origo giller

/dv <V2‘P - %85‘0 - 1 (11.175)

€0
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Med sfarisk symmetri fas

1 1
—0:(r?0rp) — 070 =0 (11.176)
T C
Ansatzen
1
@(r,t) = —x(r,1) (11.177)
T
ger
2 1
0, x — gatx =0 (11.178)

Detta ar vagekvationen i en dimension. Den allméanna I6sningen &r

x(r,t) = f(r —ct) + g(r + ct) (11.179)

dar den senare allmdnna funktionen representerar en vag som ror sig in i origo. Vi dr nu intresserade
av vagor bort fran origo, sa vi kastar bort denna term. Skalirpotentialen blir nu

1
p(r,t) =—f(r —ct) (11.180)
T
D3 vi inte har nat tidsberoende ska detta reduceras till
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Vi har nu fér en laddning i origo att

11
p(r t) = ———q(t') (11.185)
dmegT
For en grupp av laddningar har vi dé den sé kallade retarderade skaldrpotentialen
1 r,t
o(r,t) = / gy P t) (11.186)
dmeg Jv |r — 1/
dar
’ ‘I‘ - rll
t=t— (11.187)
C

kallas retarderad tid.

P& motsvarande satt fas den retarderade vektorpotentialen

It
A ) = Mo [ g0 (11.188)
dr Jy [r — 1|
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11
po(r) = —q (11.181)
dmegr
D3 tidsberoendet aterinfors far vi
1 /
flr—ct) = q(t) (11.182)
4meq

dir t’ ir nan funktion i 7, ¢ sd att t’ oc » — ct. Vi har allts3 ersatt t med ¢’ for att kunna ta hand
om faktumet att hogre ledet ska vara en funktion i r — ct.

Vi far
t'=Ax (r—ct)=—Act + Ar (11.183)
Vi ser att Ac maste vara en konstant utan enhet, och om tidsderivatorna skall ha samma tecken

och ge upphov till ssmma derivata av tiden sa maste vi ha —Ac = 1. Vi far d3 att

t'=t—r/c (11.184)
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Vi ser att potentialerna i en punkt r, ¢ beror p3 laddningar och strémmar i punkterna r’ vid en
tidigare tidpunkt ¢’ = ¢t — |r — 1’| /c. Tidsskillnaden motsvarar den tid som gar &t for en vag att
tillryggaldgga strickan |r — r'|.

Notera att detta resultat har erhdllits helt utan relativitetsteori!

De elektriska och magnetiska falten ges nu som

E(r,t) —Veo(r,t) — O A(r, t) (11.189)
B(r,t) = V XA(r,t) (11.190)

Dessa potentialer anvands for att analysera stralning och dess uppkomst. Vi dterkommer till dem i
ett senare kapitel.
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