10. Kretsar med langsamt varierande strom

[RMC]
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10.1. Villkor for ”"langsamt varierande”

| detta kapitel behandlas den teori som kan anvandas for att analysera kretsar med langsamt
varierande strom.

En strom ar "langsamt varierande” om den inte ger upphov till signifikanta energiforluster p.g.a.
stralning.

Detta villkor ar ekvivalent med att krava att kretsens linjara dimension L ar mycket mindre an
vaglangden X i vakuum for den drivande spanningens vinkelfrekvens w (i enheter av 1/s):

27

w

L <\=

c= " (10.1)
14

dar v ar frekvensen i enheter av hertz (Hz).

Om vi anviander L = A\ /10 som villkor, far vi féljande linjara maximidimensioner:

Frekvens (Hz) A/10 (m)
50 6 x 10°
10° (AM) 30

10 - 10° 3,0

100 - 10° (FM, TV) 0,30
107 (mobiltelefoni) 0,030
10 (mikrovagor) 0, 0030
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For en normalstor krets kan vi med andra ord anvanda drivande spanningar med frekvenser upp till
~ 107 Hz, forutsatt att analysen sker med de metoder som vi nu kommer att behandla.
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10.2. Transient och stationart beteende

D3 en krets kopplas till en periodisk eller konstant spanning uppkommer en varierande — transient
— strom, som sa smaningom stabiliseras till en periodisk eller konstant strom. Detta stabila tillstand

kalls ocksa stationart (eng. steady state).

Vi kommer i det foljande att behandla transient beteende i kretsar med konstant drivande spanning
och stationart beteende for harmoniska drivande spanningar.
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10.3. Transient beteende for konstanta drivspanningar

Vi granskar nu det transienta beteendet hos ndgra elementara kretsar, som drivs av en konstant
spanning.

10.3.1. R L-krets
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Kirchhoffs |l lag

&¢+V =RI (10.2)

ger
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V = RI—l—LdI
- dt

Losningen till denna differentialekvation ar

1% 1%
I1(t) = = — Le R = =

R
dar I; ar en konstant.
Vid starten t = tg sluts kretsen, sd I(t = ty) = 0:
0= Y _ [etolte
Detta ger
Il — KetO/tC
R

sa att vi far

B Ile—t/tc

I(t) = % [1 — e_(t—to)/tc}
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Tidskonstanten for denna krets ar alltsa

L
= (10.8)
10.3.2. RLC-krets
s\ R
V =
Kirchhoffs Il lag:
/ Q / 1 [
V= RI+LI() + & = R+ LI'(#) + 5/ dtl(t) (10.9)
0

dar vi betecknat I'(t) = dI/dt.

Elektrodynamik, vt 2013, Kai Nordlund (<[« [O] [>>] [P 10.7



Derivera en gang med avseende pa tiden:

— = RI (¢ LI (t — =0
— = RI'(t) + LI"(t) + —

eftersom spanningen ar konstant. Vi far

R 1

Losningen ar

I(t) = (Aeiwt 4 Be—z’wt) e—t/(2L/R)

dar

1 R2
W = —
LC 41,2

Vi bor nu ta reda pd vardet pa (de komplexvidrda) konstanterna A, B.

Vid t = 0 géller I(t = 0) = 0:

0=A+B— B=-A
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sa att

I(t)=A (em — e_iwt> e VLR — g4 sin(wt)e_t/(2L/R) (10.15)
Strommen ar reell, s3 A maste vara imaginar. Definiera D = 2A7 s att vi far

I(t) = Dsin(wt)e /L) (10.16)

D ar fortfarande okand. For att bestimma det dtergar vi till det ursprungliga uttrycket for V', vilket
ger:

V = RI(t)+ LI'(t) + % /t dtI(t) (10.17)

Da ¢t = 0 géller I = 0 sd man far med att derivera I(t) som just bestdmts ovan:

1
V = LI'(t) = LD(w cos(wt) — sm(wt) 2L/R ) —t/(2L/R) = LDw (10.18)
t=0
sa att
%4 %4
D=—" = (10.19)

wL — \/L]/C — R%/4
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Vi har nu fatt en oskillerande krets, trots att den drivande spanningen ar konstant. Dock avtar
amplituden med tiden, sd denna oskillation dor bort efter ndgra tidskonstanter t.. Denna ar

te = — 10.20
= (1020
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10.4. Stationart beteende for harmoniska drivspdanningar

Vi granskar nu det stationara beteendet hos nagra elementara kretsar, som drivs av en harmonisk
(sinusoidal) spanning.

| dylika rakningar ar det mycket enklare att rakna med komplexvarda spanningar och strommar,
eftersom de trigonometriska funktionerna da ersatts med exponentialfunktioner, som ar lattare att
manipulera.

Om vi anvander den drivande spanningen

V(t) = Ve (10.21)

far vi ut en komplexvard strom

I(t) = Iye™" (10.22)

For att fa den fysikaliska strommen maste vi forst besluta om var fysikaliska spanning ar real- eller
imaginirdelen av Vpe™". Om vi viljer imaginirdelen har vi

Ve(t) = Im[V (#)] = Vp sin(wt) (10.23)

Vi maste nu géra samma val for att fa den fysikaliska strommen:
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Ip(t) = Im[I(t)] (10.24)

Oftast valjer man att Vj ar reell, men detta betyder inte att Iy ar det. | sjdlva verket inkorporerar
man en eventuell fasférskjutning mellan spanning och strom i den komplexa konstanten I.

10.4.1. RLC-krets

Kirchhoffs Il lag:
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1 t
V = RI+ LI'(t) + —/ dtI(t)
C Jo
Derivera med avseende pd t:

av / 1" I
— = RI (¢ LI (t —
— = RI'(t) + LI"(t) + —

Detta ger nu

: ot . ot 2 ot
iwVpe™ = twRIye™ — w LIpe™" + Ee

dar vi har skrivit strommen som I(t) = Ige

Dividera nu med twe*?:

1
Vo = (R4+iwL+—)I
w(C

Z 1y
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dar Z kallas impedans. For denna seriekopplade krets har vi att

1
Z:R+iwL—i—CE R+ i4(Xr + X¢) (10.29)
W
dar X ar den induktiva reaktansen och X den kapacitiva reaktansen.
Impedansen kan alltid skrivas
Z = |Z|e" (10.30)
dar | Z| ar impedansens storlek och ¢ en fasférskjutning.
Det galler i detta fall ur grundlaggande komplexalgebra att
1\ 2
Z| = R? + (wL — —) (10.31)
wC
tan é wL ~ 5o (10.32)
an = :
R
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Strommen ar nu

V) VO Vo

I(t) = = — = — 10.33
() =— Zlew 7] (10.33)
Den verkliga strommen ar
V(t
Ip(t) = Im[I(t)] = Im[#]
Vi .
= —Olm[ez(m_gb)]
1 Z]
%
= é sin(wt — ¢) (10.34)

| denna krets kommer strommen att variera harmoniskt, sd att den ar fore eller efter spanningen,
beroende pa tecknet for fasvinkeln ¢.

Lat oss se hur resistansen, induktansen och kapacitansen kan paverka strommens styrka var for sig.

Vi har ju
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XL wl w2

Xe  1/(wC)  1/(LO)

Fran detta far vi tva huvudsakliga asymptotiska fall:

(1) Om X1 > X sa giller| w> 1/ LC |och

1Z| ~ +/R?+ w2L?

tan ¢ wl
an ~ _—
R

L

(1a) Omnu R < wL sd giller w > R/L och

| Z | wl

&Q

tangp =~ oo = b~ /2

(10.35)

(10.36)

(10.37)

(10.38)
(10.39)

| det har fallet ges strommens amplitud alltsd av Vi /(wL). Om vinkelfrekvensen ar tillrackligt stor

(men sa att den uppfyller villkoret for "ldngsamt varierande” strom) sa blir strommen liten.
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(1 b) Om istéllet R > wL sa géller w < R/L och

|1Z]

Q
oy

tan ¢

(2) Om X <€ X¢ sdgiller| w < 1/V/LC |och

2
-
|
©-
%
-

Z| ~ /R?+1/(2C?)
tan ¢ !
an ~ —_—
wRC

(2a) Omnu R K 1/(wC) sa giller w < 1/(RC') och

| Z]
tan ¢

&
—_
P
€
>

2
|
3
|
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Strommens amplitud blir nu wC'Vj, d.v.s. ju stérre kapacitans och vinkelfrekvens vi anvander, desto
starkare blir strommen.

(2 b) Om istéllet R > 1/(wC) sé géller w > 1/(RC) och

1Z] =~ R (10.46)
tang =~ O = o=~ 0 (10.47)
Resonans
Om den drivande spanningen har en sddan vinkelfrekvens wpgr att ¢ = 0, kommer strom och
spanning att vara i fas (fall 1b och 2b ovan). Detta betyder att |Z| = R sa att:
1
WR = —— (10.48)

Detta ger
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Ip(t) = % Sin(th) (1049)

Strommen ser alltsd ut som strommen i en ren R-krets, och spanning och strommen sags vara i
resonans.
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10.5. Serie- och parallellkoppling av impedanser

| foegdende sektion fick vi att for en krets dar R, L, C' ar kopplade i serie kan den drivande
spanningen skrivas

Vo= Vo
= ZIe™'=ZI
, 1
= (R+iwL + R)I
= (Zr+ 2+ Zco)I
(10.50)

eftersom R, L, C' ar i serie.

Vi har ni visat att impedanserna for en resistor, induktor och kondensator ar
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Zr = R (10.51)

Z, = iwL (10.52)
A = L _ g (10.53)
¢ = iwC  wC '

Impedansen for en seriekoppling av IN impedanser ar alltsa

Z=> 27 (10.54)

Om impedanserna ar kopplade parallellt s3 har vi att spanningen 6ver dem ar densamma, V; = Vj,
sa att

Men totalstrommen ar
I—V—I+I—V 1—|—1 (10.56)
-z Y \Zz 0z |
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sa att

1_ (i n i) (10.57)

Impedansen for en parallellkoppling av IN impedanser ges alltsa av uttrycket

1
— = — 10.58

1 N

1
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Exempel : R och C parallellkopplade. Bestim strommarna.

Kirchhoffs Il lag:

V(t) = Vpe't = RI1(t) = é/t dtls(t) (10.59)
dar
I(t) = I(t) + Ix(t) (10.60)
Vi far
I(t) = %e“"t (10.61)
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och

1

‘ t
Voezwt p— 6/0 dt[2(t)

Derivera med avseende pa tiden:

W 1
iCUV()e ! = Elg(t)

Vi far

I (t) = iwC Vet = wC’Vbei(wHw/Q)

Totala strommen ar

1 . .
I(t) = VQ (E -+ wC’em/Q) ewt

Om den fysikaliska drivspanningen dr V (t)p = Vpsin(wt) fas nu strommarna

I p(t) = (Vo/R)sin(wt)
Is p(t) wC'Vy sin(wt + 7/2)
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Med v = 100 Hz, R = 100 , C = 107 % F och V},

0.15 |

— 10 V fas foljande graf:
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Om kapacitansen héjs med en faktor 10 till C = 107° F:

0.15 , | | |
e |1
o1t 7 e T :2 ]
// . \\ total

0.05 %

g ,//

:g O.O : \ I,l/

_005 B \\\ ,// |
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-0.15 ' l | |

Fas, wt
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10.6. Effektfaktor

Den momentana effekt som konsumeras av en belastning (eng. load) eller belastande kompo-

nent/krets i en vaxelstromskrets ar

P(t) = Ip(t)Vp(t) (1068)

For en harmonisk drivande spanning galler (jfr. ekvationerna (10.23| och [10.34)):

P(t) = Vu|lp| sin(wt) sin(wt — ¢) (10.69)

Observera att denna effekt kan vara bade positiv och negativ. Negativ effekt betyder att kretsen ger

effekt tillbaka till spanningskallan.
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Momentan effekt, P(t)/(Vq |lo])

0.4 |

Momentan effekt, P()/(Vq |lol)

Tidsmedelvardet

(P(t))

Fas, wt

over en period T'=1/v = 27 /w ar

1 T
= Vb|fo|—/ dt sin(wt) sin(wt — ¢)
T Jo
1 T
= V0|Io|? / dt sin(wt)(sin(wt) cos ¢ — cos(wt) sin ¢)
0

1 T T
= V0|I0|f cos qb/ dt sin”(wt) — sin cb/ dt sin(wt) cos(wt)
0 0
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1 ’ 1
= Vollo|= | cos qb/ dt sin”(wt) — sin ¢— sin’(wt)
T 0 2w

t=T
t=0

1
= 5VO|IO| cos ¢ (10.70)

1 T
= V0|I0|—cosqb/ dt sin®(wt)
T 0

eftersom sin(w7') = sin(27vT) = sin(27w) = 0. Den trigonometriska integralen kan l3ttast
utféras genom att skriva om sin(wt) med exponentialfunktioner.

| ekvationen ovan kallas cos ¢ for effekt-faktorn.

Observera att formeln ovan galler endast for sinusoidala drivspanningar och strommar.
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Exempel : Fér en RLC-krets dir resistansen dominerar 6ver reaktansen giller

151 1 51
Om den induktiva reaktansen dominerar:
1 51 T
P(t)) ==-V;—cos— =20 10.72
(P(8)) = SVii—cos 3 (1072
Om den kapacitiva reaktansen dominerar fas igen 0 p.g.a. fasvinkeln.

[l

Man definierar ocksd effektiv- eller rms-varden for spanning Vg och strom I.g sd att

1
<P(t)> — 5‘/0]0 COS ¢ — ‘/rmSIrms COS Qb (1073)

rms ar forkortning for root-mean-square.

Ekvationen ovan ger

Vis = (10.74)

Sl
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Iy
I = —— 10.75
e (1079

Den konsumerade effekten ar maximal om impedansen ar en ren resistans, eller om spanningen och

strommen ar i resonans p.g.a. lamplig kombination av induktiv och kapacitiv reaktans. | bdda fallen
fas ¢ = 0.

For att effekten i en strom berdr pa fasskillnaden ¢ mellan V' och I, och denna inte alltid ar latt
att bestimma i praktiska fall, anvander man i praktiskt bruk ofta ocksad enheten VA (volt-ampere)
for att beskriva vaxelstrom. Denna storhet, som betecknas helt enkelt VA, definieras som

VA = VimsIms (10.76)

och ar alltsa lika med effekten P endast ifall ¢ = 0. Oftast anges VA som kilo-VA och betecknas
KVA (notera det stora "K":et!)

Skillnaden mellan effekt och VA ar alltsa effektfaktorn och definieras i praktiskt bruk som

P

PF=—
VA

(10.77)

Uppenbart giller att
PF = cos ¢ (10.78)

[http://www.powerstream.com /VA-Watts.htm]
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Exempel : Typiskt anvinds KVA i reservstromkillor som UPS:ar ( “uninterrupted power source”).
For att tillverkaren av dessa omojligen kan i forvag veta vad fasfaktorn i maskinerna som UPS:en
kopplas till ar, anger de garna istdllet kapaciteten som KVA, som alltsd anger hur mycket effekt
UPS:en ger ifall den kopplas till ett rent resistiv system med ¢ = 0. Foér alla andra fall ges mindre
effekt, och anvandaren maste veta sin effektfaktor for att veta UPS:ens kapacitet.

Vanlig natstrom i Finland anges ju ha spanningen 220 V. Detta ar i sjalva verket just rms-spanningen,

maximispanningen ar alltsd hogre, ung. 310 V.
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