9. Magnetisk energi
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Faradays lag

do
&= —— 9.5
pr (9.5)

ger

dW,, = Id® + RIdt (9.6)

Batteriets arbete gar alltsa till att bygga upp ett magnetiskt flode ® och darmed motverka den
"bromsande” inducerade spanningen, och att dissipera varme-energi i resistorn. Om vi kan ignorera
denna sistnamnda Joule-uppvarmning sa far vi energin som gar in i magnetfiltet.

Om inget annat forandras i kretsen, t.ex. kretsen behaller sin stela form och befinner sig hela tiden
i vila, s har det utférda arbetet bara gatt &t att 6ka pad kretsens magnetiska energi:

AUy = Id® (9.7)
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9.1. Magpnetisk energi fér en isolerad krets

Arbetet som ett batteri utfér da det for en laddning dq runt en krets, frdn batteriets anod A till
dess katod B ar:

dWy, = dqAVj (9.1)
dar AV, ar batteriets spanning.
Kirchhoffs Il lag:

E+ D AVii=—> AV (9-2)
i J
Om all resistans kan kombineras till en enda resistor:

AVi = —€ + RI (9.3)

sd att

AWy, = dgAVi = dq(—& + RI) = Idt(—& + RI) = —Idt& + RIdt (9.4)
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9.2. Magnetisk energi for kopplade kretsar

Lat oss nu bestimma den magnetiska energin for N st kopplade kretsar. Arbetet som kretsarnas
batterier utfor ar

N
AWy, = Lid®; (9.8)
i=1

da Joule-uppvarmningen inte beaktas.

Vi utfor nu integreringen under antagande att strommarna och flédena 6kar samtidigt i alla kretsar,
sd att den tillfalliga strommen i krets ¢ ar

N‘\
1

ol (9.9)

Detta ger

dI! = Iida (9.10)

For linjdra magnetiska media giller att &, o< I;, sa induktansen

a®;, @,
L = = (9.11)
dI, I,
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som ger I,L; = ®;. Vi far nu att

dI, = —da (9.12)
L;
Men
Li=L,= de; (9.13)

A '
sd att

d®, = ®;da (9.14)
Vi har nu
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Vi far:

U = /dW,,:/ZI;ZM,JdIJ’
=1 j=1
N N 1
= IZZMU[J/ daa
=1 j=1 o
N N
- Iy M
i=1 j=1
N
1 .
= S LI}
23

+MioIiIs + MisIiIs + ... + MinI1 N
+Mozloly + Mogloly + ... + MonIoy
+-~-+MN—1,NIN—IIN (918)

Vi anvande Ll = M“ och Mz'j = Mji-
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For ett system av IV st kopplade, stationdra och stela kretsar har vi alltsa att den lagrade magnetiska
energin ar

N
1
Un = 2_; L;®; (9.16)

Om inge yttre falt 4r ndrvarande &r flddesforindringarna orsakade av de Gvriga kretsarna. Da géller

N N 4d.. N
db; = > dbi= y Ldl; = Mijdl; (9.17)
j=1 j=1

Ij j=1

Elektrodynamik, vt 2013, Kai Nordlund <44 40P PP X 9.6

Exempel 1: En isolerad krets:

® = LI (9.19)
1 1., 182

U = -I®=-LI"=-— (9.20)
2 2 2L

O

Exempel 2: Tva kopplade kretsar:

1 2 1 2
U= JLiI} + S Lol; + Mol I (9.21)

Beteckna « = I, /1. Eftersom U > 0 far vi

1
U= 5122(le:2 + Lo+ 2Mysz) > 0 (9.22)

Nu kan vi berdkna minimi-energin som funktion av forhallandet mellan strommarna x genom att
derivera parentesen och satta uttrycket till noll,

_ M
Ly

xr =

(9.23)
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och efter verifiering att andra derivatan ar positiv.

Minimi-energin:

1, M? M} 1 oL Ly — M3
Umin = 7122(J + LZ -2 12) = 7I§y Z 0 (924)
2 Ly L 2 Ly
sd att
— M}, 4+ LiLy >0 (9.25)
eller
LiLy, > M7, (9.26)
ett uttryck som vi anvdnde oss av tidigare. O
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Totala energin for det magnetiska faltet ar nu

U = %ZHF
= %Xi:]izj:}z{%dw-zx
_ %ZZJ:?{C, Ldry - A
_ %Z;Ej:/mdwﬁ-A

(9.29)

Lat volymerna vara sadana att deras summa fyller upp hela volymen V. Vi far da

1
U:f/dVJ~A
2J)v

dar J = ZU JIJ
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(9.30)
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9.3. Det magnetiska faltets energi

Som for elektriska laddningsférdelningar kan vi generalisera energin for magnetiska kretsar med
hjélp av det falt dessa kretsar ger upphov till.

Betrakta ett system av kretsar i ett linjart magnetiskt medium. Flédet genom en av dessa kretsar ar

D, = / dA;-B (9.27)
Aq

En komplicerad krets kan delas upp i ett flertal slutna slingor. Detta gjorde vi redan tidigare nar vi
granskade kretsar med Kirchhoffs lagar.

Vi kan nu skriva

®; = /dAZwB: / dA;; -B
Ai za: Aij ’
= Z/ dA;; - (V x A)
i YA
> }[ drij - A (9.28)
i 7G5
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Faltekvationen for H ar ju

VxH=1J (9.31)
sa vi far
1
U:f/dV(VxH)-A (9.32)
2J)v
Med hjalp av
V.- FxG)=(VXxF)-G—(VXG):F (9.33)
fas nu
1
U = 5/dV(V~(H><A)+(V><A)~H)
%
1 1
= f/dA~(H><A)+7/dV(V><A)~H
2 /4 2 Jyv
1 1
= f/dA-(HXA)+f/dVB~H (9.34)
2 /4 2 Jyv
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Om strommar inte forekommer i oandligheten och de magnetiska materialen inte ar oandligt stora
dér A bort som 1/r, och H som B som V X A som 1/7"2 p.g.a. magnetiskt material och som
1/7’2 p.g.a. strommar. Kombinationen av H och A dor alltsa bort som 1/r3. dA ar proportionell

mot 72, s& yt-integralen dér bort som 1/7 och férsvinner i oandligheten. Vi sitter nu kvar med

1
Uy = f/dVB~H (9.35)
2 )y

dar V' omfattar hela rummet. Detta ar energin for ett linjart magnetiskt system.

Energitdtheten for isotropiska linjara media ar

o= lupr-Lp (9.36)
u = — . = — = — .
M 2 e 2%

Elektrodynamik, vt 2013, Kai Nordlund <4 4P P X 9.13

enligt forsta sektionen. Vi far nu att

dWi; = dUypy (9.40)
sd att den magnetiska kraften pa komponenten ar
F=(VUu)r (9.41)
For vridmoment fas
T = (VoUn): (9.42)

Elektrodynamik, vt 2013, Kai Nordlund

<< 4O PP X 9.15

9.4. Krafter och vridmoment pa stela kretsar

Vi betraktar nu ett magnetiskt system dar en komponent tilldits réra sig under inverkan av
magnetfiltet.

Strommen i systemet halls konstant

Det arbete som den magnetiska kraften F utfér pd en rorlig komponent ar

dW] =F . .dr = de — dU]w (937)

dar dWy, ar arbetet som utférs av externa batterier for att halla strommen konstant, och dUj; ar
forandringen i systemets magnetiska energi.

Uttrycket for energin ger genast att

1
AUy = — 1;d®P; 9.38
=33 (9.38)
A andra sidan, batteriets arbete ir

AWy, = > 1d®; = 2dUy (9.39)

2
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Flédet genom systemet halls konstant

Fortfarande giller

AWy, = > 1d®; (9.43)
som nu ar noll. Vi far da att
dWe = —dUpnm (9.44)
och
F=—(VUu)s (9.45)
Motsvarande,
T =—(VoUnm)e (9.46)
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Exempel 1: Bestim kraften mellan tva stela kretsar som bir de konstanta strémmarna I; och
Is.

Lat krets 1 utdva en kraft pd krets 2, som flyttas som helhet.

De fléden som kretsarna ger upphov till genom sig sjilva dndras inte, eftersom strommarna och
tvarsnittsytorna ar oféranderliga. Det enda som andrar ar kretsarnas inbordes position.

Alltsd andrar endast det dmsesidiga flodet, och vi far

1 1
Fy = VoU = V2(5L1]12 + 5L2122 + MLL) = L1,VyM (9.47)

dar enligt Neumanns formel vi har att

dry - d
M = 7{ ?{ T are (9.48)
oy Joy Ir1 — 12
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1

= I 2*7{ y{ dsy - dsoVy
c /oy >0sy — sg + 11,0 — ra0]

- I 2—]4 ?{ dsy - dsy 2L 5210 7 r20 (9.52)
¢ Jey [s1 —s2 4110 — 120[3

A andra sidan, Biot-Savarts lag siger att
dry X (dry X -
Fy, = 711[2% -7{ r2 X (dry (r2 r1)) (9.53)
¢y Jey [ry — 23

Vi kan nu for att vara konsekventa anvianda samma variabler i Biot-Savarts lag som i den tidigare
ekvationen, men noteringarna blir ldttare om vi istallet atergdr till rq, ro:

Fo = —NI%" fq 7402 (dry - dro)(r2 — r1) (9.54)

|r1 — rof?

Detta uttryck och Biot-Savarts lag maste vara samma. Vi bevisar dettal
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Skriv om:

ry = Trig+s; (9.49)
o = 20 + So (950)

Har &rr; o (¢ = 1, 2) nan fixerad punkt for kretsen, t.ex. dess massmedelpunkt. Denna rér sig om
kretsen ror sig.

s; ar en vektor som |6per Gver kretsens kontur, och vars origo ar i massmedelpunkten.

| uttrycket for den Omsesidiga induktansen |6per integreringen Gver konturerna:

1 - d
?{ ?{ =2 (9.51)
cy JCy |s2 —Sz+r10—r20|

Derivering med avseende pa ro betyder for stela kretsar att vi deriverar med avseende pa massme-
delpunkten for krets 2:

Fo=VoU = LIV }K% 51 ds»
T I P i} 02|S1—Sz+1”1o—1f20
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Vi har:

dry X (dry X (ro —r1)) = dri(drg-(ra —r1)) — (r2 —ri)(dre - dry)  (9.55)

enligt BAC-CAB-regeln. Sista termen ger oss det Fa-uttryck vi harlett ovan, sd vi visar att forsta
termen forsvinner.

Denna term ger integralen

% }{ dl‘l(dI‘Q . (1‘2 7 I‘l) % % dI‘2 (I‘Q — I'1) (956)
nJ ey |ri — a3 cy cy ra—r3

Utfor integralen Gver Cy forst. | integranden kommer r; att vara en konstant, sa att vi kan infora
variabeln v = ro — ry med dv = drs:

dv - v dvv dv
fon S fof e fnf
o oy V[P e 0y ¥ o Cy
1
—?{ dr1% d <7) = —j{ dr; -0 (9.57)
C1 Co v C1

for att en sluten kurvintegral 6ver bara en variabel sdkert blir 0.
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OoK!'d
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Fran tidigare vet vi att

HoNT

B.(z) (cos a1 + cos as)

NI z n L—=z
2L \V224+a®> /(z—L)2+ a?

z

_ woNI ! n 1—2
T \VErR P - AP

(9.58)

med beteckningarna z’ = z/L och f = a/L.
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Exempel 2: Lit en solenoid med lingden L och N st lindningar av en trdd som bar strommen
I vara nistan fylld med en jarnstav med den konstanta permabiliteten p och den konstanta
tvarsnittsarean A = wa’.

L3t solenoiden ha sin symmetriaxel parallell med z-axeln. Approximera att magnetfiltet ar konstant
i all riktningar som &r vinkelrdta mot z, inom solenoiden. L3t solenoidens d@ndpunkter vara z = 0
och z = L.

Om nu staven dras ut s3 att ena dnden dr i 0 < z < L medan den andra ar utanfor solenoiden,
bestam den kraft som péverkar staven i det nya liget. Strdmmen hélls konstant under utdragandet.
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Om solenoidens radie dr 10% av dess lingd, d.v.s. f = 0, 1 fas ett B,(z) beroende som i figuren.

T T T T T T T T T

20 9

0.0 1 I 1 1 1 h
00 02 04 06 08 1.0 12 14 16 1.8 20
z/L

Fran detta ser vi att B, utanfor staven &r mycket svagt, sd vi kan ignorera faltet dar ute i véra
rakningar.

Den magnetiska energin ar nu

-
|

1 . 1

7/ dVuH? = f/dz'ApH2

2 14 2 z

1 N ! 2 L ! 2

EA dz' poH” + dz'uH (9.59)
0 z

44 AP P X 9.24
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Kraften ar

9 U
0z
LN B N Sy
= —-A— d H dz' nH
5452 </0 Z o +/Z Z
1 # lo} o 0
_ ZA d/ 7H2 ! H2 /: . H2 /:070)
oA ([ @ ) o = 25— = 05
1 L d . . d . d
+-A / dz' p—H*(2') + pH*(# = L)—L — pH*(z' = z)—2z |(9.60)
2 2 0z 0z 0z

Héar anvandes Leibniz' integralregel:

o b(u)d b(u)d o
ou | [, t@w| = [ Cderew

Exempel 3: Bestim den cylinderradiella kraften pa en solenoids lindningar, per lingd. Antalet
lindningar &r N, strommen i dessa ar I, solenoidens radie 4r R och dess lingd dr L. Ignorera filtet
utanfor solenoiden.

Energin ar

1 2
U]\,j = 5/ dV/,LH

1 /dV NIN?
Tl L
1 . (NI\?
= —unR°L(— 9.63
sunrtn () (063)
enligt tidigare approximation.

Kraften i den cylinderradiella riktningen &r, om strommen halls konstant:

8 —~
+£(b(u), u)ab(U) F, = (YUu) -p=0,Un
0 1 NIN?
—f(a(u), u)—a(u) (9.61) = —wpum2RL | — (9.64)
ou 2 L
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Observera att 2’ i integralerna r en hjilpvariabel som integreras bort och inte syns utanfor Den sokta kraften per langd ar
integralen. Vi far inte derivera med avseende pé dennal
. L . s . . F, 1 NI?
Nu forsvinner de flesta termerna for derivatorna med avseende pd z pa termer som inte beror pa = —pu— (9.65)
2rRN 2" L

denna variabel blir noll, och vi far

F = %A (MOHQ(z’ =2)— pH* (¢ = z))

AU — WHA = 2)

S AU — oL+ xa) H (' = 2)

1
—EAXMMOHZ(ZI =z) (9.62)

Kraften ar riktad till vanster i figuren, d.v.s. solenoiden "vill" dra in staven. [J
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Om i stallet flodet halls konstant far vi ett minustecken. [
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