7. Magnetostatik Il: Materiens magnetiska egenskaper

[RMC]
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Om ett material &r magnetiserat galler att M # 0.

For de flesta material galler att de enskilda dipolomenten pekar i en slumpmissig riktning, s& att
M =0.

Sambandet mellan atoméara strommar och magnetiseringen kan bestammas med foljande betraktelse.

Vi betraktar tvd sma volymelement i materialet bredvid varandra. De antas vara magnetiserade och
alltsd ha en strom, som kan vara riktad i vilken riktning som helst.

Vi vill forst rakna nettomagnetiseringen i z-led som orsakas av strommar i x- och y-led.
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7.1. Magnetisering

| foregdende kapitel granskades magnetfaltet som tidsoberoende konventionella strémmar, d.v.s.
strommar i elektriska ledningar, ger upphov till. Eftersom dessa strémmar transporterar laddning
Over en makroskopisk region kan de ocksa kallas transport-strémmar.

Laddningar i rorelse forekommer ocksa inne i alla slags av materie, p.g.a. elektronernas rorelse
i atomer och molekyler. Dylika strommar kallas atomdra strommar, for att sarskilja dem fran
de konventionella. Det bor noteras att dessa strommar inte kan transportera laddning Over en
makroskopisk region, utan dstadkommer istdllet en kontinuerlig " cirkulation” av laddning inom en
atom eller molekyl. Darfér kan dessa strommar ocksa kallas cirkulations-strommar.

| detta kapitel undersdker vi de magnetiska effekter de atoméara strémmarna ger upphov till.

De atoméra strommarna bildar en mikroskopisk sluten krets, si man kan approximera dessa som
magnetiska dipoler dd man bestammer den flodestathet de ger upphov till pd stora avstand.

Dipolerna kdnnetecknas ju av det magnetiska dipolomentet m. Ett materials dipolmoments-tathet
kallas magnetisering, och definieras som

. >,m; dm

M = lim =— = — (7.1)
v—o V dV

dar summeringen |6per over alla dipoler m; i volymen V. Denna maste inkludera ett stort antal

atomer s3 att M = M(r) &r en tillrdckligt jamn funktion av positionen.
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(dx/2,0,0) (dy/2,0,0)
(-dx/2,0,0)
X (-dy/2,0,0)
Nettostrommen I, i z-led i mittpunkten (0, 0, 0) mellan tva volymelement ges av uttrycket
L=1-I+1"-1" (7.2)
dar I och I’ ir strommens komponenter runt z-axeln samt I” och I'” runt y-axeln.
Med
IdA = dm = MdV (7.3)

kan vi for I — I’ skriva
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7.2. Flédestatheten fran ett magnetiserat material

d
(I - I'dzdz = (My(?z,o 0) — M, (_7 0, 0)) dadydz
oM, dx 8M dx Vi kom tidigare fram till att magnetiska vektorpotentialen for en avlagsen krets med dipolomentet
~ My(07 Oa 0) ) dxdydz m ar
Ox
oM,
= dr | dedydz 7.4 pom X r
() ot 4 A(r) = 2B (7.10)
S5 att dar r ar vektorn fran origo till observationspunkten.
Eftersom dm = MdV far vi nu att
,  OM,
I -1 =——dzdy (7.5)
ox Ko M x (r—1')
- A(r) = — V' —————= (7.11)
am Jy, |r — /|3
For 1" — I'" giller
dar V| l6per 6ver det magnetiserade materialet.
Ekvationen kan skrivas
(I" = 1"dydz = ( (0, —— 0) M, (0, — 0))) dxdydz
OM, dy = dy
~ (M (0,0,0) — ) dedydz Ar) = 2 [ avMmx v (7.12)
Ay 4 Jvy [r — /|
oM,
= — | ——dy | dxdyd 7.6
( Oy y) raves (7.6) Med relationerna
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sa att
. " oM, Vx(fF) = (Vf)xF+ fVXF (7.13)
I"-1"=— 3 dzdy (7.7)
v —/dvv x (fF) = /fF x dA (7.14)
Vi har nu att
fas
I, I-1r+1"-r" oem, O0M,
J. = — i =My 9 (7.8)
dxdy dxdy Oz Oy
. N . 1o V' XM po M x dA’
Detta motsvarar z-komponenten av uttrycket J = V X M. Motsvarande héarledning fér de dvriga A(r) = i dv el " an — (7.15)
stromtathetskomponenterna bekraftar att detta galler. Vi har alltsd visat att TV v — 1 TS A v —
Juy =V xM (7.9) Detta kan alternativt skrivas som
dar Jjs kallas magnetiseringens stromtathet, Vi har alltsd nu relaterat cirkulationsstrommarna , .
S . . o _ Mo (I (x) ;M
inne i materialet till dess magnetisering. A(r) = — dv + — dA (7.16)
ar Jy, |r —r/| 47r |r — 1/
med hjélp av Jys och det magnetiska materialets yt—strt')mtéithet:
jjw =Mxn (717)
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For att erhdlla B(r) maste vi utfora B = V X A:
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_ Ho ’ . r—r
B(r) = 12 /VO AV'V x (M( T r,|3> (7.18)
Med hjilp av regeln
VX (FxG)=(V-GF - (V-F)IG+ (G-V)F —(F-V)G (7.19)

far vi d3 andra och tredje termerna faller bort (ty V ir med avseende pa r medan M nu beror bara
° U
pa r'), att

I‘—I'/ I‘—I'/ I‘—I‘,
vV x Mxm =MV - P —(M~V)m (7.20)

Den forsta termen ger integralen

_ !
Ho dV'MV - (i) =0 dV'M4ns(r —r') = poM(r) (7.21)
ar Jy, |r —r/|3 ar Jy,
Med regeln
VF-G)=(F - V)G+Fx(VXG)+ (G-V)F+G x (VxF) (7.22)

ger integralen av den andra termen
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ar skalarpotentialen for ett magnetiserat material.

Utanfér materialet galler ju M = 0.

Med regeln

V-(fF)=(Vf)-F+ fV-F (7.28)

kan skalarpotentialen kan modifieras enligt foljande:

(r—1) , 1 , M 1 ,
M- (—=)=M-V =V - vV -M (7.29)
B = BT
Vi far nu
1 dA'-M 1 V' M
ou(r) = 7/ T 7/ av’ ; (7.30)
Am Jay v =1 4w Jy, |r —r/|

Jamforelse med potentialen fran ett polariserat dielektrikum indikerar att integrandernas tiljare ar
tdtheter av magnetiska kallor.

Man definierar volymtitheten av magnetisk polstyrka py/(r’) och yttdtheten av magnetisk
polstyrka o (r'):
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r—r

U
LB gvM x [V X <7>] (7.23)
am Jy, [r — 1|3

!
_ My dV'M - (; r )
47 Vo [r —r'|3

Den senare termen:

-1
o[ av'm x [v x (viﬂ =0 (7.24)
4 Jy, |r — 1/
Den tidigare termen:
Ho ’ r—r
- —V dV M- [ —— = —uoVeu (7.25)
4w Vo v —r/|3
Vi har nu erhdllit
B(r) = —puoVeu + poM(r) (7.26)
dar
1 , r—r
am Jy, [r — /|3
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) —Vv' - M(r") (7.31)
ou() = M) @ (7.32)
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7.3. Total flédestathet

Den totala flodestatheten dr en summa av flddestithet fran (i) konventionella strémmar, och (ii)
magnetisering (d.v.s. atoméra strommar). Summan &r

!
r—r
MGZMMW—uN%Mﬂ+&/EVMﬁX———7 (7.33)
4 Jy [r —r'|3
dar

1 V.-M 1 [dA"-M
= —— [ aV’ —/7 7.34
o (r) i Jy r—r/| 4w J4 |r — 1| (7.34)

1 ! 1 dA o (r
= L[ qyren@) —/ ddou) (7.35)

4 Jy v —r'| 4w Ja |r—1/|

Volymen V' omfattar alla stromférande regioner och magnetiserade material i systemet. Ytan A
omfattar alla (gréns)ytor (inne) i systemet.

Stromtatheten J innehaller enbart de konventionella strmmarna. Magnetiseringsstrommarna ar
beaktade i M, pjs och oyy.

For att underlatta l6sningen av magnetiska problem, speciellt dd J &r kidnd men M okénd, och
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7.4. Magnetostatikens faltekvationer

Vi sag tidigare att

V x B = poJ (7.38)

Vi méste nu inkludera bidraget fran magnetiseringsstrommen:

V x B = po(J+JIm) (7.39)
Men detta kan ju skrivas
o =V XB—pJy =V XB—p1oVXM=pVxH (7.40)
s att
VxH=1] (7.41)

De fundamentala ekvationerna fér magnetostatiska problem ar
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man vill veta B, infor vi ett nytt begrepp. Man definierar den magnetiska intensiteten eller det
magnetiska faltet som

1
H=—B-M (7.36)
Ho

Med B enligt tidigare,

H(r) = —Veu(r) + %/V av'I(x') x |: — (7.37)

—I"|3

Obs: @ innehdller fortfarande M via par, o, sé detta uttryck dr dnnu inte klart for anvandning
da M ar okant och J specificerad.
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vV-B = 0 7.42)
VxH = 1J (7.43)
Ekvationernas motsvarande integraler ar
f dA-B = 0 (7.44)
A
?{dr'H = %dA-J:I (7.45)
c A

dar I ar totala konventionella strémmen genom det omrdde som stangs in av den slutna kurvan C.

Den andra ekvationen féljer fran Stokes' teorem, med vilket ytintegralen kan skrivas som en
kurvintegral. Denna ekvation &r Amperes lag for stromkretsar och magnetiska media och alltsa
en generalisering av den tidigare formen.

Exempel : L3t en ledning bidra strommen I och vara lindad N st varv runt ett torusformat
magnetiskt material, s3 att vi far en toroid. Bestim magnetfaltet pd den streckade linjen i figuren.
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Langs med den streckade vagen ar magnetfiltet tangentiellt med vagen. Amperes lag ger genast att

2nrH = NI (7.46)
Vi far
NI ~
H=— (7.47)
27r

dar 12; ar enhetsvektorn i den tangentiella riktningen.

O
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7.6. Magnetiska material

7.6.1. Para- och diamagnetiska material

For para- och diamagnetiska material giller att x s, p ar konstanter, forutsatt att det paverkande
magnetfaltet inte ar for starkt.

For paramagnetiska material galler att x s > 0, s att B > poH, d.v.s. magnetfiltet forstarks
inne i materialet. Detta ger att ;1 > 1. Materialets dipoler vill alltsd ordna sig med det externa
faltet.

For diamagnetiska material har man att xps < 0 och B < poH, d.v.s. magnetfiltet forsvagas
inne i materialet. Vi har da att ;& < 1. Materialets dipoler ordnar sig motsatt filtet, sa att detta
férsvagas inne i materialet.

| allmanhet giller att |xar| < 1 for dessa material.

Paramagnetiska material XM
Aluminium 2,1x107°
Magnesium 1,2 x 107°

Natrium 0,84 x 107°

Titan 18,0 x 107°

Wolfram 7,6 x 107°
Syre (1 atm) 0,1935 x 1079
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7.5. Magnetisk susceptibilitet och permeabilitet

Man kan skriva om magnetiseringen for isotropiska material enligt

M = X]MH (7.48)

dar xas dr materialets magnetiska susceptibilitet.

Fran detta foljer att

B = po(H+ M) = po(H + xuH) = po(1 + xa)H (7.49)
Man definierar ett materials magnetiska permeabilitet 1 med hjilp av ekvationen
B =uH (7.50)
Vi fér alltsa att
p= (14 xXM)Ho = prio (7.51)

dar w, ar den relativa permeabiliteten.
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Diamagnetiska material XM
koppar —0,98 x 107°
guld —3,5x107°
silver —2,4%x107°
koldioxid (1 atm) —1,19 x 1078
vite (1 atm) —0,22 x 1078
kvave (1 atm) —0,67 x 1078

7.6.2. Ferromagnetiska material

[RMC, http://en.wikipedia.org/wiki/]

Ferromagnetiska material har inte en konstant susceptibilitet eller permeabilitet, utan dessa varierar
med det externa magnetfaltet.

For isotropiska ferromagnetiska material galler fortfarande B = pH, men s3 att

B = u(H)H (7.52)

Ferromagneter uppvisar en permanent magnetisering, d.v.s. de ar magneter. For dylika material
fas ett speciellt beteende i ett H — B-diagram, d.v.s. dd man ritar ut hur flodestitheten B =
w(H)H inne i materialet beror pa det externa faltet H.
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Om man tar en icke-magnetiserad 1.6 B 16000
ferromagnet och utsitter den for ett L4l -
magnetfalt kommer flodestatheten B L2 PN -15000
i materialet att forst oka snabbt, men 7 I N 4

A . < 1.0 \ 14000 2
sedan ldngsammare. Se figur. 3 i N >

\
= 0.8—',' ~ ~3000
A o SO K/H
Den avtagande tillvixten beror pa 0.6 | \{0 {2000
att M ndr ett mittnadsvirde Mg, 0_4»," Tl
saturations-magnetiseringen, s3 att 02lt T ==1000
. I . ) II
tillvixten i B = poH 4+ poM;, efter o
detta bara beror pa termen poH. 0 200 400 600 800 1000
H(A/m)

Om en ferromagnet har magnetiserats av ett falt till en punkt Hax, Bmax, 0ch man sedan minskar
pa det yttre filtet, s& kommer (H, B)-punkterna inte att ligga pa den kurva man fick da materialet
magnetiserades. Detta beteende kallas hysteresis, och betyder att materialet har ett "minne” av

sin tidigare historia. Se figur:
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Ferromagnetiska grunddmnen oM, (T)  Hg (A/m)

jamn 2,15 1,6 x 10°

kobolt 1,79 7,0 x 10°

nickel 0,61 5,5 x 10°

Ferromagnetiska material oM, (T)  H. (A/m)
Feo'ge Si0.04 1, 97 56
Perm-legering, Feg 55 Nig.45 1,60 5,6
Mu-metal, Cug.05 Crg.02 Nig.77 Feo.16 0,75 1,2
Permendur, C00‘50 Fe()‘50 2, 45 159

Ferromagnetiska material B, (T) H. (A/m)

KObOltStéL Feo.sg C00_36 W0,04 Cr0406 Co,oog 0, 97 19 x 103

Pto.77 Cop.23 0,6 3,4 X 10°

Smo.50 Co0.50 0,84 6,7 x 10°

Ndo‘lg Feo'gl B().()G 0, 80 1, 2 X 106

Ferromagneter anviands for att (i) 6ka det magnetiska flédet genom en stromkrets, eller (ii) som

(permanenta) magneter.

Ferromagneter har en kritisk temperatur, Curie-temperaturen, vid vilken de genomgar en fastran-
sition. Over denna temperatur forlorar ferromagneterna sin permanenta magnetisering och deras

beteende blir paramagnetiskt.
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AL
ya

| H — B-diagrammet definierar man foljande speciella punkter. Vardet for B dd H = 0 kallas

materialets retentivitet eller remanens B,

Virdet for H (H < 0) dd B = 0 kallas materialets koerciva kraft eller koercivitet H..
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Ferromagnetiska element T (K)

kobolt 1388
jarn 1043
nickel 627
CrOq 386

gadolinium 292
dysprosium 88
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7.7. Faltvektorernas randvillkor

Observera att U inte kan plockas bort fran bida leden i ekvationen ovan.

| skalarform har vi

n]_ Hgyt — Hl,t = (j X ﬁg)t (759)
Lagen om monopolers icke-existens
V.B=0 (7.53) A Antag vi har medierna 1 och 2, s att ingen strom flyter Sver gransytan. Vi far:
ger d3 den yt-integreras Gver en tunn v 1
pillerburk centrerad pa gransytan mellan ‘ [
tvd media: T By, = B, (7.60)
By, = Bi, (7.54) v 2 Hy; = Hy (7.61)
eller med vektorer: u
Il
N u eller (fér isotropiskt medium)
(B2 — Bl) sy = 0 (755)
Ny
Flodestathetens normal-komponent &r alltsa kontinuerlig Sver gransytan. Bi. = Ban (7.62)
1 1
—Biu— M1y = —Bay— My (7.63)
Ho Ho
Om medium 2 motsvarar vakuum:
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Amperes kretslag pd en rektanguldr kurva By, = Ba, (7.64)
Over gransytan ger:
e A By = Bai+ poMiy (7.65)
Yo
Hyu — Hyu [ For linjart medium 1:
= J-dA N
= T (uli X oV) v 2
Bl,n = Bz,n (766)
= —J.-(vv a u
- I (¥ x ull) ﬁ By = Boi+ poxmiHi
= —(Jxwvv)-uua (7.56) By,
n = Bai+ poxmi—-
2 M1
L. 1231 Blﬁt
Division med u ger = B+ po(t= —1)—=
' Ho M1
H1— Ho
Hyy— Hyy = —(vI X V) 1= (v] x1y) -1 (7.57) = Bai+ TBM (7.67)
Detta kan omskrivas som [
Detta ger
(Ho—H;) - u= (v xn2)-u=(jxng) -1 (7.58)
dir j = vJ = uwvJ/u = AJ/u som har enheten A/m, och darfér dr en linjar stromtithet. By, = B, (7.68)
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Bipx = —Bs, (7.69)

o
Il

vid gransytan. / dA - B + dA'-B
Ap Az

Om medium 2 inte &r vakuum, blir det senare uttrycket mera komplicerat.

—/ dA' - B+ dA'-B
Ay Ag

= —®(A)) + P(A2) (7.71)
sd att

P(A1) = ¢(A2) (7.72)

dar dA’ ir riktad ut ur volymen.

Detta betyder att det magnetiska flédet bevaras i en flodestub: det flode som strommar in genom
ytan A; strommar ocksa ut genom ytan As.

Detta giller inte for H, eftersom H = B/up — M och V- H = —V - M = py, som &r
volymtétheten av magnetiska poler.

Om magnetiska poler finns inne i en flodestub fas da att
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7.8. Flédestuber

B(A2) — B(A) = /V AV par(r) (7.73)

dar volymen V' omfattar flédestuben mellan ytorna A; och As.

Volym-integralen av

V-B=0 (7.70)
Over en flodestub ger
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7.9. Oversikt av magnetostatiska problems I6sningsmetoder

Vi kom fram till att magnetfiltet i det allmanna fallet att vi har en stromkrets med ett magnetiskt
material dr

/

| manga fall kan vi anvénda oss av specialfallen att magnetiska material inte &r ndrvarande eller att
vi inte har ndgra konventionella strémmar.

Specialfall 1: Inga magnetiska material, M = 0

Nu giller o = 0 sa att

1 P r—r
H(r) = —Voeu(r)+— [ dVI@) x ———— 7.74 1 -1 1
() o (r) + = /V ) X (7.74) H(r) = 7/ AV'IE) x —— L — “B(r) (7.83)
dr Jv v — x> po
ds
ar och vi far tillbaka Biot-Savarts lag.
1 vV-M 1 dA’ - M Specialfall 2: Inga strémmar, J = 0
ou(r) = —— ' —/ — (7.75) P g
ar Jy v —r'| 47w Ja |r—1'| B
L , L qA/ , Nu galler
= = av’ |PM(I‘ ()| 47/ |07M(/1|") (7.76)
T EmEh s Amsa E e V x H(r) = 0 (7.84)
Flodestatheten ar som alltid sd att
B(r) = uH(r) = po(H(r) + M(r)) (7.77) H(r) = — Ve (7.85)
De grundlaggande ekvationerna ar Om vi har att (i) det magnetiska materialet ar linjart, d.v.s. inte ferromagnetiskt, u = konstant,
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eller (ii) magnetiseringen ar divergensfri, V.- M = 0,53 V - B = 0 ger
V-B = 0 (7.78)
V-H=0 (7.86)
VxH = 1J (7.79)
d.v.s.
Ekvationernas motsvarande integraler ar
Vien =0 (7.87)

fdAB =0 (7.80)
A

%drH
c

Vi har tva mgjliga metoder att I6sa allmdnna magnetostatiska problem, beroende pd geometrin.

j{ dA-J =1 (7.81)
A

(i) For en situation med stor geometrisk symmetri kan vi anvanda Amperes lag

jgdr-H = jl{dA-J:] (7.82)
C A

(ii) Den andra metoden ar den fulla 6sningen for H . . .
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Exempel 1: Magnetiskt klot med radien a och den konstanta magnetiska permeabiliteten 1 i ett
till bérjan likformigt magnetfalt Bo = poHo = —poVpa,o = Boz. Bestam magnetfiltet inne i
och utanfor sfaren.

Vi har ett problem med azimutal symmetri. Losningarna ar zon-ytfunktionerna i r och 6:

wu(r,0) = Z A,r"Py(cos 0) + Z B,r~ " P, (cos ) (7.88)

n=0 n=0

Lat omradet innafor sfaren betecknas 1, och vakuum 2. Vi har nu

ema(r,0) = Ajrcos6 + Z Cpr" P, (cos 0) (7.89)

n=2
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era(r,0) = Alrcosd+ > Clr~ "V P, (cos 0) (7.90)

n=0 . i ndPn . i —n—1 dPn
— Ajasinf + ; Cha 5 - —A/la sin 0 + ; C:La T (7.98)
Koefficienten Ay motsvarar en konstant, som inte ger nat bidrag till H = —V ¢/, sd vi har kastat
bort den. Alla P, (cos 0)-termer méaste ta ut varandra, s att
Langt borta giller Vo, = —BoZ/po 3 att pm = —Boz/po och A} = —Bg/ 0.
. . _ B, .
For r = a géller: A = A4 Cla?= =4 Cra™? (7.99)
Ko
Cha" = Cha " 'n>2 7.100
Bin = Ban (7.91) ¢ nto = (7.100)
d.v.s. —_—
Vi har nu
Opma Opr,2
— . =— . 7.92
or | H=5 | (7.92)
Detta ger pA; = —By—2peCla? (7.101)
B .
A = —-224Cla? (7.102)
Ho
o0 nCra™' = —pon+1)Cla " n>2 7.103
u| Ajcos6 + Z nCra™ ' P,(cos 0) K o ) )Cn - ( )
n=2 Cra” Cla " 'n>2 (7.104)
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By oo , ) Vi far
= po|——cosb — Z(n +1)C,a """ P,(cos ) (7.93)
Ho n=0
sBou/po — 1
’ 350 1/ Ko
Alla P, (cos 6)-termer maste ta ut varandra, s att ¢ = a R#/IJO T2 (7.105)
B, 3
A = =22 (7.106)
/-3 po 1/ po + 2
/J/Al = —Bo — 2“00161 ; (794)
unCha"™' = —pe(n+1)Cla™" n>2 (7.95)

For n = O finns det bara en konstant, C(’J, sa den maste vara noll. Den har vi redan plockat bort.

For r = a géller ocksa:

HLt = H2,t (796)
d.v.s.
10 19pum
_ 10epma _ _19pm. (7.97)
a 00 |,._, a 00 |,_,
sd att
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Frén ekvationssystemet far vi tv3 olika villkor fér hur C,, borde bero pd C!, for att bidragen fran
Legendre-polynoms-termerna ska Gverensstimma med varandra pd gransytan » = a. Detta betyder
att vi maste krava att C,, = C;y =0 forn > 2.

Skalarpotentialerna &r alltsa

B 3

YmM1 = = _rcos# (7.107)
o p/ po + 2
B B -1

Pm2 = 2% cos b + GS—OMLT_Q cos 0 (7.108)
Ho Bo g/ po + 2

Vi skriver r cos @ = z i forsta ekvationen. | den andra ekvationen finns en term
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oo
v o8 b _ 70, + 5&30 cos® _ _'1:2 cosf _ §Sin 4 (7.109) = o Z(n +1)Cpa " Py(cos ) (7.118)
r2 r r r2 r3 r3 n=0
s3 att magnetfiltet ar By = poHzy + poM-T (7.119)
oo
= —puo Z nAn,a" ' P,(cos ) + poM cos 6 (7.120)
n=0
By, 3
H = 0 _°H 2 (7.110)
Ho b+ 2po
B
H, = 22+ BOG—WL(Q cos 0F + sin 60) (7.111)
o 3 w4 20
1
e Hy;y = —*39901»171 (7.121)
Sfarens magnetisering dr dP,
= _ Z Cha "2—=2 (7.122)
By p— po 5
M, = xuH; = (u, — 1)H, = 32210 (7.112)
o B+ 2#0 Hyy = —*69901»42 (7.123)
O
dP,
. = — Z Apa" ™t (7.124)
Exempel 2: Bestim magnetfiltet orsakat av en likformigt magnetiserad ferromagnetisk sfar, =0
M = xm(H)H, da inga dvriga filt dr nirvarande. Sfirens radie ir a och den &r centrerad pa
origo. L4t magnetiseringen vara M = M7z, s& att V- M = 0. -
Vi har nu att
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Vi har nu att I6sa Laplace-ekvationen fér skaldrpotentialen: V25 = 0. oS
—n—2 n—1
Vi vet fran tidigare att Laplace-I6sningen &r Z [(n +1)Cra +nAna ] Po(cos§) — Mcos6 = 0 (7.125)
n=0
> dP,
Z [Crz,a77172 - Ananil] d@n =0 (7126)
ema(r,0) = ZC” P, (cosB), T >a (7.113) n=0
oS Dessa uttryck ger:
pma2(r,0) = Z A,r"P,(cos0), r<a (7.114)
n=0

Randvillkoren vid » = a:

Bl,n = BZ,n (7115)

Hi: = Hayy (7.116)

Bl,n = NOHl,r (7117)
= —po0rem,1
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Coa® + 3 [(n +1)Cha "% + nAna"*l] Po(cos0) — MPi(cosf) =0  (7.127)
n=1

i [C’na_n_2 — Anan_l] P, (cos 0) = konst (7.128)

n=0
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Den senare ekvationen ger for n = 0, 1, 2:

Coa™? — Aga™' = konst (7.129)
Cia®—A =0 (7.130)
Coa ™ — Aya = 0 (7.131)

eftersom dP,,/df inte ir konstant fér n > 2.

For att forsta ekvationen ska stamma maste alla koefficienter till Legendre-polynomen forsvinna.

Forn =0,1,2:

Coa™® = 0 (7.132)
2016+ A - M = 0 (7.133)
3Ca  +24a = 0 (7.134)

Vi far att Cy = 0, Ay =konstant. Ekvationerna for Cy, Ao dr inkompatibla, s3 vi maste krava
Cy = Ay = 0, och motsvarande for hdgre n-varden. Vi kan ocksa vilja Ag = 0.
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Magnetfaltet:

R 1
Hi(r,0) = —-T0rpm+ ;89901\/[ (7.141)
B R P
= rga Mr~"cos6 + 0§a Mr~"sin@ (7.142)
1oa® ~
= —M—(2rcosf + 0sin0) (7.143)
3 7
. 1
HQ(T’, 9) = —r8,<pM =4 ;894,01\,{ (7.144)
-1 ~1 .
= —rgM cos 6 + 9§M sin 6 (7.145)
1 o~
= EM(—?COSO + 6sin 0) (7.146)
1
e —Z§M (7.147)

med hjalp av Appendix A.

Notera att magnetfaltet inne i sfiren strdvar att av-magnetisera denna, eftersom H &r motsatt
riktat mot M.
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For C1, Ay har vi systemet

Cia®— A = 0 (7.135)
2016+ A - M = 0 (7.136)
att I6sa. Losningen ar
13
G = ga'M (7.137)
1
A= oM (7.138)
Problemets |6sning ar nu
I
pma(r,0) = 3% Mr “cosf, r>a (7.139)
1
pma(r,0) = ng cosl, r<a (7.140)
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Flodestatheten inne i sfaren:

1 2

Téatheten av magnetiska poler pa sfarens yta ar

oM =M-T=Mz-T= Mcosb (7.149)

Denna fordelning ger upphov till det av-magnetiserande faltet. O
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Exempel 3: Ett sfiriskt skal med inre radien a och yttre radien b och permeabiliteten (relativa
permeabilititeten p' = g/ o) befinner sig i ett magnetiskt filt som ursprungligen ir i z-riktningen,
H, = Hoz. Bestim magnetfiltet i alla tre regioner.

Vid grénserna » = a och » = b giller att B,, = B, = —ud,pn och Hy = Hy = fiagan
ska vara kontinuerliga. Fran detta far vi totalt fyra ekvationer.

B,,-villkoren:

1o Z nDna"*an(cos 0)

n=0

VA o0 o0
= M(Z nB,,,an_lP,L(cos 0) — Z(n + 1)C,,,a_"_2P,,,(Cos 0)) (7.153)
n=0 n=0
1n(>_nBub" ' Py(cos ) — > (n+ 1)Cub " "*P,(cos 0))
n=0 n=0
Skaldrpotentialens I8sning ar bekant fran férut. Vi far: = po(—Hocosf — Z(n +1)Ab " ?Py(cos 9)) (7.154)
n=0
(7.155)
pma(r) = —Hyrcosf + Z A,,,rin*le,,,(cos 0), r>b (7.150)
n=0
era(r) = > Bur"Py(cos0) + > Cpr "T'Py(cosf), a<r<b (7.151)
n=0 n=0
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el H -villkoren:
ems(r) = Z D,r"P,(cos ), r<a (7.152)
n=0
> dp, > P, & . _,dP,
Dya” = Bpa" Cna™" 7.156
;ade ;adeJr;a a (7156)
> AdP, > w1 dP, °° 1 dPy
B,b" c,b™" = —Hybsinb A" 7.157
;) 0 +; 0 obsm +; w715
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Flytta over alla termer i ett led och kombinera koefficienterna fér samma Legendre-polynom.
Eftersom polynomen &r unika och inte kan skrivas som linjarkombinationer av varandra, maste alla
koefficienter forsvinna for att det andra ledet ska bli noll. Detta ger:

pwonDna"' = pnBpa" ' = (n+1)Cha”""?)  (7.158)

w(By —2C167% = po(—Ho— 24,677 (7.159)

pnBb" = (n+1)Chb ") = —po((n4+1DAM "), n#£1 (7.160)
Dp,a" = Bpa"+ C,,,a_"_l (7.161)

Bib+Cib™> = —Hpb+ Ajb~? (7.162)

Bub"4+Cpb™ N = AT, n#£1 (7.163)
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Forn = 0:

Vi far da att

3(2}1,/ + 1)H0

2(2)3(1 — /)2 — / 2 (21 1 .
_uCob? = —ppAgh~? (7.165) (5)%( ul (W +2)(2p + 1)
_ 3a’(u' — 1)Hy
Dy = By+ Coa™! 7.166 c, = 7.180
? 0 1 0 ( ) 1 2(9)3(1 — w)? — (' +2) (20 + 1) ( )
Bo+ Cob ™ = Apb (7.167)
Insattning i (7.175) ger
Lésningen ar Ag = By = Cy = Dy = 0.
érn = 1: "—1)(2u + 1)(a® — b*)H
Forn = 1: A = (n )@p A+ 1)(a ) Ho (7.181)
271 — W) — (W + 22 + 1)
) Skalarpotentialerna ar alltsa
woD1 = p(Bi—2C1a™?) (7.168)
w(Br —2C167%) = puo(—Hp — 24167%) (7.169)
_ —2 _ —2
Dia = Bia+ Cia> (7.170) pmai(r) = Horcos0 + Ayr~“cos = (—Hor + Ayr™~ ") cos 6 (7.182)
_ —2 _ -2
By + Clbﬁ; - _Hy+ Albﬂ; (7.171) pma2(r) = Bircosf + Cir “cosf = (Byr + Cir~ ") cos b (7.183)
ems(r) = Dircosf (7.184)
dar vi dividerat bort ett b fran sista ekvationen.
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Beteckna u' = u/po:
Faltena ar H = — Vo
WBi—2ua®Ci—D; = 0 (7.172)
24, + Wb By — 24/C1 = —Hob® (7.173) Hyi(r) = T(Ho+ 2A1r %) cost — O(Hy — Ayr *)sin 0 (7.185)
Bi+Cia®—D; = 0 (7.174) Hyo(r) = —-T(B1— 2017"_3) cos 6 + §(B1 + C’lr_3) sin 6 (7.186)
A —b’B—C, = Hpb® (7.175) Hy3(r) = —FDjcos@+ OD;sing (7.187)
(7.172) — p' - (7.174) ger Om vi nu har ett ferromagnetiskt material med g’ > 1, d.v.s. om p >> po:
sp/ =1
C) = 7.176 .
! 3 ! (7.176) A~ bHy (7.188)
) —_9.(7. 9H 1 9b3H,
(7.173) — 2 - (7.175) ger D, ~ 9o _ 0 (7.189)
2(%)3,1/ _ 2/1“/ 2“/ a3 — b3
3H 2a3(y' — 1)D
By =2t | 2w -1DD (7.177)
w o+ 2 b3(p + 2) Obs:
Insattning i (7.174) ger 5 ,
Ho+2A1r™ 3. _: ; . 5 2
Hot 2807 7 _ (33— 14 2(a® — 8 H 2 > 1 (7.190)
’ D 9
9u'Hy 1
D) = — 3 ~ ’ - (7.178) ,
2(3)3(1 = p)? = (' +2)(2p + 1) p.ga. pu > 1.
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Detta betyder att filtet inne i hdlrummet dr mycket svagare &n filtet utanfér om p' &r stort!
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7.10. Stromkretsar innehallande magneter

Vi betraktar nu stromkretsar fyllda med magnetiskt material.

Tidigare hade vi att stromkretsarna — t.ex. cirkular stromslinga, solenoid — var i vakuum eller luft.
Om vi har en divergens-fri magnetisering, V - M = 0, och ingen yt-tathet av magnetiska poler, sa
galler att par(r) = 0 och

!
r—r

H(r) = ﬁ/vdV'J(r') X —— (7.193)

S

Detta betyder att H ges direkt av den externa strommen. Detta medfor att H for de tidigare
vakuum-kretsarna giller ocksa for kretsar fyllda med magnetiskt material.
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Vi har da att

THo(1 + 26% %) cos 0 — OHy(1 — b°r %) sin 0 (7.191)

~ 9H,
-cos 0 + 0(137/0/ sin 6 (7.192)
2(3)%w —2p

Hs(r)

Q

H]\/[,;g(r) —/I'\

%

230 — 21

Motsvarande konstruktioner kan anvandas for att skydda kanslig apparatur mot yttre stérande
magnetfalt. O
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Exempel 1: Toroid med ferromagnetisk fylining.

En toroid kan beskrivas som en sluten
solenoid, se figur.

| mitten av toroiden, langs med den streckade vagen i figuren, ar magnetfiltet

NI ~
H=—% (7.194)
27r

dar 12 ar enhetsvektorn i den tangentiella riktningen, enligt ett tidigare exempel.
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D3 ett isotropiskt ferromagnetiskt material laggs in i toroiden uppstar en magnetisering M som &r
parallell med H, p.g.a. att mediet &r isotropiskt.

Vi har d3 att

M= M3y (7.195)
och
NI ~ -
B=2"""0 4 oMy (7.196)
27r

dar M beror pd H eftersom materialet ar ferromagnetiskt. Eftersom H ar konstant langs med den
tangentiella vagen kommer M ocksa att vara konstant dar.

O
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Enligt ovan ar M likformig, sa att ppy = —V - M = 0. Vi har da bara en yt-tdthet o av
magnetiska poler pd materialets ytor i lufthilet.

Vid halets ytor &r B:s normalkomponent kontinuerlig. Vi far:

Bf = /J,()(HLf + Hgﬁf) + noM (7.198)
,U'U(Hl,'u + H24"u) (7199)

I
w
I

H, &r detsamma i ferromagneten (f) och vakuum (v), si det faller bort ur ekvationen ovan och
kvar blir:

Hyp+ M = Hs, (7.200)

Amperes lag:

%dl‘ . (Hl + H2) = (271'7‘ — d)(Hl + H21f) + d(H1 + Hz’v) = NI (7201)
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Exempel 2: Toroid med ferromagnetisk fyllning, som har ett lutfhal.

Toroiden har N st lindningar, som ge-
nomléps av strommen I. En skiva med
tjockleken d har avslagsnats frdn den
ferromagnetiska fyllningen. Se figur.

Amperes lag:

2nrH = NI (7.197)

eftersom vi har samma strom-krets som tidigare.

Lat faltet vara en summa av filten H; = NI/(27r) i den ursprungliga kretsen da fyllningen var
hel, och Hy som ar bidraget fran halet.
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Men vi har ju

2nrHy = NI (7.202)
fran tidigare, sa vi far
(27rr — d)HQ}f + dHZ,v =0 (7203)
Vi bor nu I6sa systemet
Hyy+ M = Hs, (7.204)
(2nr —d)Hyy+dHz, = 0 (7.205)
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Losningen ar

Md

H = — 7.206
2! 27r ( )
d
Hyy = M (1 — —) (7.207)
’ 27r
Flodestatheten ar nu
By = po(His+ Hay) +pM (7.208)
_ (NI Md 4
- Mo 2nr  27r
NI d
= po(o—+M(1--—)) (7.209)
27r 27r
NI d
B, = po(—+M(1—-—)) (7.210)
27r 27r

Denna &r alltsd samma i bade i vakuum-halet och det ferromagnetiska materialet!

a
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