6. Magnetostatik I: Magnetfiltet fran tidsoberoende strommar

[RMC]
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6.1. Magnetisk flédestdthet

Man kan visa att om tv3 laddningar ¢ och ¢’ ror sig med de konstanta hastigheterna v och v’ s3
utdvar ¢’ en magnetisk kraft ps g som ir

/ /
F,(r,v) = Ho_ 99 (V/ x LT ) (6.1)

47 |r — /|2 |r — 1/

dir 1’ &r ¢’:s position och r dr ¢:s position.

| kapitel 1 hade vi att

=2 =107 Ns*/C* =10 " N/A? (6.2)

Laddningen g kan anses befinna sig i ett magnetiskt falt orsakat av laddning ¢’. Detta stdds av
faktumet att vi kan separera ut en faktor som inte beror pd g:s laddning eller hastighet:

/ r_r/
B=H_ 9 (yx (6.3)
47 |r — 1|2 r — /|

sa att
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F,.(r,v) = qv X B(r) (6.4)

Man kallar B for magnetisk flodestathet eller magnetisk induktion. Dess enhet ar N/(Cm/s) =
Ns/(Cm) = N/(Am) = T, som kallas tesla.

Ekv. (6.3) ger flodestitheten i punkten r orsakad av en punktladdning q' i v’ som rér sig med
den konstanta hastigheten v'.

| dessa ekvationer méaste vi kriva att g beter sig som en testladdning, eftersom dess effekt p3 g’
inte har tagits i beaktande.

Om en laddning g péverkas av bade el- och magnetfalt kdnner den av den totala kraften

F =q(E+v x B), (6.5)

som kallas Lorentz-kraften.

Obs 1: F,, ir vinkelrdt mot v, men befinner sig i planet som spinns upp avv' ochd =r —r’.
Obs 2: v - F,, = 0 s& att arbetet som F,, utfor &r [dr - F,, = [ditv -F,, = 0, d.v.s. den
magnetiska kraften utfor inget arbete pd den laddning som den paverkar.

Vi kommer senare att se att
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EoMo = - (66)
C

dar c ar ljusets hastighet. Vi kan da skriva

1 qq¢ v v/ r—r
P v) = MY (S ) (6.7)

47T€0|I‘—I'/’22 c |r—r/|

Det ar enkelt att visa att vi nu far

F, vv'
A g (6.8)
F, cc

dar F, ar storleken av den elektrostatiska vaxelverkan mellan laddningarna.

Om laddningarnas hastigheter ir icke-relativistiska sd giller att v < ¢ och v/ < ¢, s& att
F,,/F. < 1, d.v.s. den magnetiska kraften borde kunna ignoreras jamfort med den elektriska.

| de flesta situationer har vi dock strommar som vaxelverkar (i) med varandra via sina magnetfalt,
eller (ii) med ett yttre, fixerat magnetfalt. | det senare fallet kan jamforelsen ovan inte goras. | det
forra fallet kravs i allmanhet en explicit berdkning for att avgora vilken kraft som dominerar.
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6.2. Kraften pa en strémledare

L3t oss bestamma den magnetiska kraften pd ett stromférande element med ldngden dr, vars
riktning sammanfaller med strommen I i elementet. Det giller dd att dr har samma riktning som
laddningarnas hastigheter v. Lat B representera magnetfiltet som laddningarna paverkas av, inte
producerar. Vi har nu att

dF = dNgv x B = nAdrqv X B, (6.9)

dar dN ar antalet laddningar i elementet dr, n ar laddningarnas nummertathet och A ledarens
tvarsnittsarea.

dr och v ar parallella, sa vi kan ocksa skriva

dF = nAvqdr X B = Anqudr Xx B = AJdr x B = Idr x B (6.10)

Totala kraften pd en stromférande ledare C' ar

F = / dr x BI (6.11)
C

For en sluten slinga:

Elektrodynamik, vt 2013, Kai Nordlund 44 4O P PP X 6.5

F = I?{dpr
c

= 17{ (X(dyB. — dzB,) + ¥(dzB, — dzB.) + z(dzB, — dyB,))
C

= I (?{ dz(B,Z — B.¥) + yﬁ dy(B.X — 2B,) + f{ dz(Bxy—ﬁBy))
C C C
= 0 (6.12)

om flodestatheten B dr homogen.

Varfér blir t.ex. integralen §, dx noll ?

Detta ar enkelt att forstd i en dimension: Kurvan C kan vara linjen fran 0 till 1 och tillbaka till 0.
Integralen blir d3 . de = [, de + [ dz = (1 —0)+ (0 —1) = 0.

| tre dimensioner, och mera formellt:

L da =1
}l{da:i :/ dt— = x;(t) (6.13)
C 0 dt t=0

Kurvan C bestar av punkterna (z(t), y(t), 2(t)), och ar parametriserad med den reella variabeln
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t, som gar fran O till 1.

Eftersom kurvan ar sluten giller C'(t = 0) motsvarar samma punkt som C(¢t = 1), och
xzi(t = 0) = x;(t = 1), sa att integralen ovan &r noll.
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6.3. Vridmomentet pa en stromledare

Vridmomentet pa ett stromelement ar

dr =r X dF =r X (Idr x B) = Ir X (dr X B) (6.14)

D3 r utgar fran origo ger detta uttryck vridmomentet fér en vridning runt origo.

Vridmomentet pa en stromforande ledare ar alltsa

T = / r X (dr x B)I (6.15)
c

Vi overgar nu till att betrakta en sluten stromslinga. Vridmomentet pa denna ar:

T:I?irx(erB) (6.16)

Antag att B ar homogen, d.v.s. inte beror pa platsen. BAC-CAB-regeln

rxX (dr xB) = dr(r xB)—B(r-dr)
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= dr(zB; +yBy, + 2B.) — B(zdx + ydy + zd=z) (6.17)

ger
T = I?{ dr(xB; + yB, + zB.) —IB?{ dr-r (6.18)
C C

Integralerna innehaller termer som U ¢, duwv och §, duu, dir u, v star for x, y eller z. Vi anvander
nu ett symboliskt Cartesiskt koordinatsystem (u, v, w).

(i)

t=1
=0 (6.19)
t=0

du , d (1 5 1,
%duu = j{ dt—u = }1{ dtu (t)u = }1{ dt— | =u" ) = -u
C C dt C o dt \ 2 2

eftersom u(t = 0) = w(t = 1) da kurvan &r sluten, d.v.s. startpunkten ar ju lika med slutpunkten.

Den andra integralen innehdller enbart dylika termer, s3 den blir noll.

(i) Integralen
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]i duv (6.20)

ager rum i uv-planet, och integrationskurvan ar darfér C':s projektion i detta plan, t.ex. for w = 0.

Integralen blir

7{ duv = / duv + duv
c lel} Cy
ug uq
= / duv + / duv
ug ug

= —A, (6.21)

Cz

som ar kurvans area i uv-planet. Indexet w kom-
mer fran att ytans normal ar i w-axelns riktning.

Teckenregler: Integration i uv-planet ger —A,,, sd integration i vu-planet ger A,,. Vi har ocksa
att integration i vw-planet ger — A, sa integration i wwv-planet ger A,, integration i wu-planet
ger — A, och integration i uw-planet ger A,.

Vi far nu att
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T = I}If dr(xB; + yBy, + zB.)
c
= I(—XA.B,+XA,B.+YA.B, —yA.B. —ZA,B, +7A,B,)
I(X(A,B, — A.B,) +5(A.B, — A,B.) +2(A,B, — A,B,)
IA x B (6.22)

Har giller att A = A, X + A,y + A.z, dir A, &r (absolutbeloppet av) arean av kurvans
projektion in yz-planet, A, ar (absolutbeloppet av) arean av kurvans projektion in zz-planet, A,
ar (absolutbeloppet av) arean av kurvans projektion in xzy-planet,

Vi visar nu att tolkningen att A ar lika med ytans projektioner i koordinatplanen ar konsistent med
tolkningen att A ar lika med arean rdknad Gver den kurviga ytan i 3 dimensioner ganger ytans
riktningsvektor.
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Z
C
B = S=cos(r—— —a)
COS = — = COS|TT — — — &
f a 2
b = sino
> b
J - 2 (6.23)
B Va2 + b2
d
a L
X

Rymdtriangelns area ar

1 1 1
A = Zdf = 5\/a2 + b2f = 5\/a2 + b2/ c? + e2

2

1 a?b? 1
— /a2 2, [ 2 — 2( g2 2 2p2
= 3 a+b\/c+ > b2—2\/c(a + b2) 4+ a?b (6.24)
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Projektionernas areor ar

1

A, = <=bc (6.25)
2
1

A, = =ac (6.26)
2
1

Arean dr alltsda A = A,Xx+ Ay + A,z = An, dar

1 1
A= \/A?C + A2+ AZ = 5\/b2c2 + a?c? 4 a?b? = 5\/02(a2 + b2+ a2b2 = A" (6.28)

d.v.s arean av rymdtriangeln ar konsistent med projektionernas areor.

Ay A A

A y z
n=—=—X+—"y+ —z 6.29
A AT AT (6.29)
T.ex.
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bc
n, = X 6.30
r Va2b? + a2c? + b2c2 ( )
Frén figuren ser vi att uy = (—a,0,¢) och us = (—a,b,0) ar tvd vektorer i ytans plan.
Kryssprodukten us X uy ger ytans onormaliserade riktningsvektor u = (bc, ac, ab), sa att
N u be ~
U, = — (6.31)

= X
U \/b202 + CL202 + CL2b2

vilket sammanfaller med n,!

Detta visar att tolkningen att A bestadr av kurvans projektioner pad koordinatplanen ar konsistent
med att A = An, dir A 3r ytans riktiga area och n dess normaliserade normalvektor.

En komplicerad yta i 3 dimensioner kan uppdelas i infinitesimala plana ytor, s3 harledningen ovan
galler ocksa for dem.

Vi far nu att

r=IAXB (6.32)

For att upprepa, har ar alltsd A vektorfaltet som bildas av arean A ganger ytnormalens enhetsvektor
i varje punkt pa arean.
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Storheten T A har ett eget namn, magnetiskt dipolmoment, och betecknas m. Dess enhet ir
A m?.

Eftersom ¢ r x dr = ¢, 2dA = 2A s3 giller

1
m:IA:—I?{rxdr (6.33)
2 Jo

En tredje form for det magnetiska dipolmomentet far vi med identifikationen

Idr = JdV (6.34)

Detta foljer fran foljande behandling.

Strommen genom ett litet ytelement A pa ett storre infinitesimalt ytelement dA ar

ST =T 6A (6.35)

Multiplikation med strommens tjocklek och riktning dr i elementet ger

§Idr = (J - 5A)dr (6.36)
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J or dr &r parallella, eftersom de bada anger strémmens riktning:

0Idr = J(6A - dr) = J6dV (6.37)
Integration med avseende pa d-differentialerna ger det eftersokta sambandet.

Det magnetiska dipolmomentet kan alltsd ocksa skrivas

1
m = —7{ dVr x J (6.38)
2 J)v
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6.4. Uttrycket for flodestatheten

[RMC, Jackson]

Ar 1819 observerade Hans Christian Oersted att magneter som l3g nira elektriska ledningar
paverkades av strommen i dessa. Ar 1820 etablerade Biot och Savart en experimentell lag for
hur strommen pdverkade magneterna. Ampere utférde mellan 1820 och 1825 mycket grundligare
undersokningar av samma fenomen. Han kom fram till féljande grundldggande ekvation:

Ett element med lingden dr’ som bir strémmen I’ alstrar en magnetisk flodestithet som ir

I'dr' x (r —1')

lr — /|3

dB o (6.39)

dir r ir punkten dar flodestitheten mits och stromelementets position ar r’. Detta beroende kunde
kallas Amperes lag, men detta namn &r reserverat for en annan lag som vi tar upp senare. Darfor
gar denna lag istdllet under namnet Biot-Savarts lag.

| Sl-systemet &r koefficienten i Biot-Savarts lag po/(47), sa att

,uOIdr X (r—r)

dB(r) = yp P (6.40)
Ett alternativt uttryck ar
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dB(r) = :72 V,J(; )_Xr,(“; ) (6.41)
Stromelementet ger upphov till en kraft
dF(r) = Idr x dB(r) (6.42)

pa ett element dr, som bar strémmen I, i punkten r.

Kraften pa en sluten krets C' med strommen I p.g.a. av en sluten krets C’ med strommen I’ blir
nu

_ _H f{ féc, dr x (dr' x (r — 1)) (6.43)

lr —r'|3

Observera:
Mo / / r—r (r—1') /
V- -B() = —I dv' | =J(@") - (V x ) + (V x J(r))
41 o’ Ir — /|3 I — /|3
_ ko ?{ dv'I(x) - (V x ;)
A Jor r —r/|3
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. Ko / /
= - é/dVJ(r)-(VX(V—M))

s |r

= 0 (6.44)

sa att

V-B=0 (6.45)

Denna ekvationen siger att magnetfiltet inte har nagra isolerade killor, kallade monopoler, pa
samma satt som elfiltet kan ha det. Magnetfaltets kallor forekommer alltid i par av negativa och
positiva poler, sd att summan ar noll.

Denna ekvation galler alltid, ocksa for tidsberoende strommar.

6.4.1. Tillampningar av Biot-Savarts lag

Exempel 1: Flodestitheten fran en oindligt 1ang rak stromfoérande ledare.
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,7T

> T
: |
2
Vi bestammer B i en punkt pd y-axeln.
po o, [ daX X (—2X + yy)
B(r)y = —I 6.46
© = 2rf s (6.46)
Eftersom
tana = 2 (6.47)
x
far man:
Ko o, > d:cy’z\
B r = —I S
(r) A /_oo (x2 + y2)3/2
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Yy
47 oo (y2/ tan? a + y2)3/2
= —I7z —
4 _oo Y2(cos? o/ sin® o + 1)3/2
_ &I//z\/ dx
47 “ oo Y2(cos? a/ sin® a + sin® o/ sin® «r)3/2
[ dzsin® a
_ EI’Z/ dsin” o (6.48)
Am o Y?
Nu kan vi dven byta integreringsvariabeln till c:
dtan o 1
de = — 'y2 = — y2 da = — y2 do (6.49)
tan®a  do tan® acos? « sin® a
sa vi far
Br) = Moy [fdosine
4 x )
I/
- Bg (6.50)
21y

Uppenbarligen har vi symmetri kring x-axeln, eftersom planet yz-kan roteras utan att flodestatheten
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andrar.

Fran detta exempel har vi nu hégerhandsregeln for strommens och flodestathetens riktningar!

O

44 4O PP X

Exempel 2: Flodestitheten fran en cirkulir stromslinga.

x

Vi skrev alltsd dr’ = ad00, vilket foljer fran

Eftersom
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Vi bestammer B i en punkt pd z-axeln.

Ho
47

B(r) , /% dfab x (—ap + 22)
0

(a2 + 22)3/2

/27r df(az + zp)
o (a2 + 22)3/2

ﬂI/a

- (6.51)

radianens definition.
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a cos 60X + a sin 0y

p = (6.52)
a
27 27
/ dfcosd = 0= / df sin 0 (6.53)
0 0
s far vi
B(r) Hop az / " a6
r _— —_— qQq—
ar (a2 + 22)3/2 J,
_ope I'a®
= Sy (6.54)
O

Exempel 3: Fisdestitheten pd en solenoids symmetriaxel. En solenoid bestdr av N st cirklulira
ledningsvarv sd att de bildar en cylindrisk helhet med radien a och langden L.
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| en kontinuum-approximation
kan Vi bestimma
flodestatheten pa sym-
metriaxeln som en integral
av bidraget fran cirkulara
stromslingor. Med hjilp av
foregdende exempel far vi nu

att
“ —L -
(b)
B(z) = @cﬁ/df’ ! Z (6.55)
2 @+ (= 7))

Strommen genom en differentiell slinga ar
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N
aI’ = fd,zl' (6.56)

dar N/ L ér slingornas tathet och Ndz /L deras antal pa strackan dz. Varje slinga bar strommen
I

Vi far

B.(z) = ONI’Q/ & 1
2= ST (a2 + (2 — 20)2)3/2

po NI’ 2/ p 1
= —— z
2 L 0 a3(1 + (z — 20)2/a?)3/2

(6.57)
For att gora denna integral gor vi variabelbytet cot « = (z — zp)/a som ger for
COS sin® o + cos? a 1
dz = adcot a = ad— = —a — = —a—— (6.58)
sin « sin” « sin” «v
Integreringsgranserna blir nu a; och ™ — o (se bilden) s& man far
Ho NI [72 1 1
BZ(ZO) = / —a - 2 2 3/2
2 aL Jqo, sin® o (1 + cot? a)3/
Elektrodynamik, vt 2013, Kai Nordlund 44 4O P PP X 6.25
T 2 L sin? a(l + cos? O‘)3/2
o J¥) NI / 1
_ 2 L sm a(sm oa—i—cos a)3/2
. J¥%) NI / 1
2 L sin a(sm a)3/2
poNT /”—% .
= — —sin «
2 L Jo
NI'cos ay + cos o
_ Ho 1 2 (6.59)
L 2
Om L > a och z inte ligger nira solenoidens dndpunkter galler
a
tana; = —<K1 (6.60)
20
a
tanay = <1 (6.61)
L — 20

och vi kan approximera
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a
N — <1 (6.62)

20
ay R~ <1 (6.63)
L — 20
sa att
NI a? a’
B.(z) ~ & S (6.64)
L 4z5 4L — zo)?
O
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6.5. Amperes kretslag

Antag att strommarna ar stationdra, d.v.s. V - J = 0.

Rotorn av flodestatheten ar

V x B(r) = &/Vdv’ {J(r’) (V : %) —J(') - vL"I]

4 r’|3 lr — /|3
. Ko dv/ J /4 5 / J / v/ r—r
= G fov e e v
— () - 20 / av’ [J(r’).v’:] (6.65)
ar Jy v/ — r|3
eftersom VF(r — ') = —V'F(r — 1').
Det giller att
V. (fF)=(Vf)-F+ fV-F=F.(Vf) + fV -F (6.66)
sd att
F.(Vf)=V-(fF) — fV.F (6.67)
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Anvand detta:

/

/VdV'J(r/).V’llz_;:'g = Z/dA J(r ) r|3 Z/d\/’m v - J(r)

= 0 (6.68)

eftersom ytan A’ kan viljas i oandligheten dir strémmarna har détt bort, och V - J = 0 for
stationdra strommar.

Vi har nu harlett Ampéres lag i differentialform:

V x B(r) = poJ(r) (om V-J =0) (6.69)

Ytintegralen av detta ar

/Ad,A-(VxB):/CdrB (6.70)

enligt Stokes' teorem, och
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/dA-(v « B) :/dA-(,qu) (6.71)
A A

enligt ekvationen ovan.

Vi har nu harlett Ampéres kretslag

/dr-B:uo/dA-J (om V -J =0) (6.72)
c A

Denna sager alltsd d3 vi integrerar B runt en sluten kurva sa far vi po ganger den totala strommen
genom den region som denna kurva innesluter.

Amperes lag mojliggor en snabb bestimning av flodestdtheten for enkla geometrier!

Exempel : Magnetfiltet runt en l3ng rak koaxialkabel, dir den innersta ledaren har radien a och
den yttre ledaren ar en cylindriskt skal med radien b.

Integrera runt en cirkel:

/ dr-B =27rB (6.73)
c

eftersom dr ar i den tangentiella riktningen och det dr ocksd B, enligt hogerhandsregeln.

Férr < aochr >b: [dA-J =0 ochalltsd B = 0.
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Féra <r <b: [dA-J =1, och vifar

B=_—- (6.74)
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6.6. Magnetisk vektorpotential

[RMC, Jackson]

Vi sdg tidigare att V - B = 0 alltid. Detta medfor att B kan skrivas som

B=V xA (6.75)

dar A kallas magnetisk vektorpotential. Dess enhet ar N/A.

Notera att V - B = 0 géller dven om vi adderar gradienten av en godtycklig skaldrfunktion W till
A:

A=A+ VU (6.76)

Detta kallas for en matt-transformation.

Eftersom V X B = poJ far vi nu att

pod =V x (VX A)=V(V-A)— VA (6.77)
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Genom att valja W s3 att V - A = 0, d.v.s. genom att vdlja Coulomb-mattet, sa far vi

VA = —pd (6.78)

Detta paminner ju om Poissons ekvation, sd kopiering och anpassning av dess |6sning ger oss

A(r) = &/Vdv’ﬂﬁ (6.79)

T r—r/|
forutsatt att W ar en konstant.

Vektorpotentialen A forenklar i sjdlva verket inte vara rakningar for att bestimma B. Den &r dock
till en viss nytta i problem relaterade till strdlning, och i vissa approximativa behandlingar.
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6.7. Flodestatheten fran en avldgsen krets

Vektorpotentialen for en sluten krets ar

A(r) = %Adv’ I@) _ ol 7{} dr’ (6.80)

0 v —r/| 4w |r — 1’|

dir r ir punkten dir potentialen sokes och r’ I16per dver kretsen.

Da kretsen ar avlagsen kan ndmnaren approximeras som

Ut {1 Lo r/} (6.81)

~
v —r/| r r2

till forsta ordningen i 7'/r. Det hir betyder att kretsen miste vara mycket nirmare origo dn den
punkt dar vi vill bestimma B. Vi far:

~ FLOI/ 1 / 1 / r\ .UJOI, 1 / /
A(r) = o <§7€jdr —i—ﬁ}idrr-r = Cdrr-r (6.82)
Notera:
(r'xd'yxr = —r'(r-dr)+dr'(r’ 1) (6.83)
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dir'(r-r'")) = r'(r-dr’) +dr'(r-r) (6.84)

Summering av dessa ger

1 1
dr'(r -1r') = E(r' X dr') x r+ Ed(r/(r 1)) (6.85)
Vi far
pol’1 (7{ / / ) r
A(r) = = x d X — 6.86
0 =B (faxa) < (6:86)
Men vi hade ju tidigare att
1
m = —I?{ r X dr (6.87)
2 Je
s vi far nu
A~ Pom x X (6.88)
47 r3

Flodestatheten ar

_ o[ m  3(m-n)r (6.89)

B(r) =V xA()=...= |- ~
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Detta uttryckt dr analogt med det vi fick for en elektrisk dipols falt. Av denna anledning kallas detta

flodestatheten fran en magnetisk dipol.

Denna ekvation kan skrivas i den alternativa formen

B(r) = —poV (m ' r) (6.90)

A3

Elektrodynamik, vt 2013, Kai Nordlund M A« PP X 6.36



6.8. Magnetisk skaldrpotential

Amperes lag siager att V X B = 0 i de regioner dar strommen ar noll, d.v.s. B ar ett konservativt
falt i dessa regioner. Detta betyder att B har en skaldrpotential dar.

Man definierar den magnetiska skaldrpotentialen ¢, enligt

B(r) = —puoVeu(r) (dirJ = 0) (6.91)

Divergensen:

V-B=0 (6.92)

fran Biot-Savart-lagen. Detta betyder att

V- -B=—pVieyu=0 (6.93)

och alltsa

Von =0 (6.94)

sd att s kan erhdllas med de tekniker vi lart oss for att |6sa Laplace-ekvationen. Skaldrpotentialens
enhet ar A.
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Jamforelse med foregdende kapitel ger for den magnetiska dipolen

m-r

473

eum(r) = (6.95)

En sluten slinga C' som bar strommen I kan indelas i manga sma strombarande slingor:

P

Nettostrémmen i de "ben” som ar gemensamma
for angransande slingor ar noll. Det betyder att
strom |Oper enbart i den yttre slingan C, sd som
I det bor vara i denna situation.

For de mindre slingorna galler dm = IdA.

Vi far
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ou(P) = — = (6.96)

1/dm-v I dA - v
A Jo w3 An Jo 03

Vi tog i bruk en ny symbol v for vektorn som gar fran origo till observationspunkten P dar vi vill
veta skaldrpotentialen. Eftersom r’ < v kan v approximeras som vektorn fran kretsen till P. Om
vi istallet vill dra vektorn fran P till kretsen, s maste vi alltsd byta v mot —v = r och v mot 7r:

Vi far da:

P)=—— =0 6.97
ou(F) dw Jo r3 ar (6.97)

dar Q¢ ar den rymdvinkel som ytan begransad av kurvan C' upptar, sett fran punkten P.
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6.9. Magnetiskt flode

Man definierar det magnetiska flédet genom en yta A som

By = / dA -B (6.98)
A

Sl-enheten ar [®3/] = Tm? = m*N/(Am) = Nm/A = Wb, som kallas weber.

Flodet genom en sluten yta ar

@M:j{dA-B:/dvv-Bz/dvozo (6.99)
A 14 14

enligt divergensteoremet och lagen om magnetiska monopolers icke-existens.

Detta betyder att magnetiska faltlinjer som gar in en volym ocksd maste komma ut darifran.
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