3. Losning av elektrostatiska problem for dielektrika

[RMC]
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Eftersom de minsta bestandsdelarna i ett dielektrikum ar molekyler kan man definiera ett molekylart
dipolmoment

Pm = l dqr’ (3.3)

Nu giller

dp= > Pn (3:4)

medV
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3.1. Dielektrika

Ett perfekt dielektrikum (isolator) ar ett material som inte innehaller nagra fria laddningar alls. Alla
elektroner dr med andra ord hart bundna till materialets atomer eller molekyler.

Dielektrika reagerar pa yttre elektriska filt s3 att de polariseras, d.v.s. dipoler induceras i materialet.
Detta ger upphov till ett elfdltsbidrag innanfor och utanfor dielektriket.

Exempel pa dielektrika: glas, porslin, keramik, plast, oxider, luft, diverse vatskor och gaser, . . .

TN o
C PIC D)

— . . o Eftersom dielektrika polariseras, sa har varje region med

volymen dV ett dipolmoment

s

J— = dp = / dqr’ (3.1)
g +\ - ™~ av
. o
En naturlig volymoberoende storhet dr polarisationen
dp 2
P = —, P = C s 32
S [P)=C/m (32)

som ar en funktion av platsen inom dielektriket.
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3.2. Det elektriska faltet utanfor ett dielektrikum

Ett polariserat dielektrikum bestdr av dipoler, s& dielektrikets potential d&r en summa av deras
enskilda potentialer

dp - (r—r')
d = _ 35
o) = (3.5)
Eftersom dp = PdV far vi
1 av'P(') - (r —1')
o) = [ = (36)
TEQ Vo |I' b |
L&t oss forenkla integranden genom att géra oss av med (r — r’)-termer.
Vi kan visa att foljande galler:
, 1 r—r (3.7)
r—r  fr—rp ‘
Vi har nu att
P / . _ /
M =P -V (3.8)
BT r—
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Med hjilp av V(fF) = fV-F+F-Vf farviF - Vf = V(fF) — fV - F:

1 , P 1

|r—r/\: .\r—r’\_|r—r’|

P -V v .P (3.9)

Insattning i potentialen:

1 P 1 av'v'.p
p(r) = / av'v’. / (3.10)
Vo Vo

|r—r’|_47r€0 |r — 1/

Med Gauss' teorem kan dV'V’. skrivas dA'fi- och vi har

1 dAR-P 1 V'V’ . P
o(r) = ?{ /V (3.11)
0

dmeg Ja, v — /|  4ne, [r —r/|

Vi kan gora foljande identifikation:

op = P.1 (3.12)
pp = —-V-P (3.13)
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_ 0 (3.16)

enligt Gauss' teorem (divergensteoremet).

Det elektriska faltet ar ju

E=-Vop (3.17)
Vi har fran tidigare:
T, 1 r=r (3.18)
f—v] r-rv] o] |
sa vi far nu
1 —r 1 —r
E(r) = }1{ aa =) | / qyPrr =) (3.19)
4dmeo Ja, [r —r/|3 dmeo Jy [r —r/|3

Elektrodynamik, vt 2013, Kai Nordlund <4 4P P X 3.7

dar op och pp ar tithet av polarisationsladdningar.

Potentialen ar nu

1 dA’ 1 av’
o(r) = f LIS / pr (3.14)
dmeo Ja, [r—1/|  4meg Vo r — 1/
Totala laddningen i och pa ett dielektrikum ar
Q= dVp + dAoc (3.15)

Vo Ao

Om vi inte har externa laddningar, utan all laddning kommer frdn polarisationen, sa har vi

O
I

/ dV(O + pp) + f dA(O + O’p)
Vo Ao

—/ dvVv - P+ dA - P
Vo Ao

—}1{ dA - P + dA - P
Ag Ag

Elektrodynamik, vt 2013, Kai Nordlund <4< <P P X 3.6

3.3. Det elektriska faltet innanfor ett dielektrikum

Vi vill nu ta reda pa det makroskopiska elfiltet inne i dielektriket, d.v.s. det genomsnittliga faltet i
ett litet omrade (som dock innehaller ménga dipoler).

Vi har redan bestamt filtet utanfor dielektriket, och vi kan anvianda detta d& vi bestammer det
interna faltet.

Tidigare visades att
VXE=0, (3.20)

d.v.s. att elfaltet ar irrotationellt. Fran detta féljde att vagen for faltets kurvintegral mellan punkterna
A och B kunde viljas fritt. Lt nu B = A, s att

?fdr "E=0 (3.21)
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Vi tillimpar nu detta pa kurvan ABCDA

i figuren.
e

c Kurvan gar genom en vakuum-"nal" pla-
cerad i dielektriket i riktningen av faltet.

Kurvintegralen ger, da langden av BC och DA blir infinitesimala, att det vid gransytan giller att

AT‘EU,t — AT‘Ed’t =0 (322)

Alltsa:

E,: = Eg; (3.23)
Slutsats: det elektriska filtet inne i ett dielektrikum &ar lika med filtet i en tunn vakuum-"nal" i

dielektriket.
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Med andra ord, de tidigare resultaten for ¢ och E géller for observationspunkter r bade innan- och
utanfor dielektriket!
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Med hjalp av uttrycket for den externa potentialen far vi nu

dAIO'P 1 dvlpp

Ag+Ar+Agtam [T — 1| dmeg Jyy—v [r — 1

pun(r) = 4meg

dir A,, ar nalens mantelyta och V. nélens volym, Ay och Vj hela kropperns area och volym, och
Aj och A, dndytorna pa nalen (se bilden).

Den forsta integralen &r allts3 6ver alla ytor och den senare dver hela kroppen utom vakuumnélens
volym (dar ju laddningen=0).

Lat nu nélens tjocklek bli infinitesimalt tunn, s3 att A;, Ao gar mot 0. Om dielektriket ar isotropiskt
har vi dessutom att E ir parallell med P, vilket gér att op = P -1 = 0 p3 mantelytan. Detta gér
att ytintegralen far samma utseende som i uttrycket for det externa elfiltet, ekv. 3.14.

| volymintegralen kan vi Idta "nalen” bli infinitesimalt liten, s& att Vo — V. — V{. Men nu maste
vi forsdkra oss om att detta potentialbidrag inte divergerar | D3 "nalens” volym gér mot 0:

aVpp o (@-dy-y)=-er  _ . sier

~

im ——— =
ol o= el @ = 2P (g — Y (2 2)2 08,3
om vi omskriver s = r — r’ och har s, ~ s, ~ s, s8 att s = ,/s2 + s% +s2= s2V/3.

<4<« PP» X 3.10

~0  (325)
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3.4. Gauss’ lag for dielektrika

Lat nu ett antal laddade ledare vara nedsankta i
ett dielektrikum.

Gauss' lag ger

fanE==@+an (3.26)
A €0

dar den totala laddningens delar ar

Q = atqta (3.27)

Qr = / dA~P+/dV(—V~P) (3.28)
Aq+Ag+Ag v

Dielektrikets volym V' exkluderar ledarnas volymer.

Elektrodynamik, vt 2013, Kai Nordlund 4@ A4S P PP X 3.12




Den senare ekvationen ger

Qp = / dA-P+/dV(7V-P)
Aj+AgtAs v
= / dA - P — / dA -P
Aq+AgtAg A+A;+AgtAg
= — / dA - P (3.29)
A
Gauss' lag blir
}{ dA - (e)E+P) =Q (3.30)
A

Storheten egE + P har fatt ett eget namn, elektrisk férskjutning (displacement) eller elektriskt
flodestéthet (fluz):

D=c¢E+P (3.31)

Enhet: [D] = [P] = C/m?.
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Det elektriska faltet kan nu skrivas

1 1
E=—D-—P (3.35)
€0 €0

dar D fas utifran den kdnda externa laddningsférdelningen p med hjilp av Gauss' lag i differential-
form, ekv. (3.34), och dielektrikets polarisation P.

Polarisering uppstér p.g.a. av ett yttre elfalt, s3 vi har det allminna forhallandet

P =P(E) (3.36)

For de flesta material forsvinner P da det yttre faltet plockas bort:

P(0) =0 (3.37)

Om dielektriket &r isotropiskt, sd har P och E samma riktning.

Den enklaste lag som uppfyller dessa villkor ar

P(E) = x.(E)E (3.38)

dar x. kallas elektrisk susceptibilitet.
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Gauss' lag ar nu

]{ dA - D=Q (3.32)
A

Denna form &r en generalisering for situationer med ledare och dielektrika.

Elfaltet har ersatts med den relevantare storheten elflédestathet, och som laddning riknas endast
den externa laddningen.

Terminologi:
® Q, Qext : (extern) laddning p3 ledares ytor, och i eller pa dielektrika

® Qina : inducerad laddning pa ledares ytor

® (Qp : yt- och volymladdning i dielektrika p.g.a. polarisation, polarisationsladdning

Som tidigare kan vi skriva

fdA.D:/dvv.D:/dvp (3.33)
A Vv 14

och identifiera

V-D=p (3.34)
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Flodet kan nu skrivas

D=cE+P=(c0+ xe(F))E = e(E)E (3.39)

dar € ar det dielektriska materialets permittivitet.

| de flesta fall &r x., € oberoende av filtstyrkan. Vi har d3 linjdra dielektrika.

Man definierar ocksa den relativa permittiviteten ¢, via ekvationen

€ = g,€0 (3.40)
Men
D =¢E+ P =¢E+ x.E (3.41)
sd att
= =14 X (3.42)
o €0

€, kallas ocksa for dielektricitetskonstanten. Den har virdet > 1 for dvriga media dn vakuum.
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Vi kan nu skriva polarisationen som

P=D —¢E = (¢ — €0)E = go(e, — 1)E (3.43)

For tillrackligt stora varden pd E bryts de elementéra dipolerna upp da elektroner borjar dras ut ur
dem. Da detta sker uppstar fri laddning och dielektriket blir ledande. Det virde pd E Over vilket
detta sker kallas dielektricitets-styrka, och kan betecknas Fgs.

Dielektrikum IS Eq4s (V/m)
glas 5-10 9 x 10°
kvarts 43 8 — 40 x 10°
koksalt 6,1 150 x 10°
tré 2,5-8,0 -

etanol 28,4 -
destillerat vatten, 20-0 Celsiusgrader ~ 80,1-87,8 65 — 70 x 106
luft, normalt tryck 1,00059 3 x 108
teflon, naturgummi 2,1 -
zinkoxid 3 -
berylliumoxid 6 -
bariumtitanat >1200 20 — 120 x 10°

[RMC, http://www.eccosorb.com/sales/Dielectric_Chart.pdf,
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D3 g, > 1 &r E mindre an om laddningen var i vakuum!

Polarisationen av materialet minskar alltsd elfiltets styrka.
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http://www.ami.ac.uk/courses/topics/0115_cai/], CRC, http://hypertextbook.com/facts/2008/Jeffreylong.s

http://www.mt-berlin.com/frames_cryst/descriptions/quartz.htm
P y P q

Exempel : En punktladdning ¢ inne i ett isotropiskt, linjirt dielektrikum med permittiviteten &.

Flodestatheten ar

D =¢yEr+ P = ¢gET + xET = ¢ ET = Dt (3.44)

Gauss' lag tillimpad pa en sfirisk yta centrerad pa laddningen:

q = 4nr’D (3.45)
d.v.s.
qr
D=——"—— 3.46
43 ( )
Elfiltet:
q r
E = — 3.47
4me eqrs ( )
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3.5. Randvillkor for féltvektorerna och potentialen

Gauss' lag pa pillburken:

Dg_nA — Dl,nA =cdA (348)
dar o ar extern laddning.

Detta ger

Dg,n = Dl,n —|— g (349)

Flodestathetens normalkomponent &r alltsa diskontinuerlig om det finns extern laddning pa
gransytan.
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Kurvintegralen ABCDA, med BC och DA infinitesimalt sma, ger

E2 - Ar — E1 - Ar = 0 (350)

Eftersom Ar &r i tangentens riktning fas

E21t = El,t (351)

Jamfor detta med resultatet i ledare att den tangentiella komponenten alltid &r = O - polarisationen
mojliggor alltsa en avvikelse av denna regel!

* * *

Obs: Enligt foregdende ekvation &r elfaltets tangentiella komponent kontinuerlig. Eftersom E =
—V ¢ maste vi da ha att ¢ ar kontinuerlig, annars far vi ju inte utfoéra deriveringen!

@1(rrarltl) - @2(rrand) (352)

Detta strider inte emot diskontinuitetsvillkoret for flodestathetens normal-komponent. Normal-
komponenten &r ju en annan derivata dn den tangentiella komponenten, s3 den kan nog vara
diskontinuerlig.

Elektrodynamik, vt 2013, Kai Nordlund <44 4P PP X 3.21

3.6. Poisson-ekvationen och dess randvillkor

Vi kom fram till

V-D=p (3.54)

Under antagande att dielektrika &r isotropiska, linjara och homogena (¢ # £(r)) har vi

v.-E=" (3.55)
€
Om som tidigare E = —V ¢ sa
vip =L (3.56)
€
Poissons ekvation for dielektrika &r som tidigare, men g¢ har ersatts av €.
Laplace-ekvationen
Vie=0 (3.57)

kan anvindas d3 man har dielektrika med enskilda punktladdningar, laddade eller neutrala ledare,
eller dielektrika med enbart (externa) ytladdningsférdelningar.
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Om man bildar en tub av flodeslinjer fis en
flodestub som i figuren.

Har foljer alltsd tubens kanter filtet D. D3 ar
D -1 = 0 vid tubens sidor, d3 filtet och normalen
ar vinkelrata mot varandra.

ny

Gauss' lag for denna ar

Ag A

Detta visar alltsa att D har ett direkt samband med externa laddningar.
Om ingen extern laddning finns i tuben fas att flddet bevaras: flddet genom A; och A &r detsamma.

Nir (externa) laddningar &r nirvarande miste vi ha att flodeslinjer startar eller slutar p3 dessa,
eftersom flédet da inte bevaras.

Kraftlinjer, daremot, startar och slutar pd extern och polariserad laddning, eftersom F = gE =
qg(D/ey — P).
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Elektrostatiska problem med ledare och (isotropiska, linjara, homogena) dielektrika bestar darfor i
|6sning av Laplaces ekvation i separata regioner — inne i de dielektriska medierna och i tomrummet
mellan dessa och ledare — och foga samman lésningarna med hjilp av randvillkoren.

* * *

Exempel : Sfiriskt, oladdat dielektrikum med radien a i ett initialt likformigt filt Eq i vakuum.

Losningen ar fran tidigare:

01(r,0) = Asrcosf+ Bor 2cosf, T > a, (3.58)
@a(r,0) = Carcosf+ Dar >cosd, < a, (3.59)
Ett villkor far vi fran det att o1 = —Epz = —Eyr cos 0 di r — oco. Detta ger Ay = —Ej..

Da @y bor vara definierad ocksa i origo maste vi ha Dy = 0.

Tangentiella kompontenerna av elfiltet ska vara kontinuerliga:
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Insattning igen ger

3Bsa™® 3E
104, . . Cy="22 = 20 (3.72)
Ei4(r=a,0) = ~ o0 = —FEysin0 4+ Bea™ “sin 0 (3.60) 1—e, e+ 2
T
= EBy(r=a,90) (3.61) Slutliga potentialen &r alltsa
1909,
= ———— = (C5sinf 3.62
r 00 2 ( )
p1(r,0) = —Eorcosf + &= 1E0a3r72 cosf, r > a, (3.73)
Detta ger er+ 2
3E
3 pa(r,0) = — 9 1 cos 0, r<a, (3.74)
- E() + BQCL = Cz (363) Ep 2
Flédets normalkomponenter dr kontinuerliga, efterstom ingen extra laddning finns placerad pa Elfdltet inne i dielektriket ?
dielektriket:
Ey = — Vs = Eyz = konstant (3.75)
Dy,(r=a,0) = _51% = ,Fycos 0 + £;Bs2a > cos § (3.64) Detta ar ett konstant filt, som ar parallellt med det yttre initialt likformiga elfaltet.
' r
= Ds,(r=a,0) (3.65)
5 Polarisationen ar
= —52% = —&5C5cos 0 (3.66)
r
e, —1
Py = eo(e, — 1)Eg = 39— 2E02 = konstant (3.76)
_ e,
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Detta ger
Den radiella polarisationen:
Eo + 2Bya™ = —¢,Cy (3.67)
N er— 1
PQ"T = Eo(ET — 1)E24’r - r = 360 2E(] cos 6 (377)
T
Summan av de tvd ekvationer vi nu fatt ar Polarisations-ytladdningen 3r
-3
3Bsa " = (1 — ET)CQ (3.68) op=P,-T= P2,r (3.78)
Detta ger Polarisations-volymladdningen &r
3Bya™? e vU.P, —
Cy = ob2a (3.69) pp=—-V - -Py=0 (3.79)
1—e,
Insattning av Cs i uttrycket 3.63 ger
3Bsa™? 3B
By = (Eo + Co)a® = <E 4+ =2 > o’ = Epa® + —2 (3.70)
1—e, — &
varifran man kan l6sa ut By och far
_ &= 3
2 = e+ 2 0a (3-71) (a) o)
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(a) Flodet D (totala flodet bevaras om inga externa laddningar), (b) elfiltet E.
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1 (g ¢
pi(z,y,2) = -+ = (3.82)
dmwe; \r 1’
Detta ar summan av den verkliga laddningens potential och potentialen fran bildladdningen i
medium 2.

Inne i medium 2 finns ingen verklig laddning. Men faltet fran g kdnns av, och for att ha en mojlighet
att forma det enligt randvillkoren uppfinner vi en ny bildladdning ¢”, i dielektrikum 1, s3 att denna
har samma position som den ursprungliga laddningen. Vi har nu

1" g

q q _ 49

T,Y,z) = = 3.83
2@y, 2) 4mesr  Amesr 4mesr ( )
1. Kravet att potentialen ska vara kontinuerlig:

1 q q

301(07 Y, Z) = +
4meq <\/d2 + 2+ 22 \/d2 + 2+ 22>
1 q///
=2(0,y,2) = (3.84)

dmer \/d? + y2 + 22

2. Kravet att flodestathetens normalkomponent ar kontinuerlig dd o = 0:
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3.7. Bildladdningsmetoden f6r dielektrika

[RMC ed. 3 &vning 4-9]

For ledare hade vi tidigare att bildladdningen var inuti eller utanfér ledaren, och vi sokte potentialen
i den region som inte innehdll bildladdningar.

| de situationer att vi har flera dielektrika kommer vi nu att ha bildladdningar inte bara i ett
dielektrika utan i flera.

Exempel : Punktladdning q i platsen (—d, 0, 0) i dielektrikum 1, som fyller regionen = < 0.
Dielektrikum 2 fyller halvrummet z > 0.

Avstinden fran origo till den verkliga laddningen g och bildladdningen ¢’ ir

ro= -yt (3:80)

! V@@ — 2+ g2 22 (3.81)

Potentialen i dielektrikum 1 &r
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Duon (0, 9. 2) 1 ( 0+d , 0—d )
€10z y Y, 2 = - - —
10:1(0, y I q((O T d)2 + y? + 22)3/2 q (0 — d)2 + y2 + 22)3/2
1 0+d
= 020,2(0,9,2) = ——q" ha (3.85)

drt (0 +d)? + 42+ 22)32

Dessa villkor ger

q+q = 2(1'” (3.86)
—q+qd = —4" (3.87)
Subtrahera den senare fran den forra. Vi far:
2
" =ar fez (3.88)

Insattning i ekv. (3.86) ger
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’ €1 — &2
= g——= 3.89
? q€1 + &2 ( )
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Det molekylara faltet ar

Em = Eext + Edepol + Epol,yta + El (390)
dar

Epolyta dr filtet fran polarisationsladdningarna p4 kavitetetens yta, och E’ ir filtet fran dipoler
innanfor kaviteten.

Det makroskopiska (genomsnittliga) elfiltet i dielektriket &r
E = Eext + Edepol (391)

Med hjalp av Gauss' lag tillimpad pa en pillerburk som borjar i dielektriket och slutar i vakuum
innan det ledande planet:

(c0E 4+ P)A — gFEey A = 0 (3.92)

Detta ger

€o(E — Eext) = —P (3.93)
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3.8. Molekylart elfdlt

Vi sag tidigare att ett polariserat dielektrikum bestér av inducerade dipoler. Det falt som polariserar
en enskild molekyl kallas molekylart elfalt. Detta dr helt enkelt det totala filtet som paverkar
molekylen, p.g.a. av andra dipoler och yttre laddningar. Molekylens eget dipolfalt ingdr inte i detta
falt!

\
P T T
I

o+ttt
’ |

Betrakta en sfarisk kavitet i ett dielektrikum, som befinner sig mellan tva parallella ledande plan,
vilka ger upphov till ett elfdlt Eqx. | bilden ar detta falt riktat fran vanster till hoger. | kavitetens
mittpunkt finns det en molekyl (inte utritad). Vi vill nu veta det molekylara filtet i denna punkt.

Antag att polarisationen ar homogen, sa att V - P = 0. L3t det depolariserande filtet fran
polarisationsladdningarna pa de externa ytorna vara Eqepor. Detta falt gar fran hoger till vanster
(mot det yttre elfiltet och mot polarisationsvektorn P).
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som ger

1
Edepol =—P (394)
€0

Men eftersom Egepo1 och P ar riktade at olika hall, sa galler

1
Edepcl =——P (395)
€0

Faltet fran kavitetens ytpolarisation, taget i molekylens position:

—r
dEpolyta = dA’ . 3.96
pol,yt Areo op 3 (3.96)
Laddningstitheten: op = P - T = P cosf.
r/
dEpolyta = — r?d¢'do’ sin 6’ cos ' — (3.97)
TEo r’3

Polarisationen ar parallell med faltet, sa enbart bidrag som har fran noll avvikande projektion pa
polarisationens riktningsvektor overlever. Lat polarisationen vara i z-axelns riktning:
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P

dE ol yta - P = dEpolyta cos 0’ = d' sin 6’ cos® 6'd¢ (3.98)
TED
eftersom P -F=1-1-cos®'.
Svaret blir efter integrering Gver alla rymdvinklar
~ P
Epolyta - P = — (3.99)
360
Eftersom detta &r i polarisationens riktning, kan vi skriva
P
Epol,yta = 3760 (3100)

Vi kommer att begrinsa oss till fall dir E’ &r noll. Detta giller om (i) det finns minga dipoler
inne i kaviteten, och de ar alla parallella men slumpmissigt placerade, eller om (ii) dipolerna &r
arrangerade som i en kristall med kubisk symmetri.

Vi har nu
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P
P = naE, = na (E + —) (3.105)
380

Eftersom P = x.E far vi den sa kallade Clausius-Mossotti-ekvationen:

1 3€0Xe _ 3eg &,—1
n 350+X_ n e+ 2
Genom att mita upp n och &,, som ar bada makroskopiska storheter, kan vi alltsa ta reda pa den
molekylara polarisabiliteten!

(3.106)

Om vi dnnu anvinder en enkel modell fér hur en atom polariseras kan vi dessutom uppskatta
atomens radie frdn a.

(a) b)
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P
En =E+Epya+E =E+ — (3.101)

360
Dielektrikets polarisation ar proportionell mot det totala filtet, sd da borde vi ha att en molekyls
dipolmoment ocksa dr proportionellt mot (det molekyldra) filtet. Man definierar den molekylira

polarisabiliteten o med hjalp av

Pm = aEm (3102)
Vi hade ju i borjan att
d
p="2 (3.103)
av
Detta kan skrivas
dN d d
ek e - (3.104)
dV dN dN

dar N &r antalet molekyler i volymen dV dar dp berdknas. m ar atomernas nummer-densitet,
Sl-enheten blir 1/m?.

Vi far nu
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Approximera elektronkonfigurationen som en sfarisk, homogen laddningsfordelning. D3 ett yttre
elfilt kopplas pd kommer elektronmolnets masscentrum att forskjutas fran den positiva kdrnan.
Beteckna forskjutningen med x.

Kraften pa kirnan:

Fy = Ze - B, (3.107)

A andra sidan kan vi betrakta den lilla forskjutna sfiren med radien x. Laddningen i den ges av
forhallandet mellan hela sfarens volym till den lilla sfarens volym ganger hela sfarens laddning:

3

x
Qe = Zeﬁ (3.108)
dar R ar elektronmolnets (= atomens) radie.
Nu ges faltet pa denna sfirs yta av Gauss lag:
1 1 3
4na’Ee = —Q. = —ZeX (3.109)
€0 €0 R3
Kraften dr nu ocksa
Fy, = Ze- Ec (3.110)

De tva krafterna dar samma sak sa de bor vara lika, och vi far:
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ZeEn = ZeFe — Ze—2%%
e = Ze =Ze——
" © 4megR3
sd att
Zexr = 47750R3Em
Eftersom
Pm = Zex
Pm = aEp,
sa har vi
Pm = 47T60R3Em = aF,
och

a = 47T50R3

(3.111)

(3.112)

(3.113)
(3.114)

(3.115)

(3.116)

De virden man far for R med denna modell stammer relativt bra med experimentella varden,
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forutsatt att man valjer lampliga dmnen.

R blir av storleksordningen 1 Angstrém, d.v.s. 0,1 nm eller 107!° m. som ju &r atomers typiska
storleksskala.
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