2. Losning av elektrostatiska problem for ledare

[RMC]
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2.1. Poissons ekvation

[RMC, Jackson]

Fran tidigare vet vi att

v.Br) = 20 (2.1)
€0
Er) = —Ve(r) (2.2)
Detta ger oss genast
V() = ~ 20 (23)
€0
som kallas Poissons ekvation.
Laplace-operatorn ar
Vi =020+ 0ip + 0 (2.4)

i Cartesiska koordinater (z, vy, z),
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8@(1‘)) L 10%(@) | o) (2.5)

V(r) = ~2 <p
pOp dp p? 02 02z

i cylindriska koordinater (p, v, z), och

9 10 5 0p(r) 1 0 [ . Op(r) 1 0%p(r)
Vel = 5o (T i r2sin000 \ / i r2sin® @ O¢p? (2:6)

i sfariska koordinater (7,0, ¢),

Om p(r) = 0 i de flesta punkter r, d.v.s. vi har ledare och bara ett fital externa ladd-
ningsfordelningar, sd far vi Laplaces ekvation

Vie(r) =0 (2.7)

Tidigare bestamde vi elfiltet fran en laddningsfordelning p(r) genom att integrera ett enda uttryck.
| dessa fall var fordelningen p(r) bestamd pé forhand.
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Vi kommer nu att granska allmanna system av laddningsférdelningar och ledare, och hur de ser ut
vid statisk jamvikt. Situationen kompliceras nu av att laddnigar induceras pd de ledande ytorna, och
denna laddning ar inte kand pa forhand.

Dylika system beskrivs i det allminna fallet av Poissons ekvation, vars 16sning ¢ (r) alltsd ger oss
systemets elektrostatiska tillstand.

For att 16sa Laplaces ekvation (eller Poissons ekvation i allmanhet) for ett system av N st ledare
behover vi kdnna till randvillkoren, d.v.s. definierade varden pd den sékta funktionen ¢ eller dess
derivator i givna punkter.

Om ¢(r) ar kdnd pa ledarnas ytor, d.v.s. vi vet wa.,7 = 1,2,..., N, kallas randvillkoren for
Dirichlet-randvillkor.

Om istdllet O /On (potentialens normalderivata, d.v.s. elfdltet) ar kdnd pa ledarnas ytor, d.v.s. vi
vet (Op/On)a,, i =1,2,..., N, kallas randvillkoren for Neumann-randvillkor.

Med bade s, och (O¢/On)a, specificerade kan en |6sning inte garanteras existera. Detta for att
Dirichlet- och Neumann-randvillkor kan leda till olika |osningar! Denna kombination av randvillkor
kallas Cauchy-randvillkor.

Om vi har bara en ledare och punkt-laddningar betecknar man ofta ledarens ytpotential med .
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Exempel 1: Tv3 klot bredvid varandra.
Exempel 2: Tva cylindrar bredvid varandra.
Exempel 3: Tva plan bredvid varandra.
Exempel 4: En punktladdning ovanfér ett plan.
Exempel 5: En punktladdning ovanfér ett klot.
Exempel 6: En punktladdning utanfdr en cylinder.
O.s.v. !

Vi kommer i de foljande sektionerna att |osa Laplace-ekvationen explicit for olika hégsymmetri-fall.

Vi kommer ocksa att se pa en alternativ lattare teknik vid namn bildladdnings-metoden.
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2.2. Laplace-ekvationens egenskaper

Superposition

Lat p;(r), i = 1,..., M vara lésningar till Laplaces ekvation. D3 giller att

p(r) = Z Cipi(r) (2.8)

dar C; ar godtyckliga konstanter ocksd ar en I6sning.

Bevis: Direkt insattning av ¢(r) i Laplaces ekvation! [

Unikhet
Lat o1 och (9 vara tva losningar till Laplaces ekvation, sd att de uppfyller samma randvillkor p3
alla ledarnas ytor Ay, Ao, ... i systemet. D3 galler att 1 och (s kan skilja sig med hogst en

konstant term.

Bevis: Definiera ® = ¢ — (,. Eftersom bida I6ser Laplaces ekvation si giller V2® = 0.
Dessutom, antingen giller ® = 0 eller n - V& = 0 pa ledarnas ytor.
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Vilj nu ytan A i oandligheten, dar potentialerna fosvinner:

75 dAR - B(VD) = 0
A

Enligt Gauss' teorem har vi dd att

}[ dVV - (B(VD)) = 0

Expandera integranden:

V- (®(VD)) = dV’D + (V) =0+ (VD)*
Vi har da

fv dV(V®)* =0

(2.9)

(2.10)

(2.11)

(2.12)

Enda méjligheten ar att (V®)? = 0 overallt inom V. Allts3, Vo, — Vg = 0, s3 att vi maste

ha ¢y = 1 + Cy, dar Cy ar en konstant. [

Om vi alltsd har randvillkoren givna sd existerar det endast en unik I6sning till Laplaces ekvation.
Ifall vi har ett Neumann-problem kan vi addera en godtycklig konstant till I16sningen for potentialen,

men elfiltet ar fortfarande unikt.
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2.3. Laplace-ekvationen i en oberoende variabel

Lat nu ¢ vara en funktion i endast en variabel.

Laplace-ekvationen ger nu for reaktanguldra koordinater

— =0 2.13
T (2.13)
Detta kan genast integreras till o(x) = ax + b.
* * *
Ett annat fall dr att ¢ ar sfariskt symmetrisk, d.v.s. ¢ = (7). Laplace-ekvationen i sfariska

koordinater ger nu

1 d d
il <r2—“0> — 0 (2.14)
r2dr dr

Detta ger efter en integrering
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27 — g 2.15
dr ( )
sa att

dop a

— = — 2.16

dr  r? (2.16)
Efter ytterligare en integrering:

a
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2.4. Laplace-ekvationen i sfariska koordinater

[RMC, Jackson, Arfken]
Azimutal symmetri

Vi kommer i det foéljande att anta azimutal symmetri, d.v.s. att den potential som sokes ar
symmetrisk runt z-axeln. D3 giller att ¢ = @(r, 0). Laplaces ekvation blir

1 0 50 1 o . 8@)
— — 06— ) =0 2.18
r20r <T 87“) + r2sin 6 00 <sm 00 ( )

Enklaste I6sningsmetoden ar att anta att ¢ kan skrivas som en produkt av en-variabels funktioner:
p(r,0) = Z(r)Q(0). Insittning ger

—O— — sinf—— | = :
2 dr \| dr) | r2sinf  df a6
Efter forenkling
1 d dZ 1 1 d d
Z dr dr sin 6 Q df db

Forsta termen beror bara pd r medan andra beror bara pd 6. For att dessa termer ska vara lika for
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alla varden pa r och 6 maste de vara en konstant. Kalla denna k:

L d <r2dz> = k (2.21)

Zdr \ dr
1 1d d
il <sin9—Q> - —k (2.22)
sin 6 Q) d6 do

Detta ar Legendres ekvation.

Med en icketrivial matematisk betraktelse kan man visa att dessa differentialekvationer har fysikaliskt
meningsfulla |6sningar endast ifall Kk = m(m + 1) dar m ar ett heltal.

Vi infor beteckningen P(x) = P(cos0) = Q(0).

Losningarna ar s.k. Legendre-polynom, av vilka de fem férsta ar
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Po(z) = 1 (2.23)

P(z) = = (2.24)
Py(x) = %(3:& —1) (2.25)
Py(z) = %(551;3 — 3x) (2.26)
Py(z) = %(35:1;4 — 30z° + 3) (2.27)

diar x = cos 6.

Man kan visa [Arfken] att i allmanhet ges Legendre-polynomet m av uttrycket

P (z) = Zmlm! (;;)m (z® —1)7, (2.28)

som kallas Rodrigues’ formel.
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D3 alltsd vinkeldelen ger villkoret K = m(m + 1), géller for den radiella delen:

1 d 0 dZ
— ) = 1 2.2
Z dr (T dr) m(m +1) (229)

Gor Ansatzen Z(r) = rP, dar p bor bestimmas. Insattning ger

d
m(m+1) = r P— (r2prp_1)
drPt!
_ —p
- b dr
= p(p+1)r "’
= pp+ 1) (230)

LOs detta:

1 1
p2—|—p+z = m2—|—m—|—1 (2.31)
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(p + %) 2 = (m + %) 2 (2.32)

1 1
p+—- = x(m+-) (2.33)
2 2
. + (m + 1) (2.34)
= —_—— m — :
P 2 2
Vi far forutom trivialldsningen p = m mdjligheten p = —(m + 1).
* * *
Problemets |6sning ar alltsa
om(r,0) = Ar™ P, (cos0) eller @n(r,0) = Br "™V P (cos0) (2.35)

med m = 0,1, 2,... och A, B konstanter.

Dessa funktioner kallas zon-ytfunktioner (zonal harmonics).

Den mest allmanna losningen till problemet ar dock
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p(r,0) = Z Apr" Py (cos ) + Z Bnr_(nH)Pn(cos 0), SPH, (r,0) (2.36)
m=0 n=0

Exempel 1: m = 0. ¢o(r,0) = A eller o(r,0) = A'r~'. Den senare Iésningen &r ju en
punktladdnings potential.[]

Exempel 2: m = 1. o(r,0) = ArP;(cos ) eller p(r,0) = A'r ?P;(cos ). Den senare
losningen ar ju en dipols potential.[]

Exempel 3: Oladdad ledande sfir i ett konstant elfilt.
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v . .

Lat elfaltet vara i z-riktningen och sfarens mittpunkt i origo.
Vi har samma potential o(r = a, 0) = g i ledarens inre som pa dess yta.

Losningen ar helt allmant

p(r,0) = Ayg+ Bor !
+AircosfO + Blr_Q cos 6
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1 1
—|—§A2r2(3 cos® 6 — 1) + §B2fr’_3(3 cos’ 0 — 1)+ ... (2.37)

| odndligheten aterfar vi det urprungliga filtet, E(r = c0) = Egz = —dp/dz, s p(r = c0) =
—FEyz + C, med C en konstant.

p(r=00,0) = —Epz+ C = —Egrcosd +C = Ay + Ajrcosb (2.38)

Vi maste dd ha att A, = 0,n > 2 och Ay = —F,.

D3 r = a giller o(r = a,0) = konstant, sa alla B,, = 0 for n > 2. Vi behéller B; for att ha
mojlighet att kompensera Ai-termens 6-beroende vid r = a.

Vi har nu

o(r,0) = Ao+ Bor~ " + Aircos 4+ Bir “cosf, r > a. (2.39)

Men Bg-termen star for en punktladdning i origo. Dock har vi nu en neutral sfar, sd By = O:

©(r,0) = Ag+ Ayrcos0 + Bir “cosf, r>a (2.40)
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D3 o(r = a,0) = o

Ajacos® + Bia “cosf = 0 (2.41)

sa att By = —CL3A1 = E()CLB.

Slutliga uttrycket ar

p(r,0) = g — Egrcos 0 + a’Eor ?cos 0 (2.42)

Fran detta kan vi bestimma elfaltet och sfarens ytladdningsférdelning:

Oy a’
E, = —=Fy|14+2—]cosfl, r>a (2.43)
or 73
E 00 pl1-% Ygine, r> (2.44)
= ——— = — — | sinf, r>a .
’ r 00 ° 73
o = ¢eoE.(r=a) =3e9Eycosb (2.45)
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Totala laddningen:

27 T 27 T
Q = / / dAc = / / r’d¢d sin o
0 0 0 0

= 3T2€0E027T / df sin 0 cos 0
0

O=m
1
3r° / €0E027r§ sin” 6 (2.46)

0=0
= 0.0 (2.47)

Utan azimutal symmetri
[Jackson, Arfken]

Laplace-ekvationen ar nu:

1 0 Jp(r) 1 0 /. 8cp(r)> 1 O0%p(r)
\v& = ——(+? 0 2.48
o(r) r20r (T or ) + r2 sin 6 00 (sm T r2sin?f O¢>2 (2.48)

Vi forsoker igen med en produkt av en-variabels-funktioner: ¢ = Z(7)Q(0)U (¢).
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Vi far efter insittning och multiplikation med sin® 0/(Z(r)Q(0)U (¢):

., [1d [/ ,dZ 1 d /. dQ 1 d*U
sin“ 0 |—=—— (r"— ) + . sinf— | | + — =0 (2.49)
Zdr dr QQ sin 6 d6O do U d¢?

Den sista termen beror enbart pd ¢, medan de tvd forsta beror pa r och 6. Infor separationskon-

stanten m2:

1 d°U
— = —m’ (2.50)
U d¢?
1 d dZ 1 d d
sin” 0 [—— (7“2—) + . (Sin H—Q>} = m° (2.51)
Z dr dr (Q sin 0 d6O db
Forsta ekvationens l6sning ar
U(p) = e (2.52)

Har maste vi krava att m ar ett heltal.

Andra ekvationen blir:
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1d [ ,dZ 1 d /. dQ 2 1
- ro—- _|_ - Sin 9— — m — 5 =0 (253)
Z dr dr Q) sin 6 dO do sin“ 0

Infor nu en ny separationskonstant, k:

1 d odZ
r r
1 d d 1
. (sin 0—Q> — m°— 5 = —k (2.55)
Q sin 6 d6 do sin” 0

| den andra ekvationen kanner vi igen Legendres ekvation, men nu finns det en extra term
medplockad. Enligt de tidigare resultaten kan vi genast identifiera k& med (Il + 1), dar [ ar ett
heltal (tidigare: m):

1 d odZ
—— — = I(l+1 2.56
Zdr (T dr) (t+1) ( )
1 d d 1
: (Sin 9—Q> — m°— 5 = =l(l+1) (2.57)
Q sin 6 d6 do sin” 0
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| den forsta ekvationen kan vi férséka med Z(r) = r?:

_, d _
rP— <r2prp 1) =...=pp+1)=1{1+1) (2.58)
dr
Losningarna ar
Z(r)=r', eller Z(r)=r"" (2.59)
Ekvationen i 6 ar:
1 d d 1
: (Sin 9—Q> —m” — = —Il(l+1) (2.60)
Q sin 6 dO do sin

Detta dr ekvationen for de associerade Legendre-polynomen P/ (cos0) = P/ (x).

De associerade Legendre-polynomen &r relaterade till de vanliga polynomen P;(x) via ekvationen

P (z) = (1 — a?) Pi(z) (2.61)

For indexen m galler

m=—1,...,0,....1 (2.62)
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Negativa m kan relateras till positiva varden:

P = () P (o) (263)

Den mest allmanna I6sningen till problemet ar nu:

o0 l

o(r,0,¢) = Z Z (Alm’rl -+ Blmr_l_l) le(a:)eimgb, SPH, (r, 0, ¢) (2.64)

=0 m=-—1

Har star S P H for sfarisk symmetriskt system.

Ofta reducerar man de tva sista faktorerna till en enda, och skriver |6sningen som

o0 l

o(r,0,0)=> > (Agmrl i Bl/mr_l_1> Yim(0,¢), SPH,(r,0,6)  (2.65)

=0 m=-1

Elektrodynamik, vt 2013, Kai Nordlund (< [« [] [ [P 2.23



dar Y;.,.(0, ¢) ar klotytfunktionerna (spherical harmonics).

Klotytfunktionerna ar

20+ 1 [ — ! ,
Vin(6,6) =\ 2o\ [ e P (cos )¢ (2.66)
Man kan visa att
}/l,—m(ev ¢) — (_1)?71}/”";1(9, ¢)7 (267)

dar * betyder komplex-konjugering.

Nagra klotytfunktioner:

1
Yoo(0,¢) = i (2.68)
Yi_1(0,¢) = gsinee_w (2.69)
s
Yi0(0, ) = —\/%COS@ (2.70)
T
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3 .
Yi:1(0,¢) = —\/S—WSineew (2.71)
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Utan z-beroende

[Jackson]

2.5. Cylindrisk symmetri

Ifall vi har cylindrisk symmetri och inget beroende pa z, blir Laplace-ekvationen

10 < 890)
pOp \ Op

1 0%p

por

Forsok med den separabla ansatzen ¢(p, ) = R(p)W¥():

Vi far
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Losningarna ar

R(p) = ap’ +bp " (2.76)
U(yp) = A'sin(vy) + B cos(vyp) = Asin(vy + B) (2.77)

Vi maste nu krava att v ar ett positivt eller negativt heltal for att potentialen maste upprepa sig
med rotationsvinkeln 2.

Om v = 0 fas I6sningarna

R(p) = ao+bolnp (2.78)
V() = Ao+ Boy (2.79)

Vi maste dock sitta By = 0 sd att ¥(0) = W(2m) ! Konstanten A( kan sedan inbakas i uttrycket
for R.

Den mest allmanna losningen ar nu
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o(p,) = ao+bolnp+ > anp”sin(ny + c,)

n=1

+ > bup "sin(ny +dn), CYL, (p, 1) (2.80)
n=1

Betrakta de hopfogade ledande planen i figuren.
Problemet ar 2-dimensionellt, sd |at oss anvanda
polara koordinater p, 1. Detta motsvarar cylind-
riska koordinater med inget z-beroende.

Ifall B < 7 ar det frdga om en inbuktning, ifall
B > m om ett horn, B8 = 27 skarpt horn.
Potentialen vid planens yta dr ¢ (detta ar ett
randvillkor).

Forsta randvillkoret for vart specifika problem:
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wo = @(p,p =0) = ag + Z anp sinc, (2.81)
n=1

For att undvika singulariteter i origo p = 0: b, = 0, for n > 0. Dessutom maste (g vara
oberoende av p, sd vi maste ha ¢,, = 0. Uppenbarligen galler ag = p.

Andra randvillkoret:

wo = p(p, = B) = ap + Z anp” sin(nf3) (2.82)
n=1

lgen, detta ska gélla for godtyckligt varde pad p, sé vi maste ha sin(nB) = 0. Detta ger n8 = mm«
eller n = mm /B dar m ar ett heltal.

Det korrekta uttrycket for potentialen ar alltsa

o(p, ) = @o+ Y amp™™sin(mmy/B), m=1,2,3,... (2.83)

m=1

Men fortfarande ar koefficienterna a,,, okanda !

Elfdltets komponenter ar:
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890 — mm mn/B—1 _.
E, = —= —— QP sin(mmy /B
: 5 = 25 (mrip/ 6)
E, = _19 = — Z AL pm /1 cos(mm) /)
p OY — g "

Ytladdningstatheten dr (Gauss lag, jfr. “pillerburken™).

T — mar /B —
o =20By(p v =0) = =205 > anp™

m=1

For smé& p kan vi skdra av serien efter forsta termen och far

& —1
o~ —egg—aip™’

B
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8 | | I I
B p=0.02
7r [ .
6 i
B =m/4 o x p°
5r i
B =m/2 o xp' o4l |
]
B=m oo 1 3| .
B = 3m/2 oo p /3 2+ .
B = 2w aocp_1/2 r - i
0 | . | | |
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.9

Ol

Vinkeln 8 = 7 motsvarar alltsd en plan yta, 8 = 37 /2 ett vinkelrdtt horn, och 8 = 27 kanten
av ett oandligt halvplan.

Fran detta ser vi att ju skarpare horn (mindre vinkel) desto mindre laddningstathet i hornet !

For horn med en oppningsvinkel 8 > 7 blir laddningstdtheten och elfiltet p_f, med f > 0. D3
man later p — 0, d.v.s. dd man narmar sig hornet, blir elfiltet allt starkare.

| tre dimensioner kan man géra en motsvarande harledning ocks3 for en konisk spets (se Jackson
kapitel 3.4) och far d3 ett kvalitativt liknande resultat.
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Det har kan man nyttja till sin fordel for att skydda sig mot &dsknedslag: for att skapa goda
forutsattningar i en viss punkt for en urladdning mellan dskmoln och mark ar det bara att placera dit
en mycket spetsig ledande stdng. Kring dskledarens spets kommer aven en svag laddningsfordelning
pa marken att ge upphov till ett starkt falt. Kring den har spetsen ar det nu lattare for dskmolnen
att Overvinna luftens gransvarde for elektriskt genomslag/urladdning.

Med z-beroende

Behandlas inte. Losningarna for p-beroendet blir Bessel-funktioner.
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2.6. Bildladdningsmetoden

| vissa situationer kommer man lattare undan genom att inte utgd fran Laplace-ekvationen.

Vi behandlar nu en grundlaggande metod som handlar om att bygga upp en losning med hjalp av
enkla laddningsfordelningar, sd kallade bild-laddningar.

Potentialen utanfor ett system av (o)laddade ledare och enkla laddningsférdelningar kan skrivas som

dA/O'] r.
6w = Lo+ oS [T = 259

Termerna i den férsta summeringen stér for enkla laddningsférdelningar (punkter, linjer, . . . ).

Termerna i den andra summeringen beaktar de inducerade laddningsférdelningarna pa ledarnas ytor,
och maste alltsd erhdllas som en explicit integrering Over dessa fordelningar.

Vi bor komma ihdg att ledarnas ytor ar ekvipotentialytor, sd att ; pa ledarnas ytor ar kanda.

Inom bildladdningsmetoden infor man fiktiva punkt- och linjeladdningar placerade sd att dessa
ger uppphov till de kdnda ytpotentialerna. Detta betyder, att den andra summeringen i ekv. (?7?)
ersatts med en summa som liknar den forsta.
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Platserna for de fiktiva laddningarna maste vara inom ledarna, och de ar alltsd bara ett hjalpmedel
for att rakna fram totalpotentialen !

Om bildladdningar forekommer utanfor ledarna, i samma region dar potentialen ska bestammas,
|6ser man ju inte langre Laplaces ekvation utans Poissons ekvation — dessutom med fel ladd-
ningsfordelning (bildladdningen ar ju inte verklig) !
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2.7. Punktvisa bildladdningar

Exempel : Punktladdning g utanfor ett ledande oindligt plan som sammanfaller med 3 z-planet.
Lat punktladdningens position vara r1 = (x1, y1, 21) = (d, 0, 0).

Totalpotentialen ar
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Punktladdningen ¢q inducerar en ladd-
ningsfordelning o(y, z) pa ledarens plan.
Totala potentialen utanfoér ledaren ar da en
summa av punktladdningens potential och
den fran den inducerade laddningen.

Istallet for att forsdka rakna fram o (y, z) tar
vi fasta pd faktumet att ledarens yta maste
ha samma potential overallt.

<[« ] pP]
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o(r) = (1) + pr(r)
q 1
dmeg |r — rq]

+ p2(r)

q
—= —|— r
47750\/(96 —d)? + y? 4+ 22 2 (r)

dar ¢, ar potentialen for ytan, som for stunden ar okand.

P3 ledarens yta:

q
47‘(‘60\/d2 + y2 + 22

©(0,y,2) = + ¢2(0,y,2) =0

Ett naturligt val for bildladdningen ar nu

—q
dreg/ (x + d)2 + y2 + 22

902(x7 Yy, Z) —

Darav metodens namn !

Totala potentialen ar nu
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o(z,y,2) = d = 4 x>0 (2.92)

4reg/ (& — d)? + y2? + 22 471'50\/(313—|—d)2—|—yQ—|—,z27

Den inducerade ytladdningsfordelningen ar

Oy qd
o(ey.2) = eoBu(e = 0) = —evgf| =T oy

Absolutbeloppet dr maximalt dd y = z = 0, da giller 0 = —q/(27wd?).

Kraften pa punktladdningen:

Fq - —q (v902)
r=d,y=0,2=0
2
q 1
= — r+d,y,z
Areo ((x + d)? + y? + 22)3/2( ) r=d,y=0,2=0
2
q 1
- _ 2d,0,0) O 2.94
Areg (2d)3( ) (299
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Exempel : Punktladdning g utanfér en ledande sfir med mittpunkten i origo.

Lat punktladdningens position vara r; = dr.
Placera nu en bildladdning ¢’ inuti sfiren, i
punkten ro = br.

Potentialen i en punkt r ar nu

g 1 ¢ 1
’r’, 07 — —l_
o ?) dreg|ry —r|  4mweg|re — r
q 1 q 1

Admeg/r2 4+ d? — 2rdcos®  4meo\/r?2 + b2 — 2rbcos 6

Om vi har sfaren vid noll potential: ¢(r = a, 0, ¢) = O:
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2

a’ + d*> —2adcosf = q—/2(a2 + b% — 2abcos 0)

q
Denna ekvation skall galla for alla varden pa 6.
Om 6 = 7w /2:
2 2 q° 2 2
a” 4+ d° = p(a + b%)
Om 6 = 0:
2
a4+ d* — 2ad = q—/2(a,2 + b° — 2ab)
q

(2.96)

(2.97)

(2.98)

Okinda 3r b och ¢’ ! Nu har vi 2 ekvationer och 2 obekanta, s3 vi kan séka en unik |6sning for

dessa.

Subtrahera den senare ekvationen fran den forra:
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q
d=—b
q/2
Insattning i ekv. (??) ger
4 2
2 q .2 ( 2 2
4 2 2 2
q q a
i et T =0
p—
¢ 2 2 g4 2
RN R e T T
1 a’ a?
— il _ )2
o 1+b2j: ( b2

(2.99)

(2.100)

(2.101)

(2.102)

(2.103)

Lésningarna ir g°/q"? = 1 eller ¢°/¢'* = a®/b*. Den senare ger q¢/q¢' = £a/b av vilkan vi viljer

q/q = —a/b.
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Vi har nu

e
d = —b (2.104)
q/2
q a
- = —= 2.105
. X (2.105)
Detta ger
2
a
b = — 2.106
: (2.106)
, a
= —— 2.107
q K (2.107)
Om vi betecknar den verkliga punktladdningens position med r' = r; = dr s§ blir potentialen

utanfor sfaren
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q 1 aq 1

QO(’I",Q,¢) — —
Arteg v’ — r|  4dmeg d‘%’f_ r|
. g | 1 a
pr P R F
1 a
= - - (2.108)
/
dmeo | |r — 1’|  d|r — ar|

Om vi onskar att sfaren befinner sig pd en potential oy maste vi addera ytterligare en bildladdning
q”, denna ging i sfirens mitt:

/ /!
p(r,0,¢) = (i +L 4 q—) (2.109)
dweg \T1 T2 T
Vi har nu att
q//
o(r=a,0,¢) = (O + —) = ¥o (2.110)
47‘(‘60 a
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fran vilket vi far q”.

Kraften pa punktladdningen ? Avstdndet mellan laddningarna ar

a’ d® — a?
h=|d-bl=|d— —| = —
d d
sa att
qg 1 a q* d? q* ad

Fq:|q

dwegh?’ 547%:0 (d? — a?)? - Ameo (d? — a2)?

Sfarens ytladdningstathet ar

0
0-(97 Qb) = —¢&0 L
or

r=a

Sfarens totala laddning ges av Gauss' lag tillampad pa sfarens yta:
Q — q/ _|_ q//

Obs:
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(2.113)

(2.114)
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e Jordad sfiar: o(r = a) =0, ¢ = 0.
e Ickeladdad sfir: ¢ = —¢' = aq/d.
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2.8. Linjeformade bildladdningar

Exempel : Laddad ledande cylinder utanfér ett ledande plan.

3

koordinaterna x = d, y = 0.

Lat ledaren ligga i yz-planet. Lat linje-
laddningen vara langs med z-axeln, och ha

% Uppenbarligen har vi inget z-beroende,

d d forutsatt att planet och ledningen ar oandligt
langa = inga kant-effekter!
A\
Om potentialen pa planet ar noll, bor vi ha en bildladdning i platsen x = —d, y = 0, orienterad

langs med z-axeln.

Potentialen i en punkt (x,vy) ar

A A 1
oz, y) = — Inry + Inry = — In —
27mEo 27mep 2meg T2
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Potentialen ar noll pad planet, d.v.s. for 71 = rs.

Helt allmant:

o= (x—d)’+y° (2.116)
o = (z+d)°’+7y° (2.117)

Konstant potential, som inte &r noll, f4s i punkterna (x, y) dar r1/ry ar konstant, sig M.

2 2 2 2
— 2xd + d
M=% 7 * 2+y2 (2.118)
T3 x4+ 2xd+ d* +y

Efter forenkling fas

2
M?+1 ) oM \?Z

som &r ekvationen for en cylinder med mittpunkten (—d(M?* + 1)/(M?* — 1), 0) och radien

2M
R. = d|M2 1 (2.120)
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Med M < 1 fas en cylindrisk ekvipotentialyta som innestanger den hogra linjeladdningen. [
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2.9. Greens metod

[Jackson, Arfken]

Greens metoder hor inte till kdrnmaterialet pa denna kurs, men de behandlas kort for att de
annars kan anses vara en del av en fysikers allmdnbildning.

2.9.1. Greens | och Il teorem

Gauss' teorem sager ju att

/dVV-F:%dA-FE}[dAﬁ-F (2.121)
|4 A A

Lat nu vektorfaltet F vara givet som produkten av en skaldrfunktion med gradienten av en annan
skalarfunktion:

F = ¢V (2.122)
Vi har nu

V-F = V- (¢V) =V +Ve- Vi (2.123)
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oY

A-F = ¢én-Vi=o¢p—r (2.124)
on
Insattning i Gauss' teorem ger Greens | teorem
0
/ dv (qsv?w L V- v¢) — }[ quba—w (2.125)
\% A n
Skriver vi istallet
F =4V (2.126)
far vi
2 ¢
/ dv (¢v b+ Vb - v¢) — }[ dAyp=~ (2.127)
1% A n
Subtrahera denna fran den tidigare:
0 0
/ dv (qsv?w _ wv%) — ?{ dA <¢a—¢ _ ¢—¢> (2.128)
v A n on

Detta ar Greens Il teorem, som ibland ocksa kallas bara Greens teorem.
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L&t nu ¢ = @(r) (den elektrostatiska potentialen) och ¢ = G(r,r’), dir funktionen G uppfyller
foljande villkor:

V?G = —4ns(r — 1) (2.129)

Med detta villkor kan G skrivas som summan

G(r,r') = + F(r,r'), (2.130)

1
r — /|

dar F’ satisifierar Laplaces ekvation:

V?F(r,r') = 0. (2.131)

Greens Il teorem ger nu

/ av’ (QOV/QG — GVng) = / dv’ (—@4775(1' —r') + Gp(r ))
1% 1%

€0
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a9
_ y{ dA/ (908_ _ G({f/) (2.132)
A n/ n

Detta ger med att utféra integralen over Diracs delta-funktion:

p(r) = 41 /VdV/p(r/)G(r,r/)—ﬁ% < & G(r ') G(r’r,)algo(r/)>

TEQ on’
(2.133)

Denna ekvation ger alltsd inte en fysikaliskt vettig losning till elektrostatiska randvardesproblem, for
den innehéller bdde Dirichlet- och Neumann-randvillkoren.

Men iden ar nu att denna form mojliggor att soka funktioner G som far nandera randvillkorstermen
att forsvinna, och darmed leder till en fysikaliskt rimlig losning for den andra typen av randvillkor!
Detta ar grundideen i den s.k. Greens-funktion-metoden.

Om vi har ett Dirichlet-problem ir ¢ (r’) kind p3 randytan, medan 8¢ /On ir okind. For att gora
oss av med detta uttryck séker vi en s.k. Greens funktion Gp(r,r’) = 0 d& r’ &r pd randytan A
| Potentialen ges d& genast av uttrycket

o(r) = - - /V AV’ p(r')Gp(r,r') — i 7{1 dA o2 EET) (2.134)

TEQ on'’
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Om vi istillet har ett Neumann-problem ir &' (r")/On’ kiand p3 randytan. Vi séker en Greens
funktion G (r, r') for vilken giller att 'Gn(r,r’)/On’ = 0 di r’ &r pa randytan A.

Potentialen ges da av uttrycket

1

TEQ

9'p(r')
on'’

o(r) = - /V AV p(') G (r, ') + ﬁ %4 dA G (r, 1) (2.135)

Fran den forsta termen i dessa uttryck ser vi att Greens funktion kan valjas s att den motsvarar en
potential, bara laddningsfordelningen har dividerats bort !

Exempel 1: En Greens funktion for en punktladdning utanfor ledande sfir. Antag potentialen p3
ytan dr kidnd, s3 att vi har ett Dirichlet-problem. Vi ska d ha G(r,r") = 0 fér r’ p3 ledarens yta.

L3t punktladdningen vara i r’, och sfirens radie vara a.

Vi léste detta problem tidigare, se ekv. (?7). Vi kan nu forsoka vilja den erhéllna potentialen (med
laddningsfaktorn bortdividerad) som Greens funktion:

1 a 1 a
G(r,r') = ~ — s = — — 5 (2.136)
r —r| dlr — &'l r —r’| r|r — 51|
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Har giller att v’ ir platsen for den reella punktladdningen.
Vi observerar nu att '’ = a ger G = 0, som det bor vara for det har Dirichlet-problemet.

Med sfariska kordinater fas

G(r,r') = = — = (2.137)

2 12 / 2.2
r< 4+ r’% — 2rr’ cos rér 2 /
\/ 8 \/a—2—|—a — 2771/ cosy

Normalderivatan pd ytan, som separerar den externa volymen (dar vi vill veta potentialen!) fran
ledarens inre, ar

o'G o'G
T R
B a — T Ccos "y %—rcosv
(r2 + a?2 — 2arcosv)3/2  (r?2 4 a? — 2ar cos ~y)3/2
P2 g2

R — 2.138
a(r? + a? — 2ar cos y)3/2 ( )
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Exempel : En ledare bestiende av tva hemisfirer isolerade frin varandra.

Z

Lat potentialen for den ovre halvsfaren vara
4o och —q for den undre.

Dirichlet-problemets 16sning med Greens metod ger oss ekvationen

o(r) = — /dV xo——j[dA o(r )aGD(r v (2.139)

47‘(‘60

Ingen laddning utanfor ledaren!

Med Greens funktion vald som i féregdende exempel:
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1 27 /2 9'G : /
or) = —— [ dg¢’ / 46’ sin 0/ ppa?2 C2ET)
4 0 0 on’
I T 0'Gp(r,r’
+— [ a¢ / 40’ sin 0/ ppa® 2 S 2T T) (2.140)
47 0 /2 on’
27 /2 27 s 9'G /
p(r) = ¥o —/ dgb’/ df’ sin Ql—l—/ d¢// do’sin @’ | a” p(r,r)
47 0 0 0 /2 on’
(2.141)
27 /2 27 s 2 2
©0 / /. / / /. / a’(a' r )
= — | — d db 0 d db 0
@ (r) A < /o ¢ /0 sin -I-/O 0 /77/2 sSin ) (r2 4+ a2 — 2ar cos 7)3/2
(2.142)

Med ' = cos @, du = — sin 0’

27 0 27 —1 2 2
®0 / / / / a’(a' - T )
= — d du — d d 2.143
#(r) A7 (/0 ¢ /1 b /0 ¢ /0 u) (r2 + a? — 2ar cos y)3/2 ( )
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2 1 2 0 2 2
2 / / / / CL(’I“ — a )
= — d du — d d 2.144
#(r) 47 </0 ¢ /0 “ /0 ¢ /1 u) (r2 + a? — 2ar cos y)3/2 ( )

Denna integral ir inte enkel att utfora, eftersom ~ beror p3 alla vinklar ¢, @', 0, 6.

Specialfall: r ar pa den positiva z-axeln. Da galler cos v = .Z=cos0 ochr = z.

27 1 27 0 2 2
®0 / / / / CL(Z —a )
= — d du — d d 2.145
#(r) A1 (/0 ¢ /0 “ /0 ¢ /_1 u) (22 4+ a? — 2az cos 0")3/2 ( )

1 0 2 2

¥o / / a(z —a )
= — du — d 2.146
@(r) 5 (/0 U /_1 u) (22 + a? — 2azu)i/? ( )

Slutsvaret ska bli

p(r) = g (1 — zz—z;—scﬂ) (2.147)

Obs: For z = a fas ¢ = g som vantat. [
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2.10. Losning av Poissons ekvation

Poissons ekvation ar ju

p(r)

€0

Vip(r) = — (2.148)

Vi har tvd mojliga situationer.

Situation 1

Laddningstdtheten p(r) ger den fullstindiga fordelningen i volymen av intresse, d.v.s. givna
laddningar och inducerade laddningar:

p(r) = pexs(r) + Pina(r) (2.149)

Losningen till Poissons ekvation ar da

1 /
o(r) = / gy’ L) (2.150)
Ameg Jv It — 1’|

Exempel :

Antag vi har en radiell symmetrisk laddningsférdelning, p = p(r). Vi har nu Poissons ekvation i
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den enkla formen

_ ) = —— 2.151
r2dr (T dr) gop(r) ( )
Detta ger
/
. 1 ool " 7 1N 12
p(r) = —— dr — dr” p(r)r (2.152)
€0 ro r'2 T_(,)

Situation 2

| det andra faller innehédller p(r) inte inducerad laddning, utan enbart den externa laddningen,
d.v.s. den som vi har kvar efter att alla ledare (innehallande inducerad laddning) har plockats bort:

p(r) = pexi(r) (2.153)

Vi sdker nu tva I6sningar. Den forsta lésningen o' (r) ges av Poissons ekvation med laddningstitheten
Pext(r). Vi lOser alltsd ekvationen

V2g0’(r) __ Pext (r)

(2.154)
€0

eller utfor integralen
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o (1) = ! / av'? ext (1) (2.155)

TEQ lr — /|

Den andra l&sningen " (r) far vi med Laplaces ekvation:

V3" (r) = 0 (2.156)

Utifran ¢”'(r) kan vi ju bestimma den inducerade laddningen p3 ledarnas ytor.

Den totala l6sningen ar nu

p(r) = ¢'(r) + ¢"(r) (2.157)

Obs: Randvillkoren, t.ex. i ett Dirichlet-problem, dr nu givna fér PA; = 90142- + gofﬁli, sa randvillkoren
for gpfﬁlz_ (I6sningen fran Laplace-ekvationen) maste modifieras darefter!
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