1. Elektrostatik

[RMC]
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1.1. Introduktion

[http://www.encyclopedia.com/html/section/electity_HistoryofElectricity.asp,
http://en.wikipedia.org/wiki/Electric_charge]

Det forsta skriftliga tecknet pa upptackten av elektriska fenomen harstammar fran Thales av Miletus.
Enligt honom visste grekerna pa 600-talet f.Kr. att om man gnider barnsten (forstenad kada) med
skinn kommer barnstenen att attrahera latta foremal som harstrdn. Tillrackligt lang gnidning kunde
resultera i gnistor. Dylik uppladdning av foremal kallas idag statisk elektricitet.

Britten William Gilbert beskrev pd 1600-talet motsvarande beteenden hos flertal substanser, och
hittade pd order elektricitet for att beskriva fenomenet. Gilbert raknas diarmed som elektricitetens
och magnetismens fader. Ordet 'elektricitet’ kommer fran grekiskans ord fér barnsten.

Den forsta maskinen for produktion av statisk elektricitet byggdes ar 1660 av Otto von Guericke: den
bestod av en svavelboll med en vev, som man kunde hantera med ena handen medan man vidrorde
bollen med den andra. Man utvecklade snart andra friktionsmaskiner som var mera avancerade . . .
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Figure 1: Internal construction of Van de Graaff Generator

Dagens modernaste version dr en van de Graaff-generator (utvecklingen av denna borjade 1929 med
Robert J. Van de Graaff [http://en.wikipedia.org/wiki/Van_de_Graaff_generator]).

Bild: http://www.engr.uky.edu/ "gedney/courses/ee468/expmnt/vdg.html

Detaljerad forklaring: http://www.amasci.com/emotor/belt.html
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Seventbly, Chance has thrown in my Way another Principle, more.
univerfal and remarkable than the preceding one, and which cafts a new
Light on the Subject of Elecricity. This Principle is, that there are
two diftinét Ele&ricities, very different from one another; oneof which
I call witreous Elefiricity, and the other refinous Elefiricity, The frft is
that of Glafs, Rock-Cryftal, Precious Stones, Hair of Animals, Wool, |
and many other Bodies: The fecond is that of Amber, Copal, Gum-
Lack, Silk, Thread, Paper, and a vaft Number of other Subftances..

Excerpt from "A Discourse concerning Electricity”' from Philosophical Transactions

Charles Francois de Cisternay DuFay
1734

Ar 1733 foreslog C. F. Du Fay att elektricitet forekommer i tva varianter, vilka neutraliserar varandra
g
[www . sparkmuseum. com/BOOK_DUFAY . HTM].

|dag kallas dessa positiv och negativ elektricitet/laddningar.

Ar 1745 hittade Ewald Georg von Kleist pd ett sitt att lagra elektricitet
[http://encyclopedia.laborlawtalk.com/Leyden_jar|. Han lindade silverfolie runt en glas-
flaska, som laddades med en friktionsmaskin. Eftersom han fick en ordentlig stot fran hela manicken

drog han slutsatsen att dylika flaskor borde kunna anvandas for att lagra betydande mangder med
elektricitet.
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Den person som fatt dran att uppfinna dylika flas-
kor eller behallare ar hollandaren Pieter van Mus-
schenbroek. Han konstruerade sin version aret ef-
ter von Kleist — men Musschenbroek var forst
med att gora sin uppfinning kand. Flaskan ifraga
kallas Leyden-flaska, efter universitetet (och or-
ten) dar Musschenbroek arbetade.

Tack vara Leydenflaskan kunde man nu lagra storre mangder statisk elektricitet och med den utfora
kontrollerade urladdningar. Detta medforde att man pa allvar kunde borja underscka fenomenet
elektricitet och dess effekter pd olika material.
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1.2. Coulombs lag

[Jackson, http://www.bookrags.com/sciences/physics/coulombs-law-wop.html]

Fran slutet av 1700-talet till slutet av 1800-talet lades grunden till forstdelsen av elektriska fenomen.
En central person var Charles Augustin de Coulomb (1736-1806). Han lade ar 1785 fram sin lag for
vaxelverkan mellan tva laddningar.

Lagen uttrycker kvantitativt féljande observationer:
1. Endast tva sorters elektriska laddningar existerar.

2. Den kraft som laddningarna utovar pd varandra ar riktad langs med linjen som passerar bada
laddningarnas centrum. Kraftens styrka avtar med kvadraten pd avstandet.

3. Kraften beror ocksa pé laddningarnas produkt: Lika laddningar repellerar varandra (negativ kraft),
olika attraherar (positiv kraft).
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Matematiskt skriver vi kraften som laddning 2 utévar pa
laddning 1 som ("fran 2 pd 1")

qi19q2_.
F1 =C 5 oy, (11)
21
dar
To1 = |r21‘ p— |1‘1 — I‘2| (12)

O

ar avstandet fran laddning 2 till laddning 1, och r; ar
ortsvektorn for laddning <.

Om gy > 0,g2 > Oeller gu < 0,92 < 0 ar Fy irag:sriktning, d.v.s. g1 fors bort fran go. Kraften
ar alltsa repulsiv.

John Robinson var den forste som matte upp en exponent pa 2 for r—beroendet.

Den forste att mata osdkerheten i exponenten var Henry Cavendish (1731-1810), ar 1772. Han kunde
visa att osikerheten e i uttrycket r5;° dr begrinsad till |e| < 0.02. Nufdrtiden ar osikerheten i

exponenten 2 experimentellt faststilld med en relativ noggrannhet pd 10~ '°.

Viardet pd konstanten C' bestimmer enhetssystemet som anvinds. | Sl-systemet (Systeme Inter-
national d'Unités) definierar man kvantiteten Coulomb/sekund, som &r den elektriska strommens
enhet, utifrdn med hur stor kraft tva parallella raka stromledningar paverkar varandra.
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Mera exakt: ledningarna satts pd avstdndet 1 meter. Sedan skruvar man pa strommen tills kraften
mellan ledningarna ar 20 microNewton per meter. Den laddningsmangd som da per sekund passerar
ett tvarsnitt i ledningarna satts att motsvara 1 Coulomb.

Detta ger ett exakt virde for vakuums magnetiska susceptibilitet: ©g = 47 x 107" N 52/C2. Man
har ocksd sambandet c® = 1/(gguo), dir eg ar vakuums permittivitet.

Sl-enheten for laddning &r Coulomb (C).

Fran allt detta har man nu bestamt att konstanten i Coulombs lag ar

1 2
C = = o€
4eg 4

4 x 10772
47
— 10 7¢?

8.98755 x 10° N m”/C” (1.3)

Q

Vakuums permittivitet blir nu g9 = 8.854 x 107'% C*/(N m?).

Vi far alltsd Coulombs lag i formen
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1 q192_.
Fl_— 5 o1 (14)

4dre 51

Om vi antar att superpositionsprincipen haller, blir kraften pa laddning ¢ frdn laddningarna j

F;, = Z Fji=q Z 2/1'\3‘7;, (1.5)

r2
J,J 70 JJFr It
dar
- r, — I‘j
T= — (1.6)
’I"jz’

ar ortsvektorn fran laddning 5 till laddning <.
Annu har vi inte definierat vad laddningarna g; ar eller bestar av.

| mitten av 1700-talet talade amerikanen Benjamin Franklin for en vatske-teori for elektriska
laddningar. Enligt denna teori var elektriska laddningstillstdnd helt enkelt brist pd (" negativ"
laddning [vitreous-elektricitet]) eller Overskott ("positiv’ laddning [resinous-elektricitet]) av en
osynlig vatska. Britten William Watson kom fram till motsvarande idéer vid ungefar samma tid.
[http://en.wikipedia.org/wiki/Electrical_charge]
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Ar 1874 foreslog den irlindska fysikern G. Johnstone Stoney att det existerar en laddningspartikel
som spelar den avgorande rollen i elektrokemin. Partikelns namn, elektron, foreslog han 20 ar senare.

Elektronens verkliga existens bekraftades experimentellt 1897 av J. J. Thomson.
[http://en.wikipedia.org/wiki/Electron)]

Elektronens laddning bestamdes av amerikanen Robert A. Millikan ar 1910 i det valkanda oljedropps-
experimentet [http://en.wikipedia.org/wiki/Robert_Millikan]. Han noterade att laddningen pa ol-
jedropparna alltid var en heltalsmultipel av samma tal, elementarladdningen, alltsd elektronens
laddning. Denna betecknas e och har vardet

le = 1.602 x 10" C (1.7)

1.2.1. Enhetssystem i elektrodynamiken

Enheterna som beskrevs ovan ar de standardiserade Sl-enheterna, dven kanda som rationaliserade
MKSA-enheter.

Dessa kan sammanfattas pa féljande satt:
[q] = 1As = 1C (Coulomb).
och med vardena for g och g som gavs ovan.

Det aldre enhetssystemet som fortfarande anvinds i vissa kéllor (speciellt boken av Jackson)
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och darfor ar bra att kidnna ar de s.k. rationaliserade CGS-enheterna eller Lorentz-Heaviside
-enheter.

| dessa ar laddningens enhet 1 esu, som definieras av
1 C =10 (c) esu

Den elektrostatiska laddningsenheten esu definieras som virdet pd den laddning som pad avstdndet

1 cm repellerar en lika laddning med kraften 1 dyn. D3 ar i CGS-enheter prefaktorn i Coulombs lag
C = 1 sa lagen far den enkla formen:

P CI1QQQ.
12
och det galler
1 d lesu?
n = ,
J lem?

1l esu = v/dyn cm?

_ jgem o, _ gems3
s2 52

esu-enheten for elektrisk laddning kompletterar det s.k. CGS-enhetssystemet som fortfarande ar
mycket populart inom mikrofysiken.
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En alternativ form som ocksa anvands ibland ar:

1
C =— lesu = CRoe-
47'(', /_271' cgs
De rationaliserade CGS-enheterna dr populdra inom faltteorin och inom elementarpartikelfysiken.

| dessa foreldsningsanteckningar anvands de inte, men om man anvander t.ex. Jacksons bok (upplaga
1 och 2) ar det skal att konsultera appendixet i boken som berattar hur transformation mellan Sl
och rationaliserade CGS-enheter sker.

1.2.2. Kontinuerliga laddningsférdelningar

En normal strém genom en metalltrad kan vara 1 mA, motsvarande 10™% C/s. Genom traden flyter
di en laddningsmingd pad ~ 10'° elektroner per sekund.

Om tradens diameter r 1 mm f3s en laddningstithet pad ~ 1022 elektroner per m? och sekund eller
~ 10" elektroner per um? och sekund.

Elektronerna kan i ett dylikt fall alltsa till en god approximation anses bilda ett kontinuum. Alltsd kan
| stallet for diskreta laddningar ¢ i stallet inféra laddningstatheter som ar kontinuerliga funktioner
av koordinater (eller konstanter).
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Lat laddningstatheten i en volym V vara p(r). Totala laddningen &dr d&

Q= /V avp(x).

Lat motsvarande yt-laddningstatheten pa en yta A vara o(r):

Q:L&%@y

Lat motsvarande linje-laddningstatheten langs med en kurva [ vara A(r):

Q:A@Mw

Laddningstatheterna definieras formellt som

_aQ
= av
aQ

o = —
dA
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_
o= — (1.13)

Aven d3 laddningarna &r diskreta kan vi definiera en tithetsfunktion:

p(r) = Z g6 (r —1;), (1.14)

dar r; ar laddningarnas positioner och § dr Diracs delta-funktion (jfr. kapitel 0).
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1.3. Det elektriska faltet

Uttrycket for kraften pa laddningen q ar proportionellt mot q.

Om vi tanker oss att ¢ — 0 s3 att den oOvriga laddningsfordelningen inte pdverkas av g:s narvaro,
kan vi definiera en storhet som bara beror pa sjalva fordelningen:

F
E = lin%—q (1.15)
—V q

Detta ar laddningsfordelningens elektriska falt.

Tolkning: Faltet i en punkt r ger den kraft som en testladdning i r skulle kinna av, forutsatt att
laddningen ar "osynlig” for den Gvriga laddningsférdelningen.

En laddning g i r paverkas helt allmant av en kraft som dr en summa av tre bidrag:

F,
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r —r; r —r
LS o [ avien =

dmeg “= It — P 4me r —r'[?
/
r—r
+ 1 / dA o (r)—— (1.16)
Amteg J A lr —r/|3
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Elfaltet i samma punkt ar

1 N r —r; 1 r—r
E(r) = Sam—st— Vo)

dreg = v — 1| 4meg r —r'|3

/

/ dA o (r')——— (1.17)
A |

r —r/|3

+

47‘(’80
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For att kunna illustrera elfdlt definierade Mi-
chael Faraday (1791-1867) begreppet féltlinjer.
Faltlinjen anger den bana langs med vilken en fri
laddning attraheras eller repelleras av en annan
stationar laddning.

Av denna anledning ar faltlinjens tangentvektor i
varje punkt parallell med elfiltets vektor i samma

punkt.
Obs:

Faltlinjerna gar fradn positiv laddning till negativ
laddning.
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1.4. Den elektrostatiska potentialen

Vi vet att om V X u = 0 kan vi definiera en potential f via Vf = u.

Testa detta pd elfiltet:

—r 1 1
oy T _ _vX<r_r'>+<v—> % (r — ')
r — /|3

r — /|3 lr — /|3

1 r —r ,
= m()"‘ —3m X(I’—I')

x (r—r)x (-1

= 0 (1.18)

for att en vektors kryssprodukt med sig sjalv = 0.

Den potential som ger upphov till elfiltet kallas elektrostatisk potential och betecknas ¢. Vi
inkluderar ett minustecken:

E(r) = —V(r). (1.19)

Potentialen sjalv far vi fran uttrycket
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p(r) = p(xo) — [ dr-E (1.20)
rg
Eftersom elfiltet innehaller termer med
rov (1.21)
lr — /|3 '
har vi da att
, r—r
— V. f(r,r) = ——, (1.22)
lr — r/|3
dar vi maste bestamma hur f — alltsd det radiella beroendet i potentialen — ser ut.
Eftersom r’ dr en konstant i denna derivering, kan vi skriva
r—r
— Vrf(ra I‘/> — _vr—r’f(ra I‘/> — 7 = (123)
r — /|3
eller
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— V.f(r,r') == (1.24)
$3
Efter forsok ser man att f maste vara
1 1
flr,r)=—-= (1.25)
s |r—r|
ty Vgs = s/s (jfr. kapitel 0) och ddrmed
1 1 S
VS_ = _VSS —_ —. (126)
S 52 s3
Potentialen blir da
N
1 1 1 , , 1
r) — o(r = i dV p(r
p(r) — o (ro) pp— ;q Py v /V P
1 1
-+ / dA o (r")
Ateg J A lr — 1’|

N

1 1 1 |
qi — dV'p(r)———
471'80 i1 ‘I’Q — I'z'| 47’(’80 \V4 |I'0 — T ’
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1
/ dA o (r) ——— (1.27)
A lrg — 1’|

Vi kan alltsa definiera nollnivdn ¢ (rg) = 0 med rg = oo ! Resultatet:

o(r) = — ST +4; /dv’ ) 1 /AdA’ o(r) (1.28)

4meg = v — i r —r/|  4meg lr — r/|

1.4.1. Potentialenergi

Kraften F pa en laddning g fas fran laddningens potentialenergi i det yttre faltet:

F(r) = —VU(r) (1.29)

Forandringen i potentialenergin da denna kraft tilldts verka ar

U(r) — Ulry) = —/rdr-F (1.30)

— _q/ dr - Eext
ro

— q (wext(r) T Soext(rO)) (131)
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U(r) = qpexi(r)

(1.32)

om U(rg) = 0 = @ext(To)-
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1.5. Ledare och icke-ledare

[RMC, Griffiths]

Hur reagerar material pa elektriska laddningar och filt ? Det finns tvd huvudklasser av material:

1. ledare
2. dielektrika

Ledare ir material som har gott om fria elektroner. Dessa gor att strom flyter relativt fritt, och
att materialet |att kan reagera pd yttre falt genom att flytta pa laddningar frdn den ena delen av
materialet till den andra.

Exempel: metaller, . ..

(n.b. ofta anvands elektrisk ledningsformaga som definition pa en metall - enligt denna definition ar
ledare = metaller. Men ocksa andra definitioner finns, och t.ex. polymerer med god elledningsformaga
kallas sdllan metaller.).

Dielektrika (isolatorer) innehdller mycket f& fria laddningar. Majoriteten av laddningarna ar hart
bundna till materialets atomer och molekyler, dock sd att dipoler kan induceras i varierande grad.
Dielektrika leder strom med en konduktivitet som kan vara grovt sagt 102" av en ledares.

Exempel: porslin, tra, glas, . . .
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Mellan dessa extremer av bra och dalig elektrisk ledning finns material med mattlig ledningsformaga.

Exempel: halvledare, semimetaller, . . .

Ofta klassificeras material enligt numeriska vardet pd deras tathet av laddningsbarare vid rumstem-
peratur till ndgon av dessa kategorier. Skillnaden mellan halvledare och semimetaller definieras s
att halvledare har en starkt temperatureberoende konduktivitet, medan semimetaller har inte. Vid 0O
K &r halvledare isolatorer, men semimetaller leder fortfarande elektrivitet.

Ett standardverk i fasta tillstandets fysik (Kittel, Introduction to solid state physics) ger foljande
indelning:
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Foljande egenskaper galler for ledare (i den makroskopiska grénsen, som vi tillsvidare hela tiden
behandlar):

(i) Inne i en ledare éar elfiltet noll.

Ett yttre elfalt satter de fria laddningarna i en ledare i rorelse. Forflyttningen fortsatter tills nettofaltet
— summan av laddningarnas elfidlt och det yttre faltet — forsvinner. Nar statisk jamvikt uppnatts
ar nettofaltet inne i ledaren noll och ledarens yta tackt av inducerad laddning.

(ii) Inne i en ledaren ar laddningstatheten noll.
Detta foljer direkt fran Gauss' lag (behandlas lite senare).

Om dar fanns laddningar skulle dar ocksa finnas elfilt, vilket strider mot férsta regeln.

(iii) Nettoladdningar befinner sig pa ytan.

(iv) En ledare utgdr en ekvipotentialyta.

Eftersom E = O inne i ledaren maste potentialen ¢ vara densamma overallt. En dylik yta kallas

ekvipotentialyta.

(v) Elfdltet ar vinkelrdtt mot en ledares yta.
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Om det existerade en tangentiell komponent skulle laddningar rora sig langs med ytan och ledaren
inte befinna sig i statisk jamuvikt.

Exempel :

(a) Inducerad laddning pa en ledare
befinner sig pa ytan.

+q (b) En laddning i en kavitet i en ledare
inducerar laddningar pa kavitetens och
ledarens yta. Inne i ledarens (férutom
kaviteten!) ar elfdltet fortfarande noll.

(a) (b

Om ledaren ar sfarisk och centrerad i origo, ar elfaltet utanfér ledaren

1
E, = 95 (1.33)

Admeqr?
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Till nasta skall vi hiarleda Gauss lag, som bevisar att faltet faktiskt ar noll innanfor ledaren.
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1.6. Gauss’ lag

Gauss' lag relaterar en laddningsmangd till ytintegralen av det elfdlt som laddningen ger upphov till.
Ytan maste vara sluten. Vi harleder nu lagen.

Betrakta forst en punktladdning i origo:

Er) =+ 1 (1.34)

47‘(‘80 r3

Ytintegralen:

jl{dA-E(r): 1 ?{dA.i: 1 %dAﬁ-i (1.35)
A Aeg Ja r3  4dmweg Ja r3

dar 1 ar normalen till arean dA.

Vi behéver nu veta produkten n - r !
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n
Q
¥
=

= dA = (1.36)

dAﬁ-%:dA

r r2 r2 r2

Obs: dA’ ir ett sfiriskt segment !

Vi har nu att

dA"  r’d¢dfsin 6

(1.37)

r2 72
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Ytintegralen blir alltsa:

T gn =4 (1.38)
47‘(‘60 €0

édA-E(r) — 4 ﬁdqﬁdesine:

471'80

Motsvarande for flera laddningar,

jédA . E(r) = ;02 qi, (1.39)

och kontinuerliga férdelningar:

j{ldA E(r) = Si}[dvp(r) (1.40)

0

Detta dr Gauss’ lag i integralform.

Men om q sitter utanfoér ytan 77
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Vi kan bilda segment-paren i figuren. Hela ytinte-
gralen fds genom att summera upp dessa par.
For varje par:

~ 1 ~ T2
dA1n1 -3 —|— dA2n2 -3
U Ty
. T . T
= dA1H1 o T dA2n2 )
U1 U
COS (1 COS (9
= dA—— — dAy—
U1 U
;1 ;1
— dAlﬁ dA2ﬁ
1 2
A . 2 1 2 1
L K = TldQ—2 — T2d9—2
! T T
i 1 2
q® — 0 (1.41)

Har betecknades den gemensamma rymdvinkeln med df?2.

Det giller ju att ett sfariskt segments area dr dA’ = r?dQ) = r?d¢df sin 6.
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Enligt Gauss' teorem har vi for ett vektorfalt F att

j{dA-F:j{dVV-F (1.42)
A 1%
dar A innesluter volymen V. Vanstra ledet av Gauss' lag, ekv. [1.40] kan alltsa skrivas

7{ dA - E(r) = }1{ dV'V - E(r) (1.43)
A \%

Nu ar hogra ledena i ekv. och [I.43] bdda volym-integraler, s3 vi kan identifiera integranderna
med varandra. Vi far dd Gauss’ lag i differentialform:

V- E(r) = ps(r) (1.44)

Vi kan nu anvianda Gauss' lag for att verifiera att elfdltet ar noll inne i en ledare.

Vi kan utgd fran den intuitiva uppfattningen att alla fria laddningar repellerar varandra tills de
fastnar pa ytan.

Gauss' lag ger dd omedelbart att E = O inne i ledaren, som vi framforde tidigare.
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1.6.1. Elfdltet pa en ledares yta

Vi granskar nu elfdltet pd en godtycklig ledares yta.

Elfiltet E kan delas upp i en komponent som ar normal mot ledarens yta, och en tangentiell
komponent:

E=FE.n+ E:t (1.45)
Men E = —V, sa

E=—(Vg).n— (Ve)it (1.46)

Derivatan av potentialen i tangentens riktning ar projektionen av derivatan V¢ pa tangentens
enhetsvektor t:

t- Vo= (V) =—L— (1.47)

Men eftersom ytan 4r en ekvipotentialyta (¢ konstant Gver hela ytan) giller dp/dt = 0, och
(V): = 0. Alltsa har vi
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E=E,q (1.48)

och elfdltet ar normalt mot en ledares yta.

1.6.2. " Pillerburks” -tekniken

Lat oss nu betrakta en ” pillerburk” vid ledarens yta:

Pillerburken ar i det har fallet en infinitesimal cylindrisk region med topp- och bottencirklarnas
normalvektorer parallella med ytans normalvektor. Mantelytan ar ocksad parallell med ytnormalen.
Vidare antas cylinderns tjocklek vara infinitesimal med avseende pa dess (redan infinitesimala) area.

A ena sidan kan man, d& pillerburkens tjocklek infinitesimal, ignorera burkens sidor och ytintegralen
blir helt enkelt:
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}I{dA-E(r):A-En—A-O (1.49)

A andra sidan ir enligt Gauss lag,
1
j{ dA - E(r) = —Y{de(r) (1.50)
A €0
men nu kan i cylindern dV delas upp i en integral 6ver hojden:

L Javor) = i?idA/Zdzp(r) - i}édA/Zdz& 1§ dacer) (s1)

€0 €0 €0 dA fz dz - o J A

dar vi anvant oss av ytladdningstathetens definition o = d@Q /dA och det att pillerburkens tjocklek
ar infinitesimal med avseende pa dess area.

Nu fds vidare . A
o
— @ dAo(r) = — (1.52)
€0 JA €0
om ytladdningstatheten ar konstant, vilket det kan antas vara i ett infinitesimalt omrade.

Jamforelse av ekv. [1.49| och ger genast att

g, =2 (1.53)
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1.7. Losning av enkla elektrostatiska problem

(a) Vi har tidigare kommit fram till att elféltet eller potentialen fran diskreta laddningar och
laddningsférdelningar ges av uttrycken

R r —r; 1 r—r
E(r) = i - dV'p(r" ) ————
() 471'60;q |r—ri|3+47T€O/V d )|r—r’|3
1 ., r—r
-+ / dAo(r)—— (1.54)
Admeg Ja lr — /|3
N / /
1 q; 1 , p(r') 1 / , o(r')
r) = dVv dA 1.55
P (r) 4W€0;|r—ri|+4ﬂ'€0/‘/ |r—r’|+47reo A lr — 1’| (1.55)

(b) | foregaende sektion erholl vi Gauss' lag

jédA CE(r) = ei?fdvp(r) (1.56)

0

Gauss' lag forenklar elfalts-rakningar avsevart dd man har laddningsfordelningar med hég symmetri,
t.ex. plan, cylindrar och sfarer.
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Exempel 1: En punktladdning q.

Gauss:

ﬁdA-E(r):&%

For enkelhetens skull integrerar vi 6ver en sfarisk ytal

dA = dAT
dA = 1r°dpdhsind
Vi far:
4 _ jl{dA-E(r)
€0 A

27 ™
— 2 / d¢/ dOsin 0t - (E,T + E¢6 + Eysp)
0 0

2T T
r’ / dop / df sin O E,
0 0
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dar vi utnyttjat var kunskap att FE.. ar en funktion endast i r, och vi far

1 _ 4rE, (1.61)
€0
och .
B =1 - (1.62)
4megr?

som vantat. Faltet ar nu radiellt utdt fran punktladdningen, och r ar avstdendet fran observations-
punkten till laddningen.

Om q sitter i punkten r’, hur skriver vi filtet d3 ?

/

q r—r
E = 1.63
dmeg |r — ¢/ |3 (1.63)

Elfdltet transporterar en positiv testladdning bort frdn g ! [

Exempel 2: En tunn, rak och oindligt 13ng laddningsfordelning med den linjira laddningstitheten
A (C/m). Vi betraktar en cylinder med hdjden h och radien p runt traden.

Gauss:
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Ah

2rphE, = — (1.64)
€0
Al

E, = — (1.65)
2meg p

[l

Exempel 3: Ett likformigt laddad sfariskt skal med ytladdningstitheten o (C/m?). Sfirens radie
ar d.

Svar:

d’o

ET’ — 27
EqTr

r > d, (1.66)

och E, = 0 annars. ]

Om Gauss' lag inte kan tillampas ar man tvungen att I6sa problemet med ndn av ekvationerna (|1.54
eller (|1.55)) ! Ofta & man da ocksd tvungen att begrdnsa sig till ett fatal punkter, om man vill
bestimma E eller ¢ analytiskt (" med papper och penna”).
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Exempel 1: Cirkulir laddningsférdelning med laddningstitheten /lingdenhet \ for en cirkel med

radien a:

Ads u
4meq (vaZ + 22)2

Komponenten i z-led ar:

dE =

IR IE .5 Ads cos 6
5 = -7 =
deg (vVaZ + 22)2
Men ds = ad och
9 z
cos =
s att
iE, — Aa zd

T Ameg (a? + 22)3/2

Integralen over alla vinklar d) blir:
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Aa Z27
FE, = (1.71)
Ameg (a2 + 22)3/2

eller skrivet om med den totala laddningen i cirkeln Q = 2mwa:

B - © © (1.72)
Ameg (a2 + 22)3/2
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1.8. Den elektriska dipolen

Tva motsatta lika starka laddningar som halls pa ett kort fixerat avstand fradn varandra bildar en
dipol.

Motsvarande, en monopol eller kort pol, dr en synonym for en elektrisk punktladdning.

Pa atomniva ar dipolvaxelverkningar extremt viktiga. Det finns tre huvudtyper av atomara elektriska
dipoler [http://en.wikipedia.org/wiki/Dipole]: (i) permanenta, (ii) inducerade, och (iii) momentana.

Exempel pa permanenta dipoler ar polira molekyler, d.v.s. molekyler dar ndn atom har mycket
storre elektronegativitet an de andra. Den del av molekylen innehaller da en storre mangd elektroner,
vilket gor den negativt laddad. Exempel: saltsyra, H-Cl.

Inducerade dipoler ar molekyler eller atomer som polariseras, antingen av yttre elektriska falt eller
permanenta dipoler.

Momentana dipoler ar atomer eller molekyler dar elektronladdningskoncentrationen fluktuerar kring
atomkarnan, och diarmed kan anses ge upphov till en momentan dipol. Denna momentana dipol kan
i sin tur inducera en ennen momentan dipol i en narliggande atom/molekyl, varmed resultatet kan
bli en andlig vaxelverkan trots att tidsmedeltalet av dipolmomenten ar noll!
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Det ar tamligen uppenbart att i allmanhet ar styrkan av vaxelverkningen Fj,; for dessa 3 typer

Faai >> Faai >> Fqaii (1.73)

L3t nu laddningen —q vara i ¥’ och +q i r’ + d. Elfiltet i punkten P med ortsvektorn r frin

dipolen ar

E(r) g r—r —d q r—r1
r) = —
Areg|r — v —d|?  4dwep|r — /|3

_ g (r—r'—d ) r—r’> (178)

Admteg \|r — ' —d|? |r—1/]3

O

Vi ar intresserad av filtet 1ang borta fran dipolen, s3 att |d| < |r — r’| och vi kan anvinda oss av
|d|/|r — /| = 0.
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L3t oss forsoka forenkla forsta termens namnare sa att den blir samma som i andra termen:

_3/2
r—r —d|7? = ((r—r/—d)Q)

= ((r —)Y+d -2 —-1)- d) e

—3/2
d? —r')-d

Ir — r’/|? Ir — r’/|?
~ |r—r|? (1 _ 2<r|r__r;)/|°2d> - (1.75)
;orserie:
(1+2)""~14 Sx, 2] < 1 (1.76)

(1.77)

— ). d
r—r’—d|_3%|r—r/|_3<l—|—3(r r) )

Ir — r’/|?
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Insattning i elfdltsuttrycket ger oss

/ / /
q r—r —d (r—r)-d) r—r )
E(r) = 1+3 _——
() Ad1eg ( lr —r/|3 ( * lr — r/|? lr — /|3
q 3(r—1')-d , d >
~ r—r)— —— 1.78
dmeg ( lr —r/|? ( ) r — /|3 (1.78)
efter att termer med (|d|/|r — r/|)® dumpats.
Definiera dipolmomentet
p=> aqri=—qr +q( +d) =qd (1.79)
med enheten C - m (Coulombmeter), sd kan vi férenkla till
1 /3(r—r)-p / P ) /
E(r) = r—r)———— |, dL|r—r 1.80
0 =g (e = ) <] (180)
Potentialen skriver vi direkt med hjalp av en punktladdnings potential:
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o) = (s ) (181)

dmeg \|r — r' — d| a lr — /|

Om man upprepar motsvarande som ovan kan man visa att

1 p-(r—7')
dreg |r—1r/3

d| < |r — 1| (1.82)

Exempel : Dipol i origo:

Er) = —— ° <3r'pr—p> (1.83)

p(r) = (1.84)

1.8.1. Dipol i yttre falt

Fran tidigare vet vi att potentialenergin for en laddning q i ett yttre falt ar U(r) = q@ext(r).
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Tillampat pa en dipol med —q i r och +q i r + s far vi
U(r) — —C]SOext(I‘) ‘|‘ qgoext(r ‘|‘ S) (185)

Notera:

dpext _ Pext(T +8) — Qext(T)

S+ Vpext(r) = (1.86)
ds S
forutsatt att |s|/|r + s| ar litet.
Vi far
U(I‘) ~ _QSOeXt(r> + q (S/S\ ) VQOeXt(I‘) + Soext(r>)

= (gs- VSOext(r)

= P Ve(r) (1.87)
Uppsnyggat:
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U(I‘) — P v@ext(r) — —P- EeXt(r) (188)

Exempel : Dipolens energi d& den befinner sig i filtet fr&n en punktladdning Q i origo ir, om
dipolens plats ar R:

@ pR (1.89)

Ug = —
« 47‘(‘60 R3

Enligt ekv. ((1.82) ar energin for en laddning @ i faltet fran dipolen:

Q p-(0—-R)  Q p-R

= — 1.90
47‘('8() |O — R|3 47‘(’80 R3 ( )

Udipol = Q@dipol =

Energin blir alltsa densamma, oberoende av ur vilken synvinkel man betraktar det hela.
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1.9. Elektriska multipoler

Man kan visa att potentialen for en s3 gott som godtycklig laddningsfordelning kan expanderas i en
serie av multipoler. Multipoler ar en generalisering av dipol-begreppet.

Potentialen i observationspunkten r fran férdelningen p(r’) ar forstas

o(r) = — /dV’ p(x') (1.91)

Ameg lr — r/|

Vi expanderar namnaren med Taylor-serien for 1/4/1 + x

r — r'| (r —r’)?
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R
S |
—

|

N |-
1
VR
S |3
N
|
(&)

H
=
M"S\

1 177 r-r 3(r-r)?

1.92
r 273 r3 2 rd ( )

R

efter dumpning av (7' /r)"-termer med n > 3.

Insattning | potentialen ger

1

7o

o(r) = - L E/dv’p(r’) o /dV’p(r/)r/—l—% /dv’p(r’) (3¢ -v) - 7“27‘/2>}(1.93)

TEQ

Forsta termen:

! 1/dv’p(r’)z L @ (1.94)

AmregT dmweg T

Potentialen fran en punktladdning i origo !
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Andra termen:

! i-/dV’p(r/)r/ (1.95)

4dmegrs

Men

/ dV'p(r)r’ (1.96)

kan ses som en generalisering av ekv. ((1.79) for dipolmomentet for tva diskreta laddningar ! Vi har
da

p = /dV’p(r’)r/ (1.97)

Alltsa har vi

1 r 1 p-r

T /dv'p(r')r’ _ (1.98)

47‘(’807"3 47‘(’80 r3

Detta ar potentialen fran en dipol i origo !
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Tredje termen:

1 11

47’(‘802 r5

dv’'p(r') (3(r )% — ¢ ’2> (1.99)

Integranden dividerad med laddningstatheten kan skrivas:

3(:1333/ + yy/ + ZZ/)Q . 7‘/2 582 4+ y2 i 2’2)
— 3(£E2x/2 4+ y2y/2 4+ 222/2) 4+ Gxx/yy/ + Gxx/zz/ + nylzzl . T/Q(x2 4+ y2 4+ 22)
= 3(zxx'z’ +yyy'y + 222'2") + 3x2’yy + 3yy'zx’ + 3vz'z2

+3z2'xx’ + 3yy/zz/ -+ 3,zz/yy/ — r? Z TiT;0;;

]

(1.100)

Obs: 1 = x, 9 = y, och 3 = z.

Det sista ekvationen kan forenklas till

Z 3x;x T T Z xT;T;0ij = Z Tixj (Sx T 523') (1.101)
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Insattning ger

L1 L j / / I 12 1 1 LiLj
- dv (3 = — 5,) — - 1.102
47‘(‘602; 7o / pr) Tty T 0 dmeg2 o @i ( )
dar
Qi = dV’p ) (3ziz’ — 7“/25@" 1.103
J 179 J

Qi; ar en tensor med 9 element, av vilka paren Q;; = Q;, med ¢ # j, ar samma. Okanda ar d3
Q11, Q22, Q33, och tex. Q12, Q13, Q23. Tensorn Q;; kallas kvadrupolmomentstensorn.

Allmant galler att genom att inkludera fler termer i Taylorserieutevecklingen, kan alla termer i
expansionen ([1.92)) grupperas att motsvara poler av successivt hogre ordning, multipoler:

Monopol, dipol, kvadrupol, hexapol, octopol, decapol, dodecapol, . ..

(Se t.e.x. http://www.georgehart.com/virtual-polyhedra/greek-prefixes.html for dvriga
grekiska prefix . . . ).

Med tillrackligt manga termer kan godtyckligt bra noggranhet erhdllas i beskrivningen av faltet.

Dylika multipoler ar viktiga bl.a. inom karn- och berdkningsfysiken.

Inom den senare kan man med en enkel tankegang forstd varfor det kan vara nyttiga. Anta att man
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har ett stort antal /N laddningar i en begransad volym V' av rymden, och vill berdkna kraften som
verkar fran dem pa en testladdning @ langt ifrdn V.

Ifall man anvander direkt Coulombs lag, maste man da berdkna N termer. Men om man istéallet
konstruerar multipolutveklingen till t.ex. kvadrupolnivan, kan man f3 en god approximation med att
berakna bara 3 termer!

P& den har kursen kommer vi inte att behandla multipoler desto mera.

* * *

Totala potentialen ar nu

1 Q 1 p-r 1 1 T
LA + _ s
47‘1’80 r 47‘(’80 r3 47‘(’802 i 7o

dar

Q = / d’r' p(r) (1.105)
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p = /d r' p(r)r’ (1.106)
Qij = /d r' p(r’) (396 T r’25ij) (1.107)

Termerna motsvarar alltsa O((r'/7)?), O((+'/r)"), O((r'/7)?), . ..
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